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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude d’un probléme aux limites pour une équa-
tion pseudo-hyperbolique fractionnaire définie dans un domaine inclus dans es-
pace a N dimensions, de la forme:

"L 0%u(t, X
Lu = §op+u(t, X) =) %
k

k=1

= f(t,X),

pour Q" = (0,7) x (0,1)" et X = (z1,29,....,2,) € (0,1)", n € N, et
L est un opérateur différentiel fractionnaire et f une fonction continue connue,
soumises a des conditions aux limites.

La démonstration repose sur le choix judicieux de multiplicateurs intégraux,
’utilisation d’intégrations par parties ainsi qu’un procédé de récurrence. Grace
aux estimations a priori, nous pouvons prouver I’existence et I’unicité d’une solu-
tion forte du probleme étudié.

Mots-clés: inégalité de c-cauchy, calcul fractionnaire, intégrale fractionnaire,
dérivée fractionnaire, espace fractionnaire, équation pseudo-hyperbolique, esti-
mations a priori, opérateur intégral.



Abstract

This thesis is devoted to the study of a boundary value problem for a fraction-
nal pseudo-hyperbolic equation defined in a domain included in an N-dimensional
space, of the form:

"L O%u(t, X
LU = 006?+1U(t, X) — Z %
k=1 k

= f(th):

for Q" = (0,7) x (0, )" et X = (x1,22,...,2,) € (0,1)",n € N, and L is a
fractional differential opeerator and f is a known continous function, subject to
boundary conditions.

The proof relies on a judicious choice of integral multipliers operators, the
use of integration by parts, and a recurrence procedure. Finally, using a priori
estimations, we prove the existence and uniqueness of a strong solution to the
studied problem.

Keywords: c- cauchy inequality, fractional calculus, fractional integral, frac-
tional derivative, fractional space, pseudo-hyperbolic equation, a priori estimates,
integral operator.
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Notations

N: ensemble de nombres naturels.
R: ensemble de nombres réels.
H: espace de Hilbert.

L: opérateur non borné.

D(L): le domaine de définition de 1’opérateur L.
R(L): 'image de ’opérateur L.

N(L): le noyau de I’opérateur L.

C(H): ’espace des fonctions continues sur H

RL D 1a dérivée fractionnaire au sens Riemann-Liouville.
¢ Dg: 1a dérivée fractionnaire au sens Caputo.

CF D: la dérivée fractionnaire au sens Caputo—Fabrizio.
RLTo: 1’intégrale fractionnaire au sens Riemann-Liouville.
CF [ I’intégrale fractionnaire au sens Caputo-Fabrizio.
(.| .)u: le produit scalaire sur H.

|.|: la partie entiere d’un nombre réel.

OU: la frontiere de U
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire connait a I’heure actuelle une grande popularité parmi
les chercheurs en sciences et en ingénierie. Il a montré son énorme potentiel pour
comprendre mieux la nature, et pour apprécier le monde merveilleux de 1’analyse
mathématique qui se trouve entre les dérivées et intégrales d’ordre entier.

2] Quand on introduit la notion de calcul, on revient a la question de I’ Hopital,

n
posée a Leibniz le 30 septembre 1695, concernant la signification % sin = %

La note de Leibniz a conduit a I’apparition de la théorie des dérivées et des in-
tégrales d’ordre fractionnaire qui est devenue un sujet tres attractif pour les math-
ématiciens. Cet attrait théorique n’a cependant cessé de croitre, au point que ce
domaine est aujourd’hui utilisé profondément dans les domaines de la viscoélas-
ticité, la rhéologie, I’électrochimie et la physique.

Le calcul fractionnaire permet de dépasser les limitations des modeles clas-
siques en viscoélasticité [41], ou les dérivées entieres ne rendent pas compte des
effets de mémoire a long terme. En rhéologie [4], il offre une description unifiée
des fluides complexes avec peu de paramétres. En électrochimie [18], il modélise
naturellement la diffusion anormale et les interfaces irrégulieres via les éléments
a phase constante. Mais en physique, le calcul fractionnaire n’est pas une abstrac-
tion mathématique il sort naturellement des matériaux a mémoire et des milieux
hétérogenes.

Le calcul fractionnaire a été construit sur des bases formelles par de nombreux
mathématiciens célebres, par exemple: Riemann, Liouville, Griinwald, Lagrange,
Euler, Heavyside, Fourier, ... etc. Beaucoup d’entre eux ont proposé des ap-
proches différentes pour la dérivée fractionnaire, révélant progressivement une
propriété ce qui a mis en lumicre une singularité majeure: la non-inversibilité
entre dérivée et intégrale fractionnaires, contrairement au cas classique, les opéra-
teurs de dérivation et d’intégration fractionnaires ne sont pas automatiquement
inversibles a droite et d’ailleurs c’était la cause pourquoi les calculs fraction-
naires ont cessé de se développer de 1695 jusqu’au 1967 [20]. C’est un para-
doxe pressenti par Leibniz dés 1695 [20] et élucidé par Riemann-Liouville vers
1832-1847 [39], découle du choix de la borne inférieure d’intégration. Ce prob-
leme a été radicalement résolu en 1967 par le géophysicien italien Michele Ca-
puto [14]. Afin d’éviter le probleme du reste mathématique qui survient lors de
I’intégration puis de la dérivation (I’opération inverse a droite), Caputo a inversé
I’ordre des opérations; il a proposé d’effectuer d’abord la dérivation classique,
suivie de I'intégration fractionnaire. Cette simple modification a tout changé, ren-
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dant I’opérateur fractionnaire compatible avec les conditions initiales physiques
ordinaires [23], [39].

[’absence d’interprétation physique de la dérivation fractionnaire a été abor-
dée lors de la premiere conférence internationale en 1974 a New Haven, ainsi que
lors des conférences suivantes en 1984 en Angleterre et en 1989 a Tokyo. [19]

Récemment, un intérét considérable s’est porté sur 1’étude des équations dif-
férentielles d’ordre fractionnaire, dont on a découvert qu’elles régissent divers
systémes thermiques, électrochimiques et viscoélastiques [41], [6], [18]. Dans cer-
taines équations, on applique les Théorémes du point fixe de Banach, Shauder
et Leray-Shauder [9], [24] qui fournissent des outils redoutables pour traiter une
large classe de problemes non linéaires. Cependant, résoudre de telles équations
sans estimations a priori est une entreprise vouée a I’échec. Les estimations a pri-
ori sont bien plus qu’un simple outil technique, elles sont I’épine dorsale de toute
analyse rigoureuse des équations différentielles fractionnaires: elles constituent le
socle rigoureux sur lequel repose toute la démonstration d’existence et d’unicité
des solutions. Grace a elles, on maitrise le comportement des solutions incon-
nues, on les confine dans des espaces fonctionnels bornés, et on rend possible
’application puissante des Théorémes du point fixe. Sans elles, rien n’est garanti;
avec elles, le probleme devient mathématiquement viable. C’est pourquoi leur
établissement est une étape absolument incontournable de notre travail.

Au cours des dernieres années, plusieurs chercheurs se sont intéressés a 1’étude
de la résolution des équations fractionnaires. De nombreuses méthodes ont été
développées afin d’obtenir des solutions exactes ou approchées avec meilleure
précision. Parmi les méthodes les plus utilisées, on trouve: en 2015 la méthode de
décomposition d’Adomian modifiée combiné avec la méthode de Legendre pour
les équations intégrales fractionnaires de Volterra-Fredholm, en 2017 [17] nou-
velle méthode numérique d’Adams-Bashforth fractionnaire, en 2020 méthodes
hybrides combinant la transformation de Laplace fractionnaire et décomposition
d’Adomian, en 2022 la méthode SBA pour la résolution des équations fraction-
naires non linéaires, en 2024 [34] méthode de transformé de Mittag-Leffler et enfin
en 2026, la méthode de Kharrat pour les équations fractionnaires avec dérivée de
Caputo.

En ce qui nous concerne, ce travail comporte trois chapitres:

Le premier chapitre est consacré a un rappel des notions préliminaires néces-
saires pour le développement des chapitres qui suivent, plus précisément, les outils
d’analyse fonctionnelle, la théorie des opérateurs.
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Le deuxieme chapitre est dédié aux définitions et propriétés principales des
intégrales et dérivées fractionnaires. On y présente successivement les dérivées et
intégrales de Riemann-Liouville, de Caputo, ainsi que la définition plus récente
de Caputo-Fabrizio. On étudie ensuite les espaces des fonctions avec des dérivées
fractionnaires et on termine par les équations intégrales fractionnaires. On illustr-
era notre démarche par un exemple frappant ou les estimations a priori, ol nous
avons présentés deux exemples d’application, un premier sur un espace fonction-
nel et un second sur un espace fractionnel. les estimations a priori sont capables
de maitriser le comportement des solutions inconnues, conduisent a une démon-
stration claire et irréfutable d’existence par les Théoremes du point fixe. Grace a
elles, I’existence et 1’unicité des solutions s’imposent comme une évidence math-
ématique.

Le troisieme chapitre constitue le coeur de ce mémoire. c’est I’étude d’une
généralisation d’un probleme différentiel fractionnaire linéaire dans un domaine
de dimension /N ou la formule de la dérivée fractionnaire utilisée ici est celle de
Caputo. On va montrer que cette généralisation admet une solution forte unique
en utilisant la méthode des estimations a priori.

Enfin, une conclusion générale résume les résultats obtenus et propose quelques
perspectives pour d’éventuels travaux futurs.

11



Chapitre 1

1 Notations préliminaires de base

Dans ce chapitre nous introduisons certaines notions de base nécessaires a notre
travail comme 1’espace LP((2), espace des fonctions continues et absolument con-
tinues, les espaces de Sobolev, les opérateurs linéaires, fonctions spéciales, ... etc.

1.1 Espaces fonctionnels

On appelle espace fonctionnel, un ensemble de fonctions ayant une structure
d’espace vectoriel muni d’une norme.

1.1.1 Espace de Lebesgue L?(£2) [13], [27]

Définition 1: soit Q un ouvert de RY et soit p € R avec 1 < p < 400, on
appelle espace de Lebesgue 1’ensemble des fonctions:

LP(Q) = {f : Q — R¥mesurable et/ |f(z)P dx < —|—oo} :
Q

est un espace de Banach muni de la norme

1/p
11l rie = ( / | f(x)]pdx) |

Définition 2: soit {2 un ouvert de RY, on définit:

L>(Q) :={f : Q2 — Rmesurable et il existe ¢ > 0 : | f(x)| < ¢, p.p. sur 2}
muni de la norme || f|| () = infe < 0: | f(x)| < ¢ p.p. sur Q.

Si: Q =RY

Définition 3: soit 0 < p < 400, on définit 'espace LP(RY) tel que:

1l = ( /R ) |f<x>|pdx)’l’ <o

Pour p = +00, on définit L>(RY) par:

[fllze = sup ess|f(x)] < +oo.

z€RN

Proposition 1: ’espace LP(R") est un espace vectoriel et de Banach.
Théoréme 1: 1’espace LP(RY) est un espace complet.
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Définition 4: soient 1 < p, g < 400, on désigne par g I’exposant conjugué

de p qui vérifie: ! +-=1
p q
Corollaire 1: si () est de mesure finie, alors pour 1 < p < ¢ < 400, on a:
LT C LP.
Théoréme de la représentation de Riesz: soient 1 < p < +ooet p € (LP),

oo . , 1 1
alors il existe un unique u € L7, avec — + — = 1, tel que:
p p

(o0 f) = /Q uf,  Vfelr

De plus, on a
[ull o = llellzry-
Théoreme 2 (Inégalité de Young): soient a et b deux réels strictement positifs,
et p,q > 1 vérifiant: E + E = 1. Alorson a: ab < @ + g
P q p q

L’égalité a lieu si et seulement si a” = b?. Cette inégalité provient facilement
du fait que la fonction logarithme est concave. En effet, cette propriété et les
propriétés fonctionnelles du logarithme, entrainent que:

1 1 P q
In(ab) = ~In(@’) + ~In(¥) < In (5 i %) |

Inégalité de Holder: soit  un ouvert de RY, soient f € LP(Q) et g € L(Q)
1 1

avec 1 < p,q < +ootels que: — + — = 1. Alors fg € L' et
P q

/Q ol < 1l llglio.

Lorsque p = 2, on a ¢ = 2 et I'inégalité de Holder se réduit alors a 1’inégalité
de Cauchy-Schwartz:

[ Vsl < 1ol
Inégalité de =-Cauchy: pour a et b arbitraires dans R, et tout € > 0, on a:
€ 1
b < —a® + b
abl < 307+ 52

13



Inégalité de Minkowski: soit f et g deux fonctions mesurables dans L2,
alors pour tout 1 < p < +o0,

1+ gllee < 1f o) + 19l Loy
Inégalité de Poincaré: soit f € W, (Q), tel que Q est un ouvert de R, et
f(z) =0, Va € 02 Donc, on a:

/ f@)Pde < cq / 1V fPde.
Q2 Q

ol cq est une constante dépendante de 2.

Théoréme 3 (Théoréme de Fubini): soient ; C RY', Q, ¢ R™V2 des
ouverts et ' : 1 x 25 — R une fonction mesurable. On définit alors:

L) = {g : Q1 — R mesurable : lg(z)|dx < +oo} :

971
et

L;(Qg) = {h : 25 — R mesurable : |h(y)|dy < +oo} :

Qo
On pose que F' € L'(2; x ). Alors, pour presque tout z € §2;:

F(z,y) € L;(Qg) et / F(z,y)dy € LL(Y),
Qo

de méme, pour presque tout y € )y,

F(z,y) € LL(Q) et / F(x,y)dx € L;(Qg).

De plus, on a:

/ dx/ F(a:,y)dy:/ dy/ F(x,y)dx:/ F(z,y)dzdy.
Q1 Qo Q2 9251 Q1 %0

Théoréme 4 (Tonelli) [39]: on suppose que |f(z,y)|dy < oo, pour
Qo

presque tout z € Q; etque | f(z,y)dy < oco. Alors F € L'(Q; x Q).
Q1
Lemme 1 (Lemme de Fatou) [12]: soit (f,,),en une suite de fonctions de

LY(Q) telle que:

14



1. pour chaque n, f,(z) > 0 p.p. sur €2,

2. sup/ fn(x)dr < 4o00. Alors,
n Jo

liminf f,, € L*(Q) et /lim inf f,,(x) dxr < lim mf/ folz
Q

n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo

Théoreme de la convergence dominée de Lebesgue [13]: soit ( f,),en une
suite de fonctions de L. On suppose que:

1. fu(z) —= f(z) p.p. sur 2.

2. 1l existe une fonction g € L' telle que pour chaque n, | f,,(z)] < g(z) p.p.
sur Q. Alors f € L et ||f, — fll = 0.
n—-+0o0

Proposition 2 (La réciproque du Théoréme de Lebesgue)[13]: soit (f,,)nen
une suite de fonctions de L?. Si f,, 4+> f dans LP, alors il existe une
n—-+0o0

sous-suite de (f,,)nen qui converge p.p. vers f.
Proposition 3 [13]:

1. LP(Q2) est un espace vectoriel et || - ||,» est une norme pour tout 1 < p <
+00.

2. LP(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < +oo (Théoreme de
Fischer-Riesz).

3. LP(Q) est séparable pour tout 1 < p < +o00.
4. LP(2) est réflexif pour tout 1 < p < +o0.
5. LP(Q2) est complet pour tout 1 < p < +oo0.

On résume les propriétés des espaces LP dans le tableau suivant:

réflexif | séparable espace dual
I 1
LP(Q),1 <p<+oo | oui oui Li(Q)) avec — + — =1
P g
LY(Q) non oui L>(Q)
L>=(Q) non non | contient strictement L' ()

15



1.1.1 Espaces de fonctions continues [21]

Définition 5: on note C'(§2, R) I’ensemble des fonctions continues définies sur §2
a valeurs dans R. Pour tout m € N, on note C"™ (€2, R) I’ensemble des fonctions
définies sur 2 a valeurs dans R, telles que pour tout « = (ay, a, ..., ) € N”
avec |a| = Y0 | a; < m, ladérivée D*¢p existe et est continue sur §2.

On note C'*(€2, R) ’ensemble des fonctions ¢ : 2 — R qui sont dérivables de
dérivées premieres toutes continues sur ).

On note C*°(2, R) I’ensemble des fonctions ¢ : 2 — R qui sont indéfiniment
dérivable c’est a dire, pour tout « = (v, ..., a,) € N7, la dérivée Dy existe,
elle sera alors forcément continue sur (2. Nous notons C™(£2) = C™ (2, R).

Si: Q = [a,b], On note C([a, b],R) "espace des fonctions réelles continues
sur un intervalle fermé [a, b], c’est a dire:

C([a,b]) ={f : [a,b] — R : f est continue sur [a,b]} .
Propriétés:

* C([a,b]) est un espace vectoriel réel: si f,g € C([a,b]) et A € R, alors
f+g€C(a b)) et Af € C([a, b]).

¢ Il est muni de la norme uniforme:

[flloe = sup [f()].
z€[a,b]
* (C([a,b]),] - |lo) est un espace de Banach: complet pour la norme || - || .
* Il est aussi un espace métrique avec la distance d(f,g) = ||f — 9||oo-

1.1.2 Fonctions absolument continues [29]

Définition 6: une fonction f : [a, b] — R est dite absolument continue si pour
tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que, une famille finie { |z, yx[, ¥ € N} d’inter-
valles ouverts disjoints : |z, yx[N]zw, Y [= @, Yk # k', on ait:

e —ar) <6 = D |flw) — flaw) <e.

k
Remarques:
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e Toute fonction absolument continue est uniformément continue, donc con-
tinue.

* La réciproque est fausse: une fonction peut étre continue sans étre absolu-
ment continue.

Caractérisation: une fonction f € C([a, b]) est absolument continue si et
seulement si:

s f est dérivable presque partout sur [a, b], sa dérivée f’ € L'([a,b]) et
/ f'(t)dt, Yz € [a,b].
On note alors:

AC([a, b)) = {f € O([a,b]) : 3g € L' ([a, b)) tel que f(z) = f(a) + /xg(t) dt} :

Inclusion:

AC([a, b)) & C(la, b]).
Exemples sur les fonctions absolument continues:
° fl@) =22
e f(z) =sinx,
* toute fonction affine: f(z) = ax + b.

Lemme 2: une fonction f € AC"([a,b]), n € N*, si et seulement si elle est
représentée sous la forme:

fa) = ooy [ =0t e+ S

(n—1"!/,

1.2 Les espaces de Sobolev

1.21 L’espace WP(I) [13]

Définition 7: soit I =]a,b[etp € R avec 1 < p < co. L’espace de Sobolev
WP (I) est défini par:
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Whe(I) = {u € LP(I);3g € LP(I) tel que /Iugo’ = —/Iggo Vi € Ci([)} :
L’espace W1P(I) est muni de la norme
lallwr = lullzs + 11
L’espace H'! est muni du produit scalaire
(ulvyg = (ul o)z + W [ V)2,
et la norme associée:
Jullr = [l + o3
1.2.2  L’espace H'(Q) [3]

Définition 8: soit 2 un ouvert de R". L’espace de Sobolev H'(Q2) est défini par:

ov

8@'

HY(Q)={ve L*(Q)telque Vi € {1,...,n}, c L*(0)},

v ) . ) o .
ou — est la dérivée partielle faible de v au sens de la définition de la dériva-
z;

tion faible. Il est muni du produit scalaire

(u vy = /Q(u(x)v(x) + Vu(z)Vo(z))dz,
et de la norme

1
2

[ull @) = (/Q(!u(:z:)|2 + !Vu(a:)\z)dx)

L espace de Sobolev H'(2) est un espace de Hilbert.

1.2.3 L’espace H](Q) [3]

Définissons maintenant un autre espace de Sobolev qui est un sous-espace de
H'(Q).
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Définition 9: soit C'>°(Q2) I’espace des fonctions de classe C'™ a support
compact dans €. L’espace de Sobolev H} () est défini comme I’adhérence de
C>(9) dans H'(Q)). En général, H} () est strictement plus petit que H' () car
C2°(Q est un sous-espace strict de C2°(2). Une exception importante est le cas
ot ) = R™, en effet dans ce cas 2 = R™ = Q et le Théoréme "de Densité" affirme
que C°(R™) est dense dans H'(R"), donc on a H}(R") = H'(R"™).

1.2.4 L’espace H™ (1) [3]

Définition 10: pour un entier m > 0, I’espace de Sobolev H™ () est défini par:

H™(Q) = {v € L*(Q) tel que, Va avec |a| < m, 9% € L*(Q)},
ol 0%v est la dérivée partielle au sens faible. Il est muni du produit scalaire:

(u | v) :/ Z 0%u(z)v(z)de,

2aj<m

et de la norme ||ul|gm@) = /(v | u).

L’espace de Sobolev H™({2) est un espace de Hilbert.

1.2.5 L’espace W, " (I) et W1 (I) [11]

Définition 11: ’espace W, (I) est I’adhérence de ’espace D(I) dans W'»(I).
I1 est un espace de Banach. Pour p = 2, ’espace I/VO1 P(I) sera noté par Hy ().

Définition 12: 1’espace W~"#'(I) est I’espace dual de W, (I), Autrement

dit tout élément f de VW% (I) est une forme linéaire continue sur Wy (I). Ou

1 1
— + — = 1. eton ales inclusions Hj(I) C L*(I) C H~'(I) avec injection

continue et dense.

1.2.6 L’espace W™?(I) [30]

Définition 13: pour tout entier m > 0, I’espace de Sobolev W™P(I) est défini
par:

W™P(I) = {v € L*(I) tel que, Va avec |a| < m, 0% € LP(I)},

ou la dérivée partielle 0*v est a prendre au sens faible. Muni de la norme:
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=

lullwmoy = D I10%ulf,
|| <m
1.3 Opérateurs Linéaires [8]

Définition 14: soient F et F' deux espaces vectoriels normés sur un corps K. On
dit qu’un opérateur 7" de £ dans F’ est linéaire si, et seulement si,

1. pourtout v,y € E, T(x+y) =T (z) +T(y),
2. pourtouta € Cetz € E,T(az) = aT(z).

Définition 15: X et Y deux espaces vectoriels normés. Un opérateur linéaire
est une application A : D(A) C X — Y linéaire, oit D(A) est le domaine de
définition de A, qui est un sous-espace vectoriel de X . L’ opérateur A est dit
borné si la quantité suivante est finie:

[A} = sup {[|Aully,w € D(A), [Jullx = 1}

* Tout opérateur A est complétement défini par son graphe G(A) défini par
G(A) ={(v, Av),v € D(A)}.

* Pour tout opérateur linéaire A : D(A) C X — Y, on note par:

N(A) ={x € D(A), Az = 0} (noyau de A),

R(A) ={xy = Azy,21 € D(A)} (image de A).

* Onnote £.(X,Y) (respectivement L£(.X)) I’espace vectoriel des opérateurs
linéaires continus de X dans Y (respectivement des endomorphismes con-
tinus) de X muni de la topologie de la convergence uniforme:

Au
A - EC(X, Y), HAH,C(X,Y) = sup m

ueX\{0} ||UHX '

Définition 16: soit 7" un opérateur linéaire sur £. On dit que 7" est borné ou
continu si, et seulement si, il existe ¢ > 0 telle que ||7'(z)|| < c||z||, pour tout
x € k.
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1.3.1 Norme d’un opérateur

Définition 17: soit F, ' deux espaces vectoriels normés et ' € L(E, F).
On appelle norme de 7' le plus petit nombre strictement positif qui vérifie
|T(x)||r < M||z||g. Cest a dire:

Tz =inf{M > 0: |[Tx||p < M||z||g,Vx € E}.
Proposition 4: soit 7" € L(FE, F'). Alors on a:

LVze E:|Tzlr < T cllz] 2

2. Ve > 0,3z, € E:||Tacllr > (T2 — )|zl -
[ Tz]|

3T = SUp|z)<1 1Tzl|r, Tl = SUPg£0 m

1.3.2 Opérateurs fermés (8]
Définition 18: soient ' et F' deux espaces de Banach etsoit 7 : D C
E — F'. On appelle graphe de 7' le sous-espace de I/ x F' défini par:

G(T)={(z,Tx) | z € D}.

Théoreme du graphe fermé

Définition 19: [13] on dit qu’un opérateur A est fermé si son graphe G(A)
est fermé dans X x Y, c’est a dire si pour toute suite (u,),eny C D(A) telle
que u,, — u dans X et Au,, — v dans Y, alors u € D(A) etv = Au.
Théoréme 5: [8] soient £, F' deux espaces de Banachet 7 : F — F une
application linéaire. Si G(T') est fermé, alors 7" est continu.

1.3.3 La convergence dans I’espace des opérateurs linéaires [13]

1. La convergence simple: soient £ et F' deux espaces vectoriels normés et
T,,T € L(E, F). On dit que la suite (7},) converge simplement vers 7 si et
seulement si pour tout z € E, T, x — T'x dans F'. On note 7, 5T,
Autrement dit: Vo € E, Ve > 0, Ing € N, Vn > ng : ||Tx — Tz||r < e.

2. La convergence uniforme: soient £ et F' deux espaces vectoriels normés
etT,, T € L(E,F). On dit que la suite (7},),cn converge uniformément

vers T si et seulement si: lim sup |7,z — Tz||r = 0. On note 7,, I 7 et
OO |zl <1

on écrit:
n—oo
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1.4 Orthogonalité et Densité dans les espaces de Hilbert
1.4.1 Espace de Hilbert [15]

Définition 20: soit H un espace vectoriel réel ou complexe. Un produit scalaire
est une forme bilinéaire (. | .) : H x H — C (ou R), vérifiant:

(i) (.| .) est définie positive: (x | z) > 0et(z |z) =0= 2 =0,

(i) Yy € H : z — (x| y) est linéaire par rapport & et antilinéaire par rapport
ay,c’estadire (\z | y) = XNz | y) et (x| \y) = Nz, y),

(iii) (- | -) est symétrique: (y | z) = (x| y).

On pose: ||z|| := y/(z | ). On peut vérifier que || - || est bien une norme.

Exemple 1: soit H = L*(Q), o0 Q C RY est un borélien, muni de la mesure
de Lebesgue ou de la mesure discrete. Si f, g € L?(Q2) alors fg € LY(Q) et

uwmzzjg

Hm=d/m%wmmm

Lemme 3: soit /{ un espace vectoriel réel ou complexe muni du produit
scalaire (- | -). Alors pour tous z,y € H,

11 est bien défini, et

lz +ylI* = [|2]* + 2Re(z, y) + [lyll*.

Définition 21: (Espace préhilbertien) un espace muni d’un produit scalaire est
appelé espace préhilbertien. Par la suite, on notera ce produit scalaire par:

P(z,y) = (z | y),
Par exemple, RY, CV, C([a, b], C) avec

<ﬂm:/fmaﬁm

sont des espaces préhilbertiens.

22



Proposition 5 [15] (Inégalité de Cauchy-Schwarz): soit (£, (- | -)) un espace
préhilbertien, pour tout € . On note

2] = /& | ).

On a alors I’inégalité de Cauchy—Schwarz et on a 1’égalité lorsque les vecteurs
x et y sont colinéaires:

(@ o) < llzlHlyll,  Ya,yeF.

Définition 22: [25] un espace préhilbertien (H, (- | -)) est complet si I’espace
vectoriel normé associé est complet. Un tel espace s’ appelle espace de Hilbert.
Par exemple, I’espace ¢ est un espace de Hilbert. On le définit comme suit:

2= {u = (tn)nz1 Y Jul* < —1—00} .

n=1

Pour & = (Up)nen, ¥ = (Vp)nen € £2, on définit la norme:

- 1/2
e = (zwne) |
n=1

et le produit scalaire:

o
(u]v) = Zunm
n=1

Proposition 6: [32] soit £ un C-espace préhilbertien et soient z,y € E, alors
on dispose des énoncés suivants:

(i) Théoreme de Pythagore:

Re(z |y) =0 <= |z +yl* = [lz|* + [yl

(i1) Identité du parallélogramme:

[z +ylI* + [l — ylI> = 2 (l=]1* + [ly[*) -
(iii) Formule de Polarisation:

|z +yll?+ le—ylI> . (llz+iyl]?+ |z -yl
(x|y) = 1 + 1 1 )
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1.4.2 Orthogonalité [25]
Définition 23: soit (H, (- | -)) un espace de Hilbert.

1. On dit que deux vecteurs u,v € H sont orthogonaux si (u | v) = 0 et on
notera u L v.

2. On dit que deux ensembles A, B C H sont orthogonaux si tous les €léments
de A sont orthogonaux a tous les éléments de B, on notera A | B.

3. Si A et B sont deux sous-espaces vectoriels sont orthogonaux alors ils sont
en somme directe et on notera A®* B pour signifier que cette somme directe
est orthogonale.

4. Soit A un sous-espace vectoriel de I’espace de Hilbert H. On définit A+,
I’orthogonal de A, par:

At ={feH:(f|gn=0,YgcA}.

Proposition 7: soit A un sous-espace vectoriel de 1’espace de Hilbert H.
Alors A est dense dans H si et seulement si A = {0}.

Démonstration: si A* = {0}, ona (A1)* = {0}* = H. D’autre part, on a
ACA = At caAt = AHtc(DH~
Comme A est fermé, il s’ensuit que

(AN =A== (AN CcA = HCA,
d’ou H = A.
Réciproquement, si A est dense dans H, et ( f,,)nen une suite d’éléments de A
qui converge vers f € A+ C H, alors:

(f| fa)g =0, VneN,
par passage a la limite, on a:

Ifle =0 = f=0= A" ={0}.

Proposition 8: soit A une partie quelconque de H, alors A+ est un sous-
espace vectoriel fermé de H.

Définition 24: (Famille Orthogonale, Orthonormale génératrice, Base Hilber-
tienne) soit H un espace de Hilbert et (e;);c; une famille d’éléments de H.
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1. La famille est dite orthogonale si e; L e;, Vi # j.
2. Elle est dite orthonormale ( orthonormée) si de plus on a |le;|| = 1, Vi € I.

3. Lafamille est dite génératrice lorsque I’ensemble des combinaisons linéaires
(finies) d’éléments de la famille est dense dans H: vect(e;,i € I) = H.

Remarque 1: en dimension finie, on retrouve la notion usuelle de base or-
thonormée. Toute base hilbertienne est alors également une base algébrique et
le cardinal de ces bases est donc égal a la dimension de 1’espace.

1.4.3 Inégalités de Bessel, Parseval, Plancherel, développement dans une base
hilbertienne [32]

Définition 25 (Base hilbertienne): soit H un espace de Hilbert. On dit que la
famille (e;);c; est une base hilbertienne de H si elle est:

(i) Orthogonale: Vi # j € I, (e; | e;) = 0;
(ii) Normée: Vi € I, ||e;|| = 1;
(iii) Totale: H = vect(e;)ier-

Théoréme 6 (Inégalité de Bessel): si (e;);c; est une famille orthonormée
au plus dénombrable de H, alors pour tout vecteur [ € H:

SO Leal” < IIFIP-

icf
Théoreme 7: (Décomposition selon une base hilbertienne) soit H un espace
de Hilbert de dimension infinie séparable. Si {e;};-, est une base hilbertienne
(dénombrable) de H, alors tout vecteur f € H se décompose de maniere
unique comme combinaison linéaire (infinie) des vecteurs e;:

[ = Z<f | ei)e;.

i=1
Réciproquement, étant donné une famille orthonormée {e; },., de H (néces-

sairement de cardinal infini dénombrable), alors pour tout f € H, la famille
{e; : i € I} est en fait génératrice, et c’est donc une base hilbertienne.
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Théoreme 8: (Identité de Plancherel) si H est un espace de Hilbert séparable
de dimension infinie (dénombrable) muni d’une base hilbertienne {e;};-,,
alors la norme au carré de tout vecteur f € H et sa norme s’obtient simple-
ment en sommant les modules au carré de ses coefficients:

IF1I* = Z [(f el

Théoreme 9: (Identité de Parseval) plus généralement, le produit scalaire de

f avec un autre élément quelconque g de H: g = Z( g | €;)e; qui est lui aussi
i=1
décomposé selon la méme base, s’obtient en sommant les produits (conjugués)
o0

de leurs coefficients: (f | g) = Z( f1ei)(g|ei). Cequ on appelle identité
i=1

de Plancherel n’est donc autre que la version du Théoréme de Pythagore en
dimension infinie: immortalisé et renouveau d’un Théoréme vieux du vingt-
cinquieme siecles ! Et bien entendu aussi, 1’identité de Parseval est la générali-
sation aux espaces de Hilbert de la regle bien connue de calcul du produit
scalaire z1y; + - - - + Z,¥, entre deux vecteurs de R" ayant les coordonnées
(1,...,2,) et (y1,...,Yy,) dans la base orthogonale canonique.

Proposition 9: (Unicité du Développement) soit {e; };, une base hilbertienne
dénombrable d’un espace de Hilbert séparable H de dimension infinie, et soit
(a;)$2; une famille de scalaires telle que la série ) .-, a;e; converge au sens
de la topologie de H vers un élément f = > a;e;, alors a; = (f | e;) pour
touts > 1.

Théoreme 10: (Riesz—Fischer) tout espace de Hilbert H séparable de dimen-
sion infinie est isométriquement isomorphe 2 ¢2. Cet énoncé est la générali-
sation, en dimension infinie dénombrable, du Théoreme d’apres lequel tout
espace vectoriel hermitien de dimension finie n est isomorphe a C™ muni du
produit scalaire hermitien standard 2w +- - -+2,w,. Il est important d’ajouter
qu’il y a autant d’isomorphismes isométriques entre H et /2 qu’il y a de bases
Hilbertiennes. Ainsi, I’isomorphisme précédent dépend du choix de la base e,
et, par conséquent, I’'isomorphisme H ~ (2 n’est pas canonique.

1.4.4 Polynomes orthogonaux [32]

Définition 26: soit un intervalle ouvert |a, b avec : —0o < a < b < oc.
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Une fonction poids sur ]a, b[ est une fonction continue strictement positive
w :]a, b[—]0, oo, introduisons 1’espace vectoriel:

H, = {fECOab /|f )[Pw( dx<oo}

Une fonction poids w, vient du mot anglais correspondant “weight”.
On vérifie aisément que H,, est un espace préhilbertien muni du produit scalaire

naturel:
(| gh / f@)g@yw(a) dr,

et de la norme naturelle:

I = [ @t dac)é |

Remarque 2: H, n’est pas forcément complet.

Proposition 10: il existe une unique famille: (P,);° , des polyndmes unitaires
P, = P,(x) de degré n qui sont orthogonaux deux a deux:

(Pp, | Poy)w =0 lorsque ny # no,

(Py, | Puy)w >0 lorsque ny = no.

Proposition 11: les polyndomes orthogonaux associés a un poids w comme
ci-dessus vérifient les relations de récurrence:

Poii(7) = (v — an) Pu() — BuPoa () (Vn > 1),

avec les constantes:

/a b 2Py (2)?w(z)dx / ’ Py(2)*w(z)dz

/a () ula)ds

oy =

| " /aan_l(x)Qw(x)dx.
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1.4.5 Convergence et compacité faible dans les espaces de Hilbert [25]

Convergence faible dans un espace de Hilbert: griace au Théoréme de la représen-

tation de Riesz, on peut donner une définition plus simple de la convergence faible.
Définition 27: soit H un espace de Hilbert, On dit qu’une suite (u,,),en cOn-
verge faiblement vers u € H si elle vérifie:

(up, | vy = (u|v), Yve H, lorsquen — oco.

Proposition 12: soit (u,),, € N une suite d’un espace de Hilbert H. On a:
1. Une limite faible de (u,),en, si elle existe, est nécessairement unique.

2. Si (uy)nen converge fortement vers u, alors elle converge aussi faiblement
VETS 1.

3. Si (un)nen converge faiblement vers u, alors (u,),en est bornée et on a

|lu|| < lHminf ||uw,].
n—oo

En outre, dans le cadre hilbertien on peut montrer:
Proposition 13: soit A un espace de Hilbert et (u,,),en C H.

1. Si (up)nen converge faiblement vers u et si de plus on a: lim |Ju,| = ||ul],
n—oo

alors (uy,),en converge fortement vers w.

2. Soit Hy un autre espace de Hilbert et 7' : H — H, un opérateur linéaire
continu. Si (u,),en converge faiblement vers u dans H, alors (T'uy)nen
converge faiblement vers 7T'u dans Ho.

Compacité faible [25]
Théoreme 11: soit A un Hilbert. Si (u,),en est une suite bornée dans H,
alors il existe une sous-suite (u¢(n))n€N qui converge faiblement dans H.

1.5 Etude d’un probleme integro-différentiel pseudo-hyperbolique avec

des conditions intégrales [40]: les équations aux dérivées partielles jouent

un role fondamental dans la modélisation des phénomenes physiques, biologiques
et d’ingénierie. La classification de ces équations dépend du signe du discrim-
inant A = B? — 4AC, Ou
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2 2 2

Al )55+ Bl ) 55+ o) g+ Dl ) 5 Bl ) g+ P g)u = 0.
Selon la valeur de ce discriminant, on distingue trois types fondamentaux
d’équations.
Equations elliptiques: une équation est dite elliptique lorsque: B2 — 4AC <
0. Les équations elliptiques apparaissent généralement dans 1’étude des phénomenes
stationnaires. Un exemple classique est I’équation de Laplace vz, + 1y, = 0,
Equations paraboliques: une équation est dite parabolique lorsque B2—4AC
= (. Ces équations modélisent essentiellement des phénomenes évolutifs de
diffusion. L’exemple le plus connu est I’équation de la chaleur u; — k., = 0,
ou k£ > 0 représente le coefficient de diffusion thermique.
Equations hyperboliques: une équation est dite hyperbolique lorsque: B2—
4AC > 0. Les équations hyperboliques sont souvent utilisées pour décrire les
phénomenes de propagation d’ondes. L’exemple classique est I’équation des
ondes u;; — c?u,, = 0, ol ¢ représente la vitesse de propagation de I’onde.
Equations pseudo-hyperboliques: les équations pseudo-hyperboliques con-
stituent une classe particuliere d’équations qui possedent certaines caractéris-
tiques des équations hyperboliques mais comportent également des termes
supplémentaires d’ordre supérieur ou des termes intégraux. Ces équations
apparaissent fréquemment dans la modélisation de certains phénomenes
viscoélastiques.

1.6 Méthode des estimations a priori [26], [31], [38]

La Méthode des estimations a priori (dite aussi méthode des inégalités énergé-
tiques) est une méthode efficace pour I’étude de beaucoup de problemes de la
physique mathématique. Cette méthode résulte des idées introduites par J. Leray
[31], L. Garding [26], I. G. Petrovsky [38] dans leurs travaux, Elle consiste en:

« Ecrire le probleme posé sous forme opérationnelle:
Lu=F, we D(L), (1)

ou I’opérateur L est engendré par le probleme posé et considéré d’un espace
de Banach B dans I’espace de Hilbert H convenablement choisi.

« Etablir ensuite les estimations a priori pour I’ opérateur L.
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* Démontrer ensuite la densité de ’ensemble des valeurs de cet opérateur
dans I’espace H.

Plus précisément, on suivra le schéma suivant: on établit I’estimation a priori
du type:
lu|lg < C||Lu||g.Yu € D(L). )

Cette estimation est obtenue en général en multipliant scalairement I’équation
u ou ses dérivées et une fonction poids, et en faisant des intégrations par par-

ties. Ensuite, on montre que I’opérateur L dans B admet une fermeture L qui
est définie comme limite de L. La solution de 1’équation opérationnelle:

Lu=F, 3)

est appelée solution forte généralisée du probleme considéré.
Par passage a la limite, I’estimation précédente est prolongée aux solutions
fortes généralisées, c’est a dire:

|ullz < C||Lul| g, Yu € D(L). 4)

A partir de 13, on déduit I’unicité de la solution de 1’équation précédente(3).
La derniére étape consiste a établir la densité de I’ensemble R(L) dans H ce
qui garantie I’existence de la solution forte du probleme posé car I’opérateur
L est fermé dans H.

Remarque 3: la méthode des estimations a priori est fondée sur un support
théorique solide et développée dans un cadre abstrait élégant. Mais dans 1’ app-
lication de cette méthode, on est confronté a des difficultés, parmi lesquelles:

* le choix de I’espace des solutions;
* le choix du multiplicateur;

* le choix de I’opérateur de régularisation.

Définition 28: 1a solution de I’équation Lu = F est dite solution forte du
probleme.

Théoreme 12: est valide pour une solution forte, c’est a dire que I’on a
I’inégalité:

lulls < ¢|Lul|p, Yu € D(L). 5)

Par conséquent, cette derniere inégalité entraine les corollaires suivants:
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Corollaire 2: la solution du probléme est unique si elle existe et dépend
continliment de F € F.

Corollaire 3: [7] I’ensemble des valeurs R(L) de I’opérateur L est égal 2 la

fermeture R(L) de R(L).

Preuve du Corolaire 3: [7] soit z € R(L), alors il existe une suite de Cauchy
(zn)n dans F constituée des éléments de I’ensemble R(L) tel que: lim,,, o 2,
= z, alors il existe une suite correspondante u,, € D(L) tel que: Lu,, = z,.

De I’estimation (2), on obtient ||u,, — u,,||p < ¢||Lu, — Luy,||r — 0, quand
n et m tendent vers I’infini. On peut déduire que u,, est une suite de Cauchy
dans B, ainsi il existe v € B tel que lim,,_,, ., u,, = u dans B. de la définition
de L, on alim,,_, o Lu, = z et comme L est fermé donc Lu = z,u € D(L),

Lu = z. Ainsi que z € R(L), alors: R(L) C R(L).

Il reste 2 montrer I’inclusion inverse: soit z € R(L), alors il existe une suite
(2)nen ’ensemble R(L) tel que lim,, o 2, = 2, 00 2 € R(L), car R(L) est
un sous-ensemble fermé d’un espace complet F, donc R(L) est complet. 11
existe alors une suite correspondante wu,, € D(ZL) tel que Lu, = z,.

De I’estimation (4), on obtient:

|t — U || < c|| Ly, — EumHF — 0,

quand n et m tendent vers I’infini. On peut déduire que (u,,),en €st une suite
de Cauchy dans B, ainsi il existe u € B tel que: lim,, ., v, =u dans B.
De la définition de L, on a lim,, , . o, Lu,, = z et comme L est fermé, on

obtient Lu = z, donc 2z € R(L). Ainsi R(L) C R(L). On a donc démontré

que R(L) = R(L).
1 1
Existence de la solution [7]: / luwydx + / quwy dz = 0.
0 0

Puisque les ensembles des valeurs des opérateurs ¢ et ¢ sont indépendants et
les ensembles des valeurs / et ¢ sont partout denses dans L?(Q), alors on
trouve que wy = 0 etw; = 0. Donc W = (0,0, 0), ce qui implique que
R(Ly) = F. Comme R(Ly) est dense dans F', alors R(L) est dense dans F.

1.6.1 Exemple d’application sur la méthode des estimations a priori 7]

Position du probleme: considérons Q = Qx [ = (z,t):0<x <1, 0<t <T,
le domaine réctangulaire, on considere une équation intégro-différentielle pseudo-
hyperbolique:
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0%v 0%v d3v
Lv=%3m =22 ~ Pataa2

¢
+ v — / a(t — s)v(x,s)ds = g(z,t), (1.6.1)
0

avec les conditions initiales

v =v(z,0) = d(x), O<z<l, (1.6.2)
qu = 81}(01;, 0) = U(x), 0<x<l, (1.6.3)
et
1
/ v(x,t)dx = n(t), 0<t<T, (1.6.4)
0
1
/ zo(z,t)de =m(t), 0<t<T. (1.6.5)
0

oun :|0,T[— R, t fol v(z,t)de ,m:]0,T[— R, t — fol zv(x,t) dw

et g, ®, U et a sont des fonctions connues, o, 3, v et T des constantes positives.
Afin que le probleme étudié soit bien posé, il est nécessaire que les données
initiales et les conditions intégrales soient cohérentes au temps initial ¢ = 0.
Cette cohérence est exprimée a travers ce que I’on appelle les conditions de
compatibilité. Ces conditions s’écrivent:

/Oltbdxzn(o), /leq)dx:m(O), /Ol\Ifd:)s:n’(O), /le\lfdx:m’(o),

Reformulation du probleme: puisque les conditions intégrales ne sont pas
homogenes, il est commode de convertir le probleme (1.6.1)-(1.6.5) en un
probleme équivalent avec des conditions intégrales homogenes. Pour cela,
nous introduisons une nouvelle fonction u(z, t) comme suit:

v(z,t) = u(x,t) + Uz, t), (1.6.6)

Uz, t) = (—6x +4)n(t) + (122 — 6)m(t). (1.6.7)
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Le probleme (1.6.1)-(1.6.5) avec des conditions intégrales non homogenes
(1.6.4)-(1.6.5) peut étre réduit de facon équivalente au probleme de trouver
une fonction u satisfaisant:

aQU aQU agu t
Lu= 75~ 55 ~Paa; +’Y“—/O a(t — s)u(z,s)ds = f(x,t), (1.6.8)

avec les conditions initiales

g = O =
=0 =g,
qu = w(z,0) = (),
et
1
/u(m,t)dx:(),
0 0<t<T.

1
/ zu(x,t)de =0,
0

fla,t) = g(x,t) = LU(x, 1),

p(x) = ®(x) — LU (x,t)

U(x) = ¥(x) —qU(x,1).

Donc au lieu de chercher v, nous cherchons simplement .

Estimation a priori: on va montrer I’existence et 1’unicité de la solution
forte dans un espace fonctionnel du probleme (1.6.1)-(1.6.5). La démonstra-
tion est basée sur une estimation a priori et sur la densité de I’ensemble des
valeurs de I’opérateur engendré par le probleme (1.6.8). La solution du prob-
leme (1.6.8) peut étre considérée comme une solution sous la forme opéra-
tionnelle:

Lu = F, (1.6.9)

ou L = (L, ¥, q) avec un domaine de définition D(L) constitué de fonctions
u e LQ(Q), considéré de B dans F', ou B est I’espace de Banach des fonctions
u € L*(Q), dont la norme est

! ~ Ou 9 N 9 :
sup ) H\%E(az,t)ﬂ + [|1Spu(z, t)]|*dx ) .

0<t<T
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T

tel que: S, u = / u(&,t) d€ et F' est I’espace de Hilbert constitué de tous les

0
éléments F = (f, p, ) dont la norme est

2

17 = ( /Q IpPdrdt + / (@) + o)) dm)

Résultat obtenu: si u(z, t) est une solution du probleme (1.6.8) et |a(t)| < a;
et [ satisfaisant la condition

4 2
6 EifT a1(51-+-a1) +__1_’

861 852

alors pour f € C'(Q), on a I’estimation ||u||p < C||Lu||r. Ot C est une
constante positive indépendante de u, u € D(L),

1
o (max (%,62,%7"‘@)) ’

min(1,y + 2a)

1.7 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons quelques fonctions spécifiques qui seront util-
isées tout au long de ce mémoire. Ces fonctions jouent un role treés important dans
la théorie du calcul fractionnaire et ses applications.

1.7.1 Fonction Gamma d’Euler [39], [29]

En mathématique la fonction Gamma est une fonction complexe, elle prolonge
la fonction factorielle a I’ensemble des nombres complexes.

Définition 29: on définit la fonction Gamma d’Euler (notée I'(z)) par la rela-

tion suivante:

I'(z) = /Oo e 71 dt, (z € C, Re(z) > 0). (1.7.1)
Exemple 2: 0
1.0(1)=T2) =1
2. T(}) = V7.
3. T(~1) = +oo.
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1

4. I'0)

= 0.

2n)!
- é%y)uﬁ'

Voici quelques propriétés intéressantes de la fonction Gamma.

5. F(n+%)

Propriétés:
1. I'(z+1) =2I'(2), Re(z)>0.
2.T(n+1)=nl'(n) =n!, VneNcarl'(l) =1

Proposition 14: la fonction Gamma se présente aussi sous forme de limite:

z

|
['(z) = lim sl

N—00 Z(Z + 1) A (Z + n)’ Re(z) > 0. (172)

1.7.2 Fonction Béta [39], [29]
Pour alléger I’écriture de plusieurs fonctions, il est plus commode d’utiliser
une fonction nommée Béta qu’une combinaison de valeurs de la fonction

Gamma.
Définition 30: La fonction Béta est une type d’intégrale d’Euler définie pour

tous complexes z et w par:
1
B(z,w) :/ 711 — )t dt, Re(z) >0, Re(w) > 0. (1.7.3)
0

Propriétés: pour des variables z et w a parties réelles non négatives, on a les
relations suivantes:

L(2)I'(w)

1. B(z,w) = TGtw)

2. Lasymétrie: B(z,w) = B(w, 2).

Proposition 15: elle peut prendre aussi les formes intégrales pour z,y € R:

w/2
B(z,y) = 2/ sin®** ! cos® 1 6 d,
0

et
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1.7.3 Fonctions de Mittag-Leffler [34]

La fonction de Mittag-Leffler joue un role tres important dans la théorie des
équations différentielles d’ordre entier. Elle est aussi largement utilisée dans
la recherche des solutions des équations différentielles d’ordre fractionnaire,
cette fonction a été introduite par G. M. Mittag-Leffler [34].

Définition 31: une fonction a deux parametres de type Mittag-Leffler est
définie par la série:

Zrakw (>0, 8>0, z€C). (1.7.4)

k=0

Pour 8 = 1, on obtient la fonction de Mittag-Leffler a un seul parametre:

=Y ———— =Eu(2).
— IN¢ ak +1)

Exemple 3:

1

< z
2. Ei(2) = E14(2 ZFk+ T=
k

+o0 k +oo 2k
z (Vz)
E E = =ch
k=0 k=0
+oo Zk 1 +00 2k+1 1
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Chapitre 2

2 Introduction au calcul fractionnaire

Dans cette section, on introduit des notations, des définitions et des propriétés
concernant le calcul fractionnaire. Il existe plusieurs définitions mathématiques
de I’intégration et de la dérivation d’ordre fractionnaire.

Le concept de calcul fractionnaire découle historiquement d’une question soule-
vée dans I’année 1695 par le Marquis de L'Hopital (1661-1704) a Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646-1716). Lorsque Leibniz a répondu par une lettre a L’Hopital,

n
il a désigné la n®™ dérivée d’une fonction f par le symbole pres n € N.
x
mn

L’ Hopital a répondu alors: "Que signifie o sin = 5 I
x”’l

Dans sa réponse, datée du 30 Septembre 1695, Leibniz écrit a L"Hopital comme
suit: "...C’est un paradoxe apparent a partir duquel un jour, des conséquences
utiles seront tirées..."

Plusieurs auteurs considerent cette lettre datée du 30 septembre 1695 comme
I’heure de naissance du calcul fractionnaire. Ainsi, le calcul fractionnaire est
un sujet mathématique datant de plus de 300 ans. Pendant ces trois dernieres
décennies, le calcul fractionnaire a connu un énorme intérét du fait des champs
d’applications des dérivées fractionnaires diversifiées.

Il existe plusieurs définitions mathématiques de I'intégration fractionnaire,
nous mettrons en évidence les définitions les plus célebres telles que I'intégrale
fractionnaire de (Riemann, 1847 ; Liouville, 1832), I'intégrale fractionnaire de
Hadamard (Hadamard, 1892), I'intégrale fractionnaire de Weyl (Weyl, 1917),
I’intégrale fractionnaire de Riesz (Riesz, 1949) et de de Caputo (Caputo, 1967).

Et il existe aussi un grand nombre de définitions de dérivées fractionnaires
qui ont été introduites afin de modéliser différents phénomenes. Parmi les défini-
tions les plus connues, on peut citer la dérivée fractionnaire de Riemann—Liouville
(Riemann, 1847; Liouville, 1832), la dérivée fractionnaire de Griinwald—Letnikov
(Griinwald, 1867; Letnikov, 1868), la dérivée fractionnaire de Hadamard (Hadamard,
1892), la dérivée fractionnaire de Weyl (Weyl, 1917), la dérivée fractionnaire de
Marchaud (Marchaud, 1927), la dérivée fractionnaire de Riesz (Riesz, 1949) et la
dérivée fractionnaire de Caputo (Caputo, 1967) [14], [42], [39], [33], [36].

Dans ce travail, nous nous intéressons particulierement a 1’étude de certaines
définitions importantes du calcul fractionnaire, notamment les intégrales et les
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dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville, Caputo et Caputo—Fabrizio. Nous
présenterons leurs définitions, leurs propriétés principales ainsi que quelques ex-
emples illustrant leur utilisation, et I’espace des fonctions avec des dérivées frac-
tionnaires et enfin les équations intégrales fractionnaires.

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville [29], [23]

comme la majorité des ouvrages introductifs au calcul fractionnaire, nous allons
suivre 1’approche de Riemann-Liouville pour proposer une premiere définition
d’intégrale fractionnaire.

Définition 32 (Intégrale fractionnaire de Riemann—Liouville):
soit I = [a, b] un intervalle sur R et soit o € R, ; notons #1%, et LT les
opérateurs définis sur L'([a, b]) par:

(1)

RLpo f(r) = ﬁ / (x— 1L f(Bdt, 1 >a
(i1) X ,

RLpa f(x) := m/ (t —x)* 1 f(t) dt, x <b.

RLTe s’appelle 'intégrale fractionnaire a gauche de Riemann—Liouville.
RLTe ¢ appelle I’intégrale fractionnaire a droite de Riemann—Liouville.
Remarque 4: quand o = n € N*, les intégrales précédentes coincident avec
les intégrales n-iémes de la forme:

T t1 tn—1
(17, 1) (x):/ dt, dtg---/ f(t,)dt,
1 x

_ _(n_l)!/a (x— )" £ (¢) d.

(r.1) @ = | n, / f ity [ b F(t) dt.
= ﬁ/:(t—x)”_lf(t) dt.
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Remarque 5: on note 7%, I'intégrale fractionnaire d’ordre o > 0 sur
I’intervalle [a, b].
_(-RL]O _
* Pourao=0:""1; =Id.
« Si a > 1, I'intégrale #X12, f(x) existe pour tout z sur [a,b] car c’est le
produit d’une fonction intégrable f et d’une fonction continue (x — #)*~ 1.

Proposition 16: I’opérateur d’intégration fractionnaire 72, est borné dans
LP[a,b] pour 1 < p < 0.

Proposition 17: soit f € L!([a,D]) et soit 0 < a < 1. Alors Iintégrale

RLTo f(xz) et BT f(x) existent pour presque tout x dans [a, b] et sont des

éléments de L'([a, b]).
Théoréme 13: soient v, 3 > 0. Pour toute fonction f € L'[a, b] on a:
RL[gRL[ff(m) _ RL[;JHrﬂf(:L.) — RL[gRLIgf(IL'), 2.1.1)

pour presque tout x € [a, b]. Si de plus f € Cla, b], alors (2.1.1) est vraie
pour tout = € [a, b].

Corollaire 4: sous les hypotheses, on a:
(Pr o B ) () = (M2 0 L) ().

Proposition 18 (Composition de I’intégrale fractionnaire): soit o/, 3’ € R" et
soit f € Ly([a, b)), alors:

D (RLISi ° RL[fﬁ) fla)="L18 7 f(@) pp.z>a

i) (1 0 PH ) fla) = PEI Y f(x) ppow <

Side plus f € C([a,b]) avec o/ + ' > 1, le résultat est valable partout sur
[a, b].

Proposition 19: soit f € C°([a, b]), on a alors:

1 (Br1ef(x)) = ®L1o—t f(x), pour @ > 1 (dérivée usuelle de I'intégrale
fractionnaire).
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2. limg o+ (BEIf()) = f(z), pour a > 0.

Théoréme 14: soit o > 0 et soit (fj);2, une suite uniformément convergente
de fonctions continues sur [a, b]. Alors on peut intervertir I’intégrale fraction-
naire de Riemann-Liouville et le signe limite comme suit:

(22 i 1) (@) = (lim P2 f) (2).

k—o0 k—o0

En particulier, la suite (FF1% f;,)2%, est uniformément convergente.
Théoreme 15: soient 1 < p < oo et ()72, une suite numérique convergeant
vers o avec @ > 0. Alors on a:

dm () = "I f (),

la convergence étant au sens de la norme L,([a, b]).
Proposition 20: soient f € C([a,b]) et > 0 et 5 > 0. Alors, les intégrales

fractionnaires de Riemann-Liouville a gauche et a droite possedent les pro-
priétés suivantes:

. RLj—glJr (RL[(,if) _ RL[;YJ:rﬁf'
2.
RLIboi (RL[éB_ f) = RL[I?_Jrﬁf_
> d RL o RL ra—1
%( Igvf) ="V T
4.

lim (I3 f)(t) = f(t).

a—0t

Exemple 4: 1) L'intégrale de f(t) = (¢ — a)” au sens de Riemann-Liouville.
Soient > 0, 5 > —1, alors on a:

RIOE ﬁ /t(t — 7)Y —a)’ dr. (2.12)

En effectuant le changement de variable: 7 = a + s(t — a),ou s = 0 quand
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T=aets=1quand 7 = tetdr = (t — a) ds, alors (2.1.2) devient:

1 1
BLro(t —q ﬁ:—/ t—a)* 11 —5)*" 1Pt —a) T ds
(t =) = ooy | =0 (=9 - a)
(t — a)aw /1 -1.8
= 1—s)*""s"ds
M) Jo 'Y
(t —a)>*P /1 ~1_(B+1)-1
= 1—95)%"s ds.
M) Jo '
En utilisant la définition de la fonction Béta puis la relation:
I'(z)l(w)
B =
(z,w) L(z+w)’
on arrive a:
t—a)ots (t—a)*PT(a)I(B+1)
mipopgy = =07 p B+1) =
T = oy Beb ) = e Tar a1
I'(s+1) '8
=~ _(t—a)**P.
Fm+ﬁ+w( %)

Donc I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction
f(t) = (t — a)® est donnée par:

r'p+1)
[Na+B8+1)

On voit bien que c’est une généralisation du cas a = 1 ot on a:

RLIa(t _ a)ﬂ _ (t _ a)aﬁﬁ’.

1
RLIL(p _ o\ — t— a)Pt
(t=a)’ = gt a)

2) L’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o d’une
constante est donnée par:

C
[a+1)
On considere I’intégrale fractionnaire au sens de Riemann—Liouville d’ordre
a > 0 définie par:

RLJOC = (t — a)°.
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ARy AR
Soit f(t) = C une constante. Alors:

1 t
RL ya a—1
]aC’——( )/a(t—s) Cds.

Comme C est constante, on obtient:

RL Cj ' 1
I7C = — t—s)* ds.
20— [ =9
Effectuant le changement de variable: u =t —s = du= —ds.

Quand s = a,u =t — a, etquand s = t,u = 0. Ainsi,

t 0 t—a
/ (t —s)*tds = / u* ! (—du) = / u®du.
a t—a 0

On calcule alors:

[t =
0

«
donc,
RLI;)CC: C . (t_a)a’
['(«) a
En utilisant la propriété de la fonction Gamma: I'(a+1) = oI'(«), on obtient:
C
BLpeC = ———(t — a)™
= Tarn ™Y

2.2 Dérivée fractionnaire [22], [29], [42]

De nombreux mathématiciens ont contribué a 1’élaboration de la théorie de la
dérivation d’ordre non entier et différentes définitions de cet opérateur ont vu le
jour. Dans cette section, nous allons présenter les définitions les plus familieres:
celle de Riemann-Liouville, Caputo et du Caputo-fabrizio.

2.2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
Définition 33 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville): soit f une fonc-
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tion intégrable sur [a, b], la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
de f d’ordre v ot 0 < @ < 1 notée #X D f(x) est définie par:

1 d

. RL N« L Il
1 Da (@) = I'l—a)de

</I(x —t)"f(t) dt) , T>a, (22.1)
1 d

ll) RLDl?_f(IL') = m%

</xb(t —x) “f(t) dt) , T<b (22.2)

RL D2, s’appelle dérivée a gauche fractionnaire de Riemann-Liouville et /4D
s’appelle dérivée a droite fractionnaire de Riemann-Liouville.

Remarque 6:
(i) Soitaw € Rtel que 0 < v < 1, alors: BLD2, f = RLD o RLTITC f car:

1 d [* d
RLDa _ _/ ) () dt = _RL[l—a — RLDl RL[l—a ]
= ), = o1

(i1) Pour o = 0:

RLpY, = BLpY = [d.

Nous pouvons cependant facilement généraliser la définition de dérivée frac-
tionnaire a tout « réel positif. En effet:

Définition 34: pour une fonction donnée f sur L'([a,b]) eta € R, n — 1
< a <navecn = [a] + 1, la dérivée fractionnaire (R-L) est définie par:

) D f(x) = ﬁ (%) ( / -t dt) . (23)

iy DY f(x) = ﬁ (—%)n (/:(t — )" (1) dt) . (22.4)

ol [-] désigne la partie entiere d’un nombre réel.

Remarque 7: pour o = n, n € N, I’opérateur *Z D donne le méme résultat
que la dérivée usuelle pour les ordres entiers, tel que:

{RLDZJ(SU) (@),
RLDY f(x) = (~1)"f)(x),
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Démonstration: on rappelle la définition de la dérivée fractionnaire de Rie-
mann- Liouville a gauche et a droite d’ordre o > 0:

ar [
RLDg‘+ () = ﬁﬁ/ (x — t)nfa—lf(t) dt,

(=" d"

"Dy f(z) = T(n — ) "

/ (t — 2" f (1) dt,

oun = o]+ 1.
Cas de la dérivée a gauche: pour o = n:

DL fe) = pgrae [ 0 0

Or

mais il faut comprendre cette expression comme une limite. pour a — n, on
utilise la propriété suivante:

1 €T
m/c; (l’ — t)niailf(t) dt — f(n) (I’) quand o — n.
L’ opérateur intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre n — « tend
vers I’identité quand o — n, et la dérivée d’ordre n donne alors f(™ (x).
Ainsi:
DL f(x) = [,

Cas de la dérivée a droite: de méme, pour o = n:

MDY o) = e [ (- ) @)

De maniere analogue la limite de I’intégrale fractionnaire d’ordre n — « tend
vers I’identité, et la dérivée d’ordre n appliquée donne f(™ (x), mais avec un
facteur (—1)" provenant de la définition. On obtient donc:

MDY f(z) = (=1)"f " ().
Exemple 5 (Dérivées fractionnaires de quelques fonctions usuelles):
soit 3 > 0, on a:
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1. BED (1 —a) ™t =

RLpyo (p _ )81 — I'(3) _ p)Ba-l
2. RLpe (h — z) R

Nous rappelons d’abord la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville, a gauche d’ordre a:

o
"D (@) = T (L)

oin—1<a<net® % estl’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
définie par:

RLIa f(r) = ﬁ / -t () dt.
' f@) = (x—a)!,  B>0.

Nous calculons d’abord I’intégrale fractionnaire

1 x
RL 7o -1 a1 -1
I (v — a)” :W/a (x — )t — a)?1dt.

En effectuant le changement de variable t = a+(x—a)u, alors dt = (z—a)du,
Lorsque ¢t = a,on au = 0, et lorsque t = x, on a u = 1. On obtient alors
(x—t) = (x—a)(1—u)et(t—a) = (x—a)u. En remplagant dans I’intégrale,
on obtient:
RL[g‘Jr(x —a) 1 =

1 lm—a —w)]* (z — a)u)’ "z — a) du
w5 | =0 = e =@ o = e

En regroupant les puissances de (z — a), on obtient:

(I _ a)a—i—,@—l

Ia) /01(1 —u)* ' du.

RL[5+<£IZ' - a)'gi1 =

L’intégrale

1
/ (1 —u)* P du,
0
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est la fonction Béta d’Euler:

on substitue et on obtient:

v —a)* " T ()T(B)

b e
I A VS B )

donc

RLpa (p -1 — L) aspe
[a+< ) F(Oé+6)( ) .

On utilise maintenant la relation:

n
RLDa _ d RLInfa
ot T dgn Ot

En appliquant cette propriété a la puissance (z — a)?~! on obtient:

- I'(5) —am

RL Mo p—1 f-a-1

DY (r—a = T—a .

+ ) ['(B—a) ( )

En procédant de maniere analogue pour la dérivée fractionnaire a droite et la
fonction: f(x) = (b — x)”~!, on obtient:

RL na — p-1 _ F(ﬁ) — B—a—1

a o 1 d * —a
REDg f = m%/a (@ —8)"f(t)dt

— iRL]lJ:a — RLDl o RL[lzaf-
dx a a
Exemple 6: 1) La dérivée de f(t) = (¢ — a)” au sens de Riemann-Liouville.

mn

d
RLDat 8 _ I (¢t — B

Soita > 0telquen —1 <a<netf > —1,ona:

RL 1o RACER) a+
I(t—a)ﬂ—m(t—a) A

Y
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on substitue, on obtient:

d" r(B+1)  d

RLDat— ﬁ:_]n—oét_ B: _
(t=a)” = gl =) = ro = s v

En tenant compte de:

d" 7 I'B+n—a+1) N
—_(t —q)V P = t—a)?e. 2.2.6
g f-atn 0% (220
On substitue le résultat (2.2.6) dans la formule (2.2.5), pour obtenir:
I'p+1) _
RLpot —q)f = —2——2 _(t —a)?™™.
t=a=tG arpt "

Donc la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonction
f(t) = (t — a)” est donnée par:

RLpo(t —a)P = %(t —a), (2.2.7)
On pose: o — % et f = g Alors,
LDt — )t = (Fg(%;)u (t—a)
_ Frg) (t—a) = %(t _a).

En particulier, lorsque o = 0.5, § = 0.5 et a = 0, on obtient:

(1) 2

2) La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une constante

Si f(t) = C est non nulle, sa valeur est:

C

RLDa —
¢ I'l—a)

(t—a)™°, a >0,

on a:
1

DL ) = pr s | 0
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Comme f(t) = C, on obtient:

C d [*
RLDa — / — )L
o+ C ['(l—a)dr /, (z—)%dt

/:(a: —t)"dt.

Posons le changement de variable u = = — ¢ alors du = —dt. Lorsque t = a,
onau =z — a, etlorsque t = z, on a u = 0, ’'intégrale devient:

T 0 r—a
/ (x —t) %t = / u *(—du) = / u”“du.
a r—a 0

T—a _ l-o
/ u_adu — %
0

l1—«

Calculons I'intégrale:

Or

Ainsi
¢ —a _ (I‘ — a)l—a
/a (.77 t) dt = —a

On obtient alors

_ -«
RLDS‘_,'_O: C i ((ZL‘ Cl) ) )

I'l—-a«)dr -«
Or
i(m — a)l’a =(l—-a)(r—a)™@
dx a ’
donc
d ((x—a)™\ o
alors: o -
RLpa ~  Cl@—a)™
Do O = r'l—a)
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2.2.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un role
important dans le développement du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs y com-
pris Caputo (1967-1969) ont rendu compte que cette définition doit étre révisée,
car les problemes appliqués en viscoélasticité, mécanique des solides et en rhéolo-
gie, exigent des conditions initiales physiquement interprétables par des dérivées
classiques, ce qui n’est pas le cas dans la modélisation par 1’approche de Riemann-
Liouville qui exige la connaissance des conditions initiales des dérivées fraction-
naires.

Définition 35: les dérivées fractionnaires de Caputo, notées (§ D%, f)(x) et

(§Dg_f)(z) d’ordre o € C tel que Rea > 0 sont définies par:

§D80@) = ey [ o= 070
1\ b
§05 N = ot [ = ar

oun = [Rea] + 1.
Elles sont aussi reliées aux dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville comme
suit:

(D50 = D2, [ £ =

n—1 (k)
S D5 1)(0) = g ﬂ@—}jfk?ht_mq_

Ces définitions coincident si la fonction f € AC"[a, b]. Dans les cas suivants,
on a la dérivée fractionnaire de Caputo qui coincide avec celle de Riemann-

Liouville:

(OCD3+ )(z) = (Dg+ )(z),
si f(a) = fa) =+ = [ (@) = Oet

(6 Dy f)(x) = (D f)(=),
i f(0) = f/(8) = -+ = frI(B) = 0.
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D’apres les dernieres relations entre 1’opérateur de Riemann-Liouville et celui
de Caputo, on voit clairement qu’ils ont presque les mémes propriétés.
Propriétés: si o, 5 € Cet Re g > 0, alors:

1.

(D (t—a)’ ") = %(t —a)’' (Rea >0,Ref >n).
2.

o oy L) _

(§Dg (b—t)") = m(b — 1)1 (Rea >0,Ref >n).

3.
(D (t—a)*)=0 pourk=0,1,...,n— 1.

4.

(§D2.C =0 et §Dg C=0), pour toute constante c.

Démonstration: 1)Pour Re 5 > n, on a:
- I'(s) o
C Nna B—1 __ B—a—1
DY (t— = —(— .
0 a+( a) F(B—CY)( a)
Soit f(t) = (t — a)?~! avec Re 8 > n. On calcule de la dérivée classique
d’ordre n:

iy - LB sn
On substitue dans la définition de Caputo:
C Nna o 1 ! F(ﬁ) . B—n— i n—a—
0 Dav (t)_F(n—a)/a F(ﬁ—n)(T a)’ Nt — )

En effectuant un changement de variable 7 = a + u(t — a), dt = (t — a)du,
u € [0,1]




On utilisant la fonction Béta, on obtient:

1
/ w1 —w)" N = B(B —n,n —a) =
0

On substitue:

oozt —ay = L0 gt

2) Pour Re 5 > n, on a:

C Na _ \B-1 F(ﬁ) _ p\B—a-1
EDL (=17 = g 607

Soit f(t) = (b —t)#~L avec Re 3 > n, et

FIV(0) = Frg s (11—

On substitue dans la définition de Caputo a droite

SDEA0) = s [ g (1= ) e,

donc:

_ F(ﬂ) ’ — T B—n—1 T— n—a—1 T
= Ty ) O

En effectuant un changement de variable 7 = ¢ + u(b — t),
dr = (b —t)du, u € [0, 1]

_ I'(3) _ p\B-a-1 1unfa71 AV
e eI AU

en utilisant la fonction Béta:
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1
/ w1 —w)? " ldu = B(n — o, —n) =
0
alors:
oDy (b—t)~ = T (b—t)’1.
3) Pour k=0,1,...,n—1,0n a:

(?Daa+<t —a)f =0

Soit f(t) = (t — a)* avec k € {0,1,...,n — 1}. Puisque k < n, la dérivée
classique d’ordre n est nulle: £ (¢) = 0. En substituant dans la définition de
Caputo:

SD f(t) ! / t 0 dr =0
= T = .
0~ at 'n—a) ), (t—7)entt
4) Pour toute constante C, on a:
§D>.C=0 et Dy C=0.

Soit f(t) = C une constante, pour n > 1: ™ (¢) = 0.

Pour la dérivée a gauche:

“pe ¢ L /t 0 dr =0
g ’T _— .
0 at 'n—a) J, (t—7)e

Pour la dérivée a droite:

) L N
ODbC—F(n_a)/t( dr = 0.

Donc La dérivée d’une constante au sens de Caputo est nulle “ DC' = 0.
Propriétés: Si o € Cet Rea > 0,

1.

ou

8 « o
_(OCDt u) = OCDt (%)

ox
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t
/ Do udt = § DM
0

1) On a:
1 ! _,Ou(x, 1)
Cna,, _ _ o )
ODtu_—F(l—a)/O(t T) 5 dr,

25000 = 5 (e [ -2 )

_ ﬁ /Ot(t _ T)aa% (%m) |

D’apres shwartz g <@) Ou (£>, donc:

donc:

dx \dr) — o7 \ Oz
1 ! o 0 [Ou(z,T) e, Ou
I‘(l—a)/()(t_T) E( o dT)”’Dt(%)‘
2) On a:
1 T
C na+l,, . —a, N
o D; u_—F(l—a)/0<T s)~u"(s)ds,
donc:

/Ot ot taa = | | [ﬁ |- 8)_QU"(8)ds] dr.

D’apres le Théoreme de Fubini 0 < s <7 <tdevient(0 < s <t,s <7 <t

donc: t t
ﬁ/o () (/ (T—S)_O‘dT) ds,

fir-so- 2]

on a:

11—« 11—«
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donc, on obtient:

! t l—a, it
T J, e

t
Maintenant, en effectuant une intégration par parties sur / (t—s)' " u"(s)ds

0
u=(t—s)'"" = v =—-(1-a)(t—s) et =u" = v =1/, donc:

/o (t—s)' " *u"(s)ds = [(t — s)l_o‘u'(s)}é - /0 —(1—a)(t —s)"u/(s)ds

- /0 (1 —a)(t—s)"%u/(s)ds,

donc:

/0 5D ult)ar = = a; = /0 (£ — 5)' " (s)ds
= a);(l - /o (1—a)(t—s)"u(s)ds

1

L —8)"u/(s)ds = § D?u.
- | = eas =6

D’ou le résultat.
Exemple 7: 1) La dérivée fractionnaire de f(t) = (¢ — a)“ au sens de Caputo
soitpunentieret) <n—1<p<naveca >n— 1:

f™(r) = %(T —a)*™", (2.2.9)
d’ou:
SDP(t —a)* = T 25?(2 i)n Y /a (t — )" P (1 — a)* "dr.

En effectuant le changement de variable 7 = a + s(t — a), out s = 0 quand
T=aets=1quand 7 =t etdr = (t — a)ds, on obtient:

R ZF))(? (Z ?n = / (t— )" (7 — a)* dr
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['a+1)

“ T pla—nypnt Y7 /0 (1= sy s s

_I'(a+1)B(n—p,a—n+1)
 T(n—pl(a—n+1)

MNa+DI'(n—pl'(a—n+1)

(t—a)* P

- F'n—pl'la—n+1)I'(a—p+ 1)(,5_@)@—1?
_ T(a+1) _ ga-p
_F(oz—p—|—1)<t )

Donc la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f(¢) = (¢t —a)®
est donnée par:

['(a+1)

C o
DP(t—a) = — 2T 2
o D*(t=a) Tla—p+1)

(t—a)* .

2.2.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo-Fabrizio |14

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, parmi les principales, on
distingue celles de Riemann-Liouville et de Caputo, qui reposent sur des noyaux
singuliers de type (t — 7). Ces noyaux impliquent une mémoire longue. Cepen-
dant, cette propriété peut s’avérer irréaliste dans certaines applications physiques
ot les effets de mémoire décroissent avec le temps.

Michele Caputo et Mauro Fabrizio ont introduit en 2015 une nouvelle défini-
tion de dérivée fractionnaire reposant sur un noyau exponentiel non singulier qui
se distingue par le fait qu’il ne présente pas de singularité lorsque 7 — ¢, con-
trairement aux noyaux classiques. En effet, 1a fonction exponentielle reste bornée
et réguliere sur tout I’intervalle d’intégration. De plus, ce noyau modélise une mé-
moire décroissante de type exponentiel.Cette propriété rend la dérivée de Caputo—
Fabrizio particulicrement adaptée a la modélisation de nombreux phénomenes
réels, tels que les processus de relaxation, les systemes viscoélastiques et les
phénomenes de diffusion avec mémoire finie.

Donc la dérivée de Caputo—Fabrizio offre un cadre mathématique plus réaliste
pour la modélisation des systemes physiques, en combinant simplicité analytique
et pertinence physique.
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Définition 36: la dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Fabrizio d’une
fonction p € L%([0,T]) est donnée par:

M t —a(t—s)
D) = 1o [T s, ae il
- 0

ou M («) est une constante de normalisation telle que M (0) = M(1) = 1.
Définition 37: I’intégrale fractionnaire de Caputo-Fabrizio d’ordre a, d’ une
fonction ¢ : [a, +00) — R, est:

FLrplt) = (1= ) [e0) ~ 9l0)] +o [ pls)ds

avec

o0 = [ TR (s) ds.

Exemple 8: 1) La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo-Fabrizio
est nulle

“Ipec = 0.

Considérons maintenant la fonction constante f(t) = C,C' € R. La dérivée
classique de f est alors f'(t) = 0. En remplagant dans la définition de la
dérivée fractionnaire de Caputo—Fabrizio, on obtient:

M t __a (4 _
DO = (O‘)/ 0. Toall =) g5 — 0.
1—‘Q 0

Ainsi, la dérivée fractionnaire de Caputo—Fabrizio d’une constante est nulle:

“Ipec = 0.

2) La dérivée fractionnaire de Caputo—Fabrizio de la fonction f(t) = ¢
Considérons la fonction f(¢) = ¢. La dérivée classique de f(¢) est f'(t) = 1.
on a:

CF Dot (1) — M (a) /Ot f’(s)e_%(t_ $) gs.

1l -«

En remplagant f’(s) = 1, on obtient:
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t [0
“FDpt = M(a) / e 1oalt = 8) g
0

11—«
Posons A = , alors
-«
t
CF pay = M(a) / oAt —3) 4o
l—« 0
En calculant I’intégrale, on obtient:
t . . 1— —/\t
/ A=)y 1T T
0 A
Ainsi
CF na M(Oé) 1 - e_ﬁt
Dt t = 1 ’ «
—a T-a

Finalement, on obtient:

M __a
or oy — M) (1-e7T=").
«

Lemme 3: soit ¢ € L*([0, T]). La solution de 1’équation différentielle “*' I®(t)
= 0, est seulement la fonction constante.

Démonstration: rappelons la définition de I’intégrale fractionnaire de Caputo
-Fabrizio d’ordre « € [0, 1] appliquée a une fonction p(t):

FIrelt) = et + g | o) ds

ou M («) est une constante de normalisation telle que M (0) = M(1) = 1.

Considérons maintenant le cas ot ¢(¢) = 0 pour tout ¢ € [0, 7. Alors:

CEIoo(t) = jlw_(;; &_(ﬁ)/—i—ﬁ/o &_(,8.2 ds
11—«

:W-O—FW'O:O.

Ainsi, nous avons bien montré que: ““T%p(t) = 0.
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Lemme 4: la relation entre la dérivée fractionnaire de Caputo-Fabrizio et
I’intégrale fractionnaire de Caputo-Fabrizio est donnée par:

P (CPDF (1)) = plt) — pl0). > 0.0 € (0,1).

Démonstration: la dérivée fractionnaire de Caputo—Fabrizio est définie par:

roe(t) = 11 [ e (-2

Y — o

(t— 3)) ds.
L’intégrale de Caputo—Fabrizio est définie par:
t
L) = (1= a)f(0) o [ Fds
0
Posons &(t) = “F DY(t), alors:

“ﬁaw:u—aﬁw+alkwm&

En remplacant &(¢) par sa définition et en utilisant le Théoréme de Fubini pour
échanger I’ordre d’intégration, on obtient:

t
‘Wﬂ”wwm=/¢@w
0
Ainsi

LI (TDRe(t) = o(t) — ¢(0).
Ce qui démontre le résultat.
Lemme 5: [5] on suppose que:

CFropt) =£(t), t>0, ac(0,1).

Alors, on a:

t
p(0) = (L= ) €)= €0 +a [ &(s)ds+0(0)
0
Démonstration: on applique I’intégrale de Caputo—Fabrizio aux deux cotés

I (T Dy e(t) =TI E()).
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D’apres la relation fondamentale entre 1’intégrale et la dérivée de Caputo-
Fabrizio, on a:

L (CPDR(1)) = plt) — (0).
Ainsi
p(t) — p(0) = “TIX(E®)).

Par définition de I’intégrale de Caputo—Fabrizio
t
L) = (1= a)f(0) +a [ Fds
0
on obtient:

CF [a(£(t)) = (1 — a)E(t) + o / £(s)ds.

En tenant compte de la condition initiale, on écrit

o(t) = (1 - )EWE) — £(0)] +a / £(s)ds + 0(0).

Ce qui démontre le résultat.

2.3 Les espaces des fonctions avec des dérivées fractionnaires [37]
2.3.1 Espaces de Sobolev W*?(Q)) pour 0 < s < 1

Définition 38: soient s €]0, 1] et p €]1, +00[, on définit I’espace fractionnaire de
Sobolev:

|u(z) — u(y)l”

o |v—ylPtN

Wer(Q) = {u € I7(Q) : /Q

Proposition 21: pour 0 < s < 1, I’espace W*?({2) muni de la norme:

dzdy < oo} .

lullwesi) = lulloiqy + [0 were)]",
ol
|u(z) — u(y)lP
Avec:
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1. W#P(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < +o0.
2. pour 1 < p < 400, W*P(Q) est un espace réflexif et séparable.

Lorsque p = 2, I'espace est noté H*(Q) = W#2(1), et c’est un espace de
Hilbert sur RY, il est souvent défini via la transformée de Fourier :

H*(RY) = {u e L*(RY) : (1+ [¢]*)**a(¢) € L*(RY)},

muni de la norme:

1/2
el = ([ G+ lePriaRac)

a(é) = / u(z)e 4dr, Vo € RY ¢ € RN,
]RN

avec:

Corollaire 5: les espaces W*?(R") satisfont aux propriétés d’injection con-
tinue suivantes:

1. si0 < & < s < 1,alors WP(RN) — W*P(RN);
2. sis €)0,1], alors WEP(RY) — WeP(RY).

2.3.2 Espaces de Sobolev fractionnaires a poids
Définition 39: un espace de Sobolev fractionnaire a poids, souvent noté
WeP(Q, w) ou H*P(§2, w), est un espace fonctionnel généralisant les espaces
de Sobolev classiques (W*?) aux dérivées d’ordre non entier s € R* ou N et
ou I'intégrabilité des fonctions et de leurs dérivées est pondérée par un poids
w(z). Lespace W*P(Q, w) est muni de la norme:

_ lu(x) — u(y)? e
| w|lwsr @) = (/ lulPw(z dx+/ P L P dyde .

2.3.3 L’espace LZ: est ’espace L? avec poids p, et on définit généralement
par:

1
2 . 2
L;(0,1) = {u mesurable sur (0, 1) : /0 2Plu(z)|*dx < —l—oo} :
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la norme associée est:

1
1 2
loligon = ([ alutoPar)
0

L’espace Lf, est un espace de Banach muni du produit scalaire donc est un
espace de Hilbert.

2.3.4 Inégalités nécessaires [1]

Lemme 6: soit Z(t) une fonction absolument continue sur I’intervalle [0, 77,
I’inégalité suivante est définie par:

1
Z(to)SDZ(t) > EOCDfZQ(t), 0<a<l.
Lemme 7: soit la fonction absolument continue non négative .J(s) satisfait
I’inégalité suivante:
DgJ(t)S’I“lJ(t)—I—TQ(t), O<a<l.

Pour presque tout ¢ € [0, 7], ol 7, est une constante positive et 5 est une
fonction non négative intégrable sur [0, 7], alors:

J(t) < J(0)Ey(r1tY) + I(a) Eqo(rit®) Dy ro(t).

Inégalité de Young: pour tout £ > 0, et pour a, W arbitraires dans R, nous
avons I’inégalité:

p—1

-1
d , p>1.

1
aW < —|ea|’ + ——
p p

3

Inégalité de Cauchy: pour tout € > 0, et pour a, W arbitraires dans R, nous
avons I’inégalité:
€49, 1o
aW < —a*+ —W= e¢>0.
2 2e
Inégalité de Poincaré: une inégalité de type Poincaré Vu € LZ(O, 1), et
¢, > 0 la constante de Poincaré, on a:

1
1P g0 < o | 1WNE000
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P.(eU) = /0 CeU(e, r)e.

Inégalité fractionnaire
Lemme 8: si F'(z,t) € C(D),et0 < o < 1, ¢ € [0,T] alors on a:

o T t
SO P < g | IF s dr

Lemme de Gronwall [13]: soient ¢, ¢ et y trois fonctions continues sur un
segment [a, b, a valeurs positives et vérifiant I’inégalité:

t
vrelatl yo) < o0+ [ ols)uls)ds
Alors:
t t
welntls vo <o+ [ e e ([ o) as
Intégration par parties [19]
La formule d’intégration par parties est une des propriétés extensibles aux
opérateurs fractionnaires mais la encore sous certaines restrictions.

Proposition 22: Soient n € N, > 0, tel que n = [a| + 1, ou |«] estla
partie entiere de o, f € C™((a,b)) et g € C™((a,b)). Alors

b b
/ f(2) SR g(x) do = / Cop f(x) g(x) da,

2.4 Equations intégrales fractionnaires [16], [28]

Les équations intégrales sont I’un des outils mathématiques utiles dans 1’analyse
fonctionnelle et appliquée. Cela est particulierement vrai pour les problemes de
vibrations, mécaniques, 1’ingénierie et de la physique.

Les fondements du calcul fractionnaire, qui est le précurseur des équations

intégrales fractionnaires, remontent 2 la fin du 19°™ siecle. Des mathématiciens
comme Riemann, Liouville, et Griinwald ont exploré les idées de dérivation et
d’intégration d’ordre non entier. Ces travaux ont jeté les bases théoriques pour des
opérateurs qui pouvaient étre appliqués de maniere itérée un nombre fractionnaire
de fois.
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L’ application de ces opérateurs fractionnaires aux équations intégrales a com-
mencé a prendre forme plus concrétement au milieu du 20°™ siecle.

Les chercheurs ont commencé a examiner comment les propriétés des équa-
tions intégrales classiques comme les équations de Fredholm et Volterra se man-
ifestaient lorsqu’elles étaient formulées avec des noyaux impliquant des dérivées
ou intégrales fractionnaires.

La fin du 20°™ siecle et le début du 21°™ siecle ont vu une explosion de
I’intérét pour les équations intégrales fractionnaires. Cela a été motivé par leur
capacité a modéliser des phénomenes dans divers domaines: viscoélasticité, élec-
trochimie, contrdle, milieux poreux, électromagnétique, etc. Il y a eu un développe-
ment significatif dans les équations différentielles ordinaires et partielles d’ordre
fractionnaire ces dernicres années.

Parfois, il y a intérét a réduire la résolution d’un probleme a valeur initiale ou
bien aux limites avec des conditions locales ou non locales a la résolution d’une
équation intégrale équivalente, qui facilite la preuve d’existence de solution d’une
telle équation différentielle, en utilisant les Théoremes du point fixe comme le
Théoreme de Banach, Schauder, Leray-Schauder et de Monch puisqu’ils four-
nissent les outils nécessaires pour avoir des résultats d’existence dans beaucoup
de problemes non linéaires différents.

2.4.1 Exemples des équations intégrales

Equations intégrales de Volterra: dans les équations intégrales de Volterra,

au moins une des bornes de I’intégration est une variable et la fonction incon-

nue u(x) apparait seulement a I’intérieur du signe intégral sous la forme:

flx) = )\/ K(x,t)u(t) dt, (24.1)
est appelée équation intégrale de Volterra non homogene du premier type.

re? ! :/ e“u(t)dt.
0

Cependant, dans les équations intégrales de Volterra, ou la fonction inconnue
u(z) apparait a I’intérieur et a I’extérieur du signe intégral sous la forme:

w(x) = f(z) + A / " K tu(t) dt, (242)

est appelée équation intégrale de Volterra non homogene du deuxieme type.

u(z) = e* + ;1 /Om In (i) u(t)dt.
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Equations intégrales de Fredholm: pour les équations intégrales de Fred-
holm, les bornes de 1’intégration sont fixées. La fonction inconnue u(x) peut
apparaitre seulement a I’intérieur de 1’équation intégrale sous la forme:

o) = / Ko u(t) di. (2.4.3)

est appelée équation intégrale de Fredholm non homogene du premier
type.

cos(z) = /0 (x — t)u(t) dt.

Pour les équations intégrales du second type de Fredholm, la fonction incon-
nue u(z) apparait a I'intérieur et a I’extérieur du signe intégral:

(@) = f(z)+ A / Ko, ut) dt. (2.4.4)

est appelée équation intégrale de Fredholm non homogene du deuxieme
type.

u(zx) = cos(x) + % /4 Sm(t)u(t) dt.

0
Remarque 8: on dit qu’une équation intégrale est singuliere si une ou les
limites d’intégration sont infinies, ou bien le noyau devient infini au voisinage
des limites de I’intégration.
2.4.2 Exemples des équations intégrales fractionnaires
Equation intégrale fractionnaire de Volterra: une équation intégrale frac-
tionnaire de Volterra est définie par une intégrale dont la borne supérieure
dépend de la variable ¢. Elle s’écrit sous la forme suivante:

t

u(t) = f(t) + L/ (t—s)* 'K(t,s)u(s)ds, 0<a<l. (2.4.5)
I'(a) Jo

Dans cette équation, u(t) est la fonction inconnue, f(¢) une fonction donnée,

et K(t, s) le noyau.

Equation intégrale fractionnaire de Fredholm: contrairement au cas de

Volterra, une équation intégrale fractionnaire de Fredholm est définie sur un

intervalle borné fixe. Elle s’écrit sous la forme suivante:
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1 b

u(t) = f(t) + m/ (t—s8)* 'K(t,s)u(s)ds, 0<a<l. (2.4.6)
« a

2.4.3 Quelques Théorémes du point fixe

Définition 40: soit 7" un opérateur défini dans un espace de Banach F dans

lui-méme. Alors pour tout = € F tel que x = T'(x), = s’appelle un point fixe

de I’opérateur 7.

Application k-contractante
Définition 41: soient (X, d) et (Y, d") deux espaces métriques. Une applica-
tion f : X — Y est dite k-contractante s’il existe une constante k£ € [0, 1]
telle que

Vo,ye X, d(f(x),f(y) <k-d(z,y).
Autrement dit, f est lipschitzienne de rapport £ < 1. Cette propriété a une
conséquence fondamentale:

Théoréme du point fixe de Banach [24]: soient (£, d) un espace métrique
complet et f : ' — E une application K -contractante. Alors il existe un
unique point fixe z* € £ de f dans E c’est a dire une unique solution de
fla*) = .

Théoréeme du point fixe du Schauder [24]: soit X un espace de Banach,
K C X un ensemble convexe, fermé, borné et non vide, et soit 17" : K — K
un opérateur complétement continu i.e. est une application linéaire 7" : X —
Y entre espaces de Banach qui est a la fois continue et compacte, Alors 7'
admet au moins un point fixe.

Alternative non linéaire de Leray-Schauder [9]: supposons que U soit un
ouvert d’un espace de Fréchet X, 0 € U, et f : U — X soit une contraction
telle que f(U) soit bornée. Alors on a I’alternative (Choix exclus) suivante:

1. f admet un point fixe unique dans U;
2. ilexiste A € (0,1) et w € QU avec la propriété u = \f(u).

Théoréme du point fixe de Monch [35]: soit £/ un espace de Banach, K C F
un ensemble non vide fermé et convexe, et f : K — K continue avec la
propriété supplémentaire que, pour certains x € K, on a:

C' C K dénombrable, C' C conv({z} U f(C)) = C est relativement compact.

Alors f admet un point fixe dans K, avec:
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» conv({z}) désigne I’enveloppe convexe du singleton {z} et conv({x}) est
I’adhérence ou fermeture de cette enveloppe convexe.

2.4.4 Exemple de solution d’une équation différentielle fractionnaire avec des
conditions aux limites non-locales par la méthode d’estimation a priori [10)]

a) Position du probléeme: on considére une équation parabolique d’ordre frac-
tionnaire avec la dérivée de Caputo, associée a des conditions aux limites non
locales de type intégral:

( Lu = g(x,t), (z,t)eQ =Qx]0,T],
u(z,0) =w(z), xe€Q=(0,1),
/xu(x,t)dq:zo, te(0,7),
\ w(l,t) =0, te(0,T).

Ou I’opérateur L est défini par:

(2.4.7)

10, du
Lu = §DMu(z,t) — —=—(x=—) + Cu(z,t
u 0 tlL(LU, ) IaI(IaI')—i_ U(SC7 )7
avec C' une constante quelconque et la fonction g appartient a L?(Q).
La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre 0 < o < 1 est définie par:

1 ¢ Ou(z, T)
C Na —a )
D ) = —— t— ——=d t>0 2438

0 tU(ZIZ', ) F(l—Oé) /0 ( 7—) or T, ) ( )
ou I" désigne la fonction gamma. La solution du probleme peut €tre interprétée
comme solution de 1’équation opérationnelle:

Ku = (Lu,u(z,0)) = (g(z,1), w(z)) = F.

ou K est un opérateur non borné agissant d’un espace de Banach S vers un
espace de Hilbert H avec S = L?((Q) muni d’une norme appropriée rendant
cet espace complet et /f = L2(Q) x H,(0,1), le domaine de définition de /
est:

D(K) = {u€ L*Q) ; ty, g, § Diu € L*(Q)} .

L’ensemble des fonctions u € L3(Q) telles que u,, s, SDu e L;(Q)
satisfaisant les conditions aux limites, et .S est I’espace de Banach des fonc-
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tions w associées a la norme définie par:

T
Julls = HUH%%(O,T);H;(OJ)) = /0 (”u('at)H%g(o,n + HgD?U(‘at)H%g(o;)) dt,
(2.4.9)
tel que L*((0,T); Hy"*(0, 1)) est un espace de Hilbert composé de toutes les
fonctions abstraites fortement mesurables v sur [0, 7] dans H"*(0, 1), et H

est I’espace de Hilbert avec poids L2(Q) x H(0,1) composé de fonctions a
valeurs vectorielles ' = (g, w),dont la norme est définie par:

1FI% = 935y + ol (2.4.10)

b) Unicité de la solution

Dans cette section, nous prouvons un résultat d’unicité pour le probleme posé,
c’est a dire que nous établissons une estimation a priori a partir de laquelle
nous déduisons I'unicité de la solution.

Théoréme 16: Pour tout u € D(K) et g € L(Q), alors on a I’estimation a
priori:

lullé = HUH%Q((O,T);H;}(OJ)) <™ (HUHJ%I;(OJ) + ||9||%5(Q)> ; (2.4.11)

ou C** est une constante positive donnée par:

o = c re e — 2 24.12
S VYA —r—a) 7 T T min(o,0) (24.12)

Preuve: Considérer le produit scalaire dans L?(0, 1) de I’opérateur intégro-
différentiel Mu = zu — 2P, (éu) + x § Dfu et Lu, comme Lu = g, donc:

[(Lu — g | Mu)| = [{Lu | Mu) = (g | Mu)]

< [{Lu | Mu)[ +[{g | Mu)|
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Alors:

10 ou
(Lu | Mu)r2(01) = (ng‘u—;% <x8_x) +Cu | zu—a Py (Eu)+z § Diu) 20,)
(2.4.13)
et
(9| Mu) = (g | vu — xPy(Eu) + IgD?u>L2(O,1)7
ou

P,(6u) = / Ceule, 1) de.

Les conditions aux limites et initiales dans 1’équation (2.4.7) donnent:

1
(§ Du | —xPy(éu)) o) = —/ x5 DYuP, (Eu)d, (2.4.14)
0
10, Ou 0, Ou

<—E£(l‘%) | =P, (§u))r2(0,1) = <£($%) | Pe(§u))r20).  (24.15)

PSP . Y9 ou

En effectuant I’intégration par parties sur | — (z—)P,(&u)dx, donc:
o Ox" Ox

[ =P.(§u) = f' = zu(z) (d’apres le Théoreme fondamental de
I’analyse, car on dérive une intégrale par rapport a sa borne supérieure). Et

SR
g Oz x@x g_a;(()x’

on obtient:

262 s = (o2 g - [ (+22) s

_ /0 1 (x%) () dz.

! 0
En effectuant une nouvelle intégrale par parties sur — / r*u——dzx. En re-
0

Ox
du  10(u?)
marquant que u— = — :

oxr 2 Oxr
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1/t 28(u2) 14591 1 ! d(:cQ) 1 [t 9 ! 9
_Z e = Z Z 2 - d
2/0:17 . dx 2[:Uu}0+2/0 . u?dx 0+2/0 ru“dr /Oasu T

— 30
1
(Cu | —xPy(&u)) 1201y = —C’/ ruP,(§u)dx, (2.4.16)
0
1
(§ Dfu | au) 200y = / (§ D2w)(zu)dw, (2.4.17)
0
10 8u 0 0Ou
En effectuant I’intégration par parties sur: — ' 0 (x@)udx
g parp " Jy Oz Oz
, , 0, Ou _
onpose: f=u = [ =u,etg = 8_:70@%) —> ¢ = xu,, on obtient:
J, 0 !
- ax(xa—Z)udx = [~2u,ul, +/0 LU U AT
1 1
:/ LU U AT :/ ruldr = HUIH%ZQ)(O’I).
0 0
1
(Cu | zu) 201y = C’/O ruldr = C||u|]%%(0’1), (2.4.19)
1
§Dpul s Df ey = [ o§DpwPde = IEDF U, 2420
N 10, ou 0 [ 0, Ou N
(x5 D' | —Iax( 8x)>L2 o1 = — (5 Diu | ( ax»”(“) = (6 Dffug | ua) 30,0,

(2.4.21)
en effectuant une intégration par parties sur

0, Ou
C’Da
/0 Ox P 83:)
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on pose:

(e / a [0}
f:thu = f :%(thu)a

SRR T
g - Ox m@x g_xax’

1 9  Ou u ! L/ ou\ | 0
— Crno, = (27— _ 7)) C o e ~ (C o
[ spragialn = (52 ) om| + [ (o35 (o6 Dras
1 ou 19)
= /O (33&) (%OCD?U)CZI’

Ou

ox

et

0
comme %ngu = § DY (=), alors:

—/1 CDo‘ug(x%) = /1 20,u§ DY (Ou) = /1 ru,S D
0 0+ or " Or - 0 ™0 ~t \Mr - 0 z0 ~t Yz

= <OCD1(SXUQ: | uz>L%(O,1)a
1
(x5 Dfu | Cuype1y = C / ru§ DMudz. (2.4.22)
0

Donc, on a:

[(Lu =g | Mu)| = [(Lu | Mu) —{g | Mu)| <[(Lu | Mu)| + (g | Mu)|.
1 1 1

|(Lu | Mu)| = ‘_/ a:thaqu(ﬁu)da:—i—HUH%%(OJ)—C/ qux(ﬁu)dx—l—/ § D*uzudz
0 0 0

1
Jr||Uac||%12;(0,1)+C||U||%12,(0,1)+||ochtOéU||%12;(0,1)JF(OCD?M: | Ux>L%(071)+C/ xuOCDf‘udx|
0

= HUH%Z%(O,I) + C”“H%g(o,l) + Hux”%g(o,l) + ||(?D?UH%Z%(0,1) + KOCD;:XU | xU>L%(0,1)|

(6 Dy u | 2Py) 20|+ (6 Dt | ) 1200 [H1C(u | 2P2) p20,)|+1C(w | § Difw) 120, |-

En utilisant I’inégalité de Cauchy, pour tout ¢ > 0 et pour tout a, b dans R :
€ 1
b < —a* + —b?
abl < a7+ 520
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6 DFu | subgan] < SIS DEulz0n + 5 lelEzony
6 DFu | ePa)szon] < SIS Dulzon + o 1Pl
6 Df e L) g0 ] < 1§ DfwallEgion + 5o el Fpony

Clu| 2§ Dfubgon] < Cplullgon + OIS D ulyany

Clu | 2Pe) 30| < C—IIUHLz(m +C 1P 20,1y

Et
g | Mu)| = (g | zu) = {g | 2 Py) + (g | x5 D)l (2.4.23)
= (g | zu) + (g | zP,) + (g | x§ Dju)?
avec:
6 1
(g | zP.)| < EHPx”%g(o,l) + EHQH%IQ,(O,I)?
Er 1
(g | zu)| < EHUH%%(OJ) + 2_€7HQH335(0,1)?
(g | § Dyl < 2§ Deulf? +LH 7
glolt )| = o llo ¢t Wlirz(o,1) e 9llrz(0,1)-
Alors:

[(Lu [ Mu)| + [{g | Mu)| <
(6% (67 1
||u||L2 01)+C||U||L2 0,1) +Hu9€HL2 0,1) +||00D UHL2(0 1)+ HOCD UHL2 ontTo HuHL2 (0,1)
2eq
€2 a 1 €3 o 1
+_||(?Dt u”%g(o,l) + _HPJ:(fU)”%g(o,l) + _HoCDt ua:“%g(o,l) + Q_&gHuwH%g(o,l)
HUHL2 01 T C ”0 DQUHLZ o1 T C HUHL2 01 T C HP (5U)HL2 0,1)
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€6
+§||Pz(SU)I|2L;(o,1 ||9||L 01>+ Slullfa 00

1 2 €8 1C na, |12 2
+2_€7Hg||L12,(0,1) + ?Ho Dy “”Lg(o,l) + 2_€8||9HL§(0,1)'
Alors:
[(Lu | Mu>| + (g | Mu)| <

1 1
(1+C’+2—1+C +C + )H ||L201)+(1+2_&)))||“$”2L%(0,1)

«a €3 a
+(1+ 5 +22 5 2+ C— + 2 )Ho D ullza,) + gﬂoth Us 23 01)

1 1 1 1

2
o+ c— + PN g0 + (5 + 5 + 5 950

On choisit des Valeurs convenables pour ¢; et en utilisant I’'inégalité de Poincaré:

1
1P (€0 < Cp [ ulzon
Pour «, 3,7, , A positifs, on obtient:
O‘Hu“%g(o,l) + BHUJCHQLZ%(OJ) + 7||00Dtau||%g(o,1) + NHOCD?UCI,’”%;,(OJ) + /\“9”%3(0,1)7

max(a, )HUHHl 01 T max (7, M)Ho D?“H%{;(o,l) < )‘HgHig(o,l)

UHUHH’}(O,l) + 5||otha7~‘||H;(o,1) < AHQH%%(OJ)

A
C na
(||U||%1;(o,1) + [lo D; u”%[;(o,l)) < m”gﬂig(om

donc:

el 00y + 15 D5 ul301) < Cllgl3200, (2.4.25)

A
ou " = ————— . L’intégration des deux c6tés de 1’équation (2.4.25) sur

min(o, J))

(0,t) donne:

t 1—
T«
2 C pa=1i1,|12 2
/0 [|u(z, 5)||H;(0,1)d3 o L ||U||H;(o,1) - (1—a)(1 _a>||w||Hg,(o,1)
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t
< [ gtes) g

car.

t t—«
/ €D f(s)ds = § D (1) — £(0).

0 (1 =a)l(1 - a)
ici f(t) = Hu”?{ﬁl(og) et dans les conditions initiales on a: u(z,0) = w(x),

donc f(0) = ||w\|%{1(0 1)> et comme ¢ < T', alors on obtient:
P b

t
| et s) g o+ Dy

t Tl—a
* 2 2
<" [ gt 9gonds + Tasrr—ar o lionr

t

<0 ([ ate Mgands + lolfigon ). (2.426)
ol
Tl—a

" = c* . 2.4.27
max{ ’<1—a>r<1—a>} (2427

Si nous écartons le deuxieme terme du coté gauche de 1’équation (2.4.26) et
remplacons ¢ par 7', nous obtenons 1’inégalité souhaitée:

el 0 st 0.0y < € (lelz;(o,l) + ngig@)) : (2.4.28)
Corollaire 6: si pour toute fonction u € D(K), on a I’estimation suivante:

lulls < VO ||Lul g, (2.4.29)

alors la solution du probleme (2.3.7), si elle existe, elle est unique dans S.
Preuve: ona K : D(K) C S — H et Ku = w dans H, on cherche u € S.
Soient u; et uy deux solutions du probleme (2.4.7), alors:

KU1:W,
= Ku;—Kuy=w—w=0,

KU2 = W,
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et comme K est linéaire, on obtient: K (u; — uy) = 0. On pose v = uy — us,
alors v € D(K) et D(K') un espace vectoriel, donc Kv = 0. On a L partie
principale (Opérateur équivalant a K)

[Lullz = 0 < [|[Kullz =0,

donc lorsque Kv = 0 = Lv = 0 dans H, ||v||% < C**||Lv|| g, Lv = 0 donc
|Lv||z = 0 d’ot: ||v]|3 < C**0 =0.donc |[v||s =0 = v =0,etv =

uy; — us = 0 = uy; = uy. La solution existe et unique.

c) Existence de la solution: la démonstration de I’existence de la solution est
basée sur les trois étapes suivantes:

1. L’opérateur K : S — H est fermable c’est a dire pour toute suite (u,) C S
telle que u,, — 0 dans S et Ku,, — v dans H, alors nécessairement v = 0.

2. L’ensemble des valeurs R(K) est fermé dans H, et R(K) = R(K).

3. R(K) estdense dans H, c’esta dire R(K) = H.

Corollaire 7: I’opérateur K : S — H admet une fermeture. L’inégalité des
bornes d’estimation a priori (2.4.11) peut alors étre étendue a:

el < e (Il 00 + 1912500 ) (2430)

pour tout u € D(K). Il résulte de 1’équation (2.4.30) que R(K) = H estun

sous-ensemble fermé dans H, et R(K) = R(K), K = K=Y d’oule
résultat.

Théoreme 17: supposons que les conditions du Théoréme 16 soient satis-
faites. Pour tout F' = (g, w) € H, il existe une unique solution forte v =
K~'F =K 'F du probleme (2.4.7).

Preuve: on affirme que pour montrer que le probleme (2.4.30) a une solution
forte pour tout F' = (g, w) € H, il suffit de montrer que R(K) = H pour
chaque u € S.
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Chapitre 3

3 Etude d’un probléme différentiel fractionnaire lin-
éaire dans /N -dimension [19]

L’étude des équations différentielles fractionnaires dans des espaces de dimension
finie N constitue un domaine de recherche en pleine expansion, a I’intersection de
I’analyse fonctionnelle, du calcul fractionnaire et de la théorie des systemes dy-
namiques. Contrairement aux équations différentielles classiques d’ordre entier,
les problemes différentiels fractionnaires font intervenir des dérivées d’ordre réel
non entier telles que les dérivées de Riemann-Liouville ou de Caputo ce qui leur
confere une mémoire intrinseque et des propriétés non locales.

L’intérét pour ces problémes en dimension /V est motivé par la modélisation de
phénomenes complexes: systeémes multi-agents, diffusion fractionnaire en réseau,
propagation dans des milieux hétérogenes et 1I’extension naturelle des résultats
d’existence, d’unicité et de stabilité du cas scalaire au cas vectoriel.

Ce chapitre est consacré a étudier une classe de probleme différentiel frac-
tionnaire linéaire dans un espace de N-dimension. On va utiliser la méthode des
estimations a priori pour montrer 1’existence et 1’unicité de la solution. La démon-
stration par récurrence joue un role important dans la suite.

3.1 Formulation du probleme

Soit @™ = (0,7) x (0,1)" et X = (21, 22,...,2,) € (0,1)", n € N. On pose
I’équation différentielle fractionnaire linéaire suivante:

"L Qu(t, X)
_ Caoo+l ) _
Lu =0, u(t,X)—kEﬂa—x%—f(t,X), (3.1.1)
avec les conditions initiales
lu =u(0,X) =¢(X), w(0,X)=0 (3.1.2)

ol §02*! 1a dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € (0, 1), f et ¢ sont
des fonctions continues connues.

les conditions aux bords

ou(t, 1,29, ...,2,)  Ou(t,r1,1,23,...,2,) Ou(t,r1,29,...,0p-1,1) 0
8&61 n 81‘2 T 81:71 7
(3.1.3)
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et les conditions intégrales
1
/ u(t,y, T, xy)da, =0,V € (0,T) etVk=0,n,  (3.1.4)
0

c’est a dire, si n = 2, on aura:

1 1
/ u(t, 1, xe)dry = O,Varg,tet/ u(t, xy, x9)dxre = 0,V2y, 1.
0 0

Notations: soient 7" un nombre positif fixé, €2 un ouvert de R™ et H est un
espace de Hilbert tel que H = H'(Q"). On note par L*((0,7T) x (0,1)"; H)
I’espace de Hilbert muni par la norme:

T
T —— / lult, 1, .., @) llmdt.
0

Soit C'((0,7") x(0,1)™; H) I’espace de toutes fonctions continues u de (0,7") X
(0,1)" dans H tel que:

Hu||C((0,T)><(0,1)";H) = OIEtELXT Hu(t, L1yew- ,ZBn)”H < 0.

L’espace H'(Q") est un espace de Sobolev muni par la norme:

||UHJ2L11(m) = HUH%?(Q”) + Z oz %2(971)-

i=1

3.2 I’unicité de la solution

Dans cette section, on va établir des estimations a priori, I’unicité de la solution et
sa stabilité sont des conséquences immédiates.
Soit 2" = (0, 1)". On écrivant le probleme sous la forme suivante:

Eu= (Lu | tu) = (f | @),

ou £u est un opérateur non borné de E dans F' tel que:

E = {u :(0,7) x (0,1)" — H : / jnzzlxk/inQ < 00 et/ jnz%_lxkuz < oo} ,
Qn Qn T
et
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~{(rp e @) [ Tt <ovet [ Ty mpme <o}

E est un espace de Banach des fonctions v € L?*(Q") muni de la norme:

n
ullp = su IY T oot ||20m + / Jon w)?dxy...dx, |,
(Eaf¥ O§t£T<T | Ty _ eyt |2 00m) 121 Qn( Tz o) AT .. dTy,

et F' est un espace de Hilbert muni de la norme:

IEullp = Tt an Fll72imy + D N Titz_ wpswll2m)-
=1

On a transformé f et ¢ avec les mémes opérateurs intégraux, ces transforma-
tions sont adaptées aux conditions intégrales, avec:

1 T2 Ty,
jHZ=1l”ku<t7$) pr— / / -../ u(t, 81782,.-.78n) d81d82-..dsn7
0 0 0

et

jHZ:1 xk/xiu(t7 x) =

1 Ti—1 Ti41 Tn
/ / / / U(t, 81,5 8i1, Ty Sit1y - -5 Sn)dSy -+ - dsi_1dSiy -+ - dsy,.
0 0 0 0

Et le domaine de définition de £ est I’ensemble des fonctions réguliéres satis-
faisant les conditions au bord et initiales homogenes (u(0)) = 0, u,(0) = 0)

2
D(E) = {hem@n) ot G S T € LAQU0.X) = 0. h(0.X) =
Oh(t,1,xs,...,2,) ah(t,xl,l,acg,...,xn) Oh(t,z1,x9,..., Ty 1,1)
_ S — =0,
8x1 8562 (99(:

1
0
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Définition 32: 1a solution de I’équation Eu = (f | ) est appelée solution
forte du probleme £3.1.1)-(3.1.4). Dans un certain espace fonctionnel, on
cherche u tel que £ appliqué a u donne une certaine forme linéaire définie par

fetop.
Théoreme 18: pour toute fonction u € D(E), il existe C' > 0 tel que:

Julls < CllEulr, (G2.1)

garantit la bi-continuité de I’opérateur &, sert a prouver I’existence et I’unicité.
Définition 33: on définit I’opérateur intégro-différentiel d’une fonction u €

L2(Q") par:

1 Tn €1 €n
‘71%2_1%“?5 = / / / / w(t,my ey Mn)dny - . dmide, . . . de.
- 0 o Jo 0

Nous expliquons ici, pour n = 1:

Jﬁutz/ /Ut(tjn)dnde,
o Jo
pour n = 2:

1 To €1 €9
T2 oyt = / / / / ue(t, M1, n2)dnadi deade,
o Jo Jo Jo

pour n = 3:

1 X2 xs3 €1 €2 €3
jﬁlxﬂBUt = / / / / / / w(t, 1, M2, N3)dnsdnadi desdeade,
o Jo Jo Jo Jo Jo

et ainsi de suite jusqu’a ce que nous puissions déterminer la valeur de jﬂgz_lmk
qui joue un rdle important dans la preuve. Calculons le produit scalaire dans
L?*(Q™) de I'équation (2.1.1) et le multiplicateur

Uy,

Mo — {jﬁlexk u;,  sim est pair,

2 . . .
_jﬂzzlxk Uug, S1n estimpair.
Le premier cas: si n est pair,

0*u

(Lu | Mu)2igny = /Q n(gagﬂu) Tt tedtday..de,—> / ] (a—ﬁ) Tity_ oy tedtdy...d,.
T k=1 T
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= f(t, X)jﬁz_lxkutdtdxl...dxn. (3.2.2)
Q7 -

Lemme 9: soit v € L?(Q") avec Q" = (0,7) x (0,1)", donc on a:
1
/Q (6 05 u)(Ty_ o ue)dtdy ..da, = 513_1||\7HZ=1xk“T||%2(Q">‘

Démonstration: en effectuant 1’intégration par parties sur
/ (g@f‘HU)(jﬁz_lmkut)dtdml...dmn,
Qr -

d’apres les propriétés de la dérivé de Caputo, on a:

1 _ Cga+l _ Cpho
V=0T u = v=30/"y,

et
2 !
w = jn;;:lxkut = w = jn;;:lxkut,
car:
w=Tin_ =Tz, (Tap_ ey tr)
HZ:I‘rk’ t szlxk szlxk t)
donc
an
/
W= g e (Tm ) | = Ty
Donc, on a:

/ (g@?Hu)(jﬁz_lmkut)dtdxl...dxn
Qn -

t
= [(Ocata“) (jr%g_lxkutﬂm —/ (§ 07 u) (T _ wue)dtdy ...,
v Jor

= —/ (gafu)(jnzzlmkut)dtdxl...d:cn.
Qn
En effectuant pour la deuxieme fois 1’intégration par parties, on obtient:
= /Qn (Ocagjnzzlxkut)(jnzzlxkut)dtdl‘l...dam. (323)
On va montrer I’équation (3.2.3) par récurrence. Pour n = 1, on a:
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1 1
/ / (§op u) (T2 we)dtdwy = [(§0F Ty ue) (T2 ur)] y— / / (§ 02 T ue) (T ) dt e
0 T 0 T

On pose que I’équation est vraie pour n et on montre qu’elle est vraie pour
n + 1:

Caa-{—l 2
u nt1 Ug)dtdxy...dx, .
[ GO Ty
De maniere analogue, en effectuant I’intégration par parties:
2

2 2
= O
I Tity_a, © Tars

donc, on obtient:
1
:/ / (Ocaf‘ut)jﬁz_lxk(jfnﬂut)dtdxl...dxndxnﬂ
0 n =

1
:/ / (Ocaf‘jngzlxkut)jﬁnﬂ(jnzzlxkut)dtdxl odrgdr,
0 v

1
= / / (Oca?jxn+1 jHZ:1xkut)‘7$n+1 (jﬂzzlmkut>dtdx1 N dxndl'n+1
rJ0

_ /Q (600 Ty ) T )i
t

En utilisant le lemme 6, on obtient:
C a« 1 7 [OFAYe" 2
g (0 OF Trtg_yoxte) (T e )dbdey..dan 2 5 i (0 O (| Ty el 72(my )t
D’apres [14], on a:

| §orvar= [y @] = v - Y0 = Y 0)

alors:
1 1

A S L) ol K P

80



Lemme 10: soit v € L*(Q") avec Q" = (0,7) x (0,1)", donc on a:

‘Z / (ax )Ty andidas .. de,

1 & 1 &
= 5 Z /Qn (jﬂzzlxk/miu)2d$]_ e dﬂjn - 5 E HJH'Ifézlxk/ngpH%Q(Qn)
=1 =1

Démonstration: en effectuant deux fois I’intégration par parties, on obtient:

/ / jl'[” xkutdtdl'l Tn = / / (jﬂg:lxk/xiu> (jﬂg:lzk/xiut> dtdzy - - - dx,
n 0 n

T

2 ]. 2
R an T /l.zu dtdl’l e dxn = / |i— an7 z /IEZU/ :| dl'l e dxn
/ /n th =17k ) .12 ( k=1Tk ) .

= / 2 [(jng_lmk/xiu(ﬂ Ly 7$n))2 - (jngzlxk/a:iu(oa Ly, 7$n))2} dy---dzy,

- 5 {/ (jng:ﬁk/xiu)z dry - -dx, — / (jﬂﬁzlxk/wiu(ov Xy, 7$n))2 day - - dxn]
n Qn

1 1
= 5/ (jngzlxk/xiuf dxy---dx, — 5/ (Jngzlxk/migo)Q dxy - - dw,.

Donc:

‘Z /Q n(ax )Ty pndidas .. de,

1 n
i=1

En effet pour n = 1,

0%*u (92
_ / s (= ) dtdr, = 7 o (Touw) i,
Qr 1 0.
comme

Tevue= [ wttondn = [ Thiemdn = ult.z),
0 0
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alors:

8211/ 32u 1 au
= | o Fudtdr= | T (5= |udtds = | —ud
Q- ax%jlu o /QTJ1 <3x%)u o /0 al‘lu .

I 1 [
Z—/ QUIUZ—/ u? dxy .

De maniere analogue pour n = 2,

5 0
—/Q a—x%u(jglmut)dtdztldxg — /Q2 a—x%u(jimut)dtdl"ldxz
7'2 T

1

1
= 5\/ (szu)delde + 5/ (jxl’U)zdl'ldiL’Q,
02 02

1

1
_5/ (szgo)zdxldl?_ 5/ (jm@)erl:lde.
02 02

Donc par récurrence:

n+1 82u n 82u
— 2 — 2
_ Z /Qn+1(8$2) Hzillxkutdtdl'l . dxn-‘,-l - § /Qn+1 (_81'2) Hzillxkutdtd.fl
=1 ’ i=1 Y@ i

0*u
- (—) H2"i'1x utdtdl’l c.. d:L’n+1,
Q k=1"k

2
:_L+1 axn—‘,—l

Donc:

n+1 r a2u
_Z/ / (52 1, ety dTn
= Jo Jan 0F; !

- 0%u 0*u
= — Zl /n(a_ng)jézillxkutdxl e d$n+l _/S;n(—)jéztllkatdwl [N dl’n+1

2
a‘rn+1

n+1 n+1

Ce d[L‘n+1

1 1
- 5 Z /Qn-H (jHZi%xk/xiudel .- 'dIn+1_§ Z /Qn+1 (jnzillxk/xiw)2d$1 .. .d:En_H.
=1 i=1

Lemme 11: soient u € L*(Q") avec Q" = (0,7) x (0,1)" et f € C(Q™),
donc on a:
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f(t, X)jﬁz_lmkutdtdxl dzy,
Q7 B

1 [" 1 [7
< 5/0 Hjﬂzzlzka%Z(Qn)dtdxldxn + 5/(; HjH’,g:lkatH%?(m)dtdwldiﬂn
Démonstration: on a:
/ f(t,X)jﬁz:lxkutdtdxl..dxn = / (Jp_ e f (21, 20) ) (Tp_ zue)dtdy . dy,.

En appliquant I’inégalité de e— Cauchy:
€ 1
bl < —a®>+ —b* Va,b € R
la |_2a +2€ ,Va,b € R,

avec € = 1, il s’ensuite que:

1 [" 1 (7
< 5/0 Hjnzzlzka%?(Q")dtdxld'rn + 5/(; HjHZ:lmkutH%Q(Qn)dtdmldl’n

(3.2.5)
Démonstration du Théoréeme 18: En combinant les lemmes 9, 10 et 11, on
obtient:

7L

= g f(t,xy, 29, - ,mn)jﬁzzlxkutdtdm...dmn =(f| jl%zzlrkut>‘

En substituant (3.2.3)-(3.2.6) dans (3.2.2), on trouve que:

|<Lu | MU>L2(Q¢)| = | (g@f‘fnzzlxkut)(jnzzlxkut)dtdxl...dxn
Qr

1 n
+5 Z/ 1T 1$k/9€z dl’1 . .d$n o 5 Z ||‘7HZ:1%/%30||%2(9”)|
=1

= | fltwywa, - 2) Ty g wdtdr . dey,
Qr -
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1 T 1 T
S 5/0 ”jﬂzzlxkf”%Z(Qn)dtdl'ld.flfn + 5\/0 Hjn;z:lxkutﬂiz(m)dtdazldxn
On a:
feY 1 T N
/ § oy Jrr_ w, ) (Tp_ zue)dtdy...da, > 5/O (S o Hjﬂﬁzlxkutui%m))dt
1 a—1 2
- _I ||~7H 1Iku7'||L2(Qn)-

L’équation devient:

a— 1 .
_[ 1”ij 1IkuTHL2 omyT5 Z/ jﬂzzlmk/xiu)2dx1 e dxn—§ Z Hjl'[zzlxk/miSOH%Q(Qn)
=1

Iy 1 [7
S 5/ ||jﬂzzlmkf||%2(ﬂn)dtdl’1diL’n + 5/ ||\7H221xkut||%2(Qn)dtdx1~dxn-
0 0

Alors:

_]a 1||jH 1xku7||L2 @+ 3 Z/ it 1xk/$iu)2d‘r1 ..dzy,

= 2/ nyl_[)C 1513kaL2 Qn) dtdl’l den / ”ij 1katH%2(Qn)dtd$1dl’n

1
=1

En multipliant par deux, on obtient:
1 it s + 3 | (Fig ol
i=1 v
S / ||«7H2:1xkf||%2(gn)dtd$1~-d$n + / ||j1‘[Z:1kat||%2(Qn)dtd$1..dl'n
0 0

n
2
+ D I o/l 2.
i=1
On passant a la borne supérieure par rapport 7 entre [0, T'], et en utilisant

84



I’inégalité de Gronwall on pose:

Y(t) = [|Tip_ ey el 22 (am);
Z / (Jrtg_ aujot)?day ...y,

F(t) = /n ||\7Hz:11’kf||%2(ﬂ")dtdxl coodrn + Z ||~7Hg:1xk/xi90||%2(m):

t =1

D’apres I’'inégalité de Gronwall, on a:

IY () + Z(t) < F(t) + /tY(s)ds,

d’apres le Théoreme 18, on a:

/tY(s)ds < CLF().
On obtient:
I () + Z(t) < F(t) + OLF(t) < (1+C)F(t) < CF(t).

D’ou le résultat suivant:

]?_IHJHQ:lmkutH%Q(Q”) + Z /Q(jﬂzzlzk/%u>2dx1 c. dl‘n S
i=1

0( /Q ||~7Hg_1xkf||%2(m)dtd$1---d$n+2||~7ng1xk/w¢W\|i2(Q'rt)> (3.2.7)

i1
< Cll&ullp.

Le deuxiéme cas: si n est impair. On obtient les mémes résultats car le signe
dans I’opérateur Mu évite de tomber dans un signe négatif dans la norme
précédemment choisie. Ceci est li€ a la corrélation des intégrales utilisées
pour prouver les relations précédentes avec la dimension de 1’espace.

Corollaire 7: S’il existe une solution du probleme (3.1.1)—(3.1.4), elle est
unique.
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Démonstration: On suppose qu’il existe deux solutions u; et uy du probleéme
(3.1.1)—(3.1.4) et Euy; = Euy = f, alors leurs différence w = u; — uy vérifie:

Ew=Eu —u)=f—f=0.

D’apres la méthode des estimations a priori, on a: ||w||g < C||Ew||F,
comme Ew = 0, on obtient: |w||g < C||0]|r = 0, donc ||w||g =0 = w
=0doncu; —uy =0 = u; = uqe. Dol 'unicité de la solution.
Corollaire 8: supposons que les conditions (3.2.1) sont satisfaites. Alors, £
admet les propriétés suivantes:

(1) £ admet une fermeture £ autrement dit R(£) = R(E) .

(2) £ admet un inverse £ ' : £ — R(E) avec -1 = £

Démonstration: 1) D’abord on introduit la définition suivante: on dit qu'un
opérateur & est fermable s’il existe un opérateur £ (sa fermeture) qui prolonge
& et dont le graphe est I’adhérence du graphe de £ dans E' X F: si une suite
(un) € D(E) converge dans F, tel que limu,, = 0 et (Eu,,) converge vers
(Eu), donc vers (f, ¢) dans F. 1l faut montrer que:

ft, X) =0, etp(X) =0,¥(t, X) € Q".

Comme (u,,) converge vers 0 dans D(E), donc u,, converge vers 0 dans D'(&).
D’apres la continuité de 1’application dérivée de D(E) dans D’'(E), on conclut
que (Lu,) converge vers 0, dans D’(£). D’autre part d’apres 1’hypothése on a
(Euy,) converge vers f dans F', donc dans D'(£). Comme la limite est unique
dans D'(£), alors f(t, X) = 0,V(t, X) € Q™. Maintenant on montre que
©(X) =0. Ona (u,) converge vers 0 dans E, et (Eu,,) converge vers ¢ dans
F, d’autre part, remarquons que: ||Euy[|2(gn) < ||tn | p, comme (u,,) con-
verge vers 0 dans F, on a ||Eu,||r — 0 alors, (Eu,,) converge vers 0 dans
L*(Q™), ce qui montre que ¢(X) = 0, VX € Q™.

Maintenant on va montrer que £ admet une fermeture: R(E) = R(E).

Premiérement d’apres la définition de R(E) C R(E). D’autre part, soient
v € R(E) et (v,) € R(E) une suite converge vers v, donc il existe une suite
u, € D(E) tel que: Eu,, = v,. En utilisant I"estimation (3.2.1), on a:

[un — unlle < Cl€(Un — un)lle < Cll€un — Eunlle < Cllvg — vml|p.

Sin, m tend vers +oo, on peut déduire que (u,,) est une suite de Cauchy dans
FE, qui est un espace de Banach donc elle est convergente tel que lim u,, = u €
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E, ce qui montre que £u = v, Donc R(€) = R(E).

2) D’apres I’estimation (3.2.1), on a I’opérateur £ est injectif donc il admet un
inverse borné £~ dans R(&). comme £ prolonge £, ona &~ =& sur R(E).
Donc £~ ! existe et est borné.

Corollaire 9: Par passage a la limite, ’estimation (3.2.1) est prolongée aux

solutions fortes, donc on a: ||u|lg < C||€ullp, VYu € D(E).
Alors, la solution forte de (3.1.1)—(3.1.4) est unique si elle existe.

Preuve: On dit qu’une solution est forte si u,, — u, eton a ||u,||r < C
|Eun ||, par fermeture ||u||p < C|Eul|r, d’ ol I'existence de la solution.
D’autre part w = u; — ug et ona Ew = 0 donc ||w||r < C|Ew|r =C.0=0
— w=0 = u; —uy =0 = wu; = uy, d’ou I'unicité de la solution.
3.3 Existence de la solution forte

Cette section est consacrée pour montrer 1’existence d’une solution forte de
probleme (3.1.1)—(3.1.4), ce qui nous ramené a montrer la densité de R(&)
dans F'. La preuve décompose en trois étapes.

Etape 1: On va montrer que R(&) est dense dans F' pour D(&) est réduite 2
Dy(E) ou Dy(E) ={ue€ D) : bu =0}.

Théoreéme 19: On pose que les conditions du Théoreme 18 sont satisfaites et
ilexiste U € L?(Q"), V® € Dy(&) vérifie la condition (3.1.2) tel que (€D, ¥)
= 0, alors ¥ = 0 dans QQ".

Démonstration: En substituant ® et U dans I’équation (3.1.1), on obtient:
"L 0%0(t, X)
C aa+1 § : )

k=1

Soit NV (x, t) une fonction vérifie (3.1.2)-(3.1.4) tel que pour tout k& € [0, n],
on a:

N)Nzk’kaxk’./\/‘t’Ca?'f‘lN 6 LQ(Qn)

Posons que

T1  pro Tn
CD(t’X) - jHZ:lka(taX) = / / / N(tanlvn%'"777n)d771d772"'d77n7
0 0 0

et
\I/(t, X) = jﬂgzlxkj\/’t(tv X)?
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alors (3.3.1) sera

n 82 n
o T N (1) -3 LT

i=1

N (X))
x?

(3.3.2)
En effectuant I’intégration par parties sur chaque terme de (3.3.2) avec N/
vérifie les conditions (3.1.2)-(3.1.4), on obtient:

/ (gataHng:lka) (jﬂgzlxk./\/;)dtdl’l Ce dl‘n

= / (0 (Tap_ 0N (T o, N dtdzy - da,. (3.3.3)

Maintenant pour le deuxieme terme

n t, X
B Z/ \71_[ 1xk ( )) jnzzlfﬁk'/\/;(t’ X)dtdxldxg co.dxy,

On pose v(t, X) = Jrup_ 2, N (t, X), etvy(t, X) = Jup_ o, Ni(t, X), alors:

0%*v v Ou ov 0 [ Ov
_/na judidX == | b gtarax = | axi'&(axi) dt dX

Mo 9 (o dt—_/Tlﬁ o0\ 1[0
o Ox; Ot \Ox; —Jo 20t \ Ox; 2 [\ Oy .

1 (0u(T,X) 2+1 0v(0,X)\* 1 (T, X)\*
Onav(T, X) = Jup_ o, N(T, X), donc:

1/ 0 2 1
=3 (3%’ (Jp_ e N(T, X))> =3 (Trtp_ o (T, X))Z,

Donc:

n

82 no.x tX
B Z/ jl_[ 1Tk ( ))jnzlzk'/\[t(t’ X)dtdl‘ldmg RN dxn
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_ __Z/ Tip aeeN(T, X)) dirday .. dr,.  (334)

Montrons par récurrence que 1’équation (3.3.4) est vraie pour n = 1

82 8/\/
- ot a_x%(jxr/\/’)(jm-/\/;ﬁ)dtdl‘l = - O, (j:m-/\/;f)dtdxl’
car 52 P %/
Oxt 92 v - Ory

Maintenant, en effectuant I’intégration par parties, on obtient:

1 pT
/ / N/\/;gdtdl'l,
0 Jo

/TNthzl/T W) = LV = S aran
o T 2y a 0T
Donc:
1 T 1 1
//NNtcztda:l:—/ N2dz,.
0 0 2 0
Pourn =2

0? 92
= _/ a2 (\7131$2N) (jxlsz) dtdl’ldl’z—/
Q

2 al‘% Q2 &zc%

(\71:1502N) (jx1x2~/\/;f) dtdmldIQ

Comme

0? 0
027 (TeranN) = prs (TN
et 92 5
a_l’% (j901$2N) = 8_5(32 (jfElN) .
Alors:
= - P (jmgN)<u7mlng)dtdxldI2 (jle)(jmlsz)dtdxldx2
Q2 T Q2 aZEQ
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En effectuant I’intégration par parties, on obtient:

1 1 .
- 1/ / (T, N(T, X))zd:mdxg + 1/ / (T N(T, X))2da1des.
2Jo Jo 2)o Jo

L’étape de récurrence: On va décomposer la somme et I’intégrale [ gnit

devient fo an -+ )dT,, 1 eton a: Ttz = Ty © Jo,sy, done:

2
n—+1 i

o (T, N(t,X))
- Z/ — jnzillxk/\/}(t,X)dtdxldxz....dan

1 P I, an N
— / ( Z/ my_y + >jHZ:1$k . janrl Mdtdxld$2d$n> dajn+1
0 n
anH N(t, X))
+/0 ( axn-H jHZillka(t’ X)dtdxld;pQ e dxn dwn+1
PImp_» an N
:/0 ( Z/n My vk + >j Ip_ oy, at(jxn+1N)dtd$1dZU2....dxn) d:)jn_H

axn+1

1 P (T, N (t, X))
+/ _/ e jngjllmk/\@(t, X)dtdzydzy - - dz, | depy.
0 n Z

En effectuant I’intégration par parties, on obtient:

1 1 n
:/ (52/9 jHZ1rk/xiN(T,X)dtdwldacg....dxn> dxn 41
0 i=1 V"

1 1
+5 /Qn/ Ty ay fenn N (T, X)dardzs. .. de,dz,

== Z Trit gy w N (L, X )ty ds....da,di,, 4

Qn+1
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1
+= jHZ;Ll

2 Qn+1 1xk/m"+1

N(T, X)dz1dzxs....dx,dz, 1

1 n+1

-3

i=1

En substituant les équations (3.3.3) et (3.3.4) dans (3.3.2), et en multipliant
par deux, on obtient:

jHZillxk/xiN(T’ X)dtdridzs....dr,dx, 1.

Qn+1

2/n (Cata(jnzzlxk./\/;)) (jnzzlxk./\/’t)dtdﬂﬁdl'n

+ Z /Qn jﬂﬁzlwk/wiN(Tv X)dtdzidxs ... dx, = 0.
i=1

En utilisant I’inégalité (3.2.6), et le lemme 6, on obtient:

T 1 T
/O (§ 07 (Trp_ o)) (Tiap_ o Nyt > 5/0 (§ O N Ty, Nall 2 oy ),

I’équation devient

T n
/0 (ga?"jnzzlxk./\/’t|’L2(Q)) dt—f—z /S;n jnzzlxk/miN(T, X)dtdl‘ldl’g e dl’n S 0.
=1

Comme

T
| Soputiar =13 tu(r)

0
alors on a:

LY Ty o Nl 2oy + Y /Q Trip_an)eeN (T, X )dtdwydas ... da, < 0.
i=1 J 4"

Pour le deuxieme terme, il est positif si jﬂgzlxk\mi >0et N(T,X) > 0 ainsi
que

Z/ Ty a2, N (T, X)dtdzydas . . . dz, <0,
=1 ar
il faut que chaque terme soit nul ce qui implique | Nz =0 = ¥ = 0.
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Etape 2: On va montrer le Théoréme suivant.

Théoréme 20: Pour tout (f, ¢) € F ; le probleme (3.1.1-3.1.4) admet une
solution forte unique u tel que u = E71(f, ).

Démonstration: 11 suffit de montrer R(E) = F'. Posons W = (w, wy) €
R(E)Y, u e D(E), comme Eu = Lu + fu donc on a:

Il faut monter que W = 0. Alors (3.3.5) sera

Ce qui implique w = 0. Alors (3.3.5) sera

(Eu | w0>L2(Qn) =0.

Comme I’'image de I’opérateur ¢ partout dense dans 1’espace de Hilbert /', on
conclut que wy = 0, donc W = 0 et

R(E)=F, Yue D).

Etape 3: Considérons le cas général. Soit L la partie principale de L i.e.

N "L 0%u(t, X)
Lou = gat Hu(t, X) — Z W,
k=1 k

avec le domaine Dy(&y) = Dy(E), ou & = (Lo, £). On note que I’opérateur
E—& = (L — Ly,0)de E dans F, est continu, donc on peut montrer R(&)
= F,Vu € D(€) par une méthode de continuité. On introduit I’opérateur &,
tel que: D(E,) = D(£),E, = &, pour u = 1. D’apres la définition de &, on
peutdire que: £, = &, + (10 — 10) (€ — &), VY, po € R.

Premiérement, on va montrer que Eu = ( f, /) admet une solution dans E.
Pour ce but, on considére 1’équation: £,u = (f, ), donc on a:

Eu=Euy + (b= po)(€ — &), Vi, po €R.

En multipliant par u:

Eu=Eu+ (1 — o) (€ — E)u.
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Eyu = Enyu+ (1 — p0) (€ — &)
Ona: £,u = (f, (), donc:

Epott + (11— 10)(€ — Eou = (£.0).

En multipliant par I'inverse de 1’opérateur £,, on obtient:

u+ (1 — o), (€ —E)u=E,.'(f.0). (3.3.7)
Soit -
B = (n—p0)E, (€ — &)
u+ Bu = gl;)l(f, () = (I+ B)u= gl;)l(f, 0).
Donc:
w=(I+B)7'E.N(f.0),
et
+oo
(I+B) =Y (-B),
k=0

donnée par la série de Neumann. Donc pour || B|| < 1, alors I’équation (3.3.7)
admet une solution donnée par:

+o0

u=>Y (=B, (f,0).

k=0

On déduit que I’opérateur &, est surjectif donc: R(E,,,) = F, par continuité,

ona: R(E) = F ce quidonne: R(E) = F.
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CONCLUSION

Grace a la redoutable efficacité de la méthode des estimations a priori et a
la rigueur implacable de I’analyse fonctionnelle, nous avons prouvé, de maniere
irréfutable, 1’existence et 1’unicité des solutions fortes. Le calcul fractionnaire
s’impose ainsi comme un outil indispensable et révolutionnaire pour la modélisa-
tion des phénomenes non locaux.

Notre prochain défi sera de conquérir les problemes non linéaires et d’explorer
d’autres définitions de dérivées fractionnaires, modélisant des phénomenes phy-
siques, sur un domaine borné ou non borné, et en généralisant le fractionnaire
d’ordre o, et méme régner sur L? et LP\®), parfois sur un domaine borné et parfois
sur un domaine non borné.
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