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Résumé

L’objectif principale de ce travail est d’apprendre les principes de base du calcul
fractionnaire et ensuite d’étudier un systéme d’équations différentielles fractionnaires
a retards constants. En utilisant les théorémes de points fixes, tels que sous et sur
solution, le princip de contraction de Banach, nous prouvons l’existence et I'unicité

d’une solution positive et globale.

Mots clés : Systéeme fractionnaire, retards constants, sous et sur solution, prin-

cipe de contraction de Banach.



Abstract

The main objective of this work is to understand the basic principles of fractional
calculs and then to study a system of fractional differential equations with constant
delays. Using the fixed point theorems, such as the lower and upper solutions, Ba-
nach contraction principle, we prove the existence and uniqueness of global positive

solution.

Keywords : Fractional system, constant delays, lower and upper solution, Ba-

nach contraction principle.



Notations

N : Ensemble des nombres entiers positive.

N*: N —{0}.

R : Ensemble des nombres réels.

R* : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

R™ : Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
C : Ensemble des nombres complexes.

| . ||: Norme.

[a,b) : Intervalle semi-ouvert de R d’extrémité a et b.
C([a,b],RT) : Espace des fonctions continues de [a, b dans R*.
AC([a,b] : Espace des fonctions absolument continues sur [a, b].
R — L : Riemann-Liouville.

['(«) : Fonction Gamma d’Euler.

B(a, 8) : Fonction Béta.

[a] : Partie entiére de .

I : Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville.

D¢ : Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

°D¢ : Dérivée fractionnaire de Caputo.



1. Introduction

1 Introduction

Le calcul fractionnaire est actuellement trés prisé par les chercheurs, dont certains
considérent cette science comme une partie de I’analyse mathématique et traitent des
applications d’intégration et des dérivées d’ordre arbitraire (non entier). Les origines
de cette tendance remontent au XV II¢ siécle lorsque Newton et Leibniz ont posé
les bases de la différenciation et de l'intégration. En particulier, Leibniz a introduit
le symbole g—f pour désigner la n'™¢ dérivée d’une fonction f. Lorsqu’il I’a déclaré
dans une lettre adressée & 'Hopital (apparemment avec la supposition implicite que
n € N), 'Hopital a répondu : Que signifie §Z—Z sin = %, c’est-a-dire une fraction
(nombre rationnel). Cette question a d’ailleurs donné naissance au nom de cette
partie des mathématiques. Et donc, cette lettre de ’'Hopital, écrite le 30 Septembre
1695, est maintenant reconnue comme le premier incident de ce que nous appelons

la dérivation fractionnaire.

Le calcul fractionnaire est un sujet mathématique datant de plus de 300 ans, et
les dérivées fractionnaires ont été mentionnées dans certains contextes , par exemple :
Euler en 1730, Lagrange en 1772, Laplace en 1812, Lacroix en 1819, Fourier en 1822,
Abel entre (1823 — 1826), Riemann en 1847, Grunwald en 1867 [5], Liouville et
Letnikov en 1868 [11] [10], Sonin en 1869, Laurent en 1884, Nekrassov en 1888, Krug
en 1890, Hadamard en 1892, Weyl en 1917, Marchaud en 1927, Hardy et Littlewood
en 1928, Riesz en 1937, Oldham et Spanier en 1970 et enfin Ross en 1974 ou il a
organisé la premiére conférence sur ce sujet a I’'Université de New Haven (voir [6] [8]
17) [13) [14] [15] [16] [17)).

D’autre part, le calcul fractionnaire est un sujet moderne car il est devenu le
sujet et la cible de nombreuses conférences spécialisées et de recherches universitaires
depuis plus de 20 ans. C’est grace au développement intensif de la théorie du calcul

fractionnaire et a ses vastes applications dans de nombreux domaines tels que la
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physique, la chimie, 'ingénierie, la finance et d’autres sciences (voir [4] [8] [14] [15]
[16] [17]).

L’objectif de ce mémoire est une étude introduisant le calcul fractionnaire ainsi
qu'une étude détaillée d’un probléme fractionnaire. Nous nous intéressons a étudier
le systéme d’équations différentielles fractionnaires a retards constants de la forme

suivante :

‘D (t)=f;(t,z; (), 21t —71), .,z (t—70)), J=12,..,n, t>0,
{ z(t)=®(t) >0, tel-7,0].

011 °D® est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € (0, 1), z (t) = (21 (t), ..., 2, (1)),
ou ’ désigne la transposée du vecteur et f; : RT x C"*' — R sont continues ou
C=C(-7,00],R").®(t) = (¢, (t), ..., D, (t)) est un vecteur donné, tel que ¢, (t) €
C ([-7,0],R™) I'espace des fonctions continue de [—7,0] dans R*, 7 = max7;, ou

7;,>20,7=1,2,...,n,n €N, sont des constantes.

Organisation du mémoire

Ce travail est principalement réparti en trois chapitres :

e Dans le premier chapitre, nous donnons quelques notions préliminaires essen-
tielles utilisées et nécessaires dans ce mémoire.

e Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude du calcul fractionnaire tel que
I'intégrale fractionnaire et la dérivée de Riemann-Liouville et celle de Caputo.

e Le dernier chapitre a pour objet ’étude de 'existence et 1'unicité d’'un systeme

d’équations différentielles fractionnaires a retards constants.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour mieux com-

prendre ce manuscrit.

1 Quelques définitions

Définition 1.1 (Norme) [18] Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle une
norme sur E tout application || . || : E — Ry vérifie :

NeeE:|z||=0=2=0.

NVAXeERVz e E:| Az ||=X|| x| (homogénéité).

Ne,ye Ex|lz+y||I<|| x|+ ||yl (inégalité triangulaire).

On dit alors que (E,|| . ||) est un espace vectoriel normé.

Définition 1.2 (Opérateur) [2] Soit E un espace vectoriel normé, une application
linéaire A de E dans lui-méme est appelée un opérateur linéaire dans E. On appelle
le domaine de A ot

Dy ={x € Dy, Az € E}.

Définition 1.3 (Suite de Cauchy) On dit qu’une suite de réels est de Cauchy si

12



2. Les espaces utilisés

elle vérifie la propriété suivante :

Ve>0, ANeN,Vn,meN,(n >N etm > N) = (| up — up, |< ). (1.1)

2 Les espaces utilisés

Définition 2.1 (Espace L?) [15] Soit Q2 = |a,b] (—o0 < a < b < 400) un intervalle

borné ou non borné de R. Pour 1 < p < oo, on définit l’espace L* comme suit :

1. Pour 1 <p < oo, LY(Q) est l’espace des fonction mesurables de puissance p

intégrables sur €2, c.-a-d. :

feLf ) <:>/ | f(z) [P dzx < oo (1.2)

ou |l fll,=([] flz) dx)% est une norme sur L¥'(Q) et (LY (Q), || . |l,) est

un Banach.

2. Pour p =2, alors :

L*(Q) = {f : f mesurable & carré intégrable sur Q, /f(2) (x)dr < oo},

’ (1.3)

L’espace (L*(Q2); (., .)r2(q)) est un Hilbert, ot (.,.)r2(q) est le produit scalaire
défini par :

(g = [ S@)g@)ds. ¥f.g € 1) (1.4)
Q
3. Pour p = 00, L>(2) est lespace des fonctions essentiellement bornées sur Q.

Définition 2.2 (Espaces des fonctions continues) [8]
Soit Q = [a,b] (w00 < a < b < o0) et n € N. On désigne par C"(Q) l'espace

des fonctions f qui leurs dérivées d’ordre inférieur ou égale a n soit continues sur

13



2. Les espaces utilisés

Q, muni de la norme :
o B || e (k)
I f lle ;;—o I e ;_0 max | f%(x) |, n e N. (1.5)

En particulier, sin = 0,C°%Q) = C(Q) l'espace des fonctions f continues sur €
muni de la norme :

I flle= max| f(x)]. (1.6)

Définition 2.3 (Espaces des fonctions absolument continues) [8]
Soit Q = [a,b] (oo < a < b < 00) un intervalle fini. On désigne par AC([a, b))

l’espace des fonctions f qui sont primitives de fonctions intégrables, c’est a dire :

x

AC([a,b]) = {f/3p € L([a,b] : f(z) = c + /w(t)dtL (1.7)

a

et AC([a,b]) sera l'espace des fonctions absolument continues sur l'intervalle

la, b].

Définition 2.4 (Espace métrique) Un espace métrique (F,d) est un ensemble E
muni d’une application d : E x E — R appelée distance ou métrique, qui satisfait les
propriétés sutvantes :

i)Ve,y e B d(x,y) >0, etd(z,y) =0z =y.

i) d(z,y) = d(y,z)  (symétrie).

iti) Vo,y,z € B d(x,2) <d(x,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire).

Définition 2.5 (Espace complet) [9] On dit qu’un espace métrique (E,|| . ||) est

complet si toute suite de Cauchy de E est convergente.

Définition 2.6 (Espace de Banach) [18] On appelle espace de Banach tout espace

vectoriel normé complet sur le corps k = R ou C.
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3. Fonctions utiles

3 Fonctions utiles
Dans cette section nous introduisons les fonctions Gamma d’Euler et Béta. Ces

deux fonctions jouent un roéle trés important dans la théorie du calcul fractionnaire.

3.1 La fonction Gamma d’Euler

La fonction Gamma est en mathématiques, une fonction complexe, également
considérée comme une fonction spéciale. Il étend la fonction factorielle a tous les

nombres complexes (sauf dans certains points).

Définition 3.1 Pour a € C, tel que Re(a) > 0, on définit la fonction Gamma d’Fu-
ler (notée I'(a) et représentée par la figure (F1IGURE 3.1)) par la relation suivante :

—+00

['a) = /e_tta_ldt, (1.8)

avec

Et ausst

Lemme 3.1 I'(a) est une fonction monotone et strictement décroissante pour
O<a<l.

Proposition 3.1 [12] La fonction I'(«) vérifie la propriété suivante :
FNa+1) = al(a). (1.9)

En particulier
MNa+1)=a!,VaeN. (1.10)
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3. Fonctions utiles

i \ —2 1

Nyl

| .
[

[

FIGURE. 3.1 - Courbe representative de la

fonction Gamma.

Preuve. En intégrant(1.8) par parties

+oo
Ma+1) = /e_tt(‘”l)_ldt

0
+o0o

= / e ltodt

0
+oo

= [—e Y + / ettt

0
“+o00

= Oz/etto‘ldt:o&’(a).

0
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3. Fonctions utiles

Alors :
Fa+1) = al(a).

En particulier, on a :
+oo

ruy—/}tﬂlﬁ—1.

0

Et en utilisant (1.9), on obtient pour o € N*

I'(3)=2I(2) =2.1! =2

I'(4) = 3.I(3) = 3.2l = 3|

MNa+1) =al(a) =ala—1)! =a!

Par conséquent
MNa+1)=a!,Ya e N.

3.2 La fonction Béta

Définition 3.2 La fonction Béta ou bien la fonction de Bessel de seconde espéce
(notée B(a, ) et représentée par la figure (FIGURE 8.2)) est une type d’intégrale

d’Fuler définie pour des nombre complexes o et B par la relation :
1
/ﬁll—t5Wth)>O,Rm%>0 (1.11)
0

17



3. Fonctions utiles

FIGURE. 3.2 - Courbe representation de la fonction Beta.

Proposition 3.2 La fonction Gamma est liée o la fonction Béta par la relation

sutvante :

I'(a)l'(8)
['(a+ pB)

Preuve. Le produit I'(«)I'(8) peut s’écrire :

B(a, B) = , Re(a) > 0 et Re(S) > 0. (1.12)

(e o]

/ —tta ldt/ —sSB—IdSZ// t—i—sta 1 B ldtdS
0 0 0

F(a+5) ://e(t“)t“lsﬁldtds.
00

18



4. Quelques théorémes de point fixe

Nous utilisons le changement de variable t4+s = x, pour 0 <t < ooet 0 < s < 00

implique 0 < x < 00 et 0 < y < 1. Le jacobien est

=—ry—r+xy=—=2x.

Résultant : DIt o
S

dtds = ’
‘D[x, Y]

dxdy = xdzdy.

P()D(8) = / / e (2y)* 2P (1 — ) Ladudy

1

= /e_””x‘”ﬁ_ldm/yo‘_l(l —y)ﬁ_ldy
0 0

= T(a+ B)B(a, ).

Alors

Remarque 3.1 La fonction Béta est symétrique i.e.

B(a, ) = B(B, ).

4 Quelques théorémes de point fixe

Il existe plusieurs théorémes qui permettent de déterminer qu’une application
satisfaisant certains critéres posséde un point fixe (voir [9]).

Avant d’écrire les théorémes dont nous avons besoin dans ce travail, nous abor-
derons d’abord quelques définitions utiles.

Soit E un espace de Banach réel.

19



4. Quelques théorémes de point fixe

Définition 4.1 (point fixe) Soit A une application d’un ensemble E dans lui-
meéme. On appelle point fize de A tout point G € E tel que : A(G) = .

Définition 4.2 Soit K un sous-ensemble non vide fermé de E. K est appelé cone
si ax + by € K pour tout x,y € K et a,b sont réels positifs ou K N (—K) = {0} et
K # {0}.

Définition 4.3 [21] Un cone K introduit un ordre partielle < dans E de la maniére
suwante

r<y sty—x € K.

Définition 4.4 Le cone K est appelé

— Normal : s’il existe un nombre | > 1 de telle sorte que pour tout x,y € K :
O0<z<y= ] <yl

— Réqgulier : si toute suite croissante qui est bornée par le dessus est convergente.
Autrement dit, si {x,}n>1 est une suite telle que 1 < xo < ... <y pour certains

y € E, alors il existe x € E tel que lim,,_, ||z, — x| =0 .

Définition 4.5 [21] Pour x,y € E lintervalle d’ordre (x,y) est définie par

Définition 4.6 [21] La fonctionnelle h(t,x,xy,...,x,) est dite croissante sur I x
E™Y si pour tout (t, ¢, ¢y, ..., ¢,) € [ X E™ et (t,4h,41,...,9,) € I x E"L tels que

¢(0) <P (0) et ¢;(0) <9, (0), i=12,...n, 0€[-T,0]
on a l'inégalité suivante

h (ta ¢7¢1a 7¢n) S h (t7¢7¢17 aqu)n) .

20



4. Quelques théorémes de point fixe

Définition 4.7 Soit A : E — F ou E et F sont deur espaces de Banach. A est
compact s’il transforme tout ensemble borné de E dans un ensemble relativement

compact de F.
Définition 4.8 Un opérateur est dit complétement continu, s’il est compact et continu.

Remarque 4.1 — T compact < T (C) relativement compact.

— T compact et continu < T complétement continu.

Théoréme du point fixe (solution minimale et maximale)

Théoréme 4.1 [21] Soit D un sous-ensemble du cone K de l’espace partiellement
ordonné E, F' : D — E est croissante. S’il existe xo,yy € D telle que xo < o,
(xo,%0) C D et xg,yo sont respectivement des sous et sur solutions de [’équation
x — F(x) =0, alors l’équation x — F () = 0 a une solution minimale et une
solution mazximale z*,y* € (xq,yo) telle que z* < y*, lorsque l'une des conditions

sutvantes est vérifiée :
1. K est normal et F' est complétement continue;
2. K est régulier et F' est continue;
3. E est réflexif, K est normal, et F' est continue ou faiblement continue.
Théoréme du point fixe de Banach
Le théoréme de point fixe de Banach (également connu sous le nom de théoréme de
'application contractante) assure 1’existence et 'unicité de la solution. Ce théoréme

donne un critere général dans les espaces métriques complets pour garantir que le

processus d’itération d’une fonction tende vers un point fixe.

Définition 4.9 [19] Soit (E,d) un espace métrique. Une application f : E — E est
dite k— Lipschitzienne (k > 0) si

Vu,v € E, d(f (u), f(w)) < kd(u,v).

Définition 4.10 [19] L’application k— Lipschitzienne f est dite une contraction si
ke (0,1).
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4. Quelques théorémes de point fixe

Théoréme 4.2 [19] (Théoréme du point five de Banach)
Soit (E,d) un espace métrique complet, soit F' une partie fermée de E, et soit

f: F — E une contraction. Alors f admet un unique point fize..

Définition 4.11 Soit U un intervalle de R et soit f une fonction avec f : U — RP,
Soit |.| une norme quelconque dans RP.
(i) f est uniformément bornée sur U s’il existe L > 0 tel que |f (t)] < L pour
tout n et toutt € U.
(17) f est équicontinue si pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que si ty,ty € U et
|t1 —to| <& alors |f (t1) — f (t2)| < e quel que soit n.

Théoréme 4.3 (Théoréme d’Arzela-Ascoli)
St une fonction f € G est uniformément bornée et équicontinue, alors G est

relativement compact.

Dans notre travail, les fonctions que nous allons utiliser sont définies sur des inter-
valles infinis (non bornés). Par conséquent, le théoréme d’Arzela-Ascoli ne fonctionne
pas. Nous avons besoin de la modification suivante :

Soit p : I :=[0,00) — (0, 00) une fonction continue telle que
sup {|z (#)] p (1)} < oo
Et soit Q C E.

Définition 4.12 une fonction x € ) est dite presque équicontinue sur I si elle est

équicontinue dans chaque intervalle [0, T], 0 < T < 0.
Théoréme 4.4 [22] Si une fonction x € Q) est presque équicontinue sur I et unifor-

mément bornée dans le sens de la norme
x|, = sup {lz@®)lq@®)},

22



4. Quelques théorémes de point fixe

ot la fonction q est positive et continue sur I et

lim p(0) =0,

t—co q (1)

alors ) est relativement compact dans E.

23



CHAPITRE 2

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous présenterons 'opérateur d’intégration fractionnaire ainsi
que les deux définitions les plus utilisées des dérivées fractionnaires, a savoir celle de
Riemann-Liouville et Caputo, en donnant les propriétés les plus importantes de ces

deux notions.

1 Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

e La premiére primitive de f est donnée par :

uwmwzjfwﬁ. (2.1)

e La seconde primitive est trouvée en utilisant le théoréme de Fubini pour changer

les bornes :
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1. Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

(2f)(x) = / 11 f(s)ds (2.2)

= (Jron)
:i jds Fb)dt

e En générale, pour la a/“™“primitive, on aura :

T

1) f(z) = 7@:1 7261@... / @)z, = 1 5 / (z— OV Fdt. (2.3)

a

Cette formule est appelée formule de Cauchy.

Définition 1.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par R-L) d’une

fonction f € L'[a,b] est donnée par la relation suivante :

x

(12 £) (x) = ﬁ / (a — 1) £ (1)t (2.4)

a

Cette formule est la généralisation de (2.3) par la factoriel de la fonction Gamma :
(Oé - ]')' = F(O{),
ol o est un nombre réel ou complexe.
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1. Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

Exemple 1.1 L’intégral fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction

f(x) = (z —a)’ avec B > —1,

est donnée par :

(12 f)(w) = / )i,

I%(z —a)’ / )t — a)Pdt,

‘

Pour évaluer cette intégrale, on effectue le changement de variable suivant :

t=a+s(x—a)=dt =(zr—a)ds.

sit=x=>s=22=1letsit=a=s=0.

r—a

‘ -

I
g
E/ —
O\H O\H O\H

I%(z —a)’ = (x—a—s(x—a)* Y a+s(x—a)—a)’(z—a)ds

=
£

(@ — a) = s(z — )" [s(x — @)} (« — a)ds

‘ B

[(z —a)(1 —5)]* P (x — a)’(z — a)ds

=
£
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1. Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

1
1
= —/ z—a)*P(1 - 5)* s ds
0

['(a)
= L z—a)th 1 $)* 1sfds
- >+0/<1 1P
B B(a,5+1)x_aa+g

. F(OZ)P(ﬁ + 1) ( o CL)OH_B
- T()l(a+B+1)

= M(m _ a)a—i—ﬁ_

MNa+p+1)
donc
I%(x —a)’ = %(az —a)*P, (2.5)

Pour cet exemple, si on prend o« = 0.5, =1 et a =0, on aura :

0.5 _ F(Q) 1.5 \/t_g
0=t = Tes)

Exemple 1.2 L’ntégral fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction
f(z) =2 avec B > 1

est donnée par :
x

1

I°f(x) = o) /tﬁ(a: —t)*"tdt. (2.6)

En posant t = xu = dt = xdu.
Sit=rv=u=7=1letsit=0=u=0.
Alors la formule (2.6) devient :

ﬁ\
—

1
(7 — zu)* '2du,
(o)
0
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1. Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

Par utilisation de la fonction Béta on trouve :

‘ -

1
I%(2%) = @ /mﬂuﬁxa_l(l —u)* adu

—

1
/ a+pB—1+1 ﬁ )afldu
0

ﬁ\
—

xoth

= o) /uﬁ(l —u)* du

0
xoth

= Ta)B(ﬁ +1,a)

LB+ DT(0) s
(e)l(a+p5+1)
_ F<6+1) xa—irﬁ
IMa+B+1) '

Donc [a(lﬁ) B NG+ 1) s
¢ CT(a+p+1) '

Théoréme 1.1 [20] Si f € L'[a,b] et a > 0, alors [¢f(x) existe pour presque tout
x € [a,b] et on a :

I°f € L'[a,b]. (2.7)

Preuve. Soit la fonction f € L'[a,b], on a :

1 T . - +o00o B
35!u4>fmﬁ—£%mtwﬂw,

avec

Y

a—1
T pour,0 <u<b-—a
¢1(u) = He)
0 pour , u € R—{[0,b—al}
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1. Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

et
) flw), 0<u<b
902(u)—{ 0, R—{[a,b}

par construction. ; € L'(R) pour j € 1.2, et ona: Iff € L'[a,b]. m

Théoréme 1.2 [20] Soit o > 0 et soit (fi)72, une suite des fonctions continues uni-
formément convergentes sur [a,b], alors on peut intervertir l'intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville et la limite comme suit :
(I¢ Jim fi)(x) = (Jim I¢ fy) (). (2.8)

Preuve. Soit f la limite de la suite (fy), il est claire que f est continue, et on a

I'estimation :

« o ]' f a—1
\@n@%%g@ﬂsﬁ@/m—w | fulw) — F(t) | dt

1 a -1
::ﬁa/@_o@—wnﬂmwwwnﬁ

a

1 (g
- Fe=y [ ) = 10 |

a

xT

T

1 (03
e DM FACENION 2

a

D’ou, la convergence uniforme lorsque k& — oo, pour x € [a,b]. &

Théoréme 1.3 [8]/20] Soit o, 8 > 0, alors pour toute fonction f € L'[a,b], linté-

grale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la propriété de semi-groupe :
I f(a) = 1740 f(a) = LI f () (2.9)
pour presque tout x € [a,b] et f € Cla,b], alors (2.7) est aussi vraie pour tout
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1. Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

x € [a,b].

Preuve. Soit f € L'[a,b], la preuve découle directement de la définition

T T

/ (z — 1)~ Ldt / (t — u)P~1 f(u)dudt.

a u

1

arh T) =
IaIaf( ) F(a)I’(ﬁ)

D’apres le théoréme de Fubini on a :

I°I° f(z / f(u / )t — u)?Ldtdu.
En utilisant le changement de variable t = u + s(x — u), on trouve :
I°I° f(z) = /f / —u—s(z —u)* Hu+ s(x — u) — u)’dtdu
= /f / r—u) — s(z —u)]* s(z — w)]’ dtdu
= /f / r—u)(1—8)]* "o — u)’dtdu
- Wz —u a+p-1 — s a—lsﬁ—l u
T / () = w) / (1= ) 1"

_ B.p) | i
= T a/f(u)(x —u)* Ty

_ D@D [ ey,
il F(a)F(ﬁ)F(aJrﬁ)a/ flte =
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1. Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

S x u)(z — u)* P duy
- F(Mﬁ)a/ﬂ )=yt

= 17 f(x).

D’ou le résultat. m

Théoréme 1.4 [12] Propriété de linéarité :

J2 e f(z) 4+ c2g(x)] = 1o LS f(z) + oIS g(), (2.10)

ot c1 et ¢ sont des constantes et f(x) et g(x) sont deuz fonctions arbitraires.

Preuve.
Sl f(@) + eag(z)] = ﬁ [@= 0t ) + caglola
17 . 17 .
= cln@) a/(x—t) f(t)dt+c2r(a) a/(x—t) g(t)dt

= Clajgf(x) + c2a[§g(x>'

D’ou le résultat. m

Proposition 1.1 [16] Soit a un nombre complexe et f € C°([a,b]).
i) (I2f)(z) = f(2);
i) 4= (I8 f) (x) = (137 f)(x),  Re(a) > 1
wi) lim (I3 f)(z) = f(2), Re(a) > 0.
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1. Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

Preuve. i)

(Ia f)(=)

On trouve

D’ot le résultat.

i)

(I°f)(z) = 1 [ ><1+/f ]



1. Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

T

- = 1)1{(a — /(a — D) (o — 62 () dt
1 f a—2
- =T /(g; R (1)t

a

= (I3 )(),

avec ['(a) = (o — 1) — 1).

iii) Soit f € C%([a,b)).

T

(12 ) () = %a) / (z — L f () dt.

a

D’apres (2.5) , on peut écrire :

Alors

IN

x

(1°1)(z) = ﬁ /(m C el 1 dt =

a

(x — a)® e
P(Oé + 1) a—0t

(z —a)*

(2.11)

(12 1)(@) = (D)) =] U2 D) = Frgs @) |
T ;@c — 10— s / (o =)~ fla)at |

o ;<x — 0| F(0) — fla) | db

ﬁ /( =00 = F@) |+ s / (= " | £(t) — f(2) | dt.
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1. Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville

D’une part, comme f est continue sur [a,b), nous écrivons :
Vo, t € [a,b),Ye > 0,3y >0:|t—z|<v=| f(t) — f(z) |<e,

qui conduit a

T x
o

/ (x— 11| F() — f(a) | dt < / (z — t)otedt = (2.12)

«
T—"y Ty

D’autre part,

= =

/ (e 0 | f(O) — fo) | di < / (= 03| £(1) | — | f(x) )t (2.13)

a

< 2sup | f(e) | / )*~tdt,  Vx € [a,b)

e€la,z]

- 2M<< r—a) —l>, ou M = sup | f(e)].

Q a e€la,x]
On compare entre (2.11), (2.12) et (2.13), on trouve :

(z —a)®

D)~ @) < sl + 24— 0 =)

T(a+1)
= m[ef‘ +2M((z — a)® — v%)].
D’apres la limite :
o ('ZC B a)a
lim | (12)(e) = s f@) < ¢
Autrement dit :
o (l’ B a)a
| (121)(@) = s @) 1< 2.6 > 0



2. Dérivation fractionnaire

C.-a-d.
lim (15f)(z) = f ().

a—0t

2 Dérivation fractionnaire

2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.1 Soit « € Riet n € N* tel que n — 1 < o < n. La dérwation
fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville d’une fonction f (notée par

D% ou bien 'L DY) définie par la relation suivante :

1 d

DS f(x) =Dl f(x) = T —a) <%) /(:U — )"t (#)dt, x>0, (2.14)

a

avec D" = (%)n.

En particulier, si o = 0, alors on trouve :

(Daf)(@) = I f(x) = f(x). (2.15)

Si a = n, on trouve :
Dg f(z) = Dyt ;77" f(a) = Dy, f(2) = D" f(x). (2.16)

D’autre part, si a <0
Dg f(z) =1 f(z). (2.17)

Exemple 2.1 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction



2. Dérivation fractionnaire

Soit m non entier et 0 <n—1<m<n et >—1, alors on a :

Dfe) = s () / (a1~ ().

a

Doz — ) — ﬁ <%)n / (z — )"0 (t — o)t

a

On utilise le changement de variable t = a + s(x — a), on aura :
1 d\"
D%z —a)’ = —
(z—a) I'(n—a) (dx)

e i) |

- e (d%)n/ v —a)(1 = )" 158 (z — a)(z — a)du

[(x —a) — s(z —a)]" * s(z — a))’(z — a)du

\H S _

_ ' —a)"” °‘+5 —s)" P dy
T(n—a) \dz

_ Bn—a,p+1) _ \n—a+B

B I'(n —a) (dx) (= a)

_ L(n—a)l(B+1) da\" e
 I'm—a)l(B+1+n—a) (da:) (z—a) B

Done

o _ T+ AN yeea
D<x_a>B_F(ﬂ+1+n—a) <dm)( )y (2.18)

On sait que :

(%)n (z—a)" P =(B+n—a)(B+n—a—1)..(8—a+1)(z—a) (219)
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2. Dérivation fractionnaire

Par substitution de (2.19) dans (2.18) on trouve :

N I+ +n—-—a)B+n—a—1)..(—-a+1) )
Dz —a)’ = T(B+14+n—a) (o= a)’

FB+1DB+n—a)f+n—a—1)..(6—a+1)

x—a)’®
(ﬁ+n—a)(ﬁ+n—a—1)...(6—@+1)F(ﬁ—a~|—1)( )
o F(ﬁ + 1) (.CE . a)/g’—a
- T(B—a+1) '
Donc r(3 +1)
D%z —a)’ = m(x —a)’. (2.20)

Dans cet exemple, si on prend o = 0.5, 3 =0.5 et a =0, on aura :

05,05 _ L(1.5)
DP?z"° = O I'(1.5).

Exemple 2.2 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante est en

général ni nulle ni constante.

C

b(e) = T(l-a)

(x —a)™. (2.21)

Théoréme 2.1 [12] Soit n — 1 < a < n et si f(x) satisfaite les conditions de

théoréeme de Taylor

o0 0
Df(x) =) mf_—éojrl)xk—“. (2.22)

k=0

Preuve. Comme f(z) satisfait les conditions du théoréme de Taylor, on peut ap-

pliquer le développement de Taylor :

B f(k)(()) p f(k)(()) .
f(:c)—z o —me

k=0 k=0
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2. Dérivation fractionnaire

On dérive au sens de Riemann-Liouville, on trouve :

wrpn = SPO) ok - fPO) TR+,
Df<x>_zr(k+1)Dx _kZ:OF(kJrl)F(k—aJrl)x ’

Alors

Lemme 2.1 [}/ Soit o > 0 et n = [a] + 1 avec [a] est la partie entiére de o alors

pour tout entier m € N* on a :

Do f(x) = D™ f(x), m > a. (2.23)

Preuve. Comme m > n, on a :

DI f(z) = DD f(x)
= D" f(z)
= Dif(2).

Avec D™ = [ (identité). m

Théoréme 2.2 [20] Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de

Riemann-Liouville existent.

pour ¢y, co € R, on a :
D3 (erf(x) + c29(x)) = e1 D3 f(2) + 2D g(x). (2.24)
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2. Dérivation fractionnaire

Preuve. Soient f,g € L'[a,b] et Vci,co € R.

1 d

Dief)+egle) = oo (1) [la= 0 ar s anoa

a

- ﬁ (%)n / (cr(z — )" f(t) 4 o — )" Tg(t))dt

D’ou le résultat. m

Théoréme 2.3 [20] Soient a,f > 0 etn—1<a <n, m—1<p < m tel que

n,m € N*alors

1. sia > f3>0, alors pour f € L'[a,b] 'égalité
DI(IZ (@) = 1577 f(a), (2.25)
est presque partout sur [a,b].
2. Sil existe une fonction o € L'(a,b] tel que f = I®p, alors
I3 Dgf(x) = DRI f(x) = f(x), (2.26)

pour presque tout x € |a, b].

3. Pour a > 0,k € N*.
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2. Dérivation fractionnaire

Si les dérivées fractionnaires D2 f et DE f existent, alors

D*(Dg f(x)) = Dy f (), (2.27)

4. Si B> a>0 etla dérivée fractionnaire D°~f existe, alors

DI(I7 f)(x) = D"~ f(x). (2.28)

Preuve. En utilisant la définition (2.14) de dérivation fractionnaire et la relation

(2.9) on trouve :

1. Pour a > 8 > 0, alors n > m, on a :

DI(Igf)(x) = D"I;7°(I3 f)()
= DIy f)(x)
= D"I;(137f)(x)
= ;77 f(x).

2. Par la relation (2.26) on obtien :

13D f(x) = I3(Dg1gv(x))
= I;o(x)
= f(x).

Et

D13 f(z) = Di(Ig15e(x))
= Ig¢o(x)
= f(z).
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2. Dérivation fractionnaire

3.0na:

D*Dgf(x)] = D*D"I;™*f(x)
— Dk+n];z—a+k—kf<x)
_ Dk+n]f+n_(a+k)f($)

D’ot le résultat.
4. On a :

DI f)(x) = DIP(15)(x)
= DI f(a)

existe pourt — 1< f—a<iaveci<n. m

2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville ait joué un role
important dans le développement du calcul fractionnaire, sa dérivée d’une constante
n’est pas nulle. Et comme les conditions initiales du probleme de Cauchy sont expri-
mées par des dérivés fractionnaires, Caputo propose une autre approche ot la dérivée
d’une constante est nulle et les conditions initiales sont exprimées comme dans le cas
classique par un ordre entier.

Dans cette section on va donner la définition de la dérivée fractionnaire au sens

de Caputo ainsi que quelques propriétés essentielles.

Définition 2.2 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € Ry de la fonction

f(z) définie par la relation suivante :

xT

L z—t)ynet ) T >a
) /( PRl (D (it 3> a0, (2.29)

Dy f(x)=17"f"(z) = Tln—a)

a
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2. Dérivation fractionnaire

avecn —1 <a <n,néeN*.

Si o = n on trouve
DS f(z) = f™ (). (2.30)

En particulier, si o = 0, alors

“Dyf(x) = f(x). (2.31)

Exemple 2.3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction :

f(a) = (z—a)’.
Soit o non entier et . >n—1 avec0 <n—1<a <n, alors on a :

L(B+1)

TS LA

Fo ) =

D’ou
X

r— )"t — a)P "t
5 =t — o

a

L(B+1)

Dile —a) = I'(n—a)l'(B—n+

En utilisant le changement de variable t = a + s(x — a), on aura :

1

L +1) /(m —a—s(x—a))"*a+s(x—a)—a)’"(x—a)ds

IF'n—a)l'(B—n+1)

“D(x — a)f

L(B+1)
I'n—a)lN(B—n+1)

[(x —a) — s(x —a)]" * s(z — a)]ﬁ’”(x —a)ds

o o
=
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2. Dérivation fractionnaire

1

6—1—1 n—a—1 _B-n n
= T(n o)l _n+1()/a:—a (1—s)] s97(z — a)’ " (x — a)ds
= Lp+1) —a)’® | — 5)" s
R CEING —n—{—l)(x )P /(1 ) F=nd

a

a)
_ (64_1)3(”_0‘5_”"#1)@_@)57(1
Fn—a)l'(f—n+1)

rg+1Hrimn—a)l(B—n+1)

= T —a)’
B P(n—a)r(ﬂ—nﬂ)r(ﬁ—aﬂ)( )
o F(B + 1) (x o a)ﬁ—a
T -a+1) '
Donc
‘D¥(x —a)’ = —F(ﬁ +1) (z —a)’®
4 CT(B—a+1) '

(2.32)

En particulier, la dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est nulle i.e.

‘DC =0, YC € R.

D) = oy [ 0

1 n—c—1 B
— —F(n_a)/(aj—t) x 0dt =0

a

Exemple 2.4 La dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction
flx) =,

est donné par :

r(g+1) I,Bfa , B > — 1’

s e -{
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2. Dérivation fractionnaire

Corollaire 2.1 [20] Soient « > 0 et n = [o] + 1 si °Dyf et DS f existent , on
suppose que D* f(a) = 0 pour tout k =0,1,...,n — 1, alors :

“Dg f(x) = DS f(x). (2.35)

Remarque 2.1 Soit la fonction f(z) telle que f™(a) = 0,n = 0,1,2,...,m, alors les
dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et de Caputo sont commutatives avec

la dérivée d’ordre m, m € N.
DDy f(x) = Dg™™" f(x) = Dy Dy f (),

et
Dy Dy f(x) = D™ f(x) = “DgDg f(x).

Proposition 2.1 /8] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo vérifie les propriétés

suvantes :

1oD3(IEf) = f.
2. Si°Dyf =0 alors f(z) = Z?;OI cx(z — a)* ot ¢ sont des constantes réelles.

3. 12(D2f)(x) = f(x) — Spg T2 f ) (a).

Théoréme 2.4 [/]

Soient f, g deux fonctions définies sur [a,b] dans R, telles que D¢ et D existent
presque partout, et soient c1,co € R alors D% (c1f + cog) existe presque partout et

on a :
Dy (erf(x) + c29(w)) = e1 “Dy f(x) + c2 “Dgg(a). (2.36)
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2. Dérivation fractionnaire

Preuve. Soient f,g € L'[a,b] et Vci,co € R.

‘D (erf () + cag())

1

T Th—a) / (w = )" (erf + cag)" (1)t

a

1

~ g 0 e

a

X X
1

- T [t 2 = [ v gterar

a a

= aly (@) + el " (@) = e DG f(x) + 2 “Dgg(x).

2.3 Propriétés des dérivées fractionnaires

Diverses définitions et propriétés des dérivées fractionnaires ont été présentées

dans ce chapitre. Elles sont récapitulées dans les deux tableaux suivants :

Définition

Do f(x) = m(é)" [z —t)m ot f(t)dt, © >0, fe L

Les propriétés

(Daf) (@) = 13f(x) = f(x), a=0
Dy f(z) =D"f(z), a=n
Def(z) =1"*f(z), a<0

Do f(x) = D™I*f(z), m >«

D3 (c1f(z) + c29(x)) = 1 Dg f(x) + c2Dgg(w)
DJ(1g f)(x) = 157 f(2)
I3Dgf(x) = DRI f(x) = f(x)
D*(Dg f(x)) = Dyt f(z)

DR(I3 f)(x) = D~ f(x)

TABLE 2.1 - Propriétés de la dérivée de Riemann-Liouville
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2. Dérivation fractionnaire

Définition | “Df(z) = =—— [

=) (-t O (dt, 2 > a, U;‘i—"n, felLl

‘Dyf(z) = f(z), a=0
‘Dyf(z) = f"M(x), a=n
‘Dgf(z) =Dgf(x), a>0
Les propriétés (‘D2 f)(x) = I"~“D™f(x)
‘Dg(crf(x) + cog(x)) = 1 “Dg f(x) + 2 “Dig(x)
‘Dy(Isf)=f
I2(Ds f)(@) = f(w) = iy “i f P (a)

TABLE 2.2 - Propriétés de la dérivée de Caputo

2.4 Relation entre la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville et celle de Caputo

Notre objectif dans cette partie est de comparer la dérivée fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville et celle de Caputo. C’est ce que nous allons aborder dans le

théoréme suivant :

Théoréme 2.5 [8] [1] Soient f € C"([a,b]), « >0, n € N* avecn—1<a <n. Si

RLpaf(x) et SDYf(x) existent, alors on a :

n—1 (k) a
DL = ) - 3 st @an

De la relation (2.37), on déduit que si f® = 0 pour k = 0,1,2,....,n — 1 et
n=a]+1
SDY f(x) = GEDY f(2). (2.38)

510 < a <1, on trouve :
Dy f(x) = "EDI(f(x) — f(a)). (2.39)
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2. Dérivation fractionnaire

Preuve. En utilise le développement de Taylor

_ 1 (z—a)® o, (@—a) (z—a)" ! oy
@) = Fla)o—a) 1)+ 5 O )+ e ) R,
Alors )
N a9t
f(x)—kzor(k+1)fk( )+ R,1
telle que
f(s)(x — s) ) .
nl—/ - /f" — s = 1),

En utilisant les propriétés de la dérivée de Riemann-Liouville mentionnées précé-

demment, on obtient

Def(r) = DS (i %ﬂk)(a)wn_l)

k=0
n—1 RL Ma k
Dy (x —a) (k) RL
= § S S— D¢R,,_
=0 I'(k+1) S+ * '

n—1 RLDCM(m _ a)k

S N Sl T O Y SO
- St ey @ 0w

n—1 RLDCM(m _ a)k

= Y =P+ Dif(a).

— I(k—a+1)
Donc )
c o _ o « f(k)(a) —a
anf(x>_ aRLD:pf(x)_kO F(]{?—Oé—f-]_)( _a)k
| |

Théoréme 2.6 [4] Soient o > 0,n = [a] + 1 si f posséde n — 1 dérivées en o et si
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2. Dérivation fractionnaire

o ; .
D¢ f existe, alors :

n—1
D2 () = D7 | f) - 3 1 (@~ | (2.40)
pour presque tout x € |a, b].

Théoréme 2.7 [8] Soit « > 0 et soit n = [a] +1. Si f € AC"[a,b], alors la dérivée
fractionnaire de Caputo (DS f)(x) existe presque partout sur |a, b].
i) Si v ¢ N, alors (°D3 f)(x) est donnée par :

xT

L A Lt A =1""D"f(x
)/< (e O (1) dt = 170D f (). (2.41)

(“Dgf)(z) = F(n——a

En particulier, lorsque 0 < a < 1 et f € ACla,b], alors

T

/ (2 — 1) F ()t = I (a). (2.42)

a

1

(“Dgf)(z) = Tn—a)

it) Sia =n €N, alors

(‘Dyf)(x) = f(x). (2.43)

Preuve. D’aprés (2.40), on a

n—1 k a
CDwm>=:Dspww— f()w—w1

Posons




2. Dérivation fractionnaire

D’apres (2.4), on trouve

On inteégre par partie, on aura

T

J(z) = /M [f(t)— y fk(a)(t—a)k] it

['(n—a)

—(x —t)"
I'n—a+1)

(x —t)" @

+m /(x — t)nfaD [f(t) —

sy = rent | @) - 3 0w ay
- k=0 :
n—1 ka
o VTR SEECIE
L k=0 ) J

Or, 72, ! kk(!“) (r — a)* est un polynome de degré (n — 1), par conséquent

J(z) = I"I" D" f(z).
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2. Dérivation fractionnaire

Ainsi,
Dy f(x) = D"J(x)

= D[P D" f(x)
= 1;7°D"f(x)

Remarque 2.2 La dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est nulle mais

selon Riemann-Liouville n’est ni nulles ni constante ; elle est égale d

C

T —a) (x —a)™ .
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CHAPITRE 3

Systémes d’équations différentielles fractionnaires a retards

constants

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons a 1’étude de l'existence et 1'unicité
d’une solution positive de systéme d’équations différentielles fractionnaires a retard

constant de la forme suivante

‘D (t)=fj (t,x; (), 21 (t —71) s (t—70)), J=1,2,...,n, t>0. (3.1)
avec la condition

() =3 () >0, tel-1,0], (3.2)

ot1 D est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a € (0,1), z (t) = (1 (), ..., 7, (t))",
ou ' désigne la transposée du vecteur et f; : RT x C"*! — R* sont continues ou
C=C([-7,00,RT).®(t) = (¢1 (t),..., P, (t)) est un vecteur donné, tel que ¢, (t) €

C ([-7,0],R") Pespace des fonctions continues de [—7,0] dans R", 7 = max7;, ou
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2. Existence de solution positive

7; >0,7=1,2,...,n, n €N, sont des constantes.

Dans ce travail, nous commencons par ’existence de la solution positive du pro-
bleme (3.1)-(3.2). Nous traitons ensuite 1'unicité de la solution positive. Et nous

concluons avec un exemple illustratif qui étudie le probléme.

2 Existence de solution positive

Dans cette section, nous allons discuter I'existence d’une solution globale positive
et dans le lemme suivant nous allons présenter 1'équivalence entre le probléme (3.1)-

(3.2) et une équation intégrale.

Lemme 2.1 Le probléeme (3.1)-(3.2) est équivalent avec
xi(t) = ¢; (0) +If; (t, 25 (t) , 01 (E—71) ooy 2 (T —T0)) -
Preuve. Pour t > 0, ’équation (3.1) peut s’écrire comme
I' Dz (t) = fj (t,x; (), 21 (E=T1) oy zn (E—T0)).
Appliquant 'opérateur I sur les deux cotés et on utilise /D = I,

IDx;(t) =1°f; (t,xj () , 21 (t —71), .o, xn (T —T4)) -
z; (t) —x; (0) =1f; (t,x; () , 21 (= T1) oo, Tn (T —T0)) -

Alors

xj(t) = ¢; (0) + 1°f; (¢, 25 (t) ;20 (E = T1) ooy T (= Ti)) -

Maintenant, Pour trouver la solution du probléme (3.1), nous utilisons la défini-

tion de l'espace E.
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2. Existence de solution positive

Soit E = [C'([—7,00),RT)]" 1a classe de toutes les fonctions n—vecteurs colonnes

continues avec la norme

n

|| =) sup {e M |z; (1)]}, z € E.

=1 teR+

(E,|.]]) est un espace de Banach. En effet, soit (u,) C E une suite de Cauchy.

Nous allons montrer que u,, — u C E :

e N Juf, (8) = o (1)] < [, (6) = (1)

)

donc

b

S sup fe " [ul (1) = v (]} < 3 sup i () — u (1)

T teRt o1 teRT

il s’ensuit que
[un = ull < Jlun = ull
Comme (E, ||.||,) est un espace de Banach, donc ||u,, — u||, < €. Par conséquent
l|un — u|| < e.
Soit le cone K donné par
K={zeFE:z;(t)>0,t>—-7, j=1,2,...,n}.

Et soit
D={zeK:z(t)=o(t),—7<t<0} CK.

Remarque 2.1 Le cone K est normal car il existe | =1 tel que st x < y alors on a
lz <ty
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2. Existence de solution positive

Nous définissons I'opérateur intégral F' par

Fz, = % (1), tel=n0 4o
¢; (0) +1f; (t, 25 (t) , 21 (= 71) ooy T (E = Tn)), >0

Nous proposons les hypothéses suivantes :

(Hy) 1l existe gj,1;; : R — R* continues, telle que
fi(tug, v, .,0,) < g5 (uy) + Zzb” (v;) pour j=1,2,...,n.

(Hy) Y A, 3 B;,B; : gi(A) C B; et ¢;(A) C B;, ou A,B; et B; sont des sous-

ensembles bornés dans D pourt=1,2,...,n

Avant de montrer I’existence de la solution, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2 Supposons que les hypothéses (Hy), (Hs) sont vérifiées, Alors l'opéra-

teur F': D — D est complétement continu.

Preuve. L’opérateur F': D — D est continu, en vue de I’hypothése de la positivité
et la continuité de f.

Soit G C D borné, c’est a dire il existe une constante [ positiv tellque ||z|| < I,
Va € G. On va montrer que F' est compact. Donc on montre que F'(G) est relative-
ment compact en utilisant le théoréme d’Arzela-Ascoli généralisé.

Pour chaque x € GG, Compte tenu de '’hypothése (H;) on a pour j =1,2,....,n

[Fa; (0] < o, 0] + f;

(s, (s),x1(s = T1) e, Tn (S — Tp))| ds

IN

O]+ 5

|gJ z; (s))|ds

n —s)e1
+ 2in fot % |¢ij (@i (s — 7'2))| ds.
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2. Existence de solution positive

Donc

e N Fa; (1)) < e Mo (0)] + fy Sh—e Ve N |g; (w (s))] ds+

n t 5 5475 5—T;
b e e

wij (-rz (3 - 7—1))| ds
s a 1 _ s
< [loll + supeeg+ {e” Mg (w5 (€ |}f0 tl“(a) e NI=9)ds+

b, [T I e N0 N [y (0 (6)) ] B

al

< ||¢||+Sup§€R+{e N§|9J (; (€ |}fo tl“i) e N ds

+ > supeegs {e N |0y }}ft Ti Lﬂle—N(t—G)da

D’aprés I’hypothese (H,), il existe L;, L; tel que

L = supeege {e g (s €D}, L = supeeg {e [, (w1 ()]}, Vi et en effec-
tuant le changement de variable u = N (f — s) on aura

e N Fz ()] < ||gll+ L i et emudu

NeoT oz)

Nt ot e U~ NTi
+ YL o Ner@ ¢ € du.

Donc

. n —N7; 11
e N Fz ()] < 1+ Lﬁz’j}f Ly

Par conséquent,

L; + Z?:l e N L;

Fxl| <1
| Fal| < 14 222t

Ainsi F'GG est borné.
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2. Existence de solution positive

Ensuite, nous allons montrer que F'G est localement équicontinue. Il y a trois cas

possibles pour j =1,2,...,n

Cas 1. Pour chaque =z € G, ¢; > 0,VT € [0,00), t1,t2 € [0,T], t; < ta. Soit

1

ety \T - | |
5] - (2(cj+2?102)> , puis quand ty — t; < 5], on a:

|Fzj (t) — Fj (t2)]

< O f (s, (5) (5 — 7)o (5 — 7)) ds
— Ry (5,25 (5) 0 (5 = T1) ooy T (5 — 7)) | ds
— R (s, (5) 0 (5 — 1) s (5 — 7)) s
< g ot (=9 = (b= ) [g (2 () + S by (i (s — 7)) | ds+

+ fttlz (t2p($ }gg (2 (s) + 200y Yy (i (s — 7’@)” ds

IA

wtg ot (0= 90" =t = )"7) {loy (a5 (o)) + [y vy (i (5 = 7))} st
+ R Ly, (a (90)] + [0y (i (5 — 7)) } ds.
3l > 0 tel que pour z € G, |jz|| < [, alors |z; (¢)| < leMt < [eNT. En effet, le
sous-ensemble X = {z (t),t € [0,7T], x € G} est un sous-ensemble borné fermé. Donc

9i,;; ont un maximum sur X. Par conséquent, 3 c;, ¢; 1 ¢; = supyejop |9 (i ()],

C; = SUDseo7] |¢Z~j (x; (t — T,))| ,Vi,i=1,2,...,n. Alors
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2. Existence de solution positive

IN

IN

VAN

|Fj (t) — Fj (t2)]

w7 Jot (=) = (b= )" ) (¢ + X, ) dis+

ta (tg—s)* 1 n
iy ( 2r(o)1) (¢ + 22, ¢) ds
LA (= ) = (= )" ) ds o+ [ (6 - )" ds)
CH ¢ a o @ «a

S €] o _ oetSi dsa _
2% (tz - tl) < 2%50[ =€

Cas 2. Pour chaque z € G, ¢; > 0, t; € [—7,0], t, € [0,T],VT € [0, 00). Puisque
¢j € C[_

., iTlat) | ° .
5] = min <5/, (m) ) ,0n a:

|Fzj (t1) — Faj (ta)]

IN

IN

, 36" 1 |, () — ¢, (0)| < F quand 0— ¢; < &'. Quand t, — t; < ¢,

|¢j (t1> | + t2 tQF(S(i) |f] (S7xj (S)7x1 (S_Tl)a"'axn <S—Tn))|d8

) |§m N |§m

[\ |mm

_|_

g gl gy (a ()] + S [ (2 (s = 7))} ds

+ C]+Zz 1 zt()é

al'(a)

TRP 1504
T'(a+1)
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2. Existence de solution positive

Par conséquent
|Faj(t) — Fzj ()] < §+F =¢

Cas 3. Pour chaque v € G, ¢; > 0, 11,1, € [~7,0]. En fait, par continuité de ¢;,

quand ty —t; < J;, on a
|Fxj (1) — Faj (t)] = |, (1) — ¢; (ta)| < ¢5.

Par conséquent, F'G est équicontinue dans chaque intervalle borné. Nous appelons
maintenant le Théoréme (4.4) pour conclure que F'G est relativement compact. Par

conséquent, 'opérateur F' est complétement continu. Ceci achéve la preuve. m

Dans cette définition, nous introduisons la définition de sous et sur solutions de

I'équation (3.1) (opérateur F) respectivement.

Définition 2.1 La fonction u € E est appelée sous solution du probléme (3.1)-(3.2)

81
D%y (t) < fj(tu; (8),u1 (t—71) sty (E—70)), t>0, j=1,2,...,n,

et

w(t) <®(t), te[-r0]

De méme, la fonction v € E est appelée sur solution du probléeme (3.1)-(3.2) si
D%; (t) > fi (t,vj (&), o1 (t —71) cvn (t—7y)), t>0, j=12,..n,

et
V() > ®(t), tel[-T,0.

Si les inégalités sont strictes, u (t) , v (t) sont appelées sous et sur solutions strictes.
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3. Unicité de la solution

Apres cette définition, nous donnons le résultat d’existence pour le probléme
(3.1)-(3.2).

Théoréme 2.1 Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hs) sont vérifiées, et Suppo-
sons :

(Hs) Pour j=1,2,...n: f; : R* x [C ([T, 00), RT)]"" — R* est une fonction
continue et croissante pour chaque t € [0,00).

(Hy) ug = (ug, ..., ul) 09 = (v}, ..., v3) sont respectivement des sous et sur solu-
tions du probléeme (3.1)-(3.2), satisfont ug (t) < vo (t), t € [0,00), ug, vy € D.

Alors le probléme (3.1)-(3.2) a au moins une solution positive globale.

Preuve. Par le Lemme (2.2), on a F' : D — D est complétement continue. Et par
(3.3), uj, vi sont respectivement des sous et sur solutions de F. Par (Hs), z,y € D,

r<y,onapourj=12..n:

Fr;(t) =x; (0) + I°f; (t,z; (t) , 21 (t = T1) ooy T (E — T))
S Yj (O) + Iafj (t7yj (t) » Y1 (t - Tl) y oo Yn (t - Tn))
< Fy; ().

D’oul F' est un opérateur croissant. Il est clair que, pour i = 1,2,....,n : Fu} > u},
Fuvi < o} par la définition de sous et sur solutions de F. Ainsi, F' : (ug,vy) —
(ug,vo) est un opérateur continu compact. Comme K est un cone normal, d’aprés le

Théoréeme (4.1), F' a un point fixe x € (ug, vp).

3 Unicité de la solution

Dans cette section, nous allons montrer que la solution de I’équation (3.1) est

unique.

Théoréme 3.1 Soient f; : RT x [C ([—7,00),RM)]"* — RT continues et satisfont
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3. Unicité de la solution

la condition de Lipschitz pour j =1,2,...,n

|fj (t Ujy, ULy +-vy Up )- fj (t Uj,Ul,...,’Un)|
< ljluj — U]|+Z kijlui —vi|, j=1,2,..

Alors le probléeme (3.1)-(3.2) a une unique solution globale positive.

Preuve. Soient u,v € D, Alors :
|Flu; (t) — Fo; (t)]
p -1
/ (t—s)"
< —F X
B I'(a)
0

X | f; (5 w; (8),u1 (s =71) oo un (s = 73)) — fi (8,05 (s),v1 (s — 71), n (s — 7))l ds

)5 Un (
< (—/ (t—s)* {l Juj (s !+kauz i) z(S—Ti)\}d
< / (t—>s) |Uj(8)—Uj(8)|d8+2kij/%|Uz‘(8_7—i)_vi<8—7—i)|d8.

0

Soient [ = Z |lj| s k= Z |]€j| = Z maXy; |kU| . Alors
j=1 j=1 j=1
™M |Fu; (t) — Fv; (1)

a—1
< Uy o Sh e NNy (5) — v (s)| dst

+ kX U e Nst7 e N6 (5 — 74) — vy (5 — 7)) ds.
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3. Unicité de la solution

IN

L sup {e N uy (6) — v (O} o 5 8): LN st
EERT

Lk th PO N0 N [y, () — vy (0)] dB

< Uy sup {e N u; (&) —v; (9]} J, gt 8): Lo N(-9)gs
EERT
b Sk sup e (€) — u (©)]) [T e e
i=1 ¢ERT
<y sup {eMu; (&) — v (O} 3= fo | Lrpg—dut
EeR+
+ stup {e™ N |u; (€) — v; (§)|} o Fa)udu
i=1£eRT
—N‘r,L
< NaHu—vHJrkZ u—vl|
l+k Zl: e*NTi
< WEhELe M,
Par conséquent,
[Fu—Fol| = 3 sup e M [Fu; (t) — Fu; ()]
j=1teR+
e e U
j=1
I+E>" e i
< Hhmiac Ty |
Donc,
I+ k> e N
[ Fu— Fol| < : [[u— vl




3. Unicité de la solution

I+kY! e N7
N«

théoréme de point fixe de Banach, [’ a un point fixe unique dans D, qui est I'unique

Nous choisissons N assez grand de telle sorte < 1. Alors, d’apres le

solution positive. m

Exemple 3.1 Prenons le probléme suivant

‘D, (t) = > aux;(t—71;), >0
(1) ; 517 { ) L i=1,2,...n (3.4)
z(t)=®(t) >0, —r<t<0

ou A = (aji), .,
rifiées, alors d’aprés le Théoréme (2.1), le probléme (3.4) a au moins une solution
positive. En outre, i aj;x; (t — 7;) satisfait la condition de Lipschitz , alors d’apreés
le Théoréme (3.1) lze:;m’obléme (3.4) a une unique solution globale positive.

est une matrice donnée. Les hypothéses (Hy) — (Hy) sont vé-
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Conclusion

Notre but principal dans ce mémoire consistait & présenter quelques résultats
d’existence et d’unicité de solutions positives et globales d’un systeme d’équations
différentielles fractionnaires & retards constants en utilisant certains théorémes de

point fixe.
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Annexe

FIGURE 1 - Bernhard Riemann

Né le 17 septembre 1826 & Breselenz, Royaume de Hanovre, mort le 20 juillet
1866 a Selasca, hameau de la commune de Verbania, Italie, est un mathématicien
allemand. Influent sur le plan théorique, il a apporté de nombreuses contributions
importantes a la topologie, ’analyse, la géométrie différentielle et le calcul, certaines

d’entre elles ayant permis par la suite le développement de la relativité générale.

En 1840, Bernhard s’établit & Hanovre pour vivre chez sa grand-meére et aller
au Lyceum (college) qu’il intégre directement en troisiéme année. Aprés le déces de
sa grand-mere en 1842, il va & Lunebourg pour continuer ses études secondaires.
Au Johanneum Gymnasium (lycée), ses professeurs sont surpris par ses capacités a
résoudre des problemes complexes en mathématique. Riemann a son premier contact
avec les mathématiques supérieures grace au professeur Schmalfuss qui lui donne

libre acces a sa bibliothéque personnelle.

En 1846, agé de 19 ans, il intégre I'université de Gottingen grace a l'argent de
sa famille, et commence a étudier la philosophie et la théologie pour devenir pasteur
afin de financer sa famille. Il étudie la Bible intensivement, mais il est distrait par les

mathématiques. Aprés avoir assisté aux cours de Carl Gauss, il ne peut se soustraire
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a sa vocation et sollicite ’autorisation de son pére pour étudier les mathématiques.
Riemann excelle a 'université de Gottingen, mais il n’y reste pas longtemps puisqu’il
rejoint en 1847 I'université de Berlin pour y parfaire sa formation dans les matiéres
ou Gottingen ne dispose pas d’enseignants suffisamment compétents, ou il a entre

autres comme professeurs Jacobi, Steiner et Dirichlet.

En 1849, il retourne a Gottingen, ou il commence sa thése de doctorat, sous la
direction de Gauss. En décembre 1851, il soutient sa these intitulée Grundlagen fiir
eine allgemeine Theorie der Functionen einer verédnderlichen complexen Grosse qui

pose les bases de la topologie moderne et fait 'unanimité du jury.

En 1859, Riemann, qui vient juste d’étre nommé professeur a Gottingen et a
I’Académie des Sciences de Berlin, publie un article, « Sur le nombre de nombres

premiers inférieurs & une taille donnée ».
Riemann est fameux pour :
Hypothese de Riemann généralisée,
. Intégrale de Riemann,
. Sphére de Riemann,

. Théoréeme de représentation de Riemann,

1.

2

3

4

5. Tenseur de Riemann,
6. Somme de Riemann,

7. Intégrale de Stieltjes- Riemann,

8. Equation de Cauchy- Riemann,

9. Formule de Riemann-Hurwitz,

10. Théoreme de Riemann-Lebesgue,

11. Théoréeme de réarrangement de Riemann,

12. Fonction zéta de Riemann,

13. Probléme de Riemann.
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FIGURE 2 - Joseph Liouville.

Joseph Liouville est un mathématicien frangais, né le 24 mars 1809 en Saint-Omer

(France), mort le 8 septembre 1882( & 73 ans ) paris (France).

En 1814, établit sa famille a Toul. Il est diplomé de ’Ecole polytechnique, (X1825).
Deux ans plus tard, il inteégre I’'Ecole des ponts et chaussées, dont il n’obtient pas
le diplome en raison de problémes de santé et, surtout, de sa volonté de suivre une

carriére académique plutot qu'une carriere d’ingénieur.

Il obtient le doctorat és sciences mathématiques en 1836 devant la faculté des
sciences de Paris sous la direction de Siméon Denis Poisson et Louis Jacques The-
nard. Aprés quelques années dans diverses institutions comme assistant et comme
professeur a 1’Ecole centrale (1833, ou il est répétiteur depuis 1831), il est nommé

professeur a I'Ecole polytechnique en 1838.

Le 3 juin 1839, il est élu membre de I’Académie des sciences. Et dés 1840, il rejoint
le Bureau des longitudes dont il sera président a plusieurs reprises (1843, 1847, 1872).
En 1843, une controverse éclate, a I’Académie des sciences, entre Joseph Liouville et
son confrére mathématicien Guillaume Libri, & propos des travaux mathématiques

inédits d’Evariste Galois.
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En 1850, il est admis au College de France, & la chaire de mathématiques. L’his-
torien Jules Michelet vote pour son admission. Le 21 novembre 1850, il devient «

membre étranger » de la Royal Society de Londres.

En 1857, il obtient une chaire en mécanique a la Faculté des sciences de Paris.

En 1857, il devient « membre étranger » de I’Académie royale des sciences de
Suede.

En 1870, il est élu Président de ’Académie des sciences. Le 4 aott 1875, il est

promu au grade de Commandeur de la Légion d’honneur.

Liouville publia dans divers domaines des mathématiques, dont la théorie des
nombres, I’analyse complexe, la géométrie différentielle et la topologie différentielle,
mais aussi la physique mathématique et méme ’astronomie. Il est particuliérement
célébre pour son théoréme d’analyse complexe. En théorie des nombres, il fut le
premier & prouver l’existence des nombres transcendants, par une construction uti-
lisant les fractions continues (nombres de Liouville), et démontra son théoréme sur

les approximations diophantiennes.
Liouville est célebre pour :

1. Analyse complexe (théoréme de Liouville),

2. théorie des nombres (nombres transcendants, nombres de Liouville).

67



BIBLIOGRAPHIE

1]

=)

ot

E. Ahmed, A.M.A. El-Sayed, Hala A.A. El-Saka. On some Routh-Hurwitz
conditions for fractional order differential equations and their applications in
Lorenz, Rossler,Chua and Chen systems. Article in Physics Letters A. October
2006.

N. Boccara, Analyse Fonctionnelle une introduction pour physiciens, 1984.

K. Deng, H. A. Levine, The role of critical exponents in Blow-up theorems : the
sequel, J Math. Anal. Appl. 243(2000), 85-126.

K. Diethelm, The Analysis of Fractional Differential Equations, Springer. (2004).

A K. Griinwald, Ueber "begrenzte" derivationen und deren anwendung, Zeit-
schrift f. Mathematik u. Physik, 12 (6), 441-480.

R. Hilfer, Applications of Fractional Calculus in Physics, World Scientific, Sin-
gapore, (2000).
A.A. Kilbas, S.A. Mazran, Nonlinear differential equations with Caputo fractio-

nal derivative in the space of continuously differentiable functions, Differential
Equations.41 (2005), 84 - 89.

A.A. Kilbas, H.M. Srivastava and J.J. Trujillo Theory and applications of frac-
tional differntial Equations, North-Holland Mathematical studies 204, Ed Jan
Van Mill Amesterdam, (2006).

68



BIBLIOGRAPHIE BIBLIOGRAPHIE

[9] A. Kolmogorov, S. Fomine, Eléments de la théorie des fonctions et de I'analyse
fonctionnelle.2¢ edition, Editions Mir-Moscou. 1974.

[10] A.V. Letnikov, On the historical development of the theory of differentiation of
an arbitrary order, Mat. Sb. 3 (1868), 85-112 (in Russian).

[11] A.V. Letnikov, Theory of differentiation of an arbitrary order, Mat. Sb.3 (1868),
1-68 (in Russian).
[12] C.J.Luo Albert. Nonlinear systems and complexity, Introduction to Fonctional

Differential Equations, Springer Nature Switzerland AG 2019.

[13] F.Mainardi, Fractional calculus : Some basic problems in continuum and statis-
tical mechanics, in ”Fractals and Fractional Calculus in Continuum Mechanics”
(A. Carpinteri and F. Mainaedi, Eds), Springer-Verlag, Wien, (1997), 291-348.

[14] K.S, Miller and B, Ross, An Introduction to the Fractional Calculus and Frac-
tional Differential Equations, John Wiley & Sons Inc, New York, (1993).

[15] K.B. Oldham and J. Spanier, The Fractional Calculus, Academic Press, New
York, London, (1974).

[16] L. Podlubny, Fractional Differential Equations, Academic Press, San Diego,
(1999).

[17] S.G. Samko, A.A. Kilbas and O.1. Marchev, Fractional Integrals and Derivatives ;
Theory and Applications, Gordon and Breach, Yverdon, (1993).

[18] L. Schwartz,Analyse Topologie générale et analyse fonctionnelle,Edition Corri-
gée Paris. (2008).

[19] Y. Sonntag, Topologie et analyse fonctionnelle, ellipse, (1997).

[20] M.Wellbeer, Efficient numerical methods for fractional differential equations and
their,Analytical Bockground, D. Univ Braunschweig, (2010).

[21] C. Zhong, X. Fan, W. Chen, Nonlinear Functional Analysis and Its Application,
Lanzhou Univ. Press, (1998).

[22] K. Zima, Sur Pexistence des solutions d’une équation intégro-différentielle, Ann.
Polon. Math 27, (1973), 181-187.

69



	3bc9286fd465d7324c8f6c171d857d06c776b5de81151976042739353feaad15.pdf
	3bc9286fd465d7324c8f6c171d857d06c776b5de81151976042739353feaad15.pdf
	3bc9286fd465d7324c8f6c171d857d06c776b5de81151976042739353feaad15.pdf
	3bc9286fd465d7324c8f6c171d857d06c776b5de81151976042739353feaad15.pdf

