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RESUME

Soit © un domaine polyédrique borné de R?(ou R?). Dans ce travail,  est décomposé
en deux sous-domaines avec recouvrement 2y, Qs (i = 1,2). Sur 3 nous considérons
la discrétisation par la méthode des éléments finis. On définit la base usuelle des fonctions
affines ¢y, I = {1,2,...M(h)} par ¢;(M}y) = o, ou M, désigne le sommet de la trian-
gulation considérée.

Vin = {vn € C()/(vn|Kn € P1)}

Sur Q5 on considere le schéma usuel de différence finie a cing points (ou sept points

dans les cas 3D).

De plus, on suppose que les noeuds des triangles de € (tétraedres dans les cas 3D) se

trouvant dans €2; M €2, appartiennent a {2z 4.

Dans le contexte de ’hypothese de régularité qu’implique un ordre d’approximation stan-

dard h? | log h| pour le probléme de poisson.

Mots clés : Eléments finis, Différences finies, Méthode de Schwarz.



ABSTRACT

Let € be a bounded polyedral domain of R*(or R3). In this work, Q be decom-
posed into two overlapping subdomains Qq, Q22 (¢ = 1,2). On ©Q; we consider the dis-
cretisation by finite elements methods. We defined the usual basis of affine functions ¢y,
I ={1,2,...M(h)} by ¢;(M}) = & where M}, is a submit of the considered triangula-

tion .

Vin = {vn € C()/(vn| Ky € P1)}

On Q25 we consider the usual five points (or seven points in the 3D cases) finite diffe-

rence scheme.

Moreover we assume that the nodes of triangles of € (tetraedrons in 3D cases) lying in

21 N Qg, belong to Qg 4.

In the context of the regularity assumption wich implies standard h? | log h| order of

approximation for poisson’s problem.

Key words : Finite elements, Finite differences, Schwarz method.
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PRELIMINAIRE

. Soit © un ouvert borné de RN & frontiere lipschitzienne.

. L™ est 'espace de Banach, des fonctions mésurables et bornées définies presque par-

tout de € dans R.

La norme de L*°(£2) est :
[flle =inf{ ¢>0, |f(z)|<c pp suw Q}

. L* () est I'espace de Banach, des fonctions définies p.p de £2 dans R mésurables
tel que | f(x)|? est intégrable sur €2.

La norme de LP(£2) est :

1@, = ([ 1 F@)pde)’

. Soit m> 1; un entier, et p un réel avec 1 < p < oo : W™P(Q) désigne 'espace
de Sobolev des fonctions de LP(€2) dont les dérivées partielles jusqu’a l'ordre m sont

dans LP(€2) muni de la norme ||.||wm»(€2).




5. Wh3(Q) = H (Q).
H) ={ve H(R), yv=0 suwr 080}

Ou ~ est 'application de trace sur la frontiere de €2.

6. V désigne un espace de Hilbert de H'(€2) ou H, ().
L = 2 Vou?))z
lollm = ([ (@) + [ (Vo?))3

7. Le lemme de LAX-MILGRAM :
a) Soit V un espace de Hilbert de la norme ||.||v .
b) f est une forme linéaire continue sur V, il existe une constante positive notée || f||v

telle que :
(F,0) < flvivilv

¢) a une forme bilinéaire continue sur V' x V| il existe une constante « telle que :
Yu,v € V :

| a(u, v)| < allullv|lv]lv

d) La forme bilinéaire a est coercive, i.e 38 > 0 tel que :
a(u,v) = Bllu|lv Yu eV
Alors, il existe une solution unique w € V telle que :
a(u,v) = l(v)
8. Inégalité de CAUCHY-SCHWARYZ :
lull = (u,u)2, | a(u,v)| < |lullllv]l  Vu,v € H
9. Inégalité de MINKWISKY : 1 < p < oo et u,v € LP(Q2) alors :

lu + v||ze) < |lulle@) + l|vllzr)
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10. Soit P; est 'espace des fonctions polynomiales de degré inferieur ou égale a 1

telle que :
P ={p:p(x,y) =ax+Py+~v «a,B,yE€ER}

11. Formule de GREEN :
ou
/ —Auvdzx :/ Vquda:—/ —do
Q Q

V désigne le gradient.

12. Classification des EDP :

Il existe des types d’équations tres différents avec des dérivées partielles qui peuvent
étre classées selon ce qui suit :
EDP elliptiques, paraboliques et hyperboliques, Si on considere la forme géné-
rale d’'une EDP d’ordre 2 :

0%u 0%*u 0%u ou ou

A B C—+D—+FE—+Fu=G
8w2+ 8m8y+ 8y2+ 8az+ 3y+ v

Ou A,B,C,D, E, F et GG sont considérés constants pour simplifier.

Le type de 'EDP dépend du signe de B> — 4AC.

Si: B2 —4AC < 0, Alors 'EDP est dite : Elliptique.

Si: B2 —4AC = 0, Alors 'EDP est dite : Parabolique.

Si: B> —4AC > 0, Alors 'EDP est dite : Hyperbolique.



INTRODUCTION

Les méthodes de décomposition de domaine ont subit depuis leur introduction par
Schwarz en 1890 un développement intense et trés accéléré durant les deux dernieres dé-
cennies. Ceci est dii principalement au développement considérable qu’a vecu le monde

des ordinateurs durant cette période.

Ces méthodes permettant principalement de réduire des systemes de grande taille
a des systemes de petites taille facile et moins cotiteux de point de vue résolution. Elle
permettent aussi de transformer des problemes aux limites posés sur des régions a géo-
métrie irréguliere a un ensembles des problémes posés sur des sous domaines régulies

et simples.

La premiere idée a été introduite par Schwarz, c¢’est pour quoi une attention parti-
culiere a été accordée et un nombre important de travaux réalisés depuis plus de deux
décennies sur la méthode Alternée de Schwarz en particulier et les méthodes de décom-
position en sous domaines sur les équations aux dérivées partielles, et plus précisement
avec recouverement pour un probleme elliptique modele avec conditions de Dirichlet

aux bord.
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Dans ce travail, on étudie quatre parties éssentielles :

Dans la premiere partie, on donne un rappel de notre probleme dans le cas continu
(assurer I'existence et 'unicité de la solution) et dans le cas discret (deux types

de discrétisations supposés).

La deuxieme partie consiste a I’étude de la méthode Alternée de Schwarz "Matching
grid method", puis dans la troisieme en étudie la méme méthode avec "Nomatching grid

method".

Enfin, une discrétisation mixte (éléments finis - différences finis) a été faite pour

le cas nomatching. L’ordre de convergence obtenu est h? | log h|.



CHAPITRE

PROBLEME CONTINU

1.1 Position de probleme :

Soit le probleme suivant :

—Au+au = f dans (2

(1.1)
u=0 sur OfN

Ou Q2 = (0,1) x (0,1), on choisit f telle que la solution exacte est :

u(x,y) = sin(wx) sin(7y)
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1.1.1 Formulation Variationnelle :

Soit H} (§2) Despace de Hilbert telle que u,v € H, ().

Multiplions I'equation (1.1) par v € HS(Q) et intégrons sur 2 :

/ﬂ(—Au—|— au)vdr = /ﬂf’udaz

:>/n(—Auv—|—auv)d:c=/ﬂf'vdw

On utilisant la formule de GREEN :

o
Onauzv:OsuraﬂﬁalL:Osur(‘)Q
n

Alors :
/Q(V'U,Vv + auv)dxr = /Qf'vda:

Donc la formulation variationnelle du probleme (1.1) est donnée par :

Trouver u € H(} telle que :
a(u,v) = (f,v) Vv € H}(N)

a(u,v) = /Q(V’U,V’U + auv)dzx

(F,0) = | foda

1.1.2 Existence et Unicité de la solution :

Si a(.,.) est une forme bilinéaire continue et coercive sur Hy (£2) X H (€2) et la forme
linéaire (f, v) est continu sur Hy (£2), le lemme de LAX-MILGRAM assure l'existence

et I'unicité de la solution du probléme (1.1).
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a- Continuité :

| a(u,v)| < ‘/Q(VU,V’U + auv)da:’

| a(u,v)| < /Q | (VuVv 4 auv)|dz < /Q(| VuVv|dz 4+ a | uwv|)dz
< (| 1 VuPde)b([ | vol?dz)t +a([ | ulfde)i([ | vfde)?
2 2 1 2 2 1
< max(l,a)(/ﬂ | Vu|?dz+ | ul?dz) (/Q | Vol2dz+ | v|?dx)

<B Il u gyl v llaz @ (B> 0)

D’ou la continuité de a(., .).

b- Coercivité :

a(u,u) = (/ﬂ | VU|2 + a'u,2)dw
> min(1, a) || u || g2

> || w || ot (e (v>0)

Dot la coercivité de a(.,.).
c- Continuité de I(v) :

1) = | [ fode

< ([ 1 f12da)d([ | vi*da)?
6 110 llzaco)
<Slvllme  (6>0)

VAN

D’ou la continuité de I(v).

Finalement, le probleme (1.1) admet une solution unique.



1.2 Discrétisation par la méthode des éléments finis : 16

1.2 Discrétisation par la méthode des éléments fi-
nis :
1.2.1 Domain d’application :

La méthode des éléments finis est principalement utilisée pour résoudre des pro-
blemes de domaines continus et complexes en ingénierie et en sciences appliquées,

tels que les problemes de structures, de thermodynamiques, de fluides.....etc.

1.2.2 Discrétisation :

La méthode des éléments finis est la méthode de référence par le calcul des solutions
des problemes aux limites elliptique. Le principe de cette méthode est directement issu
de I'approche variationnelle. Elle est basée sur le replacement de 1’espace de Hilbert V

sur lequel la formulation variationnelle par un sous espace V}, de dimension fini.

Le probleme posé sur V;, se ramene a la simple résolution d'un systeme linéaire,

dont la matrice est approchée ; matrice de régidité.

Par ailleur, on peut choisir le mode de construction de V}, soit une bonne approxi-
mation de V tel que la solution u; dans V4, de la formulation variationnelle soit "proche'

de la solution exacte u dans V.

On pose le probleme suivante :

—Au+au=f dans

u=0 sur 0N

Q= (0,1) x (0,1) et f € L2V,

V = H°(0,1) = {v € H'(0,1) /v\sa = 0}
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I = [0, 1] on discrétise sur 'espace des éléments finis suivant :
Vh:{’l}h GC(I_)|’Uh EPl(I,) 1 gng ’Uh\aQ:O}

Oul0 =29 <21 < eeveene <axy =

Les points sont appelés les noeuds, et les sous intervalles I; = [x;_1, ;] sont appelés

les éléments.

h est le pas de discrétisation tel que :
h = max h; h,=x; —x;_1 1<21<N

Pour les fonctions de base, on introduit les fonctions associées a les noeuds xy........ TN.

Pourz =1,...,.N — 1

T — Li—1
Ti1 ST X
h;
Tiyr1 — Ly
i(x) = g < T
hiyq
0 sinon
Pourz =N
T — ITN-1
TN-_1 ST < TN
hn
Py (x) =
0 ailleurs

Ces fonctions sont linéairement indépendantes et continues.
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La méthode des élément finis correspondante est comme suit :

Trouver u, € V,, telle que :

/Q V’U,hV’Uh + AUpVy = /Q f’l]h V’Uh € Vh

Avec

a(up,vp) :/QVuthh—l—auhvh
[(on) = [ fon

Alors

a(up,vy) = l(vy)

Admet une solution unique (d’apres le lemme de Lax-Milgram).

On écrit :

N
up = Z 'Ll,i(I)i
1=1

Cette méthode est équivalente au systeéme linéaire suivant :

a(up, ®;) =U(®;) j=1,N

a(u1 Py + Ua®Ps + cevvvnninniinnnnen. un®yN, ®1) = U(Py)

= w1 a(P1, B1) + oo una(®y, ;) = 1(®1)

U1a(P1, Prn) + cevnveninniinnennns una(®yn, Pn) = U(PnN)
= a;;(®;, B;) = / s, (Y 2V @5+ a®i®;)de
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D’apres la définition des fonctions de base, obtient la discrétisation de terme :

Au=4Uij —U;_1; —U; j—1 — Uiy1,; — U; j11

et
> \ N \ \
azas’ asa3.as3a; asai.aias
_ 5 5 y2 —— —>
/K V(I)IVQ)J = ? a2a3.a3a1 asa azay;.a;az
J > > > > >2
asa;.a1as asa;.a;as aj1as
Avec
h2
| J| = 2air(K) = 2.? = h?

62032 = (z3 — 332)2 + (y3 — y2)2 = 2h®

aza5.a30; = (T3x2).(x123) + (Ysy2)-(v1ys)
= (=h?) + (=h)(0)
= —h?

azal.aia@; = (h?)(0) + (—h)(h) = —h?

La matrice de régidité local est alors :

1 1 1
-1 -1 T 9

R_Zh2 o 1 12 2
B
-1 0 1 T 9 1

2 2
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D’apres le calcul, on obtient une matrice d’assemblage telle que :

Q;; — 4
aiiv1 = —1
a;iyn = —1

De méme pour la discrétisation du terme au :

h?2 h?
—U,;; —
> J+au

(Ui; = Uica; — Usjo1 — Ui — Uijta)

Alors la discrétisation du probleme : —Awu + au = f est :

2 2 2 2

h . h h h
(4 —|— a?)UZ] + (aﬁ — 1)Ui—1,j + (Otﬁ — l)Ui,j—l —|— (QE — 1)Ui+1,j

2 h?2
2
+ (aﬁ — 1)U 41+ O‘E(Ui—l,j—l + Uit1,+1) = h°f
On pose :
2 2 h?
A=4+a— ’ B=aoa——-1 ’ C=oa—
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Finalement on trouve la matrice tridiagonale globale suivante :

A BOOTJO B C 0 0.....
B A B O 0 0 B C 0.....
0 BABO 0 B C.....
0 0 BABDO

Q=|0 0 0 0 A B 0
B 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0 0 0 B

1.3 Application de la méthode de relaxation :

La méthode de relaxation est une méthode itérative associée a la décomposition :

D 1-W
M=—_—E N =

D+ F
w w +

telle que : Q = (qi,j)lgi,KN et Q =D—-FE—F

Ot : D = diag(qi,)

FE : la partie triangulaire inférieure.

F' : la partie triangulaire supérieure .

Pour que cette méthode soit bien définie, il faut que la matrice D soit inversible .
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Soit wepe € Rt un parameétre qui minimise le rayon spectral de la matrice d’itération

M™'N, et donc qui maximise la vitesse de convergence.
Algorithme :

U° donnée

U™ étant connue

Déterminer U™ 1

D’apres I'algorithme, calcule Wij :

- 1
UN+L, = A [W?fij—BU;_1;+BU;; 1+BU; 1 ;+BU,; j11+CU;_1;-1+Uit1,411)]

w i—1 N L
Uij’\;—i_l = ? h2fij — Z qijUN"‘lj — Z qijUJk + (]_ — w)Uf (’L, k=1.... N)
i3 j=1 j=i+1

On arrete le procéssus itératif quand :

” UN+1 - UN ||oo< £

telle que : € est suffisament petit.

1.4 Discrétisation par la méthode des différences finis :

1.4.1 Domaine d’application :

La méthode des différences finies est principalement utilisée pour résoudre des équations
différentielles ordinaires ou partielles dans des domaines simples, tels que des problemes uni-

dimensionnels ou bidimensionnels.
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1.4.2 Discrétisation :

La méthode des différences finis consiste a remplacer le probleme'continu" par le pro-

bleme "discret" dont la solution est donnée par résolution d’un systéme linéaire.

Plus précisement, elle consiste a remplacer approximativement chaque dérivée des équa-

tions différentielles du probleme par le rapport des différences.

Prenons le probleme suivant :

—Au+au = f dans (2

u=0 sur OfN

Q =)0, 1[x]0, 1].

1
On subdivise U'intervalle [0, 1] en sous intervalles de longueur h = N telle que :

On prend un maillage uniforme c.a.d la longueur de chaque intervalle égale h selon I'axe de

x ou de y. 52 52
u u
_(8:132 + oy?

) + au = f(z,y)

Utilisant maintenant la formule de Taylor en (x;, y;) en avant :

i =xi1+th , y;=y;_1+1th
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ou h? 0%u

w(Tiy1,y;) = u(xi, yi) + F . %(wi,yi) + — 2 Da 2( TiyY;)
h3 83%u h,4
Ty 3! 9x 3( i Y;) + 7 a1 z’yJ) 511 € (Tiyxit1)

La variable y est supposé comme constante. De méme, on applique la formule de Taylor en

(x;, y;) en arriére :

h Ou h? 82

u(@i—1,y;) = u(xi, y;) — i'%(wiayj) tor (wuyy)
h3 83 h4
- 3, ( TiyYj) + 41 izayj) 512 € (T, Tit1)

0%*u h* [0*u o0%u
w(xip1, y;)tu(zi—1,y;) = 2U(mi7yj)+h2@(miayj)+j (€Z,y]) + o (E,,yj)
On appliquant le théoreme de la moyenne :

3&; : (Eila 512) ou&; € (Ti—1y Tit1)
\ 2 ha 4,
u(wt-l-layj) + 'U,(CCZ 1, y_]) = 2“’(331’ y]) +h . 2( ) y_]) + — 12 3 4(513 y])
0%u w1, Y5) — 2u(Ti, y5) + w(xioa, yj)
h4 64
B = )

W (h?) tend vers zéro lorsque b — 0 .
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On refait la méme chose pour y c.a.d :
h Ou h? 0%u
w(xi, Yjr1) = u(xi, y;) + F%(wza y;) + o1 Tyz(wi, Yj)
h® O3u h* 8%u
T aiw(wi,yj) TR ay* (is0;)-ec(1) 0] € (Yi> Yig1)
h Ou h? 8%u
u(Tiy Yyj—1) = w(xi, y;) — ﬁ-%(wi,yj) T @(wia Y;)
h® 083u h* 0%u
Tar 871;3('%” y;) + a @(wi’ 9]2) """ (2) 95' € (Yi—1, Yi)
Additionant (1) et (2) et appliquant le théoreme de moyenne, on obtient :
Bzu(w’ ) = w(@iy Yjr1) — 2u(i, y5) + (@i yj-1) _ &(h?)
ayz 19 yJ - h2
Avec s g
h u
®(h*) = 12 Tyél(ejayj)
®(h?) tend vers zéro lorsque h — 0.
On peut alors approximer w(x;, ¥;) = u;; 1<2z<N-1
F (i, yi) = fij
Le probleme alors :
Wit — 2Ui5 + U1, | Wij41 — 2Ug5 + Wi .
| Wit i+ Li | Wit i T Uij—1 bous; = fi;  1<ij<N—1

h? h?
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Multiplions par h? et regroupons les termes identiques, on obtient le systéme :
Ui1j — Uig1 + (@h® + Duy — uiay — i1 = b fi

(Pr)

ui 0 =0, up; =0, un; =0, u;nxn=0

(Py) est appelé le probleme discret.
Ecrivons le probleme discret (Py) sous forme d’un systéeme matriciel, pour ¢ = j = 1
—Uz21 — U2 + (Oéh2 + 4)“1,1 — Up,1 — U1,0 = h2f11

Le systéme devient ; par exemple dans le cas d’une matrice (9 X 9)(9 X 9) :

4 -1 0 -1 0 O O 0 O U1 h?fi1 + uwoq + uip
-1 4 -1 0 -1 0 0 0 O Uz

0 -1 4 0 0 —-1 0 0 O

-1 0 0 4 -1 0 -1 0 O

0 -1 0 -1 4 —-1 0 -1 0 =

0 0 -1 0 —-1 4 0 0 -1

0O 0 0 -1 0 0 4 -1 0

0 O -1 0 -1 4 -1 .

0O 0 0 0 O -1 0 -1 4 Uy h? fog + ugs + usyg

Remarque 1.4.1 La convergence finale de cette méthode est assurée grace aux deux

propriétés fondamentales qui sont : consistance et stabilité.
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1.5 La résolution du systéme (P) :

La matrice de ce systéme est sous forme :

-1 0
A*=| —T K 0
—1 K

Pour résoudre ce systeme A*X = b, On propose un algorithme de CROUT-LITT car :

| A*| #0 avec A" = LU vérifier :

A*X =0
LUX =b
telle que :
11 0 0.......
L — 21 22 0...... 0
0
anNy OnN2 NN
b1
Y= —-.
a11
1 i—1
yi = — b — Y iy, | -
11 j=1

LU =b
UX =Y

IB].N
Bin
BN-1)N

BNN
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1.6 Comparaison entre les deux méthodes :

1.6.1 Analytiquement :

a. Meéthode des éléments finis :
Formulation intégrale (variationnelle) :

Trouver ©w € V :
(P)
a(u,v) = l(v) Vv eV

V}, est un espace de fonction définie sur €2 :

Trouver u; € Vj, ¢
(Pr)
a(uh, ’Uh) = l(’l)h) V’Uh € Vh

b. Meéthode de différences finis :

Formulation ponctuelle :

(@)

Ay, Ly, sont les opérateurs linéaires "approximation" de L et A :

Apup, = fh

rUpn = gh

(Qn)
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1.6.2 Généralement :

Les problemes (Py) et (Qp) conduisent & des systeémes linéaires dont les matrices ont

des propriétés similaires creuses et grande taille.

La méthode des éléments finis a 'avantage de permettre une prises en compte simple et

systématique des conditions aux limites quelle que soit la forme de domaine.

Cependant, la méthode de différences finis est plus facile a mettre en oeuvre sur

des problemes simples.

La méthode des éléments finis est plus adaptée pour les domaines complexes avec
des géométries irrégulieres, tandis que la méthode de différences finis est plus adaptée pour

les domaines réguliers avec des équations différentielles simples.

La méthode des éléments finis offre une meilleure précision pour les problemes continus
mais elle est généralement plus complexe a mettre en oeuvre et a résoudre que la méthode

de différences finis .

La méthode de différences finis est plus simple et plus intruitive, mais elle peut étre limi-
tée en termes de capacité a géré des domaines complexes et des conditions aux limites non

standard.

En résumé, bien que les deux méthodes soient utilisées pour résoudre des problemes
numeériques, elles sont addaptées a des types différents des problemes et présentent des com-

promis différents en termes de précision et de complexité de mise en oeuvre.



CHAPITRE

METHODE ALTERNEE DE SCHWARYZ
'"MATCHING GRID METHOD'

2.1 Le probleme continu :

On considere une méthode de décomposition en sous domaines avec recouvrement pour
un probleme élliptique modele avec conditions de Dirichlet au bord. Plus précisément il s’agit

de probleme suivant :

—Au=f sur

u=0 sur 9N

Ou € est un ouvert borné, a frontiere réguliere de R2.

f étant une fonction donnée dans L?(€2).
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La formulation variationnelle de ce probleme est donnée par :

Trouver u € H} ()

(2.2)
a(u,v) = (f,v) Vv e Hé(ﬂ)
a(u,v) = / VuVuvdz
Q
(F,0) = [ foda
D’apres le lemme de Lax-Milgram, ce probleme admet une solution unique.
2.1.1 Description de ’alternative de Schwarz :
On décompose €2 en I'union de deux sous domaines €2 et 25 tels que :
Q:QIUQQ et leﬂz¢®
On note par :
le = Ql N Qz
Théoréme 2.1.1 [5] Le probleme (2.1) est équivalent aux problémes suivantes :
a(ui,v) = (f,v)a, Vv € Hy(%) (i=1,2)
u;\r; = Uuj \r, 1# ] 1=1,2 (2.3)

u;\oona; = 0 t1=1,2
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Preuve : Soit v; € H,(£2;), v son prolongement par 0 & €.

On a:

a(u,v) = a;(u;, v;)

(fa U)Q = (.f7 U)Qi
Comme a(u,v) = (f,v)q alors :
ai(ui, vi) = (f,v)q,

Réciproquement, montrons que si uq et uy sont des solutions de systeme (2.3), on a :

wy sur £y

U9 SUur Qz

est la solution de : a(u,v) = (f,v).

Soit w € H} (), il existe (vi,v2) € H(2) X Hy () telle que :

vV = V1 + V2
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D’ou :

a(u,v) = a(u,v1) + a(u,vz2)
= a(uy,v1) + a(ug, v3)
= (f, Ul)ﬂl + (fa Uz)ﬂz
= / foidx —|—/ fvadx
1 Qo
= / foidx —l—/ fvadx
Q Q
= /Q f(v1 +vo)dx = /ﬂf’udaz

= a(ua 1)) = (fa U)ﬂ

L’alternative de Schwarz consiste a résoudre les deux sous problémes suivants :

Soit w® une initialisation dans HJ (€2). On construit les deux suites (u*" "), , (u?

solutions respectives de :

—AuPtt = f sur O

"t = 4? sur I

—Au* = f sur €,

u? = u® ! sur Ty

n)n}l

(2.4)

(2.5)
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Les problemes (2.4) et (2.5) ont les formulations variationnelles suivantes :
a(u,v) = (f,v)e, Yo € Hy () wt = u® sur Ty
a(u®,v2) = (f,v)a, Yvs € H} () u? = w1t sur Ty
qui sont équivalentes a :
a(u”t —u,v;) =0 Vv, € Hy ()
u2n—|—1 _ u2n E H&(Ql)
a(u® —u,vy) =0 Vv, € H} (22)
u2n _ u2n—1 € H&(Qz)
Proposition 2.1.1 La suite {u®", u*"*'} solution de probléme (2.4) et (2.5) vérifie :
w?"t —u = Py, (u — u®") Vn >0 (2.6)
u?" — u = Py, (u — u* ) Vn > 1 (2.7)
Ou Py, est la projection sur V; pour ¢z = 1, 2.
Remarque 2.1.1 On peut réecrire ces résultats sous la forme :
u—u?t = Py, 1 (u— u®) Vn >0 (2.8)
u—u* =Py, L (u—u*"") Vn > 1 (2.9)

Ou V;J‘ est l'orthogonale de V; .
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2.1.2 Convergence de I’Alternative de Schwarz dans le cas continu :

L’Alternative de Schwarz pour les problemes (2.4) et (2.5) est équivalente a une suite
de projection sur des espaces V' de Hilbert. Pour étudier la convergence de la méthode, on

est ramené a étudier le comportement de la suite (v,,) définie par :

Vont1 = U — untt n>0 (2.10)
Van = u — u?" n>1 (2.11)

D’apres (2.8) et (2.9) on a :
Vopg1 = P‘Jflvzn et vg, = P‘ZUZTL—I

D’ou :

— plpl
Van+1 = PVIPV2'U2n—1

On a le théoreme de convergence suivant :

Théoréme 2.1.2 [(] SiV = V; + Vo ou V = V; 4 V,, alors la suite (v,) converge vers
0, de plus il existe une constante k €]0, 1] telle que :

” PV1 J-PVz ”<k
(2.12)

I’U2n+1| <k2 |’UO| V’I’I,)O

La décomposition de ce théoreme est basée sur les deux lemmes suivants :

Lemme 2.1.1 Si Q est un L-domaine alors H, (Q) = H,;(2) X H} ().
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Lemme 2.1.2 Il existe une constante Cy positive telle que :

| v| < Co{| Piv|? + Piv|?}2

Preuve : Voir [3].

(2.13)

2.1.3 Convergence de I’Alternative de Schwarz dans le cas discret :

Soit V; = V;,N H&(Q), ot V}, est I'espace des éléments finis défini sur €2;, i.e Vj, C H&(Q)

La solution approchée de (2.1) est un élément u;, € V}, définie par :

ap(un,vp) = (fyvn)  Yop €V,

La formulation variationnelle de 'alternative de Schwarz dans le cas discret est :

M —u? o) = (f, vn)a — aa(u?, vp)

= aq(un, — u*",vy) Yo, € Vi N H&(Ql)

an(u

ag(u® — v N v,) = (f,vn)e — an(u®, vp)

= ag(u, —u”" ' v,) Vo, € Vi, N Hy ()

wtt —u? € HY(Q) et ™ — ot € H)(Q)

(2.14)
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Ces valeurs sont les projections sur V; de up — u?™ et up, — u?™ ! respectivement :

2n+41

uh 2n 2n—1 2n—1

2n __ 2n —
—u," = Py,(up —u;") et u;" —u;"" " = Py(up, —u;

Ot Py, (;=1,2) est la projection orthogonale de V3, sur V; .

Pour étudier la convergence d’'un autre point de vue, qui dépend de la triangulation et qui
tronsforme l'alternative de Schwarz en deux problémes indépendants définis sur €27 et o

respectivement.
On procede de la maniere suivante :

Soit z la solution du probléme :

—Az=f sur Q

(2.15)
z=0 sur 90
A ce probléme, on associe le systéme suivant qui a pour solution (21, 22) :
—Azi = f = fz sur Qz
z; =0 sur 9Q; N IN (2.16)

zi\r; = z; \r, t=1,2
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Considérons y; la solution du probleme de Dirichlet suivant :

—Ay; =0 sur

y; =0 sur ;NN (2.17)

Yy; — v; sur Fz ’L:1,2

Et enfin, soit g; la solution du probleme :

—Ag, =fi=f sur Q
(2.18)
7, =0 sur 0O9Q; 7

1,2

Remarque 2.1.2 Il est facile de vérifier que z; = y; + g; sur £2;.

Pour étudier I'existence et 'unicité de la solution du probleme (2.16), on le transforme a

un probleme du point fixe.

2.1.4 Alternative de Schwarz en tant que probleme de point fixe :

Soit E 'espace de trace défini par :

E=FE, X E; avec E;=H:*;) i=1,2 (2.19)

et fI_"J I’application définie par :

IT’JEI—)E]

v; — Tj(vi) = yi\r,
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Posons t; = 9;\r, et définissons I'application T par :
T:FE—FE
(v1,v3) — T(v) = (Ty(v3) + t1, Ta(v1) + t2) (2.20)

= (T1(v2), T2(v1))
Associons le probléeme de point fixe :
uj = Tj(u;) +t; = Tj(uy)
Lemme 2.1.3 T est une application contractante sur E; X E;.

Preuve : Voir[(].

2.1.5 Etude de la convergence du probleme de point fixe discret :

Considérons sur chaque sous domaine €; (i = 1,2), une triangulation régulicre 7" et on

considere les fonction de base affines définies par :
@ (my) = O,

Ou my, est un noeud d’'un élément et dy; le symbole de kronecker.
r;,n I'opérateur d’interpolation usuel sur I';.

Définissons a présent les espaces suivants :

Vin = {vn, € H'(2),v3\r, € P1} K, €¢rh

et pour w; € H%(I‘i)

VD = o € Vi, =0 s 90,000 et = ra(an)

sur
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D’ou, on a :

V.

1

f,?) = {’Uh c ‘/i,h\vh =0 sur 891}

L’espace E;} ¢tant I'image de V;;, par 'application de trace ;.
Posons Ej, = Eq 5 X Eap,.
On considere le systeme suivant :

{uip,u2pn} € E1p X Eap et zip € V;,(;:h)

telle que :
ai(zi,ha'vh) = (fa ’Uh)ﬂi Vo, € ‘/l,(’(l))

zi,h\[‘i = U;n

Ou ai(u,'u):/Q VuVudx et (f,’U)Qi:/Q fvdx

2.1.6 Le probléeme de point fixe discret :

Soient ¥; 5 et y;p solutions respectivement de :
(5. — V. V(O)
a;(Giny vn) = (f;vn)e; vp € Vi

Yin =0 sur I (Gin € Vz,(i(:))

et

a;(Yin,vn) =0 Vo, € V;,(;?)

Yin = rin(uin) sur Ty (yin € V5

(2.21)

(2.22)
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On considere U'opérateur T;; défini par :
9

Tin:Ejp — E;p

win — Tin(ujn) = rin(vi(uin))

Enfin, on a I'application T}, telle que :
Ty : El,h X Ez’h — El,h X Ez’h
(U1,hy U2,p) — Tl,h (uz,n) + tin, Tg,h (u1,n) + tap

= (Tyn(uz,n), Ton(usn))

telle que :
tin = Tin(Vi(Fin))

Alors le systeme (2.21) est équivalent au probléme de point fixe :

wip = Tin(ujp) (2.23)

= T;n(ujn) + tin

De la méme maniere que dans le cas continu, on démontre que T}, est contractance .
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D’ou l'existence et I'unicité d’'un couple (u1,p, u2p) € E1p X Eap, telle que :
Th(wrp, u2n) = (Ur,h, U2,p)

Tl,h(uz,h) +tin = urp

T2,h(u1,h) +tan = Uap
On énonce le théoreme de convergence suivant :
Théoréme 2.1.3 [0]

| 2i = zin [l10,< Ch(] 2|2.0,+ | 2|2.0.) (2.24)

La preuve du théoreme est basée sur les deux lemmes suivants :

Lemme 2.1.4 [0] Il existe une constante C' indépendante de h telle que :

| Tin(uy) = Ti(wy) |lyr,< Ch| 220, #3545 =1,2

Lemme 2.1.5 [0]

” U; — Ui ||oo< Ch(' Z|2,91+ | z|2,92)
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METHODE ALTERNEE DE SCHWARYZ
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3.1 Position de probleme :

La méthodologie proposée ici permet d’analyser la convergence des problémes discrets obte-
nus quand chaque sous domaine est discrétisé indépendament avec une méthode des éléments
finis. Les triangles appartenant a la partie commune aux sous domaine ne coincident pas né-

céssairement (Nomatching grids). Plus précisement il s’agit du probléme modeéle suivant :

—Au+au = f dans (2

u=0 sur OfN

Q désigne un ouvert de R? ou R* & frontiére lipschitzienne.

f désigne une fonction réguliere.



3.1 Position de probleme : 44

On décompose €2 en deux domaines €21 et €25, & frontiere lipschitzienne avec recouvrement

telles que :

Qleuﬁz

et

Fl - 891 N Qz
Fz - 892 N Ql
9172 = Ql M 92

On suppose que : I'y NI’y = @.

L’idée consiste & associer au probleme (3.1) le systeme suivant :

—Au; +au; = f; = f dans £;

u; = 0 sur BQz N N (32)

ui\r; = U;\r,

Dont la solution est obtenue via la résolution d’un probléeme de point fixe.
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3.1.1 Application de point fixe associée au systéme (3.2) :

Pour résoudre le systeme (3.1), on introduit les sous problémes suivants :

Soit w; une donnée de C(I';) et &; la solution de :
—A§i+agi=fi=f dans

& =0 sur 99Q; N AN (3.3)

Soit aussi é, I'unique solution de probleme :

—Afi+af;=f;=f dans Q
(3.4)

Ei =0 sur BQI

Remarque 3.1.1 Il est clair que : u; = u;\q, et u; = & + éz dans €; pour = = 1, 2.

3.1.2 Application de point fixe dans le cas continu :

Notons par E; = C(T;) et b; = & \r,. L’application de point fixe associée au systeme (3.2)

est définie par :

T;E,—)EJ

w; — T;(w;) = T;(w;) + b;

T;(w;) = &\r, (3.5)
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Il est clair que la résolution du systeme (3.2) se ramene a celle de point fixe suivant :
zZi = E(Zj) (36)

Soit :
| Ti [lo= ki < 1

Par conséquent, il existe un point fixe unique pour (3.6) et donc le systeme (3.2) admet

une solution unique.

3.2 Le probleme discret :

Pour ¢ = 1, 2, Soit T:h. une famille de triangulasions régulieres de €2; ou Kj, est un triangle
et h; est son diametre. On suppose que les triangulations sur €2; et €25 sont indépendantes
au sens ou sur {2; My un triangle appartenant a une triangulation n’appartient pas néces-

sairement a l’autre.

On considere les espaces des éléments finis suivants :
Vin = {v € C(%) : v\y,, € P1} (3.7)

Ou P est I'espace des polynomes de dégré < 1.

Maintenent 7;p, 'opérateur d’interpolation sur I';. Pour w; € C(T';), on définit :
m(h)
rin(w;) = Z w; (M) P (x, y)

i=1

Ou (M;)1,2,...m(n) désignent les sommets de la triangulation qui n’appartiennent a T,.
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On note par ®;—1.2,..m(n) les fonctions de base usuelles ®;(m,) = 0;5(dis étant le symbole

de Kronecker).

et
Vi) = {veVy:v=0 sur 9;NIN et v=rp(w;) sur I} (3.8)
Donc
Vi) = {fveVy:v=0 sur 09;} (3.9)
Enfin
Ein = vi(Vjn) pour i#j (3.10)

tel que =; est 'application de trace sur I';, et E, = Ej X Egp.

Soit

a;(u,v) = /Q.(Vqu + auv)dx (3.11)

(£,0) = [ (fo)da (3.12)
L’analogue discret du systeéme (3.2) consiste a trouver (u1p, uap) telle que :
a;(uin, v) = (fv)

wp =0 sur 9NN Vo e V) (3.13)

uir\r; = Ujn\r;
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Comme dans le cas continu, ce systéme peut étre également décomposer en deux problemes

découplés :
a;(&in,v) =0

&in € V)i Yv € V;f,?

et
a;(&in,v) =0

En €V VoeVy

Ceci donne lieu au probleme de point fixe suivant :

3.2.1 Application du point fixe au systéme (3.13) :

Soit I'application de point fixe :

Tip : E; — Vi
w; — Typ(w;) = Tin(w;) + big

Ou :

Tin(w;) = rin(vi(€5n))

et
bin = rin(vi(&in))

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Aussi, comme dans le continu, la résolution du systéme (3.13) se ramene & celle du point fixe

discret suivant :

zin = Tin(2jn)

(3.19)
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Remarque 3.2.1 Comme les deux triangulations sur le domaine de recouvrement sont
indépendantes, il est impossible de formuler 'approximation global du probleme qui est

'analogue discret du probleéme (3.1).

3.2.2 Principe de maximum discret (PMD) [2] :

Les matrices des coefficients générique a;(®;, ®;) sont supposées M-matrices.

Théoréme 3.2.1 [6] Sous les suppositions des problemes (3.1), (3.7), et le (PMD), il existe
h > 0 tel que pour tout 0 < h < h, le systeme (3.13) admet une solution Wy, Wy,
Soit Wy, ¥y la solution de (3.13) & équivalent W; qui est la resriction a ©; de W ; la solution

du probleéme global (3.2).
Alors pour h assez petit :

C est une constante générique indépendante de h.

La preuve est basée sur les deux lemmes suivants :

Lemme 3.2.1 Sous les notations et les suppositions précédentes, 'application T}, est

isotone sur C'(I';) donné avec un ordre naturel.

Preuve : L’analogue discret du probléeme (3.3) peut étre définir par le systéme suivant :

Vp € Qin  ai( Y &n®p(x)) = —ai( Y wi(M),P,(x))

Meﬂj’h MeT;

qui équivalents a :

Vp € Qjn > Ein(M)a;(@a, ®p) = —( 3 wi(M)a;(®ar, ®p))  (321)

MEI‘j,h Merj,h



3.2 Le probléme discret : 50

On considere 'vil, viz telles que pour l'ordre naturel :

ST

> v} (3.22)

Alors, si on consideére ¢} et ¢ les solutions de probléme (3.3) avec les valeurs de bord res-

pectivement vz.l et 'vf sur I';.

Les analogues discrets correspondantes donnent les systémes suivants :

‘v’p € Qi,h : Z Ellh(M)al(CI)M, (I’p) = — Z ’UZI(M)CLZ(@M, @p)
Meﬂi,h MEFi’h
et )
Y. &n(M)ai(®r, @) = — Y vi(M)ai(®ua, Pp)
MGQi,h MEI‘.,;,h

Par soustraction :

Vp € Qip > (&) (M)ai(®ar, ®p) = — D vi(M)—v}(M)a;(®r, ®,)

Meni,h MEFi,h

D’apres (3.22), on a :

vi (M) > v}(M) VM €Ty,

Le (PMD) donne :

a;(®r,P,) <0 VM € Q;p, Vp el
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Ces inéquations impliquent :

Z (gfh - ilh)(M)ai(‘I)Ma ®,) <0 Vp € Qip
MeQ;,n

D’ou, (PMD) implique :
i2h - €i1h <0 VM € Q;p

Alors

Tjn(v;) = Tjn(v;)
Lemme 3.2.2 L’application T}, est une constraction strict. i.e

| Tin floo=1: < 1 (3.23)

Par conséquent, il existe un unique point fixe pour (3.19) et donc le systéme (3.13) admet

une solution unique.

Preuve : Voir [(].

3.3 Estimation d’erreur :

Cette section est consacrée a la démonstration du résultats principal de ce travail. Mais
pour y par venir on a besoin de quelques résultats intermédieres contenus dans les lemmes

suivants :

Lemme 3.3.1 || Tjn(z:) — Tj(2:) |lze(r;)< Ch? | log h|
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Preuve : Considérons le probléeme auxiliaire suivant :

a;(in, v) = (f,v)

(3.24)
ay € Vi) Yo eV

Donc

| wi — @in ||zoo(02:)< Ch* | log h|

Comme

| wi \r; —tin \r; | =| Tjn(z:) — Tj(2:)|

D’ou le résultat.

Lemme 3.3.2 Sous les hypotheses du lemme (3.2.2) on a :

1

T [Ch* | logh]]

| zi — zin || Lo <

Preuve :

| zi — zin ||zeo i) <|| 28 — Tin(zjn) ||zeors) + || Tin(zjn) — 2in || zoe(ry)

<|| Ti(z5) — Tin(2:) |lzeosy + || Tin(25) — Tin(z4n) ||y

D’apres le lemme (3.2.2) et on sait que :

| Tin |l emee@),poemn< 1

Alors

| zi — zin ||L°°(r,~)< Ch® | log h| +1; || Zj — Zjh ||L°°(Fj)
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De facon similaire, on obtient également :

| 2z — zjn llo@,) < Ch? | logh| +1; || zi — zin ||Le(ry)

Ce qui acheve la preuve.
Théoréme 3.3.1 [0] || u; — wip || peo(,)< Ch? | log h|

Preuve : u; et u;, étant les solutions des problemes :
a;(u;,v) = (f,v) Yv € H&(Q)
u; € H*(Q) , w\r, = 2 (3.25)

u;\oag,no0 = 0

et

ai(ui,hav) = (f,’U) Vv € ‘/Z?L
(3.26)
g, € ‘/;gzih)

Considérons le probleme auxiliaire suivant :

ai(ﬁ'i,hav) = (.fa'v) Vv € V;(})L
(3.27)
Ui, € Vu(fi)

Alors compte tenu des hypotheses de régularité, on a :

| win — @in ||oo(,)< Ch? | log h|
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et
| win — @in || Lo <|| Th(25) — 75 (Zin) ||Loo(ry)
<l zi — zin ||ze(ry)
< Ch? | log h|
Ainsi :

| wi — win ||z <I| wi — @in ||z() + || Gin — win ||z (@)

< Ch? | log h.



CHAPITRE

4

'"NOMATCHING GRID METHOD'
ELEMENTS FINIS ET DIFFERENCES
FINIS MIXTE

4.1 Notations et hypotheses :

a- On considere sur €24, la discrétisation par les éléments finis; voir chapitre (3).

b- On définit un quadraillage du carré régulier (ou cube en 3D) grille avec le pas h
sur R™; €2 sont les points de cette grille qui sont interieurs de €2,.

O, est inclu dans 9.

c- Soit Qg’h = Q2,h U 892,}1 et Fg,h = aﬂz’h N Ql
Alors : ]__‘27]1 C I‘z = 892 N Q]_
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d-

On considere sur Qg p, les cing points usuels (ou les sept points de 3D) est dit

schéma en croix ou formule de cinq points de différence finie.
De plus, on suppose que les noeuds des triangles de £2; sont dans I'y appartient

a 2y, alors :

I'ip=Q,NTI

Q. =1

0y, = o

Q, est un carré [0, 1] x [0, 1].

On chaque point de grille : Q45 = {(¢h,jh),i,j = 1..n} = N

_ (th,jh) i, =1l.m+1
Qo p =
('La]) e (070); (Oan + 1); (n + 1’0); (n+1,n41)

Qs ), = Q2,h —Qop =

FIGURE 4.1 —
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FIGURE 4.2 —

f- Soit 7; p, est la restriction de I'; a I'; 5, et pﬁl est 'opérateur de prolongation

de I'; 5, par 'opérateur d’interpolation a une fonction continue définie sur I'; :

Tih = PpTin (4.1)

On considere le systeme suivant :

trouver z1p € V@hue)  telle que :

(4.2)
ai(zi,nsvn) = (fyv) Vop € V1(,(1)1)
Aj est 'analogue discret des cing points de 'aplacien A, alors on a le probleme :
Trouver z,y, telle que :
—As(22,0) (M) + a(z2) (M) = f(M)
(4.3)

22,n\og2, nn00 = 0 22,h\Ty), = U2,h
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Avec

,u’].ah = ’Ylah(zzyh) - zzyh\rl,h (4 4)

Ugp = To,n O Y2(21,n)

4.1.1 Application de point fixe discret associé au systeme (4.3) :

Sur €24, on considere tout d’abord :

Y1,hE Vl(’(,)l) telle que :

(4.5)
a1(@1,h,vh) = (f, Uh)i Vo, € Vl(,?z)
Alors ws p, sera une fonction sur I'y p telle que :
Yi,n € V®rwik)  telle que :
(4.6)
a1(Yi,n,vn) =0 Vo, € Vl(,(;?
Sur Qg5 on a Yo € ), telle que :
—As5(G2,0) (M) + (Fa2,0) (M) = f(M)

(4.7)

’gg,h(M) = 0 VM E 8ﬂz,h

Alors w» sera une fonction continue sur I's.
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D’autre part, on a yoj défini sur 3, tel que :

—As5(Y2,n) (M) + a(y2,0) (M) = f(M) VM € Qs

Yy2r(M) =0 VM € 9Qy) N IN (4.8)

yz’h(M) = fz,h(’u)z)(M) sur I‘z,h

On définit 'application linéaire suivante :
Ty, = {Tun, Ton}

T> 1, qui associé a wq p, :

Top(win) = 2,0 © Y2(Y1,n) (4.9)

Avec

Y2(Y1,n) = Y1,n\rs

Ty, qui associé a ws :

Tl,h('wl) = ’72,h(y2,h) = yz,h\rl,h

Alors lapplication affine T, = {Tll’h, Tzl’h} avec :

Ty, (w2) = Tll,h('w2) + tin (4.10)

T; ,(win) = Tzl,h('wl,h) + t2n
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et

tin = Fo,n\rin = Y1,0(T2,n)

(4.11)
toh = G1,n\ray = T2,n © Y2(F1,n)
Donc le systeme (4.3) est équivalent a :
Trouver un point fixe {wq p, w2} tel que :
wip, = T;p(wjn) (4.12)
et z1h € vV Pruin) o] que :
— (0)
ai(z1nyvn) = (fyon)  Yon € Vi,
et
—As(z2,0) (M) + a(z2p) (M) = f(M) VM € 0sp
(4.13)
Zz,h\am,hman =0 Zz,h\rm = U2
Théoréme 4.1.1 [0] Sous les hypotheéses du probleme (3.1) et les notations précédentes,

il existe h > 0 tel que pour tout h < h,h > 0 le systéme admet une solution unique

{z1,ns Z2,n } €t z; sera la restriction de z, solution du probleme (2.1) a €,.

Alors
| 21 — z1,n ||Lo()< Ch? | log h|

(4.14)

” z2 \Qz,h —Z2,h ||L°°(Qz,h)< Ch’2 | 10gh|

Ou C est une constante indépendante de h.
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La preuve est basée sur les lemmes suivants :
Lemme 4.1.1 Sous les hypotheses de probléme (3.1) et les notations précédantes, V¢ > 0,

il existe une constante M et une fonction h — 6, (h), avec 0 < 61 (h) < M:h? | log h|+¢
telle que :

| Tin || oo @in) @) < qj + 01(h) (4.15)

@ =l T; || oo r).poo(r;))

Preuve : T, est la méme application que dans le cas du lemme (3.2.1), et T3 5, est utilisé
tel que la matrice associée aux cing points usuels, est une M-matrice, on associe au probleme

(3.24) et aux problemes :
—AY, + a¥;, =0 dans

\IAli :gz sur 892

—AY; + a¥, =0 dans €

\ili :gz sur 892

tels que \i’i, ¥, les solutions de ces deux dernitres et gi, gi deux fonctions de C*°(9€2;)

vérifies :

Q|

| gi — Gi llzro0;) <
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pour ¢ = 2 leurs analogue de différences finis et on obtient sur €24 5, I'analogue de I'inégalité :
Ty, > Wy > ¥y

D’apres les hypotheses de régularité, on obtient dans L*(£2; ), (\il, ¥ sont restrictés dans

Q; ) Panalogue de :
| @5 — ¥, ||1=(0,) < Czh® | logh
| &5 — Win || (,) < Czh? | loghl
Ou C¢ est une constante dépendant de C.

La suite de preuve est la méme que dans le cas de lemme (3.2.1).

Lemme 4.1.2 D’apres les hypotheéses du lemme (4.1.1), {uq, ua} est la solution de (2.20),

alors :

I Ty (P (t2) — Frp(u)) lzeory, < Oo(h) = Ch* | loghl (4.16)

| Ty, (Fin(ua) — Fon(uz)) lloer,,) < 6Oo(h) = Ch? | logh]|

Preuve : On considere sur €24, le probleme :

—Ag(Z24) (M) + a(Z24) (M) = f(M) VM € 8%,
(4.17)

Z2,n\Ty, = T2,nUs2 Z2,n\0920T5 5
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et d’apres les hypotheses de régularité, on obtient ici, par I'approximation classique L :
| 22 \@yp =% llz=(02,,)< Ch® | log h|

qui implique (4.16).

Pour Tz',h qui supposé dans le chapitre (3).
pizszl,hFil,hul = Trpuq

ou Ty p, est la méme que dans (3.2).

D’apres le lemme (3.2.2), on sait que :
| T2p(u1) — w2 || Lo (rs)< Oo(h) (4.18)
Soit 'opérateur 4 4, vérifie :
| P20 Ton(u1) — F2ptiz [|Loo(rs,) < Oo(h) (4.19)
Mais
_ s 2 _ v
TonTon = TonPp Ty = Ty,

Donc, on obtient (4.16).

Preuve : du théoréme (4.1.1) : Comme dans le cas de théoreme (3.2.1), on peut choisir ici,

par le lemme (4.1.1), h tel que pour h < h.

1+4q

| Tjn 1li@oe i), 0o0sn)) < <1 (4.20)

max | #in(ws) — wjin Nz, <l Fint; — Tjn(Finws) ||z,

+ || Tjn(Finui) — Tjn(win) ||reo(r; )

o(h) +1 max || 7in(ui) — tin [l



4.1 Notations et hypotheses : 64
Donc :
_ 200 (h)
max || 7in(ws) — win llzemn< T
On considérons maintenant le probleme auxiliaire suivant :
a1(Z1,n,vn) = (f, o)1 Vo, € th
£y € V) =y
et
—As(Z2,0) (M) + a(Z20) (M) = fF(M) VM € 0Qz,
(4.21)
Za,n\og2, n00 = 0 Z2.h\Tay = To,n2(M)
et on a les estimations suivantes :
| 210 — 21 |lzeo(0) < Oony
(4.22)
| 22 — 22\, ||22(Q20) < Bon)
Donc :
| 21 — z1n llze@y < |l Zop — Zan |lze@n) + || Zn — 200 Loy (4:23)
| 22 \@,) =220 [z < || 220 — 220 ||zo(@2) + || 220 — 22\ [[20(220)

D’apres (4.22), (4.23) et 'hypothése du principe de maximum, qui est validé pour les deux

probleémes discrets distincts, on obtient finalement (4.20).



CONCLUSION

Dans tout les résultats, il est bien dit que dans le cas du théoréme (3.2.1) de chapitre (3),
comme dans le cas du théoreme (4.1.1) nos résultats sont présentés dans le contexte
des suppositions de régularité du systéme (2.1) qui donne un ordre d’approximation standard

h? | log h| pour le probléme de poisson .

Si ces hypotheses ne sont pas satisfaites, la méthodologie présentée ici est bien faite, a
condition qu’on assure la convergence de 61 (h) vers 0 en h, mais ceci va conduire &

une réduction de l'ordre de convergence donnée par cette méthodologie.



EXTENSION DU TRAVAIL

1. Exprémentation numérique pour un probleme de poisson discrétisé par éléments finis et

différences finis mixte (cas nomatching grid).

2. Méthode de décomposition en m-sous-domaines (m > 2), éléments finis - différences finis

mixte.

3. Méthode de décomposition en deux sous-domaines éléments finis - différences finis mixte,

pour un systeme d’équations elliptiques.
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