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RÉSUMÉ

Soit Ω un domaine polyédrique borné de R2(ou R3). Dans ce travail, Ω est décomposé
en deux sous-domaines avec recouvrement Ω1, Ω2 (i = 1, 2). Sur Ω1 nous considérons
la discrétisation par la méthode des éléments finis. On définit la base usuelle des fonctions
affines φl, l = {1, 2, ...M(h)} par φl(Mk) = δlk, où Mk désigne le sommet de la trian-
gulation considérée.

V1,h = {vh ∈ C(Ω̄1)/(vh|Kh ∈ P1)}

Sur Ω2,h on considerè le schéma usuel de différence finie à cinq points (ou sept points
dans les cas 3D).

De plus, on suppose que les noeuds des triangles de Ω1 (tétraèdres dans les cas 3D) se
trouvant dans Ω1 ∩ Ω2, appartiennent à Ω2,h.

Dans le contexte de l’hypothèse de régularité qu’implique un ordre d’approximation stan-
dard h2 | log h| pour le problème de poisson.

Mots clés : Eléments finis, Différences finies, Méthode de Schwarz.



ABSTRACT

Let Ω be a bounded polyedral domain of R2(or R3). In this work, Ω be decom-
posed into two overlapping subdomains Ω1, Ω2 (i = 1, 2). On Ω1 we consider the dis-
cretisation by finite elements methods. We defined the usual basis of affine functions φl,
l = {1, 2, ...M(h)} by φl(Mk) = δlk where Mk is a submit of the considered triangula-
tion .

V1,h = {vh ∈ C(Ω̄1)/(vh|Kh ∈ P1)}

On Ω2,h we consider the usual five points (or seven points in the 3D cases) finite diffe-
rence scheme.

Moreover we assume that the nodes of triangles of Ω1 (tetraedrons in 3D cases) Iying in
Ω1 ∩ Ω2, belong to Ω2,h.

In the context of the regularity assumption wich implies standard h2 | log h| order of
approximation for poisson’s problem.

Key words : Finite elements, Finite differences, Schwarz method.
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PRELIMINAIRE

1. Soit Ω un ouvert borné de RN à frontière lipschitzienne.

2. L∞ est l’espace de Banach, des fonctions mésurables et bornées définies presque par-
tout de Ω dans R.

La norme de L∞(Ω) est :

∥f∥∞ = inf{ c > 0, | f(x)| < c p.p sur Ω}

3. LP (Ω) est l’espace de Banach, des fonctions définies p.p de Ω dans R mésurables
tel que | f(x)|p est intégrable sur Ω.

La norme de Lp(Ω) est :

∥f(x)∥p =
(∫

Ω
| f(x)|pdx

) 1
p

4. Soit m> 1 ; un entier, et p un réel avec 1 ⩽ p ⩽ ∞ : W m,p(Ω) désigne l’espace
de Sobolev des fonctions de Lp(Ω) dont les dérivées partielles jusqu’à l’ordre m sont
dans Lp(Ω) muni de la norme ∥.∥W m,p(Ω).
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5. W 1,2(Ω) = H1(Ω).

H1
0 = {υ ∈ H1(Ω), γυ = 0 sur ∂Ω}

Où γ est l’application de trace sur la frontière de Ω.

6. V désigne un espace de Hilbert de H1(Ω) ou H1
0 (Ω).

∥υ∥H1 = (
∫

Ω
(υ)2 +

∫
Ω

(∇υ2))
1
2

7. Le lemme de LAX-MILGRAM :

a) Soit V un espace de Hilbert de la norme ∥.∥V .
b) f est une forme linéaire continue sur V, il existe une constante positive notée ∥f∥V

telle que :
⟨f, υ⟩ ⩽ ∥f∥V ∥υ∥V

c) a une forme bilinéaire continue sur V × V , il existe une constante α telle que :
∀u, v ∈ V :

| a(u, v)| ⩽ α∥u∥V ∥v∥V

d) La forme bilinéaire a est coercive, i.e ∃β > 0 tel que :

a(u, v) ⩾ β∥u∥V ∀u ∈ V

Alors, il existe une solution unique u ∈ V telle que :

a(u, v) = l(v)

8. Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

∥u∥ = (u, u)
1
2 , | a(u, v)| ⩽ ∥u∥∥v∥ ∀u, v ∈ H

9. Inégalité de MINKWISKY : 1 ⩽ p ⩽ ∞ et u, v ∈ Lp(Ω) alors :

∥u + v∥Lp(Ω) ⩽ ∥u∥LP (Ω) + ∥v∥Lp(Ω)
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10. Soit P1 est l’espace des fonctions polynomiales de degré inferieur ou égale à 1

telle que :
P1 = {p : p(x, y) = αx + βy + γ α, β, γ ∈ R}

11. Formule de GREEN :

∫
Ω

−∆uvdx =
∫

Ω
▽u▽υdx −

∫
∂Ω

∂u

∂η
dσ

∇ désigne le gradient.

12. Classification des EDP :

Il existe des types d’équations très différents avec des dérivées partielles qui peuvent
être classées selon ce qui suit :
EDP elliptiques, paraboliques et hyperboliques, Si on considère la forme géné-
rale d’une EDP d’ordre 2 :

A
∂2u

∂x2
+ B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+ D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ F u = G

Où A, B, C, D, E, F et G sont considérés constants pour simplifier.

Le type de l’EDP dépend du signe de B2 − 4AC.

Si : B2 − 4AC < 0, Alors l’EDP est dite : Elliptique.

Si : B2 − 4AC = 0, Alors l’EDP est dite : Parabolique.

Si : B2 − 4AC > 0, Alors l’EDP est dite : Hyperbolique.



INTRODUCTION

Les méthodes de décomposition de domaine ont subit depuis leur introduction par
Schwarz en 1890 un développement intense et trés accéléré durant les deux dernières dé-
cennies. Ceci est dû principalement au développement considérable qu’a vecu le monde
des ordinateurs durant cette période.

Ces méthodes permettant principalement de réduire des systèmes de grande taille
à des systèmes de petites taille facile et moins coûteux de point de vue résolution. Elle
permettent aussi de transformer des problèmes aux limites posés sur des régions à géo-
métrie irrégulière à un ensembles des problèmes posés sur des sous domaines régulies
et simples.

La première idée à été introduite par Schwarz, c’est pour quoi une attention parti-
culière a été accordée et un nombre important de travaux réalisés depuis plus de deux
décennies sur la méthode Alternée de Schwarz en particulier et les méthodes de décom-
position en sous domaines sur les équations aux dérivées partielles, et plus précisement
avec recouverement pour un problème elliptique modèle avec conditions de Dirichlet
aux bord.
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Dans ce travail, on étudie quatre parties éssentielles :

Dans la première partie, on donne un rappel de notre problème dans le cas continu
(assurer l’existence et l’unicité de la solution) et dans le cas discret (deux types
de discrétisations supposés).

La deuxième partie consiste à l’étude de la méthode Alternée de Schwarz "Matching
grid method", puis dans la troisième en étudie la même méthode avec "Nomatching grid
method".

Enfin, une discrétisation mixte (éléments finis - différences finis) a été faite pour
le cas nomatching. L’ordre de convergence obtenu est h2 | log h|.



CHAPITRE

1

PROBLÈME CONTINU

1.1 Position de problème :

Soit le problème suivant :


−∆u + αu = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(1.1)

Où Ω = (0, 1) × (0, 1), on choisit f telle que la solution exacte est :

u(x, y) = sin(πx) sin(πy)
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1.1.1 Formulation Variationnelle :

Soit H1
0 (Ω) l’espace de Hilbert telle que u, v ∈ H1

0 (Ω).

Multiplions l’equation (1.1) par v ∈ H1
0 (Ω) et intégrons sur Ω :

∫
Ω

(−∆u + αu)υdx =
∫

Ω
fvdx

⇒
∫

Ω
(−∆uv + αuv)dx =

∫
Ω

fvdx

On utilisant la formule de GREEN :

On a u = v = 0 sur ∂Ω ⇒
∂u

∂η
= 0 sur ∂Ω

Alors : ∫
Ω

(∇u∇v + αuv)dx =
∫

Ω
fvdx

Donc la formulation variationnelle du problème (1.1) est donnée par :

 Trouver u ∈ H1
0 telle que :

a(u, v) = ⟨f, v⟩ ∀v ∈ H1
0 (Ω)

Où :

a(u, v) =
∫

Ω
(∇u∇v + αuv)dx

⟨f, v⟩ =
∫

Ω
fvdx

1.1.2 Existence et Unicité de la solution :

Si a(., .) est une forme bilinéaire continue et coercive sur H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) et la forme
linéaire ⟨f, v⟩ est continu sur H1

0 (Ω), le lemme de LAX-MILGRAM assure l’existence
et l’unicité de la solution du problème (1.1).
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a- Continuité :

| a(u, v)| ⩽
∣∣∣∣∫

Ω
(∇u∇v + αuv)dx

∣∣∣∣

| a(u, v)| ⩽
∫

Ω
| (∇u∇v + αuv)|dx ⩽

∫
Ω

(| ∇u∇v|dx + α | uv|)dx

⩽ (
∫

Ω
| ∇u|2dx)

1
2 (

∫
Ω

| ∇v|2dx)
1
2 + α(

∫
Ω

| u|2dx)
1
2 (

∫
Ω

| v|2dx)
1
2

⩽ max(1, α)(
∫

Ω
| ∇u|2dx+ | u|2dx)

1
2 (

∫
Ω

| ∇v|2dx+ | v|2dx)
1
2

⩽ β ∥ u ∥H1
0 (Ω)∥ υ ∥H1

0 (Ω) (β > 0)

D’où la continuité de a(., .).

b- Coercivité :

a(u, u) = (
∫

Ω
| ∇u|2 + αu2)dx

⩾ min(1, α) ∥ u ∥H1
0 (Ω)

⩾ γ ∥ u ∥H01(Ω) (γ > 0)

D’où la coercivité de a(., .).

c- Continuité de l(v) :

|l(v)| =
∣∣∣∣∫

Ω
fvdx

∣∣∣∣
⩽ (

∫
Ω

| f |2dx)
1
2 (

∫
Ω

| v|2dx)
1
2

⩽ δ ∥ v ∥L2(Ω)

⩽ δ ∥ v ∥H1
0 (Ω) (δ > 0)

D’où la continuité de l(v).

Finalement, le problème (1.1) admet une solution unique.
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1.2 Discrétisation par la méthode des éléments fi-

nis :

1.2.1 Domain d’application :

La méthode des éléments finis est principalement utilisée pour résoudre des pro-
blèmes de domaines continus et complexes en ingénierie et en sciences appliquées,
tels que les problèmes de structures, de thermodynamiques, de fluides.....etc.

1.2.2 Discrétisation :

La méthode des éléments finis est la méthode de référence par le calcul des solutions
des problèmes aux limites elliptique. Le principe de cette méthode est directement issu
de l’approche variationnelle. Elle est basée sur le replacement de l’espace de Hilbert V
sur lequel la formulation variationnelle par un sous espace Vh de dimension fini.

Le problème posé sur Vh se ramène à la simple résolution d’un système linéaire,
dont la matrice est approchée ; matrice de régidité.

Par ailleur, on peut choisir le mode de construction de Vh soit une bonne approxi-
mation de V tel que la solution uh dans Vh de la formulation variationnelle soit "proche"
de la solution exacte u dans V.

On pose le problème suivante :


−∆u + αu = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(1.2)

Ω = (0, 1) × (0, 1) et f ∈ L2(0,1).

V = H0(0, 1) = {v ∈ H1(0, 1)/v\∂Ω = 0}
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I = [0, 1] on discrétise sur l’espace des éléments finis suivant :

Vh = {vh ∈ C(Ī)|vh ∈ P1(Ii) 1 ⩽ i ⩽ N vh\∂Ω = 0}

Où 0 = x0 ⩽ x1 ⩽ ....... ⩽ xN = 1

Les points sont appelés les noeuds, et les sous intervalles Ii = [xi−1, xi] sont appelés
les éléments.

h est le pas de discrétisation tel que :

h = max hi hi = xi − xi−1 1 ⩽ i ⩽ N

Pour les fonctions de base, on introduit les fonctions associées à les noeuds x1........xN .

Pour i = 1, ..., N − 1

Φi(x) =



x − xi−1

hi

xi−1 ⩽ x ⩽ xi

xi+1 − xi

hi+1
xi ⩽ x ⩽ xi+1

0 sinon

Pour i = N

ΦN (x) =



x − xN−1

hN

xN−1 ⩽ x ⩽ xN

0 ailleurs

Ces fonctions sont linéairement indépendantes et continues.



1.2 Discrétisation par la méthode des éléments finis : 18

La méthode des élément finis correspondante est comme suit :

Trouver uh ∈ Vh telle que :

∫
Ω

∇uh∇vh + αuhvh =
∫

Ω
fvh ∀vh ∈ Vh

Avec

a(uh, vh) =
∫

Ω
∇uh∇vh + αuhvh

l(vh) =
∫

Ω
fvh

Alors
a(uh, vh) = l(vh)

Admet une solution unique (d’après le lemme de Lax-Milgram).

On écrit :
uh =

N∑
i=1

uiΦi

Cette méthode est équivalente au système linéaire suivant :

a(uh, Φj) = l(Φj) j = 1, N

a(u1Φ1 + u2Φ2 + ....................uN ΦN , Φ1) = l(Φ1)

⇒ u1a(Φ1, Φ1) + .................uN a(ΦN , Φ1) = l(Φ1)

...

u1a(Φ1, ΦN ) + ....................uN a(ΦN , ΦN ) = l(ΦN )

⇒ aij(Φi, Φj) =
∫

suppΦi∩suppΦj

(∇Φi∇Φj + αΦiΦj)dx.
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D’après la définition des fonctions de base, obtient la discrétisation de terme :

∆u = 4Uij − Ui−1,j − Ui,j−1 − Ui+1,j − Ui,j+1

et

∫
K

∇Φi∇Φj =
1
2j


−−→a2a3

2 −−→a2a3.−−→a3a1
−−→a3a1.−−→a1a2

−−→a2a3.−−→a3a1
−−→a3a1

2 −−→a3a1.−−→a1a2
−−→a3a1.−−→a1a2

−−→a3a1.−−→a1a2
−−→a1a2

2


Avec

| J | = 2air(K) = 2.
h2

2
= h2

−−→a2a3
2 = (x3 − x2)2 + (y3 − y2)2 = 2h2

−−→a2a3.−−→a3a1 = (x3x2).(x1x3) + (y3y2).(y1y3)

= (−h2) + (−h)(0)

= −h2

−−→a3a1.−−→a1a2 = (h2)(0) + (−h)(h) = −h2

La matrice de régidité local est alors :

R =
2h2

h2


2 −1 −1

−1 1 0

−1 0 1

 =


1 −

1
2

−
1
2

−
1
2

1
2

0

−
1
2

0
1
2


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D’après le calcul, on obtient une matrice d’assemblage telle que :



aii = 4

ai,i+1 = −1

ai,i+N = −1

De même pour la discrétisation du terme αu :

α
h2

2
Uij + α

h2

12
(Uij − Ui−1,j − Ui,j−1 − Ui+1,j − Ui,j+1)

Alors la discrétisation du problème : −∆u + αu = f est :

(4 + α
h2

2
)Uij + (α

h2

12
− 1)Ui−1,j + (α

h2

12
− 1)Ui,j−1 + (α

h2

12
− 1)Ui+1,j

+ (α
h2

12
− 1)Ui,j+1 + α

h2

12
(Ui−1,j−1 + Ui+1,j+1) = h2f

On pose :

A = 4 + α
h2

2
, B = α

h2

12
− 1 , C = α

h2

12
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Finalement on trouve la matrice tridiagonale globale suivante :

Q =



A B 0 0 0 B C 0 0.....

B A B 0 0 0 B C 0.....

0 B A B 0 0 0 B C.....

0 0 B A B 0.... ... ... ...

0 0 0 0 A B 0 .... ...

B 0 0 .. .. .. ...
. . . . . . . . . ...

0 0 0 .. .. .. ..
. . . ...

. . . . . . ...

0 0 0 .. .. .. ...
. . . ...

. . . . . . ...

0 0 0 .. .. 0 0 0 B



1.3 Application de la méthode de relaxation :

La méthode de relaxation est une méthode itérative associée à la décomposition :

M =
D

W
− E N =

1 − W

W
D + F

telle que : Q = (qi,j)1⩽i,j⩽N et Q = D − E − F

Où : D = diag(qi,i)

E : la partie triangulaire inférieure.

F : la partie triangulaire supérieure .

Pour que cette méthode soit bien définie, il faut que la matrice D soit inversible .
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Soit wopt ∈ R+ un paramètre qui minimise le rayon spectral de la matrice d’itération
M−1N , et donc qui maximise la vitesse de convergence.

Algorithme :

U0 donnée

Un étant connue

Déterminer Un+1

D’après l’algorithme, calcule UN+1
ij :

UN+1
ij =

1
A

[h2fij −BUi−1,j +BUi,j−1 +BUi+1,j +BUi,j+1 +C(Ui−1,j−1 +Ui+1,j+1)]

UN+1
i,j =

w

qii

h2fij −
i−1∑
j=1

qijUN+1
j −

N∑
j=i+1

qijUk
j

 + (1 − w)Uk
i (i, k = 1.....N)

On arrète le procéssus itératif quand :

∥ UN+1 − UN ∥∞< ξ

telle que : ξ est suffisament petit.

1.4 Discrétisation par la méthode des différences finis :

1.4.1 Domaine d’application :

La méthode des différences finies est principalement utilisée pour résoudre des équations
différentielles ordinaires ou partielles dans des domaines simples, tels que des problèmes uni-
dimensionnels ou bidimensionnels.
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1.4.2 Discrétisation :

La méthode des différences finis consiste à remplacer le problème"continu" par le pro-
blème "discret" dont la solution est donnée par résolution d’un système linéaire.

Plus précisement, elle consiste à remplacer approximativement chaque dérivée des équa-
tions différentielles du problème par le rapport des différences.

Prenons le problème suivant :


−∆u + αu = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(1.3)

Ω =]0, 1[×]0, 1[.

On subdivise l’intervalle [0, 1] en sous intervalles de longueur h =
1
N

telle que :

xi = ih i = 1, ..., N

xj = jh j = 1, ..., N

On prend un maillage uniforme c.à.d la longueur de chaque intervalle égale h selon l’axe de
x ou de y.

−(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
) + αu = f(x, y)

Utilisant maintenant la formule de Taylor en (xi, yi) en avant :

xi = xi−1 + ih , yi = yi−1 + ih
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u(xi+1, yj) = u(xi, yi) +
h

1!
·

∂u

∂x
(xi, yi) +

h2

2!
·

∂2u

∂x2
(xi, yj)

+
h3

3!
·

∂3u

∂x3
(xi, yj) +

h4

4!
·

∂4u

∂x4
(ξ1

i , yj) ξ1
i ∈ (xi, xi+1)

La variable y est supposé comme constante. De même, on applique la formule de Taylor en
(xi, yi) en arrière :

u(xi−1, yj) = u(xi, yj) −
h

1!
.
∂u

∂x
(xi, yj) +

h2

2!
·

∂2u

∂x2
(xi, yj)

-
h3

3!
·

∂3u

∂x3
(xi, yj) +

h4

4!
·

∂4u

∂x4
(ξ2

i , yj) ξ2
i ∈ (xi, xi+1)

u(xi+1, yj)+u(xi−1, yj) = 2u(xi, yj)+h2 ∂2u

∂x2
(xi, yj)+

h4

4!

[
∂4u

∂x4
(ξ1

i , yj) +
∂4u

∂x4
(ξ2

i , yj)
]

On appliquant le théorème de la moyenne :

∃ξi : (ξ1
i , ξ2

i ) où ξi ∈ (xi−1, xi+1)

u(xi+1, yj) + u(xi−1, yj) = 2u(xi, yj) + h2 ∂2u

∂x2
(xi, yj) +

h4

12
·

∂4u

∂x4
(ξi, yj)

∂2u

∂x2
(xi, yj) =

u(xi+1, yj) − 2u(xi, yj) + u(xi−1, yj)
h2

− Ψ(h2)

Ψ(h2) =
h4

12
·

∂4u

∂x4
(ξi, yj)

Ψ(h2) tend vers zéro lorsque h → 0 .
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On refait la même chôse pour y c.à.d :

u(xi, yj+1) = u(xi, yj) +
h

1!
.
∂u

∂y
(xi, yj) +

h2

2!
·

∂2u

∂y2
(xi, yj)

+
h3

3!
·

∂3u

∂y3
(xi, yj) +

h4

4!
·

∂4u

∂y4
(xi, θ1

j ).....(1) θ1
j ∈ (yi, yi+1)

u(xi, yj−1) = u(xi, yj) −
h

1!
.
∂u

∂y
(xi, yj) +

h2

2!
·

∂2u

∂y2
(xi, yj)

-
h3

3!
·

∂3u

∂y3
(xi, yj) +

h4

4!
·

∂4u

∂y4
(xi, θ2

j ).....(2) θ2
j ∈ (yi−1, yi)

Additionant (1) et (2) et appliquant le théorème de moyenne, on obtient :

∂2u

∂y2
(xi, yj) =

u(xi, yj+1) − 2u(xi, yj) + u(xi, yj−1)
h2

− Φ(h2)

Avec
Φ(h2) =

h4

12
·

∂4u

∂y4
(θj, yj)

Φ(h2) tend vers zéro lorsque h → 0.

On peut alors approximer u(xi, yi) = uij 1 ⩽ i ⩽ N − 1

f(xi, yi) = fij

Le problème alors :

−
[

ui+1,j − 2uij + ui−1,j

h2
+

ui,j+1 − 2uij + ui,j−1

h2

]
+αuij = fij 1 ⩽ i, j ⩽ N −1
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Multiplions par h2 et regroupons les termes identiques, on obtient le système :

(Ph)


ui+1,j − ui,j+1 + (αh2 + 4)uij − ui−1,j − ui,j−1 = h2fij

ui,0 = 0, u0,j = 0, uN,j = 0, ui,N = 0

(Ph) est appelé le problème discret.

Ecrivons le problème discret (Ph) sous forme d’un système matriciel, pour i = j = 1

−u2,1 − u1,2 + (αh2 + 4)u1,1 − u0,1 − u1,0 = h2f11

Le système devient ; par exemple dans le cas d’une matrice (9 × 9)(9 × 9) :



4 −1 0 −1 0 0 0 0 0

−1 4 −1 0 −1 0 0 0 0

0 −1 4 0 0 −1 0 0 0

−1 0 0 4 −1 0 −1 0 0

0 −1 0 −1 4 −1 0 −1 0

0 0 −1 0 −1 4 0 0 −1

0 0 0 −1 0 0 4 −1 0

0 0 0 0 −1 0 −1 4 −1

0 0 0 0 0 −1 0 −1 4





u11

u22

.

.

.

.

.

.

U99



=



h2f11 + u0,1 + u1,0

.

.

.

.

.

.

.

h2f99 + u9,8 + u8,9



Remarque 1.4.1 La convergence finale de cette méthode est assurée grâce aux deux
propriétés fondamentales qui sont : consistance et stabilité.
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1.5 La résolution du système (Ph) :

La matrice de ce système est sous forme :

A∗ =


K −I 0

−I K 0

0 −I K



Pour résoudre ce système A∗X = b, On propose un algorithme de CROUT-LITT car :

| A∗| ̸= 0 avec A∗ = LU vérifier :

 A∗X = b

LUX = b
⇔

 LU = b

UX = Y

telle que :

L =



α11 0 0....... 0

α21 α22 0...... 0
... ... . . . ... 0

αN1 αN2 ... αNN

 U =



β11 β12 ... β1N

0 β22 ... β1N

... ... . . . ... β(N−1)N

0 0... 0 βNN



y1 =
b1

α11
.

yi =
1

α11

bi −
i−1∑
j=1

αijyj

 .

xN =
yN

βii

yi −
N∑

j=i+1
βijyj

 .
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1.6 Comparaison entre les deux méthodes :

1.6.1 Analytiquement :

a. Méthode des éléments finis :

Formulation intégrale (variationnelle) :

(P )


Trouver u ∈ V :

a(u, v) = l(v) ∀v ∈ V

Vh est un espace de fonction définie sur Ω :

(Ph)


Trouver uh ∈ Vh :

a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ Vh

b. Méthode de différences finis :

Formulation ponctuelle :

(Q)

 u = f

Lu = g

Ah, Lh sont les opérateurs linéaires "approximation" de L et A :

(Qh)

 Ahuh = fh

Lhuh = gh
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1.6.2 Généralement :

Les problèmes (Ph) et (Qh) conduisent à des systèmes linéaires dont les matrices ont
des propriétés similaires creuses et grande taille.

La méthode des éléments finis a l’avantage de permettre une prises en compte simple et
systématique des conditions aux limites quelle que soit la forme de domaine.

Cependant, la méthode de différences finis est plus facile à mettre en oeuvre sur
des problèmes simples.

La méthode des éléments finis est plus adaptée pour les domaines complexes avec
des géométries irrégulières, tandis que la méthode de différences finis est plus adaptée pour
les domaines réguliers avec des équations différentielles simples.

La méthode des éléments finis offre une meilleure précision pour les problèmes continus
mais elle est généralement plus complexe à mettre en oeuvre et à résoudre que la méthode
de différences finis .

La méthode de différences finis est plus simple et plus intruitive, mais elle peut être limi-
tée en termes de capacité à géré des domaines complexes et des conditions aux limites non
standard.

En résumé, bien que les deux méthodes soient utilisées pour résoudre des problèmes
numériques, elles sont addaptées à des types différents des problèmes et présentent des com-
promis différents en termes de précision et de complexité de mise en oeuvre.



CHAPITRE

2

MÉTHODE ALTERNÉE DE SCHWARZ
"MATCHING GRID METHOD"

2.1 Le problème continu :

On considère une méthode de décomposition en sous domaines avec recouvrement pour
un problème élliptique modèle avec conditions de Dirichlet au bord. Plus précisément il s’agit
de problème suivant :


−∆u = f sur Ω

u = 0 sur ∂Ω

(2.1)

Où Ω est un ouvert borné, à frontière régulière de R2.

f étant une fonction donnée dans L2(Ω).
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La formulation variationnelle de ce problème est donnée par :



Trouver u ∈ H1
0 (Ω)

a(u, v) = ⟨f, v⟩ ∀v ∈ H1
0 (Ω)

(2.2)

a(u, v) =
∫

Ω
∇u∇vdx

⟨f, v⟩ =
∫

Ω
fvdx

D’après le lemme de Lax-Milgram, ce problème admet une solution unique.

2.1.1 Description de l’alternative de Schwarz :

On décompose Ω en l’union de deux sous domaines Ω1 et Ω2 tels que :

Ω = Ω1 ∪ Ω2 et Ω1 ∩ Ω2 ̸= ∅

On note par :
Γi = ∂Ωi ∩ ∂Ωj i, j = 1, 2

Ω12 = Ω1 ∩ Ω2

Théorème 2.1.1 [5] Le problème (2.1) est équivalent aux problèmes suivantes :



a(ui, v) = ⟨f, v⟩Ωi
∀v ∈ H1

0 (Ωi) (i = 1, 2)

ui\Γi
= uj \Γi

i ̸= j i = 1, 2

ui\∂Ω∩Ωi
= 0 i = 1, 2

(2.3)
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Preuve : Soit vi ∈ H1
0 (Ωi), v son prolongement par 0 à Ω.

On a :

a(u, v) = ai(ui, vi)

(f, v)Ω = (f, v)Ωi

Comme a(u, v) = (f, v)Ω alors :

ai(ui, vi) = (f, v)Ωi

Réciproquement, montrons que si u1 et u2 sont des solutions de système (2.3), on a :

u =

 u1 sur Ω1

u2 sur Ω2

est la solution de : a(u, v) = (f, v).

Soit u ∈ H1
0 (Ω), il existe (v1, v2) ∈ H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω) telle que :

v = v1 + v2
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D’où :

a(u, v) = a(u, v1) + a(u, v2)

= a(u1, v1) + a(u2, v2)

= (f, v1)Ω1 + (f, v2)Ω2

=
∫

Ω1
fv1dx +

∫
Ω2

fv2dx

=
∫

Ω
fv1dx +

∫
Ω

fv2dx

=
∫

Ω
f(v1 + v2)dx =

∫
Ω

fvdx

⇒ a(u, v) = (f, v)Ω

L’alternative de Schwarz consiste à résoudre les deux sous problèmes suivants :

Soit u0 une initialisation dans H1
0 (Ω). On construit les deux suites (u2n+1)n⩾0 , (u2n)n⩾1

solutions respectives de :


−∆u2n+1 = f sur Ω1

u2n+1 = u2n sur Γ1

(2.4)


−∆u2n = f sur Ω2

u2n = u2n−1 sur Γ2

(2.5)
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Les problèmes (2.4) et (2.5) ont les formulations variationnelles suivantes :

a(u2n+1, v1) = (f, v)Ω1 ∀v1 ∈ H1
0 (Ω1) u2n+1 = u2n sur Γ1

a(u2n, v2) = (f, v)Ω2 ∀v2 ∈ H1
0 (Ω2) u2n = u2n−1 sur Γ2

qui sont équivalentes à :

a(u2n+1 − u, v1) = 0 ∀v1 ∈ H1
0 (Ω1)

u2n+1 − u2n ∈ H1
0 (Ω1)

a(u2n − u, v2) = 0 ∀v2 ∈ H1
0 (Ω2)

u2n − u2n−1 ∈ H1
0 (Ω2)

Proposition 2.1.1 La suite {u2n, u2n+1} solution de problème (2.4) et (2.5) vérifie :

u2n+1 − u = PV1(u − u2n) ∀n ⩾ 0 (2.6)

u2n − u = PV2(u − u2n−1) ∀n ⩾ 1 (2.7)

Où PVi
est la projection sur Vi pour i = 1, 2.

Remarque 2.1.1 On peut réecrire ces résultats sous la forme :

u − u2n+1 = PV1 ⊥ (u − u2n) ∀n ⩾ 0 (2.8)

u − u2n = PV2 ⊥ (u − u2n−1) ∀n ⩾ 1 (2.9)

Où V ⊥
i est l’orthogonale de Vi .
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2.1.2 Convergence de l’Alternative de Schwarz dans le cas continu :

L’Alternative de Schwarz pour les problèmes (2.4) et (2.5) est équivalente à une suite
de projection sur des espaces V de Hilbert. Pour étudier la convergence de la méthode, on
est ramené à étudier le comportement de la suite (vn) définie par :

v2n+1 = u − u2n+1 n ⩾ 0 (2.10)

v2n = u − u2n n ⩾ 1 (2.11)

D’après (2.8) et (2.9) on a :

v2n+1 = P ⊥
V1

v2n et v2n = P ⊥
V2

v2n−1

D’où :
v2n+1 = P ⊥

V1
P ⊥

V2
v2n−1

On a le théorème de convergence suivant :

Théorème 2.1.2 [6] Si V = V1 + V2 ou V = V1 + V2, alors la suite (vn) converge vers
0, de plus il existe une constante k ∈]0, 1[ telle que :


∥ PV1 ⊥ PV2 ∥⩽ k

| v2n+1| ⩽ k2 | v0| ∀n ⩾ 0

(2.12)

La décomposition de ce théorème est basée sur les deux lemmes suivants :

Lemme 2.1.1 Si Ω est un L-domaine alors H1
0 (Ω) = H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω).
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Lemme 2.1.2 Il existe une constante C0 positive telle que :

| v| ⩽ C0{| P ⊥
V1

v|2 + P ⊥
V2

v|2}
1
2 (2.13)

Preuve : Voir [3].

2.1.3 Convergence de l’Alternative de Schwarz dans le cas discret :

Soit Vi = Vh ∩H1
0 (Ω), où Vh est l’espace des éléments finis défini sur Ωi, i.e Vh ⊂ H1

0 (Ω).

La solution approchée de (2.1) est un élément uh ∈ Vh définie par :

ah(uh, vh) = ⟨f, vh⟩ ∀vh ∈ Vh (2.14)

La formulation variationnelle de l’alternative de Schwarz dans le cas discret est :

aΩ(u2n+1 − u2n, vh) = (f, vh)Ω − aΩ(u2n, vh)

= aΩ(uh − u2n, vh) ∀vh ∈ Vh ∩ H1
0 (Ω1)

aΩ(u2n − u2n−1, vh) = (f, vh)Ω − aΩ(u2n, vh)

= aΩ(uh − u2n−1, vh) ∀vh ∈ Vh ∩ H1
0 (Ω2)

Où :
u2n+1 − u2n ∈ H1

0 (Ω1) et u2n − u2n−1 ∈ H1
0 (Ω2)
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Ces valeurs sont les projections sur Vi de uh − u2n et uh − u2n−1 respectivement :

u2n+1
h − u2n

h = PVi
(uh − u2n

h ) et u2n
h − u2n−1

h = PVi
(uh − u2n−1

h )

Où PVi(i=1,2) est la projection orthogonale de Vh sur Vi .

Pour étudier la convergence d’un autre point de vue, qui dépend de la triangulation et qui
tronsforme l’alternative de Schwarz en deux problèmes indépendants définis sur Ω1 et Ω2

respectivement.

On procède de la manière suivante :

Soit z la solution du problème :


−∆z = f sur Ω

z = 0 sur ∂Ω

(2.15)

A ce problème, on associe le système suivant qui a pour solution (z1, z2) :


−∆zi = f = fi sur Ωi

zi = 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω

zi\Γi
= zj \Γi

i = 1, 2

(2.16)
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Considérons yi la solution du problème de Dirichlet suivant :


−∆yi = 0 sur Ωi

yi = 0 sur Ωi ∩ ∂Ω

yi = vi sur Γi i = 1, 2

(2.17)

Et enfin, soit ỹi la solution du problème :


−∆ỹi = fi = f sur Ω

ỹi = 0 sur ∂Ωi i = 1, 2

(2.18)

Remarque 2.1.2 Il est facile de vérifier que zi = yi + ỹi sur Ωi.

Pour étudier l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.16), on le transforme à
un problème du point fixe.

2.1.4 Alternative de Schwarz en tant que problème de point fixe :

Soit E l’espace de trace défini par :

E = E1 × E2 avec Ei = H
1
2 (Γi) i = 1, 2 (2.19)

et T̄j l’application définie par :

T̄j : Ei → Ej

vi 7−→ T̄j(vi) = yi\Γj
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Posons ti = ỹi\Γi
et définissons l’application T par :

T : E → E

(v1, v2) 7−→ T (v) = (T̄1(v2) + t1, T̄2(v1) + t2) (2.20)

= (T1(v2), T2(v1))

Associons le problème de point fixe :

uj = T̄j(uj) + tj = Tj(uj)

Lemme 2.1.3 T est une application contractante sur Ei × Ei.

Preuve : Voir[6].

2.1.5 Etude de la convergence du problème de point fixe discret :

Considérons sur chaque sous domaine Ωi (i = 1, 2), une triangulation régulière τ h et on
considère les fonction de base affines définies par :

Φ(mk) = δk,l

Où mk est un noeud d’un élément et δk,l le symbole de kronecker.

ri,h l’opérateur d’interpolation usuel sur Γi.

Définissons à présent les espaces suivants :

Vi,h = {vh ∈ H1(Ω), vh\kh
∈ P1} Kh ∈ τ h

et pour wi ∈ H
1
2 (Γi)

V
(wi)

i,h = {vh ∈ Vi,h\vh
= 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω et vh = ri,h(wi) sur Γi}
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D’où, on a :
V

(0)
i,h = {vh ∈ Vi,h\vh

= 0 sur ∂Ωi}

L’espace Ei,h étant l’image de Vi,h par l’application de trace γi.

Posons Eh = E1,h × E2,h.

On considère le système suivant :

{u1,h, u2,h} ∈ E1,h × E2,h et zi,h ∈ V
(ui,h)

i,h

telle que : 
ai(zi,h, vh) = (f, vh)Ωi

∀vh ∈ V
(0)

i,h

zi,h\Γi
= ui,h

Où ai(u, v) =
∫

Ωi

∇u∇vdx et (f, v)Ωi
=

∫
Ωi

fvdx

2.1.6 Le problème de point fixe discret :

Soient ỹi,h et yi,h solutions respectivement de :


ai(ỹi,h, vh) = (f, vh)Ωi

∀vh ∈ V
(0)

i,h

ỹi,h = 0 sur Γi (ỹi,h ∈ V
(0)

i,h )

(2.21)

et


ai(yi,h, vh) = 0 ∀vh ∈ V

(0)
i,h

yi,h = ri,h(ui,h) sur Γi (yi,h ∈ V
(ui,h)

i,h )

(2.22)
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On considère l’opérateur T̄i,h défini par :

T̄i,h : Ej,h → Ei,h

uj,h 7→ T̄i,h(uj,h) = ri,h(γi(ui,h))

Enfin, on a l’application Th telle que :

Th : E1,h × E2,h → E1,h × E2,h

(u1,h, u2,h) 7→ T̄1,h
(u2,h) + t1,h, T̄2,h

(u1,h) + t2,h

= (T1,h(u2,h), T2,h(u1,h))

telle que :
ti,h = ri,h(γi(ỹi,h))

Alors le système (2.21) est équivalent au problème de point fixe :

ui,h = Ti,h(uj,h) (2.23)

= T̄i,h(uj,h) + ti,h

De la même manière que dans le cas continu, on démontre que Th est contractance .
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D’où l’existence et l’unicité d’un couple (u1,h, u2,h) ∈ E1,h × E2,h telle que :

Th(u1,h, u2,h) = (u1,h, u2,h)


T̄1,h(u2,h) + t1,h = u1,h

T̄2,h(u1,h) + t2,h = u2,h

On énonce le théorème de convergence suivant :

Théorème 2.1.3 [6]

∥ zi − zi,h ∥1,Ωi
⩽ Ch(| z|2,Ω1+ | z|2,Ω2) (2.24)

La preuve du théorème est basée sur les deux lemmes suivants :

Lemme 2.1.4 [6] Il existe une constante C indépendante de h telle que :

∥ Ti,h(uj) − Ti(uj) ∥1
2 ,Γj

⩽ Ch | z|2,Ω2 i ̸= j i, j = 1, 2

Lemme 2.1.5 [6]
∥ ui − ui,h ∥∞⩽ Ch(| z|2,Ω1+ | z|2,Ω2)



CHAPITRE

3

MÉTHODE ALTERNÉE DE SCHWARZ
"NOMATCHING GRID METHOD"

3.1 Position de problème :

La méthodologie proposée ici permet d’analyser la convergence des problèmes discrets obte-
nus quand chaque sous domaine est discrétisé indépendament avec une méthode des éléments
finis. Les triangles appartenant à la partie commune aux sous domaine ne coincident pas né-
céssairement (Nomatching grids). Plus précisement il s’agit du problème modèle suivant :


−∆u + αu = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(3.1)

Ω désigne un ouvert de R2 ou R3 à frontière lipschitzienne.
f désigne une fonction régulière.
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On décompose Ω en deux domaines Ω1 et Ω2, à frontière lipschitzienne avec recouvrement
telles que :

Ω = Ω1 ∪ Ω2

et

Γ1 = ∂Ω1 ∩ Ω2

Γ2 = ∂Ω2 ∩ Ω1

Ω1,2 = Ω1 ∩ Ω2

On suppose que : Γ1 ∩ Γ2 = ∅.

L’idée consiste à associer au problème (3.1) le système suivant :



−∆ui + αui = fi = f dans Ωi

ui = 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω

ui\Γi
= uj\Γi

(3.2)

Dont la solution est obtenue via la résolution d’un problème de point fixe.
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3.1.1 Application de point fixe associée au système (3.2) :

Pour résoudre le système (3.1), on introduit les sous problèmes suivants :

Soit wi une donnée de C(Γi) et ξi la solution de :


−∆ξi + αξi = fi = f dans Ωi

ξi = 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω

ξi = wi sur Γi

(3.3)

Soit aussi ξ̃i l’unique solution de problème :


−∆ξ̃i + αξ̃i = fi = f dans Ωi

ξ̃i = 0 sur ∂Ωi

(3.4)

Remarque 3.1.1 Il est clair que : ui = ui\Ωi
et ui = ξi + ξ̃i dans Ωi pour i = 1, 2.

3.1.2 Application de point fixe dans le cas continu :

Notons par Ei = C(Γi) et bi = ξ̃i\Γi
. L’application de point fixe associée au système (3.2)

est définie par :

Ti : Ei → Ej

wj 7→ Ti(wi) = T̄i(wj) + bi

Où :
T̄i(wi) = ξi\Γi

(3.5)
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Il est clair que la résolution du système (3.2) se ramène à celle de point fixe suivant :

zi = Ti(zj) (3.6)

Soit :
∥ Ti ∥∞= ki < 1

Par conséquent, il existe un point fixe unique pour (3.6) et donc le système (3.2) admet
une solution unique.

3.2 Le problème discret :

Pour i = 1, 2, Soit τ h
khi

une famille de triangulasions régulières de Ωi où Khi
est un triangle

et hi est son diamètre. On suppose que les triangulations sur Ω1 et Ω2 sont indépendantes
au sens où sur Ω1 ∩ Ω2 un triangle appartenant à une triangulation n’appartient pas néces-
sairement à l’autre.

On considère les espaces des éléments finis suivants :

Vi,h = {v ∈ C(Ωi) : υ\khi
∈ P1} (3.7)

Où P1 est l’espace des polynomes de dégré ⩽ 1.

Maintenent rih l’opérateur d’interpolation sur Γi. Pour wi ∈ C(Γi), on définit :

rih(wi) =
m(h)∑
i=1

wi(Ml)Φl(x, y)

Où (Mi)1,2,...m(h) désignent les sommets de la triangulation qui n’appartiennent à Γ̄i.
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On note par Φl=1,2,...m(h) les fonctions de base usuelles Φl(ms) = δls(δls étant le symbole
de Kronecker).

et

V
(wi)

ih = {v ∈ Vih : v = 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω et v = rih(wi) sur Γi} (3.8)

Donc
V

(0)
ih = {v ∈ Vih : v = 0 sur ∂Ωi} (3.9)

Enfin
Eih = γi(Vjh) pour i ̸= j (3.10)

tel que γi est l’application de trace sur Γi, et Eh = E1,h × E2,h.

Soit

ai(u, v) =
∫

Ωi

(∇u∇v + αuv)dx (3.11)

(f, v) =
∫

Ωi

(fv)dx (3.12)

L’analogue discret du système (3.2) consiste à trouver (u1h, u2h) telle que :



ai(uih, v) = (fv)

uih = 0 sur ∂Ωi ∩ ∂Ω ∀v ∈ V
(0)

i,h

uih\Γi
= ujh\Γi

(3.13)
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Comme dans le cas continu, ce système peut être également décomposer en deux problèmes
découplés :


ai(ξih, v) = 0

ξih ∈ V wi
i,h ∀v ∈ V

(0)
i,h

(3.14)

et


ai(ξ̃ih, v) = 0

ξ̃ih ∈ V wi
i,h ∀v ∈ V

(0)
i,h

(3.15)

Ceci donne lieu au problème de point fixe suivant :

3.2.1 Application du point fixe au système (3.13) :

Soit l’application de point fixe :

Ti,h : Ej → Vi,h (3.16)

wi 7→ Ti,h(wj) = T̄i,h(wj) + bi,h

Où :

T̄i,h(wj) = rih(γi(ξjh)) (3.17)

et
bih = rih(γi(ξ̃ih)) (3.18)

Aussi, comme dans le continu, la résolution du système (3.13) se ramène à celle du point fixe
discret suivant :

zih = Ti,h(zjh) (3.19)
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Remarque 3.2.1 Comme les deux triangulations sur le domaine de recouvrement sont
indépendantes, il est impossible de formuler l’approximation global du problème qui est
l’analogue discret du problème (3.1).

3.2.2 Principe de maximum discret (PMD) [2] :

Les matrices des coefficients générique ai(Φi, Φj) sont supposées M-matrices.

Théorème 3.2.1 [6] Sous les suppositions des problèmes (3.1), (3.7), et le (PMD), il existe
h̄ > 0 tel que pour tout 0 ⩽ h ⩽ h̄, le système (3.13) admet une solution Ψ1h, Ψ2h.
Soit Ψ1, Ψ2 la solution de (3.13) à équivalent Ψi qui est la resriction à Ωi de Ψ ; la solution
du problème global (3.2).

Alors pour h assez petit :

max ∥ Ψi − Ψih ∥L∞(Ωi)⩽ Ch | log h| (3.20)

C est une constante générique indépendante de h.

La preuve est basée sur les deux lemmes suivants :

Lemme 3.2.1 Sous les notations et les suppositions précédentes, l’application Tj,h est
isotone sur C(Γ̄i) donné avec un ordre naturel.

Preuve : L’analogue discret du problème (3.3) peut être définir par le système suivant :

∀p ∈ Ωj,h ai(
∑

M∈Ωj,h

ξjhΦp(x)) = −ai(
∑

M∈Γj,h

wj(M), Φp(x))

qui équivalents à :

∀p ∈ Ωj,h

∑
M∈Γj,h

ξjh(M)aj(ΦM , Φp) = −(
∑

M∈Γj,h

wj(M)aj(ΦM , Φp)) (3.21)
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On considère v1
i , v2

i telles que pour l’ordre naturel :

v1
i ⩾ v2

i (3.22)

Alors, si on considère ζ1
i et ζ2

i les solutions de problème (3.3) avec les valeurs de bord res-
pectivement v1

i et v2
i sur Γi.

Les analogues discrets correspondantes donnent les systèmes suivants :

∀p ∈ Ωi,h :
∑

M∈Ωi,h

ξ1
ih(M)ai(ΦM , Φp) = −

∑
M∈Γi,h

v1
i (M)ai(ΦM , Φp)

et
2∑

M∈Ωi,h

ξ2
ih(M)ai(ΦM , Φp) = −

∑
M∈Γi,h

v2
i (M)ai(ΦM , Φp)

Par soustraction :

∀p ∈ Ωi,h :
∑

M∈Ωi,h

(ξ2
ih−ξ1

ih)(M)ai(ΦM , Φp) = −
∑

M∈Γi,h

v2
i (M)−v1

i (M)ai(ΦM , Φp)

D’après (3.22), on a :

v1
i (M) ⩾ v2

i (M) ∀M ∈ Γi,h

Le (PMD) donne :

ai(ΦM , Φp) ⩽ 0 ∀M ∈ Ωi,h ∀p ∈ Γi,h
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Ces inéquations impliquent :

∑
M∈Ωi,h

(ξ2
ih − ξ1

ih)(M)ai(ΦM , Φp) ⩽ 0 ∀p ∈ Ωi,h

D’où, (PMD) implique :

ξ2
ih − ξ1

ih ⩽ 0 ∀M ∈ Ωi,h

Alors

Tjh(v1
i ) ⩾ Tjh(v2

i )

Lemme 3.2.2 L’application Tih est une constraction strict. i.e

∥ Tih ∥∞= li < 1 (3.23)

Par conséquent, il existe un unique point fixe pour (3.19) et donc le système (3.13) admet
une solution unique.

Preuve : Voir [6].

3.3 Estimation d’erreur :

Cette section est consacrée à la démonstration du résultats principal de ce travail. Mais
pour y par venir on a besoin de quelques résultats intermédières contenus dans les lemmes
suivants :

Lemme 3.3.1 ∥ Tjh(zi) − Tj(zi) ∥L∞(Γj)⩽ Ch2 | log h|
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Preuve : Considérons le problème auxiliaire suivant :


ai(ūih, v) = (f, v)

ūih ∈ V
(zi)

ih ∀v ∈ V 0
ih

(3.24)

Donc
∥ ui − ūih ∥L∞(Ωi)⩽ Ch2 | log h|

Comme

| ui \Γj
−ūih \Γj

| =| Tjh(zi) − Tj(zi)|

D’où le résultat.

Lemme 3.3.2 Sous les hypothèses du lemme (3.2.2) on a :

∥ zi − zih ∥L∞(Γi)⩽
1

1 − li

[Ch2 | log h|]

Preuve :

∥ zi − zih ∥L∞(Γi)⩽∥ zi − Tih(zjh) ∥L∞(Γi) + ∥ Tih(zjh) − zih ∥L∞(Γi)

⩽∥ Ti(zj) − Tih(zi) ∥L∞(Γi) + ∥ Tih(zj) − Tih(zjh) ∥L∞(Γi)

D’après le lemme (3.2.2) et on sait que :

∥ Tjh ∥L(L∞(Γi),L∞(Γj))⩽ 1

Alors

∥ zi − zih ∥L∞(Γi)⩽ Ch2 | log h| + li ∥ zj − zjh ∥L∞(Γj)
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De facon similaire, on obtient également :

∥ zj − zjh ∥L∞(Γj)⩽ Ch2 | log h| + lj ∥ zi − zih ∥L∞(Γi)

Ce qui achève la preuve.

Théorème 3.3.1 [6] ∥ ui − uih ∥L∞(Ωi)⩽ Ch2 | log h|

Preuve : ui et uih étant les solutions des problèmes :



ai(ui, v) = (f, v) ∀v ∈ H1
0 (Ω)

ui ∈ H2(Ω) , ui\Γi
= zi

ui\∂Ωi∩∂Ω = 0

(3.25)

et


ai(ui,h, v) = (f, v) ∀v ∈ V 0

ih

uih ∈ V
(zih)

ih

(3.26)

Considérons le problème auxiliaire suivant :


ai(ũi,h, v) = (f, v) ∀v ∈ V 0

ih

ũih ∈ V
(zi)

ih

(3.27)

Alors compte tenu des hypothèses de régularité, on a :

∥ uih − ũih ∥L∞(Ωi)⩽ Ch2 | log h|
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et

∥ uih − ũih ∥L∞(Ωi)⩽∥ rh(zi) − ri(zih) ∥L∞(Γi)

⩽∥ zi − zih ∥L∞(Γi)

⩽ Ch2 | log h|

Ainsi :

∥ ui − uih ∥L∞(Ωi)⩽∥ ui − ũih ∥L∞(Ωi) + ∥ ũih − uih ∥L∞(Ωi)

⩽ Ch2 | log h|.



CHAPITRE

4

"NOMATCHING GRID METHOD"
ÉLÉMENTS FINIS ET DIFFÉRENCES

FINIS MIXTE

4.1 Notations et hypothèses :

a- On considère sur Ω1, la discrétisation par les éléments finis ; voir chapitre (3).

b- On définit un quadraillage du carré régulier (ou cube en 3D) grille avec le pas h

sur Rn ; Ω2,h sont les points de cette grille qui sont interieurs de Ω2.
∂Ω2,h est inclu dans ∂Ω2.

c- Soit Ω̄2,h = Ω2,h ∪ ∂Ω2,h et Γ2,h = ∂Ω2,h ∩ Ω1

Alors : Γ2,h ⊂ Γ2 = ∂Ω2 ∩ Ω1
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d- On considère sur Ω2,h, les cinq points usuels (ou les sept points de 3D) est dit
schéma en croix ou formule de cinq points de différence finie.

e- De plus, on suppose que les noeuds des triangles de Ω1 sont dans Γ1 appartient
à Ω2,h, alors :

Γ1,h = Ω2,h ∩ Γ1

Ω2,h = ■

∂Ω2,h = •

Ω̄2 est un carré [0, 1] × [0, 1].

On chaque point de grille : Ω2,h = {(ih, jh), i, j = 1...n} = ■

Ω̄2,h =


(ih, jh) i, j = 1...n + 1

(i, j) ̸= (0, 0); (0, n + 1); (n + 1, 0); (n + 1, n + 1)

∂Ω2,h = Ω̄2,h − Ω2,h = •

Figure 4.1 –
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Figure 4.2 –

f- Soit r̃i,h est la restriction de Γi à Γi,h et pi
h est l’opérateur de prolongation

de Γi,h par l’opérateur d’interpolation à une fonction continue définie sur Γi :

ri,h = p1
hr̃i,h (4.1)

On considère le système suivant :


trouver z1,h ∈ V (p1

hu1,h) telle que :

a1(z1,h, vh) = (f, v) ∀vh ∈ V
(0)

1,h

(4.2)

∆5 est l’analogue discret des cinq points de l’aplacien ∆, alors on a le problème :

Trouver z2,h telle que :


−∆5(z2,h)(M) + α(z2,h)(M) = f(M)

z2,h\∂Ω2,h∩∂Ω = 0 z2,h\Γ2,h
= u2,h

(4.3)
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Avec

u1,h = γ1,h(z2,h) = z2,h\Γ1,h

u2,h = r̃2,h ◦ γ2(z1,h)
(4.4)

4.1.1 Application de point fixe discret associé au système (4.3) :

Sur Ω1, on considère tout d’abord :


ỹ1,h∈ V

(0)
1,h telle que :

a1(ỹ1,h, vh) = (f, vh)i ∀vh ∈ V
(0)

1,h

(4.5)

Alors w1,h sera une fonction sur Γ1,h telle que :


y1,h ∈ V (p1

hw1,h) telle que :

a1(y1,h, vh) = 0 ∀vh ∈ V
(0)

1,h

(4.6)

Sur Ω2,h on a ỹ2,h ∈ Ω2,h telle que :


−∆5(ỹ2,h)(M) + α(ỹ2,h)(M) = f(M)

ỹ2,h(M) = 0 ∀M ∈ ∂Ω2,h

(4.7)

Alors w2 sera une fonction continue sur Γ2.
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D’autre part, on a y2,h défini sur Ω2,h tel que :



−∆5(y2,h)(M) + α(y2,h)(M) = f(M) ∀M ∈ ∂Ω2,h

y2,h(M) = 0 ∀M ∈ ∂Ω2,h ∩ ∂Ω

y2,h(M) = r̃2,h(w2)(M) sur Γ2,h

(4.8)

On définit l’application linéaire suivante :

T̄h = {T̄1,h, T̄2,h}

T̄2,h qui associé à w1,h :

T̄2,h(w1,h) = r̃2,h ◦ γ2(y1,h) (4.9)

Avec
γ2(y1,h) = y1,h\Γ2

T̄1,h qui associé à w2 :

T̄1,h(w1) = γ2,h(y2,h) = y2,h\Γ1,h

Alors l’application affine T ′
h = {T ′

1,h, T ′
2,h} avec :

T ′
1,h(w2) = T̄ ′

1,h(w2) + t1,h (4.10)

T ′
2,h(w1,h) = T̄ ′

2,h(w1,h) + t2,h
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et

t1,h = ỹ2,h\Γ1,h
= γ1,h(ỹ2,h)

t2,h = ỹ1,h\Γ2,h
= r̃2,h ◦ γ2(ỹ1,h)

(4.11)

Donc le système (4.3) est équivalent à :

Trouver un point fixe {u1,h, u2,h} tel que :

ui,h = Ti,h(uj,h) (4.12)

et z1,h ∈ V (p1
hu1,h) tel que :

a1(z1,h, vh) = (f, vh) ∀vh ∈ V
(0)

1,h

et


−∆5(z2,h)(M) + α(z2,h)(M) = f(M) ∀M ∈ ∂Ω2,h

z2,h\∂Ω2,h∩∂Ω = 0 z2,h\Γ2,h
= u2,h

(4.13)

Théorème 4.1.1 [6] Sous les hypothèses du problème (3.1) et les notations précédentes,
il existe h̄ > 0 tel que pour tout h ⩽ h̄, h > 0 le système admet une solution unique
{z1,h, z2,h} et zi sera la restriction de z, solution du problème (2.1) à Ωi.

Alors 
∥ z1 − z1,h ∥L∞(Ω1)⩽ Ch2 | log h|

∥ z2 \Ω2,h
−z2,h ∥L∞(Ω2,h)⩽ Ch2 | log h|

(4.14)

Où C est une constante indépendante de h.
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La preuve est basée sur les lemmes suivants :

Lemme 4.1.1 Sous les hypothèses de problème (3.1) et les notations précédantes, ∀ζ > 0,
il existe une constante Mζ et une fonction h → θ1(h), avec 0 ⩽ θ1(h) ⩽ Mζh2 | log h|+ζ

telle que :

∥ T̄j,h ∥L(L∞(Γi,h),L∞(Γj,h))⩽ qj + θ1(h) (4.15)

Où

qj =∥ T̄j ∥L(L∞(Γi),L∞(Γj))

Preuve : T̄2,h est la même application que dans le cas du lemme (3.2.1), et T̄1,h est utilisé
tel que la matrice associée aux cinq points usuels, est une M-matrice, on associe au problème
(3.24) et aux problèmes :


−∆Ψ̂i + αΨ̂i = 0 dans Ωi

Ψ̂i = ĝi sur ∂Ωi


−∆Ψ̌i + αΨ̌i = 0 dans Ωi

Ψ̌i = g̃i sur ∂Ωi

tels que Ψ̂i, Ψ̌i les solutions de ces deux dernières et ĝi, g̃i deux fonctions de C∞(∂Ωj)

vérifies :
∥ ĝi − g̃i ∥L1(∂ΩI

) ≤
ζ̄

C
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pour i = 2 leurs analogue de différences finis et on obtient sur Ω1,h l’analogue de l’inégalité :

Ψih ≥ Ψ̂ih ≥ Ψ̌ih

D’après les hypothèses de régularité, on obtient dans L∞(Ωi,h), (Ψ̂, Ψ̌ sont restrictés dans
Ωi,h) l’analogue de :

∥ Ψ̂i − Ψ̂i ∥L∞(Ωi
) ⩽ Cζ̄h2 | log h|

∥ Ψ̌i − Ψ̌ih ∥L∞(Ωi
) ⩽ Cζ̄h2 | log h|

Où Cζ̄ est une constante dépendant de ζ̄.

La suite de preuve est la même que dans le cas de lemme (3.2.1).

Lemme 4.1.2 D’après les hypothèses du lemme (4.1.1), {u1, u2} est la solution de (2.20),
alors :

∥ T ′
1,h(r̃2,h(u2) − r̃1,h(u1)) ∥L∞(Γ1,h) ⩽ θ0(h) = Ch2 | log h| (4.16)

∥ T ′
2,h(r̃1,h(u1) − r̃2,h(u2)) ∥L∞(Γ2,h) ⩽ θ0(h) = Ch2 | log h|

Preuve : On considère sur Ω1, le problème :


−∆5(z̄2,h)(M) + α(z̄2,h)(M) = f(M) ∀M ∈ ∂Ω2,h

z̄2,h\Γ2,h
= r̃2,hu2 z̃2,h\∂Ω1◦Γ2,h

(4.17)
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et d’après les hypothèses de régularité, on obtient ici, par l’approximation classique L∞ :

∥ z2 \Ω2,h
−z̄ ∥L∞(Ω2,h)⩽ Ch2 | log h|

qui implique (4.16).

Pour T ′
2,h qui supposé dans le chapitre (3).

p2
hT ′

2,hr̃h
1,hu1 = T2,hu1

où T2,h est la même que dans (3.2).

D’après le lemme (3.2.2), on sait que :

∥ T2,h(u1) − u2 ∥L∞(Γ2)⩽ θ0(h) (4.18)

Soit l’opérateur r̃1,h vérifie :

∥ r̃2,hT2,h(u1) − r̃2,hu2 ∥L∞(Γ2,h)⩽ θ0(h) (4.19)

Mais

r̃2,hT2,h = r̃2,hp2
hT ′

2,h = T ′
2,h

Donc, on obtient (4.16).

Preuve : du théorème (4.1.1) : Comme dans le cas de théorème (3.2.1), on peut choisir ici,
par le lemme (4.1.1), h̄ tel que pour h ⩽ h̄.

∥ T̄j,h ∥l(L∞(Γi,h),L∞(Γj,h))⩽
1 + q

2
< 1 (4.20)

max
j∈(1,2)

∥ r̃j,h(uj) − uj,h ∥L∞(Γj,h) ⩽∥ r̃j,huj − Tj,h(r̃i,hui) ∥L∞(Γj,h)

+ ∥ Tj,h(r̃j,hui) − Tj,h(ui,h) ∥L∞(Γj,h)

⩽ θ0(h) + l max
i∈(1,2)

∥ r̃i,h(ui) − ui,h ∥L∞(Γi,h)
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Donc :

max
j∈(1,2)

∥ r̃j,h(uj) − uj,h ∥L∞(Γj,h)⩽
2θ0(h)
1 − l

On considérons maintenant le problème auxiliaire suivant :


a1(z̃1,h, vh) = (f, vh)1 ∀vh ∈ V 0
1,h

z̃1,h ∈ V
(u1)

1,h = V (p1
hr̃1u1)

et


−∆5(z̃2,h)(M) + α(z̃2,h)(M) = f(M) ∀M ∈ ∂Ω2,h

z̃2,h\∂Ω2,h∩∂Ω = 0 z̃2,h\Γ2,h
= r̃2,hu2(M)

(4.21)

et on a les estimations suivantes :


∥ z̃1,h − z1 ∥L∞(Ω1) ⩽ θ0(h)

∥ z̃2,h − z2\Ω2,h
∥L∞(Ω2,h)⩽ θ0(h)

(4.22)

Donc :

∥ z1 − z1,h ∥L∞(Ω1) ⩽ ∥ z̃1,h − z̃1,h ∥L∞(Ω1) + ∥ z̃1,h − z1,h ∥L∞(Ω1) (4.23)

∥ z2 \Ω2,h
−z2,h ∥L∞(Ω2,h)⩽ ∥ z2,h − z̃2,h ∥L∞(Ω2,h) + ∥ z̃2,h − z2\Ω2,h

∥L∞(Ω2,h)

D’après (4.22), (4.23) et l’hypothèse du principe de maximum, qui est validé pour les deux
problèmes discrets distincts, on obtient finalement (4.20).



CONCLUSION

Dans tout les résultats, il est bien dit que dans le cas du théorème (3.2.1) de chapitre (3),
comme dans le cas du théorème (4.1.1) nos résultats sont présentés dans le contexte
des suppositions de régularité du système (2.1) qui donne un ordre d’approximation standard
h2 | log h| pour le problème de poisson .

Si ces hypothèses ne sont pas satisfaites, la méthodologie présentée ici est bien faite, à
condition qu’on assure la convergence de θ1(h) vers 0 en h, mais ceci va conduire à
une réduction de l’ordre de convergence donnée par cette méthodologie.



EXTENSION DU TRAVAIL

1. Exprémentation numérique pour un problème de poisson discrétisé par éléments finis et
différences finis mixte (cas nomatching grid).

2. Méthode de décomposition en m-sous-domaines (m > 2), éléments finis - différences finis
mixte.

3. Méthode de décomposition en deux sous-domaines éléments finis - différences finis mixte,
pour un système d’équations elliptiques.
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