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RESUME

Soit X un espace de Banach régulier réflexif vérifier la propriété de Kadec-
Klee, qui s’injecte dans un espace de Banach réel V' et soit G : V — R une
fonctionnelle différentiable.

En utilisant la version Z5 du théoréme de Col, La multiplicité des solutions
d’opérateurs-équations Jou = G'(u), ot J, est une application duale sur
I'espace des applications X, correspondante a la fonction de gauge ¢ a été
étudie, en utilisant respectivement le "théoréme de Fountain" et le "duale du
théoréme de Fountain", respectivement, les équations de la forme ci dessus

avec J, est une application de dualité sur les espaces d’Orlicz-Sobolev.

Mots clés

Théoréme du Col, Application duale, Propriété de Kadec-Klee, Espace Orlicz-
Sobolev.



ABSTRACT

Let X be a reflexive smooth Banach space having the Kadec-Klee pro-
perty, compacity unbedded in a real Banach space V and let G : V — R a
differentiable functional.

By using the Zs-version of the Mountain pass theorem, the multiplicity of
solutions to operator equation J,u = G'(u), where J, is the duality mapping
on X, corresponding to the gauge function ¢ is studied, by using the "Fountain
theorem" and the "dual Fountain theorem", respectively, equations of the

above form with J, a duality mapping on Orlicz-Sobolev spaces.

Key words

Mountain pass theorem, Duality mapping, The Kadec-Klee property, Orlicz-

Sobolev space.
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Notations

e () : Ouvert de R".

e 02 : Frontiére de ).
o Vu= ( Ju Ou Ou > Gradient de w.

Oxy Oxy’ ' Oxy,

o Ayu = div (|Vul[P~*Vu) : p-Laplacien de u.

e Au Laplacien de w.
e || . ||x : Norme dans I'espace X.
e (.,.) : Produit scalaire dans R"/ Crochet de dualité X, X".

e X* : Espace dual de X.

e \ : Différence d’ensemble.

1 1
e p’ :Exposent conjugué de p, — + — = 1.
p p
N
* = P . Exposent critique de Sobolev.
(N —p)

e (ps). : Condition de Palais-Smale.




INTRODUCTION GENERALE :

L’opérateur p-Laplacien est un modéle d’opérateurs elliptiques quasi-
linéaires qui permet de modéliser des phénomeénes physiques tels que 1’écoule-
ment des fluides non-Newtoniens, les systémes de réaction-diffusion, 1’élasticité
non-linéaire, extraction de pétrole, I’astronomie, la propagation a travers des
milieux poreux. A titre d’exemple dans les années 70 M.C. Pélissier modélise
I’écoulement des glaciers de montagne par des équations aux dérivées par-
tielles faisant intervenir le p-Laplacien

Cet opérateur sous forme divergence est défini par
Apu = div (|Vu[P"*Vu)

Il est dégénéré lorsque
pF2

et équivalent a l'opérateur de Laplace usuel lorsque

p=2.



Introdution générale

Il apparait dans de nombreux contextes, citons par exemple

- le probléme non-linéaire
Apu + NulP?u = 0

- ’équation de p-Poisson
Apu = f()

-Les équations de la forme
Apu + |u|*u =0

qui présentent notamment un interét particulier lorsque 'exposant « est "cri-
tique".

- les équations paraboliques de type

ou v = v(zx,t).
L’objectif de ce travail est I’étude du probléme aux valeurs propres non-

linéaire de type suivant :

Jpu =Y limy, <, (—1)? DPgy,(x, DPu), dans €2
DPy, dans 0f) tel que |a] <m —1

Il s’agit de trouver l'existence et la multiplicité des solutions faibles u . Pour
cela, nous utilisons des méthodes variationnelles et plus précisément la théorie
des points critiques (théoréme du Col ) qui occupe une place importante

dans le vaste champ de I’analyse non-linéaire. Notre travail est organisé de




Introdution générale

la maniére suivante Dans le premier chapitre, nous commengons par rappeler
quelques notions et résultats de base sur les espaces de Sobolev et quelques
¢léments de la théorie des points critiques qui seront utilisés tout au long de
ce travail. Dans la seconde partie, nous étudions 'existence d’une suite infinie

de valeurs critique du notre probléme.




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

1.1 Espace de Banach

Définition 1.1. Soit E' un R-espace vectoriel. On appelle norme sur E et on

la note || . || toute application définie sur E a valeurs dans RT vérifier :
L ||z]|=0=2=0.
2. x||= I\ ||z, VNER, Vx € E
SlNe+yll<llz||+ 1y, Ve,y € E (L’inégalité triangulaire)

Le couple (E, || . ||) est appelé espace vectoriel normé

Définition 1.2. Un espace normé (E,|| . ||) est complet si toute suite de

Cauchy dans E converge vers un point dans E.
On appelle espace de Banach tout espace normé complet

Définition 1.3. (L’injection continue) Soit (X,| . ||x) et (Y,] . |lv)

deux espace de Banach, on dit que X s’injecte continiment dans Y et on



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

éerit X — Y si:

)
XCY
{ et

il existe une constante ¢ > 0 tel que || f ||[y<c]| flx, Vf € X.
\

Définition 1.4. (La réflexivité) Un espace de Banach E est réflexif lorsque
Uinjection canonique m est surjective c¢’est-a-dire : w(E) = E**, ou m est

définie par :

T E— E*

x — m(x)

avec w(z)(f) = f(x), Vx € E.

Définition 1.5. (Fonction différentiable)
Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R"™ a valeurs dans RP et soit
a un point de U, on dit que f est différentiable au point a sl existe une

application linéaire L de R™ dans R? telle que :
fla+h) = fla)+ L(h) + (]| b ]]).
L’application L si elle existe, est unique et s’appelle la différentielle de f au

point a, et on le note df,.

Définition 1.6. (L’espace dual)
Soit (K, +, X) un corps, E un K-espace vectoriel, on appelle forme linéaire

sur E toute application linéaire de E vers K, c’est a dire toute application
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¢ E — K telle que :
V(z,y) € E*, YA € K, o(Az +y) = Ap(2) + ¢(y).

L’ensemble L(E,K) des formes linéaires sur E est un K-espace vectoriel, dit
espace dual de E, il est noté E* si ¢ est un élément de E, on écrit (¢, x) pour

o(x), cette notation désigne le crochet de dualité.

Le crochet de dualité est la forme bilinéaire non dégénérée :

()Y : E" X E =K, (¢,2) = (¢,x) := ¢(x).

La condition-A,
La condition-As est une condition de croissance sur les fonctions d’Orlicz. Elle

joue un role trés important dans I’étude de la géométrie des espaces d’Orlicz.

Définition 1.7. Une fonction d’Orlicz ¢ satisfait :

1) La condition-Ay globalement (¢ € Ag), s’il existe k > 2 et xy > 0 tel
que,

o(2z) < ko(x), VYx >0.

2) La condition-Ay a Uinfini (¢ € Ag(00)), s’il existe k > 2 et xy > 0 tel
que,

o(2x) < ko(x), V> xg.

3) La condition-Ay au voisinage de zéro (¢ € Ny(0)), s’il existe k > 2 et
xo > 0 tel que,
o(2z) < ko(x), Va < x.
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Evidement, ¢ € Ay si et seulement si :

® € Ag(o0) et @€ Ay0).

1.2 Espace d’Orlicz Sobolev

Soit © un ouvert borné de RY muni de la mesure de Lebesgue p et M ()

I’ensemble des fonctions p-mesurables sur €2 a valeurs dans R.

Définition 1.8. (Modulaire d’Orlicz)

La fonctionnelle,

po : M(Q) — [0, 00]
= pe(f /¢

est une modulaire conveze sur M(S2), dite modulaire d’Orlicz.

Définition 1.9. (Classe d’Orlicz)
On appelle classe d’Orlicz 'ensemble des fonctions f € M(QQ) vérifiant

/qb ))dp < oo

on note Ly(Q2) la classe d’Orlicz, c’est a dire :

e}

Ly(Q2) = {fGM()telleque/gb d,u<oo}
e On définit 'espace d’Orlicz E4(2) comme suit :

Ey(Q) : {f € M(Q): ps(\f) < oo pour chaque A > 0}.
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e On définit espace d’Orlicz Ly(Q2) a :
Ly(82) : {f e M(2), tel que IA>0: \f € z¢(Q)}
= {f € M(9) telle que, / o(f(x))du < oo pour certain A < O} :
Q

Définition 1.10. Soit Q2 un domaine de R"™ et ¢ une fonction de Young.
L’espace d’Orlicz Sobolev W™?(Q) est I'ensemble de toute les (classes d’équi-
valence de fonctions u € Lyg(S2) dont les dérivées au sens des distribution

D*u sont aussi dans Ly(§2) pour tout o tel que |a| < m.

L’espace W™%(€)) muni de la norme

mo= Y Dl

0<]a|<m

Il |

est un espace de Banach.

Définition 1.11. Soit Q un ouvert borné de RN et ® une fonction de Young,
on définit les espaces d’Orlicz-Sobolev d’ordre un générés par ® et notés

WlLe(Q) et WEg(Q) par :

WLe(Q) = {u € Lo(), SZ € Lo(Q), Vi = 1,N}

W' Eg(Q) = {u € Ea(Q), g—“ € Ea(Q), Vi = 1,N}
€T

. Ou
O 5

distributions de u. En identifiant W1Lg(Q) (respectivement W'Eg(Q)) a un

1 = 1, N, sont les N dérivées partielles d’ordre un, au sens des

sous espace de lespace produit (Le(Q))N "1 =TILg par Uapplication P : u —

ou
Pu = (u,a—xi,...,a—xn),

on déduit les propriétés de base de ces espaces a

10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES ET OUTILS DE BASE

partire de celles correspondantes aux espaces d’Orlicz et sont résumées dans

la proposition suivante.

Proposition 1.1. On a les principales propriétés des Sobolev-Orlicz sui-

vantes :

1. WLe(Q), muni de la norme : || u

10=|| v |lo + || Vu ||o, est un

espace de Banach.
2. W'Es(Q), || u|l1.0) est un espace fermé de (W'Lg (), ]| u ||1.0)-
3. WEs(Q) = WlLe(Q) si et seulement si ® vérifie la Asy-condition.
4. WIEs(Q) est séparable.
5. WlLe(Q) et réflexif si et seulement si ® et U vérifient la As-condition.

Définition 1.12. (N-fonction)

Soit A : R™ — R une N-fonction si A est continue convexe et vérifiant :

A(t)
t

Ce qui est équivalent a dire que A admet la représentation

A(t) > 0 pourt > 0 et

— 0 (resp. = +00) lorsquet — 0 (respt — 00).

ot a: RT — RT est croissante, continue a droite telle que :

.

(0)

a(0) =0,
a(t) >0 sit >0,

\ a(t) — +oo sit — 4o0.

Définition 1.13. (p-laplacien)

L’opérateur p-Laplacien est un opérateur différentiel partiel elliptique quasi-

11
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linéaire tel que 1 < p < o0, 1l on écrit :
Apu = div(|VulP~*Vu).

ot |[VulP=2 est définit comme suit :

p—2

u\’ du\’|
p=2 _ _
V| [<6x1> +...+ <8xz>]

Définition 1.14. (Fonction de Young )

Une fonction de Young ¢ est vérifier la Aq-condition (on écrit ¢ € Ns), s'il

existe k > 0, et T' > 0 telles que :
o(2t) < ko(t), Vt>T.

Définition 1.15. (Fonction de Carathéodory)
Soit Q un ouvert borné de RY. Une fonction f de Q x R dans R est dite de

Carathéodory, si elle vérifie :
1 L’application : t — f(x,t) est continue p.p. x € €

2 L’application : x — f(x,t) est mesurable pour tout t € R.

Définition 1.16. (Fonction semi-continue inférieurement (s.c.i))

Soit J une fonction définie sur un espace de Banach X & valeurs dans R =
R U {—o00,+00}. Est dite faiblement semi continue inférieurement (s.c.i) en
x si pour toute suite {x,} telle que x,, converge faiblement vers x, (x, — x)

on a .

J(z) < lim inf J(z,).

n—o0

12
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Définition 1.17. (Condition de Palais-Smale)
Soit X un espace de Banach et J : X — R une fonction de classe C1(X). On
dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au niveau ¢ € R) si de toute

suite (up)nen de X telle que
J(u,) — ¢ dans R et J'(u,) — 0 dans X',

on peut extraire une sous-suite convergente.

Remarque 1.1. La condition de Palais-Smale ne préjuge pas de [’existence
d’une valeur critique. Elle dit seulement que si on a une telle suite, celle-ci est
nécessairrement relativement compacte. Pour l'utiliser effectivement de facons

utile, il faudra pouvoir démontrer par un autre biais qu’une telle suite existe.

Théoréme 1.1. (Théoréme de Col [23])
Soit X un espace de Banach, o € CY(X,R), e € X etr > 0 tels que || e ||> r
et

b:= inf @(u) > ¢©(0) > p(e).

[ull=r

si @ satisfait la condition (PS). avec

= inf t
¢ :=inf max (1)),

I':={y € C([0,1], X) : v(0) =0, v(1) = e},
alors ¢ est une valeur critique de .

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme précédent avec M = |0, 1],

MO = {O, 1}, F() = {’}/0}, "}/0(0) =0et ’}/()(1) = €. L]

13
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Définition 1.18. Soient V une partie d’un espace de Banach X et F
V = R. Siu €V, on dit que F est dérivable au sens de Gateauzr (ou
G-Différentiable en u), s’il existe | € X' tel que dans chaque direction z ot
F(u+tz) existe pourt > 0 assez petit, la dérivée directionnelle Fl(u) eziste

et on a :
lim F(u+tz) — F(u)

t—0+ t

= (I, z).

On posera F'(u) = 1.
L’espace de toutes les fonctionnelles dérivables au sens de Gateaux sur un

espace de Banach X est noté C1(X,R).

Définition 1.19. (Gradient de Gdéteaux)
X un ensemble non vide quelconque, soit f une fonction de u dans]—oo, +00]

de domaine non vide, u* est le dual de u, et w € Domf. Nous rappelons

Vf(x) € u* le gradient de f en X.

Définition 1.20. (Fonction de classe C')
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On dit que f est de

classe C*, si f est dérivable sur I et f' est continue sur I.

Définition 1.21. (L’exposant critique de Sobolev)

Nous définissons 'exposant critique de Sobolev de p(x) par

Np(x) ,
P (2) = N—p(2) sip(x) < N |
+00 sip(x) > N

Définition 1.22. Soit 1 < p < 00, on appelle exposant conjugué de p, le

1
nombre réel q vérifiant — + — = 1.
q

14
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Lemme 1.1. (Inégalité de Young)
1 1
Soit a,b >0 et 1 <p,qg<oo, tel que : —+ — =1. Alors :
P q
a? O

ab< —+ —.
p q

Définition 1.23. ( Proposition de Kadec-Klee)
Soit X un espace de Banach, posséde la propriété de Kadec-Klee si pour
tout v € X et {x,} est une suite dans X telle que x, — x faiblement et

| o [|=] z ||, alors x,, — .

Définition 1.24. (Fonction de gauge)
Une fonction ¢ : Ry — Ry est dite une fonction de gauge si ¢ est continue,

strictement croissante qui vérifier p(0) =0 et p(t) — oo comme t — 0.

Définition 1.25. (Forme bilinéaire)
E est un espace vectoriel sur un corps K.

Une application

b:Ex FEF—K

est appelée une forme bilinéaire quand

Ve, xe,y € E VAEK  b(xy + Axa,y) = b(x1,y) + Ab(22,y)
Ve, y,yp € E VA€ K b(x,y1 + Aya) = bz, y1) + Ab(x, 12)

On dit que b est symétrique st

Ve, ye B b(x,y) = by, x).

15



CHAPITRE 2

SOLUTION MULTIPLES DES EQUATIONS-OPERATEURS
IMPLIQUANT DES APPLICATIONS DE DUALITE

Soit X un espace de Banach régulier réflexif vérifier la propriété de Kadec-
Klee, tel que 'espace X s’injecte dans un espace de Banach réel V' et soit
G : V — R une fonctionnelle différentiable, en utilisant la version Zs du

théoréme de Col, pour démontrer nos résultats.

2.1 Introduction

Dans cet travail, on étudie les équations de type
Jou = G'(u), (2.1)

ol

(i) X est un espace de Banach réel réflexif et réguliére vérifier la propriété
de Kadec-Klee, tel que I'espace X s’injecte dans 'espace de Banach réel

V' (l'injection est compacte).
(ii) J, : X — X* est une application de dualité correspondante a la fonction

16
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IMPLIQUANT DES APPLICATIONS DE DUALITE

de gauge ¢ (voir définition 1.24, ci dessus).

(ili) G' : V. — V* est la différentielle de la fonction G : V' — R. On note
X* (resp. V*) l'espace dual de X (resp. V) et (.,.)x x+ (vesp. (., )vv+)
le crochet de dualité entre X* et X (resp. V* et V).

Notre approche variationnelle, utilisée dans ce travail est la version-Zs du
théoréme du Col (due a Rabinowitz|17]).

Les équations de la forme (2.1) avec J,, est une application de dualité sur
les espaces d’Orlicz-Sobolev, sont considérées comme des applications, comme
cas particuliére de ces résultats, certain résultat de multiplicité concernent les
applications de dualité sur les espaces de Sobolev.

De plus, ces résultats s’appliquent a des nombreux opérateurs différentiels
qui sont en fait des applications de dualité sur certains espaces appropriés
de fonctions (par exemple, si A,, 1 < p < 00, est le p-Laplacien, alors —A,
est application de dualité sur I/VO1 P(Q) correspondant a la fonction de gauge

o(t) =t~ t>0).

2.2 Reésultat principale

Théoréme 2.1. Soit X un espace de Banach régulier réflexif réel vérifier la
propriété de Kadec-Klee et s’injecte dans un espace de Banach réel V' (I'in-
jection est compacte).

Soit H € CY(X,R) une fonctionnelle paire de la forme
H=V-@G. (2.2)

o :

17
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IMPLIQUANT DES APPLICATIONS DE DUALITE

(1) Y(u) = ®(|| w||) pour tout u € X

t
(1) =/ p(&)dE, vt >0, (2.3)
0
v : Ry — R, étant une fonction de gauge qui vérifie :
Pt = suppg 20 o
t> ¢(t) ’

(ii)) G : V — R satisfait :
a) G(0) =0,
b) G': V — V* est semi-continue,

c) il existe une constante 6 > p* telle que pour quelque y € V,
(G'(y), y)vy- — 0G(y) > C, (2.4)

(111) il existe co > 0 tel que pour tout u € X avec || u ||x< co on ait
H(u) > e [ ulfy —ca | iu) 7, (2.5)
ot 1 représente ['injection compacte de X dans V' tel que 0 < p < q et

c1>0,c0 >0,

(1v) pour tout sous espace de dimension fini X1 C X, il existe des constantes

dyg > 0, dy,dy > 0, d3, s >0 et r < s (généralement dépendant de X1)

telles que

H(u) < dy || ully —do || w5 +ds, (2.6)
pour tout u € Xy avec || u ||x> dp.

Alors la fonctionnelle H posséde une suite infinie de valeurs critiques.

Avant de démontrer le théoréme 2.1, nous listons quelques résultats qu’on

18
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a besoins dans la suite.
Premierement, on rappelle qu’'un espace de Banach réel X est dit réguliére

s'il posséde la propriété suivante : pour tout x € X, x # 0, il existe une

unique u*(x) € X* tel que (u*(z),z) =|| = ||x et || u*(x) ||x»= 1, il est
bien connu (voir par exemple [3], [22]) que la régularité de X est équivalente
a la dérivabilité de Géteaux de la norme. Par conséquent, si (X, | . [|x)

est régulier pour tout x € X, x # 0. Le seul élément u*(x) € X* avec les

propriétés (u*(x),z) =|| = ||x et || v*(x) |[|[x»= 1 est u*(x) =] . ||y (z) (ou

| . ||x (x) désigne le gradient de Gateaux de la norme || . ||x en ).

Définition 2.1. Si X est un espace réel régulier de Banach et ¢ : R, — R
est une fonction de gauge. L’application de dualité sur X, correspondant a ¢

est Uapplication J, : X — X* définie par

Jo(0) =0, Jox =z llx) |- |lx (x) siz#0. (2.7)
Les propriétés métrique suivante sont des conséquences de la définition 2.1 :

I T |

=¢llzlx), (Jer,z) =l 2 llx) |2 llx, YreX. (28)

pour plus de propriétés des applications de dualités voir [0], [9], [22].

Pour énoncer le résultat suivant, on rappelle que si X est un espace réel de
Banach et H € C'(X,R) on dit que H satisfait la condition de Palais-Smale
en X, (si toute suite (u,) C X avec (H(u,)) borné et H'(u,) — 0 comme

n — 00, posséde une sous suite convergente).

Théoréme 2.2. (RabinowitZ [17, théoréeme 9.12]) Soit X un espace de Ba-

nach réel de dimension infinie, supposons que H € C1(X,R) est pair, satisfait
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la condition (PS) et H(0) =0, si
(Gy) il existe p >0 et r > 0 tel que H(u) > r pour || u ||=p;

(Gs) pour chaque sous espace de dimension finie Xy, de X ['ensemble {u €

Xi| H(u) > 0} est borné, alors H posséde une suite non borné de valeurs

critiques.

Maintenant, on peut commencer la preuve du théoréme 2.1. L’idée est que

les hypothéses du théoréme 2.1 entrainent celles du théoréme 2.2.

Proposition 2.1. Soit X un espace de Banach régulier réflexif vérifie la pro-
priété de Kadec-Klee et s’injecte dans un espace de Banach réel V' (l'injection

compacte). Soit H € C(X,R) une fonctionnelle de la forme

H=1v-0, (2.9)

ol :

i) Y(u) =o(| x||) en tout uw € X avec

awzllmM& vt > 0.

et ¢ : R, — R, étant une fonction du gauge qui satisfait

i) G:V — R satisfait :
(a) G': V — V* est semi-continue,

(b) il existe une constante 6 > p* telle que

(G"(y),y)yy- —0G(y) > C = const, VyeV. (2.10)
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Alors H satisfait la condition (PS).

Démonstration. 11 est clair que, sous les hypothéses du théoreme 2.1, le fait
que H satisfait la condition (PS) est une conséquence direct de la proposition
2.1.

Nous allons montrer que ’hypothése (G1) du théoréme 2.2 est satisfaite.

En effet, comme || i(u) |[v<c| u|x, Vx e X, il résulte de (2.5) que
H(u) >[ u [k (e = coc® [ u [|57).

pour tous u € X avec || u || x< ¢y. Donc,

. 1 ﬁ
[ ullx=p<min{e (o) |

H(u) >%pp>0,

on a

c’est a dire que, ’hypothése (G1) du théoréme 2.2 est satisfaite avec r = Epp :
D’autre part, soit X; un sous espace de dimension finie de X, nous allons
montrer que 'ensemble S = {u € X;| H(u) > 0} est borné.
En effet, d’apres (2.6), si

uesS, ||ul|x>dalors
dy || ulx —ds || w [ +ds = 0. (2.11)

comme § > r, on conclut que S est borné, donc I'hypothése (Gy) du théoréeme

2.2 est vérifier. [
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2.3 Applications aux espace OrlicZ-Sobolev

Dans cette section on note  un ouvert borné de RV, N > 2. Soit a : R —
R une fonction continue impaire strictement croissante avec limy_, o a(t) =
+oo. Pour m € N* notons W{J"E4(Q2). L’espace d’Orlicz-Sobolev noté par
N-fonction A, défini par t
A(t) = / a(s)ds. (2.12)
0

On supposera toujours que

1 -1

A
lim NE?) dr < 00, (2.13)
t—0 + TN

on remplacant, si nécessaire A par une autre N-fonction équivalente a A proche
de l'infinie (qui détermine le méme espace d’Orlicz).

Supposons aussi que

t A—l
lim #dT = 00. (2.14)

t—00 1 TN

Avec (2.14) satisfait, on définit le conjugué de Sobolev A, de A en posant
(2.15)

A_l(t)Z/OtA_]\l,J(rz—)dT, t>0. (2.15)

*
TN

L’existence et multiplicité des solutions faibles au probléme des valeurs limites

Jou = Z (=)D (2, DY) en Q. (2.16)

|aj<m
D% =0 sur 092, |of <m—1, (2.17)

est étudié dans cette section dans le cadre fonctionnel suivant
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e T'[u,v] est une forme bilinéaire symétrique positive dans I’espace d’Orlicz-
Sobolev W[ E4(€2), qui impliquent les dérivées d’ordre m des fonctions

u,v € Wi"E4(Q), qui satisfait :

1 Z (D%u)? < Tlu,u] < ¢y Z (Du)?, Yu € WJ"La(Q), (2.18)

|al=m |al=m
avec cp, co constantes positives,

o | u [[ma=|| /Tlu,u] |[4) est une norme sur Wi"EA(Q), | . |4 il
désigne la norme de Luxemburg sur l'espace d’Orlicz L 4(€2).

o J,: (WIEA(Q), || - [lma) = Wi E4(2), ] - |lm.a4)" est application de
dualité sur (W"E4(92), ] . ||m,4) subordonné a la fonction de gauge a,
¢ g, : 2 xR —= R, |a] < m, sont des fonction Carathéodory vérifiant les

hypothéses (H); et (H)q ci-dessous :
(H); il existe des N-fonction M,, |a| < m, qui décroit, plus précisement

A, proche de I'infini.

190 (2, 8)| < ca(@) + dudl,, (Ma(s)), z€Q s€R,|a| <m,

(2.19)
ott M, sont les N-fonctions complémentaires de M, ¢, € Kﬂa et d,

sont constantes positives;
(H)2 pour tout a avec |a| < m, il existe donc s, > 0 et 6, > p* =

sup M tel que
t>0 A(t)

0 < 0,Go(x,8) < 5galz,s). (2.20)
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pour a.e z € et tout s avec |s| > s,, Ol

Golz,s) = /OS go(x, T)dT (2.21)

Supposons aussi que

aft)

(H)3 La fonction - est décroissante sur (0, +00), (2.13) et (2.14) soit

satisfait.

D’apreés la solution (faible) du probléme (2.16), (2.17) on peut trou-

ver la solution de I’équation
Jou = G'(u) (2.22)

dans le cadre fonctionnel suivante :

i) X = W{EA(Q) normé avec || . |lma V = Nigjem W™ ' Lag, ()

normé avec la norme

Fullv=> llullwns Lag, (92);

|Bl<m
ii) J, est 'application de dualité sur (Wy"E4(£2),]| . |lm.4) correspon-
dant & la fonction de gauge a;
iii) G': V' — V* est la différentielle de la fonctionnelle G : V' — R;

G(u) = Z /QGa(x,Do‘u(a:))dx, ueV.

la|<m

D’aprés [11, proposition 6.2], X est s’injecte dans V' pour appliquer le théo-

réeme 2.1.
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Proposition 2.2. Soit X un espace de Banach réflexive réel, qui s’injecte
dans Z (Z est un espace de Banach réel). Notons i ['injection compacte de
X dans Z et, pour tout p € [1,00), définie

ol
g = 0t { i 10 € X0 |

_1
Alors A1 est atteint et )\17; est la metlleur constante cz ["injection de X dans

Z

)

| i(u) [|z<cz ||u|lx pour tout u € X.
Maintenant, considérons [’espace de Banach Z = Wg”_lEA(Q), avec la norme

| wllwp-rpae= | D I Dty

|aj<m
D’aprés (|20, théoréme 2.7]), on a :

Proposition 2.3. Soit Q un domaine quelconque de RY. Soit A(u) = 0'“‘ a(t)dt

une N-fonction et soit m € N* donné. Ensuite ['injection
WIEL(Q) <> W EL(Q) (2.23)

eriste et est compacte.
Du fait des propositions 2.2 et 2.3, on a aussi :

Corollaire 2.1. Sous les hypothéses de la proposition 2.3, nous supposons en

outre que les N-fonctions A et A vérifiant la Ay-conditions (c’est a dire que,
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WITEA(QY) est un espace réflexif) pour tout p € [1,00) définir :

. K
A1, = inf 4 \ w e WEAQ\Owmma} o (2.24)
H Z( )HWm lE

1
ot i est l'injection compacte (2.23). Ensuite Ay, est atteint et N} est la

meilleure constante ¢ dans Uinjection de W"E () en Wi 1 E4(S2), et
| i(u) ”W(?HEA(Q)S cllullma pourtous uwe Wi"E4(Q).

Nous avons besoin du résultat technique suivant :

Lemme 2.1. Soit A(u) = [u a(t)dt une N-fonctions. Si A satisfait la condition-

0
AQ et
. ta(?)
po =1l 20,

alors 00 > py > 1 et pour tout u € La(2) avec || v ||(4)< 1 on a

/Q Alu(w)dz <] w |5, (2.25)

Démonstration. D’abord, remarquons qu’on partir de 1’égalité de Young on a

ta(t)
A(t)

> 1 pour tout ¢t > 0,

donc, pg > 1 puisque A satisfait la condition-As, on a kA(t) > A(2t) > ta(t),

donc
t
a(t) <k avec k> 2.
A(t)
Ainsi, pg est fini et
a(t) _ po
> — .
AT) = 7’ m>0
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Maintenant, soit u tel que || u [|4)< 1. En intégrant sur I'intervalle [\u(x)\, H‘U(ﬁ)' ] :
U ll(4)

on obtient

|u(z)|

Adufa)) < A i

Il ay ()

En intégrant sur €2 on trouve
/A( [u()] )dxz 1,
Q [ w [lea)

'inégalité (2.25) s’ensuit. O

On va appliquer le théoréeme 2.1 & la fonctionnelle F' : W["E4(2) — R

donnée par

Fu) = A(|| t [lma) — > /Q Go(x, Du(z))dz, (2.26)

la|<m

ou A et G, |a] < m, sont données par (2.12) et (2.21), respectivement.

Le résultat suivante est utile.

Proposition 2.4. (Voir [12, proposition 4]). Soit A : R — R, la N-fonction
donnée par (2.12). De plus, supposons que A vérifie (2.13) et (2.14). La
condition-Ay étant également satisfaite pour A et A. Soit g, : 2 x R = R,
la| < m des fonctions de Carathéodory vérifiant la condition (H),.

Puis la fonctionnelle H : W"E4(Q2) — R definie par
H(u) = 9 (u) = G(u), (2.27)

avec
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pour tout u € WiE4(Q) est bien définie et C* sur WiE4(Q), avec

H'(u) = Jou — Z (=1) D%, (2, D).

la|<m
Le résultat principale de cette section est dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.3. Soit A : R — R, la N-fonction donnée par (2.12), d’apres
(2.13), (2.14) et hypotheése (H)s. Soit g, : 2 X R — R, |a| < m, des fonctions
de Carathéodory vérifiant (H),, (H)s et étant impaires au second argument :
ga(w, —5) = —ga(x, 5). Supposons que les N-fonctions A, A et M, |a| < m,

satisfaire la condition-Ay avec

ta(t) ) i D)
’ ¥ t—00 A*(t) ’

po = inf (2.28)

*=su
=0 A P T AR
A, étant le conjugué de Sobolev de A, en suppose de plus :

(H)y il existe une constante positive C' > 0 telle que

At) > C™, Vte(0,1),

(H)s o
lim sup go(T, 5) < Lo

) < Y
5—+$ CL(S) 2]\/YO ‘&‘ "

uniformément par rapport a presque tous les x € ), o A1 p, est donné
par (2.24) et No =} 0 L
(H)s po < ps.

Alors la fonctionnelle (2.27) admet une suite infinie de valeurs critique.

Lemme 2.2. Sous les hypotheses (H)1-(H)s, la fonctionnelle F' donnée par

(2.26) vérifier les conditions du théoréme de Col.
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Démonstration. Nous allons prouver que 'hypothése (Gy) du théoréme des

Col est vérifiée, pour le premiére terme de (2.26) , d’aprés ((H);), on a
Al w flma) > C [l ll 4, (2.29)

st w|[ma< 1.
Dans ce que suit, nous supposerons que || u |, 4< 1. Nous traiterons
maintenant les estimations pour le second terme de (2.26). De (H)5; on déduit

Aa
que pour tout a avec || « ||< m il existe p, € (0, %) et s, > 0 tel que
0
Ga(z,s) < naA(s), x €, 0<]s| < s,. (2.30)

En effet, de (H); il résulte que pour tout a avec |a| < m, on peut trouver

Ao
Lo € (O, ;—NO) et s, > 0 tel que

< oy, T € 0,0 <]|s| < sq.
Les inégalités ci-dessus impliquent
ga(x,8) < pga(s), pourx € Q, s € (0,s,) (2.31)
et puisque a est impaire
ga(x,8) > —pea(ls|), pour x € Q, s € (—s,,0). (2.32)

Donc

1902, 5)| < paa(]s]), pour x € Q, |s| € sq. (2.33)

(Clairement (2.33) implique que g,(z,0) = 0, pour = € Q) et tout « avec || <
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m. Par conséquence, le probléme (2.16), (2.17) admet la solution triviale.)
En intégrant dans (2.31) de 0 a s € (0, s,), on obtient que (2.30) est vrai
pour 0 < s < S,. Pour s € (—s,,0), d’aprés (2.32) et de I'impair de a, on

trouve

Go(x,s) = — /50 go(x, T)dT

< Ya /SO a(|r|)dr
= — g /O a(t)dt

—S

|s]
=l / a(t)dt = o A(s),

montrons que (2.30) est également vrai pour s € (—s,,0). Maintenant, consi-

dérons |s| € [sq, +00).

La fonction étant croissante, on a

D’aprés I'inégalité
|Ga(, 8)| < cals| + 2daMa(]s]),
il s’ensuit que

|Go(x,8)] < CoMy(|s|), pour [s| > s, (2.34)

Sa

M, (50) + 2d,,. Comme M, est décroit que tel que A, proche de
« SO&

ou C, = ¢,
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I'infini, nous avons

. M,(s)
1 = Vk >0
sy =
en particulier
. My(s)
1 = 0.
e A (s)

Par conséquent, il existe s/, > s, tel que
M,(s) < CLA(s), Vs>s, (2.35)

La définition de p, implique qu'il existe p € (0, px — po) et si > s, tel que

AL(s) S P K
As) = s

pour s > s (2.36)

S .
Notons s, = max(s),s"), ko = — > 1, |a| < m. D’aprés théoréme 2.4, il
SOé

existe une constante positive K telle que
| D% [l < K[| [m,a; (2.37)

pour tout a avec || < m. Si nous supposons que

1

mA< , 2.38
I < e (239)
alors, il résulte de (2.37) que pour tout a avec |a| < m,
kg H D%u ||(A*)< 1. (2.39)
Dans ce qui suit nous supposons que
It o< mim (1, (2.40)
U ||m min | 1, , _
A maxX|a|<m ka)K
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Par conséquent, les inégalités (2.39) permettent de définir pour |a| < m, les

intervalles
| D%u(x)]

ko | D T | ,
D) Mo s

x € () (2.41)

Maintenant, si on note pour tout Q, = {z € Q : |[D%(x)| > s.}, |a] < m,
alors pour tout z € €, on a k,|D%u(x)| > s.. Par conséquent, a partir de

(2.35)
Mo(|D%u()]) < Ma(kal Du(@)]) < C" Ay (ko Du(@)]), Vo € Qu. (2.42)

Parallélement, si z € Q, alors k.| D%u(x))| > si, donc en intégrant (2.36) sur

les intervalles (2.41), on obtient

- _ Du(x)|
A, (ka|Du(x)|) < kP~ || D% P51 A, <|—> 2.43
( ‘ ( )D H ”(A*) H Doy H(A*) ( )

pour tout x € €1,.

En intégrant sur Q, et d’apres I'inégalite [, A, <H”(I) ) dx < 1, nous trou-

UH(A)

vons que

e (2.44)

/ A, (ko | Du(a) )z < K2~ || D
Qq

pour tout a avec |a| < m, par conséquent pour tout u € W[ E4(§2) satis-
faisant (2.40) et a avec |a| < m, en utilisant successivement (2.34), (2.42),

(2.44), on a

/ Go(x, Du(x))dr < C’aC’;/ A, (ko|Du(z)|)dx < C,CLEP" || D*u
Q. Qq
(2.45)

Px—

(A.)
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Ainsi, d’apreés (2.37), on obtient

> / Go(z, Du(z))dzx < D. || u |27}, (2.46)
Q(X

|a|<m

ou D =3, Das Do = CoCLEETHEP!, |af <m.

Par contre, pour tout « avec |a| < m, d’aprés (2.30) et la définition de A,

Ao = inf fQ A (W) dx

Y < Y
ueWE 4 (Q),u#0 fQ A(Dau(x))da: ‘Oé‘ "

on en déduit que

/Q\Qa Galz, D*u(x))dz <p, /Q A(D"u(x))dz

<Ha QA( T[u,u](m)) dx

[0

P / AT @)z, (247)
2No Ja
De la définition de pg, on a

ald) % vt > 0. (2.48)

(t)

It {lom, 4

Vol
Comme || u ||;m,a< 1, on peut considére I'intervalle [\/T[u, ul(z), v, u] (x)] :

Par en intégrant dans (2.48) sur cet intervalle, on obtient

Tlu, u] (3:)) |

[t {m.a

A (VT (@) <l A (
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En intégrant cette inégalité sur 2 on trouve que

LA(Tmmmymgumﬂ. (2.49)

Par conséquent, D’aprés (2.47) et (2.49) et en sommant par «, on a
« ¢ Po
Z Gol(x, D%u(z))dx < 5 | [l a - (2.50)
00

Alors, a partir de (2.29), (2.46), (2.50), on obtient

_ C
=l |5 - Dl

C
F(u) > Cflulins—5 lulma—D-lu

P«—HK—Po
m,A :

Donc, pour

1 C px—H—D,
| [|ma= p < min | 1, ,( ) ’
’ (max|q|<m ka)k' \ 3D

C
il s’ensuit que F'(u) > Epp > 0.
Maintenant, nous allons vérifier I'hypothése (Gz) du théoréme du Col. Soit

0, et s, comme dans (H)y. On en déduit que pour tout v avec |a| < m, on a
Go(z,5) > valx).|s|%, pouraez e Qet|s| > s,. (2.51)

ot les fonctions 7,, |a| < m, seront précisées ci-dessus.

En effet, de (2.20) il résulte que pour tout a avec |a| < m,

Gol(z,s) >0, pourae x€Qet|s| > s,. (2.52)
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Ensuite, pour a.e. x € Q et 7 > s, d’aprés (2.20), on a

Oa

T

ga(x,7)

< ="
~ Golx,7)

Intégration de s, a s > s,, il s’ensuit que

sla Go(z,5)

Sa’ Ga (x7 Sa) ’
ce qui implique que

O
Golz,5) > Gy (z, sa).ST, pour a.e. € ) et s > s, (2.53)
Sa’

pour tout v avec || < m. En revanche, pour a.e. © € Q et 7 < —s,, d’aprés

(2.20) et (2.52), on a
o o ole7)
T = Ga(z,7)

En intégrant de s < —s, a —s,, il s’ensuit que

sg@ Gol(x,—54)

[s|P~* 7 Galz,s)

ce qui implique que

||
o

«

Gol(z,5) > Go(T, —S54). , pour a.e. x € Qet s < —s,, (2.54)

pour tout « avec |a| < m, paramétre

Go(T,54)

— fa
Va (I) = oo _

—G“(xe’a Sa) g g > —5,.

e

S1 § 2> Sq,

a partir de (2.53) et (2.54), on obtient (2.51).
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Pour A > 1, |a| <m et u € WJ"E4(£2), on définit
QS (u) = {u € QA Du(x)| > 54} .

on choisit une fonction u € WJ"E4(Q2) tel que |D%u(x)| > 0, si ae. z €
Q, et vol(Qf(uw)) > 0, |a| < m. Il est clair que Qf(u) C QF(u) et donc
vol (27 (u)) < vol(Q(w)), pour tout A > 1,.

Nous allons montrer que F'(Au) — —oo comme A — oco. Pour « fixe avec

la| <met A>1,0na

/Ga(a:, AD%u(z))dx = Ga(x,)\Dau(:L‘))der/ Go(z, \Du(x))dz.
0

Q5 (u) NO3 (w)

utilisant (2.51), on obtient

/ Gol(z, \D%u(z))dx > /\9“/ Yo ()| D%u(z)|%*dx = N0 K, (D?),
S (u)

A Q% (u)

> /\0“/ Yo ()| Du(z)|?*dx = N0 K, (D?),
Qa

T (u)

avec

Ko (D) = / (@) D u()|fdz > 0.
o5 (u)

Par contre, si x € Q\Q¢(u), alors AD“u(x) < s,, et en vertu de
|Galz,s)] < cals| + 2daMa(]s]),
on a

/ |Go (2, \Du(x))|dz < (caSa + 2d aipMa(sa))volQ = K;
MO (u)
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Donc
/ Go(z, A\D%u(x))dx > —K,.
MO (u)

Par conséquent,

Fw) < AN | ullma) — > MK (DY) + ) K.

la|<m la|<m

Sil<t, A(t) < A1), il s’ensuit que pour || u [lma> 1, on a

AN flma) < AN

wlina = D0 NKo(DY) + Y K
la|<m |a|<m

Puisque 6, > p* pour tout a avec |a| < m, il s’ensuit que F(Au) — —oo

comme A\ — 0o. Par conséquent, pour un grand A, disons A > A, F'(Au) < 0.

Alors, en posant e = Agu, on a F(Au) < 0 pour un certain A\g > 1 et

deuxiéme hypothése du théoréeme du Col satisfaite. ]

Lemme 2.3. Sous les hypothéses (H)1-(H)s , la fonctionnelle ' donnée par
(2.26) a la propriété suivante : toute suite (uy), C W["EA(Q) pour laquelle

(F(up))n, est bornée et F'(u,) — 0 comme n — oo, est bornée.

Démonstration. Soit (uy,), C Wi"E4(2) une suite telle que (F(uy,)), est bor-
née et F'(u,) — oo comme n — co. Nous allons montrer que la suite (uy,),

est bornée dans Wj"E4(2). En effet, posons

0 = min 6,.
|aj<m

puisque ' = & — ¥ avec ¢ et ¥ donnée par

O(u) = A([| u |

m,A)7
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et

V(u)= ) /Q Go(x, Du(z))dz.

laj<m

et F/' = @' — U avec V' et &' données respectivement par

an( T[u,u](x)) Tlu,h)(z)

| w |, TTu, u](z)
(@ (), ) = alll o). A I
Tlu, ul(z) \ Tlu, uj(z)
an dx
| [lm,a [y
et
(W'(u),h) = > [ galx, D"u(z))D*h(z)dx.
a<m/S;
On a
]‘ /
= At lhnot) = 5 1 i ot (1 0 ) (2.55)
1
+ > /Q léga(x,Do‘un(x))Do‘un(x)—Ga(a:,DO‘un(x)) da

la|<m

puisque (F'(uy)), est bornée, il s’ensuit que

1 En
F(u,) — EF’(un)(un) <M+ 3 | U |4 (2.56)
avec g, =|| F'(uy,) ||— 0 comme n — co. Maintenant, nous allons donner une

estimation pour

Z/Q[%Qa(anaun(x))Daun(x)—Ga(:ﬁ,Do‘un(a:)) dx,

la|<m
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apparaissant dans (2.55)
Soit n fixé. Pour tout a avec |a| < m, définir 2, ,, = {x € Q|| D, (z)| >

sa} et = Q\Qqp,. Clairement

> / { g, Dup(2)) D" up (2 )—Ga(x,Daun(x))] dx

laj<m

-3 [ [t e Do) - Gt D] s 23
+a§<:m/ [ 9o, D up (7)) DUy () — Ga(x,DO‘un(:U))] dx.

D’aprés (H)s,

1
/ léga(x, D%y, () D%y (x) — Golz, Daun(.r))] dx > 0. (2.58)
Qa,n
D’aprés I'inégalité
|Gz, )] < cals| + 2daMa(]s]),

on a

| Go(z, Dy (x))dx] §/ [ca|Do‘un(:c)| + 2do Mo (| D%y (z)]) | de

Q/

o,

U

<[casa + 2daMo(sq)]|vol(Q) = K, (2.59)
D’autre part, de I'inégalité

190 (2, 8)] < o+ duM, (Ma(s)), 2€Q, seR,|al <m,
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il résulte de

| [ galz, D%up(2)) D up(x)dz|
Q/

a,mn

< / ) [ca|Do‘un(x)| +d, 7T, (Daun(a:))(|Daun(x)|)} dr (260

< [casa + dasaM:Ma(sa)]vol(Q) = K,.

Ainsi

K.
| Eg‘*(x’ D () Dy () — Ga2, Daun(:c»] de| < =%+ Kj, = Ca.
Qo

(2.61)
De (2.58), (2.61) et (2.57), nous déduisons que

S [ [Goee D) pua(0) = Gt Do) ot > - ¥

la|<m la|<m

Par conséquent (voir (2.55)).

1_, 1
Flup) — 2 F (up)(un) = A([] wn |lm,a) — —5 H Un |lm,a a(l| wp [|m.a) — Z Ca

0
la|<m
(2.62)
En comparant (2.62) et (2.56), on obtient
1
A([] wn Nlm,a) — 9 | wn |lm,a a(ll un [[m,a) — Z Ca <M + H Un ||m,a -
la|<m
(2.63)
Par définition de p*, on a
| wn |lm,a a(ll wn [[m,a) < P A(]] wn |lm,4)- (2.64)
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Finalement, en comparant (2.64) et (2.63), on obtient

* En
(1-2) Al ol <345 N s, (269

avec My, = M + Z|a|<m C,, pour tout n.
Les derniéres inégalités impliquent la bornitude de (u,),. Dans le cas
contraire, en passant a une sous-suite, on peut supposer que || uy ||m.a— 00,

comme n — oo. En divisons par || u, ||, 4 dans (2.65) et en faisant tendre n

A(l| u
vers l'infini, on obtient une contradiction : Ul un ffm.a) — 00 comme n — 00
| wn [[m.a
M,
avec ——— + ¢, — 0 comme n — o0. ]
|t lm,a

Démonstration du théoréme 2.5.

On applique le théoréme 2.1. En effet, puisque @ est non décroissante sur
(0,00), W"E4(€) est uniformément convexe (|11, théoréme 3.14]). Par consé-
quence, WJ"E4(€)) est réflexif et posséde la propriété de Kadec-Klee. Le méme
espace est réguliere |11, théoréme 3.6] et s’injecte dans Mg, W™ ' Ly, (Q)
|11, Proposition 6.2].

La fonctionnelle H € C*(z,R) (proposition 2.4) est paire (puisque g, est
impaire dans le second argument) et vérifie les hypothéses (i)-(iv) du théoréme
2.1.

Puisque (2.28) est vérifice, I'hypothése (i) est évidement satisfaite avec
¢ = a. Puisque G’ : V. — V* est continue (|11, proposition 6.3]), a) est

évidement satisfaite. D’aprés (Lemme 2.3) il existe une constante positive C'

telle que :

Z /Q [%ga(x,Daun(x))Dau(a:)—Ga(x,DO‘un(x)) dv > —C, (2.66)

la|<m
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oil = miny|<p, 0o On remarque que (2.66) peut se réecrive sous la forme

2(G () ) = Glu) 2 =C,

donc b) du théoréeme 2.1 est vérifiée.
Montrons que 'hypothése (iii) du théoréme 2.1 est vérifiée.

Pour la premier terme de (2.27), d’aprés (H)y, on a
Al [lm,a) = C e [I7; 4 (2.67)

pour tout u € W' E4(2) avec || w ||;m,a< 1.
Nous allons maintenant traiter les estimations pour le second terme dans
(2.27). Comme dans lemme 2.2, de (H)5 on déduit que, pour tout a avec

CA
la| < m, il existe p, € (O, ﬁ) et s, > 0 tel que :
0

Ga(x,s) < uaA(s) (2.68)
pour x € ©, 0 < [s| < s4. On note Q, = {x € Q| |D(x)| > s.}, |a] < m,

il est montré dans lemme 2.2, qu’il existe des constante positives ¢ < 1 et D

telle que , si || w ||m.a< c alors on a :

> | Gala,Du(x))dz < D. || u
Qa

el (2.69)

laj<m

D’autre part, par la définition de Ay ,,, pour tout o avec |a| < m on a

| u |
‘po
wyrt

gL),A | u |22,A

EA©@) = [ Dou [Py

>‘17p0 > H u (270)
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Donc, pour tout a avec |a| < m, de (2.68), lemme 2.1 et (2.70), on déduit

Go(x, Du(z))dx < ua/ A(D%u(x))dz

0\Q, Q
e’ Do Hao Do
S/’La HD /U’”(A)S )\l,po ||u‘mA< 2N HU‘H
Par conséquent, par sommation sur «, nous avons :
N c
> | Gulw Dutede < 2.11)
0\Q
la|<m
Alors, a partir de (2.67), (2.69), (2.71) on obtient
F C Po —g Po —w_ Do
(W) > Cllullna =75 Fulfa =5 el mA

c’est a dire (2.5).

Maintenant, nous allons prouver que I’hypothése (iv) du théoréme 2.1 est
vérifiée.

Soit X7 un sous espace de dimension finie de Wj"E4(2). D’aprés |lemme

2.2, inégalité (2.51)], pour tout « avec |a| < m, on a
Gal@,s) 2 va(@)]s|™

pour a.e. € et |s| > s,, ol 7, € L>(Q).

Pour av avec |a| < m et v € WJ"E4(Q)), définie

QY ={z € Q||D(z)] > so}, Q= N\Q2.
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/G (2, D" )dm>/ @)D (@) Pde + | G, Dov(x))da,

Qe

| snt@pre@de = [ @Dt de = [ @) Do) s

| ra@ID o) do <) 0 sLrvol(®),

On a

/ Go(x, D (x))dx > /fya(x)\Dav(:E)\eadx + Golz, D% (x))dx — kg,
0

Q Qo

oil ko =|| Ya ||l s%2v0l(2). D’autre part, il résulte de (2.20) que

/ Go(z, D" (x))dx <|| co ||11() Sa + 2daMa(sa)v0l(£2).

<

Donc,
/Ga(a:,Dav(x)dx > /’ya(x)]D%(a:)|9“dx — K,,
0 0

ot Ko = kot || ¢a [l21(Q) Sa + 2daMq(sq)vol(S2).

Par conséquence,

FO) AL 0 s = 3 [ a0 o) de + K,

la|<m

ou K est une constante positive et 6, sont donnée par (H)s. Par la définition
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de p*, pour || v ||ma>1ona:

Fv) < A1) |

i Y [ @It s K (27

la|<m
Maintenant, la fonctionnelle || . ||: W§"E4(£2) — R définie par
e
full= > ( /Q va(x)yDau(x)Wadx)
laj<m

est une norme sur Wi E4(2), défini par

o
| D flo,— ( / w)!mu(x)ﬁadx) ,

lull,= > I D, -

la|<m

on a

Soit o un multi-indice satisfaisant

| D%u |lg,= max || D% g, .
|aj<m

puis

[ {ly< No |l D% |lo,,

ot No =}, 1. Donc

S /va )| Du(z)| dw>/va< )Dou(z)fede  (2.73)

lae|<m
— DQ 62> 1 a
I Dol < e
De puis la || . ||;n,4 et || . |5 normes sont équivalentes sur les sous-espace de
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dimension finie X1, il existe une constante § = §(X7) > 0 telle que
|t a6 wlly - (2.74)

Donc

. 1
Fv) < A [ v |74 ~ Nt

sive Xy, || vlma> 1.

A
Fo llma +5

D’apres le théoréme 2.1, la fonctionnelle F' posséde une suite de valeurs
positives critiques. D’apreés la proposition 2.4, 'équation (2.22) posséde une
suite de solutions dans W{J"E4(€)) ou de maniére équivalente, le probléme

(2.16), (2.17) possede une suite de solutions faibles dans W[ E4(£2). O

Théoréme 2.4. [2/] Si la N-fonction A satisfait (2.13) et (2.14) alors
Wy La(€) = La, ().

De plus, si Qg est un sous-domaine borné de €2, alors ['injections
Wy La(Q) = Lp(€)

existe et sont compacts pour toute N-fonction B est décroit que tel que A,

proche de [’infin.
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CONCLUSION

Les résultats de cet mémoire généralisent le résultat d’existence de solution
de probleme elliptique avec p-laplacien

nous étudierons la multiplicité de solution pour I’équation-opérateur.

Nous avons démontré le probléme des valeurs limites posséde une suite de

solutions faibles et en utilisent le théoréme du Col.
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