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Abstract
In this work, we study the eigenvalues of Sturm-Liouville problems under boun-

dary conditions in �nit interval.

We show that the eigenvalues are continuous functions of all the parameters of the

problem and that normalized eigenfunctions can be found which depend continuously

on all parametres in the uniforme norm and we proved that the eigenvalues are

di¤erentiable functions of all parameters of the problem.
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Résumé
Dans cette thèse, nous considérons le problème de Sturm-Liouville avec les condi-

tions aux limites dans un domaine �ni. En utilisant quelques théorèmes pour montrer

l�existence et l�unicité de la solution.

Nous étudions les propriétés générales des fonctions propres et de spectre du

notre problème avec des conditions aux limites auto-adjointes, nous prouvons la

di¤érentiabilité et la continuté des valeurs propres et des fonctions propres associées,

et nous prouvons la dépendance du spectre aux paramètres du problème de Sturum

Liouville régulier.
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Historique

Historique

Joseph Liouville (1809�1882) fut un bon artisan des mathématiques, déployant
une activité considérable dans l�enseignement et la di¤usion des idées mathématiques

de son temps, il est le fondateur du Journal de mathématiques pures et appliquées

appelé traditionnellement « Journal de Liouville » . Ses principaux travaux portent

sur l�analyse et on lui doit un important théorème sur l�approximation des irrationnels

algébriques.

L�élection de Joseph Liouville à l�Assemblée constituante de 1848 est seule à

rompre l�unité d�une carrière toute scienti�que : sorti de l�école polytechnique en

1827, il y revenait en 1833 comme répétiteur puis professeur d�analyse, dès sa trente

et unième année, il était élu à l�Académie des sciences, dans la section d�astronomie,

en remplacement de Lalande.

Il fut un des meilleurs professeurs de son temps, et ses cours, à Polytechnique et

au Collège de France, prirent une grande part de son activité, les nombreuses notes

qu�il publia dans son journal donnent une idée de leur richesse, et font regretter qu�ils

n�aient pas été rédigés et conservés.
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CHAPITRE 0. HISTORIQUE

Charles Sturm (1803� 1855) est né à Genève, à l�époque chef lieu du départe-
ment français du Léman (1798� 1814), ville dans laquelle il �t ses études. En 1826
il détermine, avec son ami Colladon, la vitesse du son dans l�eau et obtient l�année

suivante à Paris, où il réside depuis 1823, le grand prix de mathématiques pour son

mémoire sur la compressibilité des liquides. En 1829 il énonce le célèbre théorème

qui porte son nom, et qui fait l�objet de cet article, théorème qui donne le nombre de

racines réelles d�une équation entre deux limites. A partir de 1830, il étudie avec son

ami Liouville la théorie générale des oscillations et aboutit à une classe d�équations

di¤érentielles (problème de Sturm-Liouville). Dans deux grands mémoires publiés en

1836, il fait connaître des méthodes de résolution (notions de valeurs propres et de

développement en séries de fonctions orthogonales) qui seront à l�origine de nombreux

travaux et découvertes mathématiques. Cette même année il est élu à l�Académie des

sciences et en 1840 il succède à Poisson comme professeur à la faculté des sciences

et à l�école polytechnique. Ses Cours d�analyse de l�école polytechnique et ses Cours

de mécanique de l�école polytechnique seront publiés après sa mort prématurée.
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CHAPITRE 0. HISTORIQUE
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Notation générale

Notation générale
R : ensemble des nombres réels.
R+ : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
Rn : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
N : ensemble des nombres naturels.
[a; b) : intervalle semi-ouvert de R d�extrémité a et b:
[a; b] : intervalle compact de R:
(a; b) : intervalle ouvert de R:
j j : La valeur absolue d�un nombre réel, ou module d�un nombre complexe.
Lloc(a

0; b0) : l�espace des fonctions localement intégrables dé�nies sur (a0; b0).

ACloc(a
0; b0) : l�espace des fonctions localement absoluement continues dé�nies sur

(a0; b0).

L1(a0; b0) : l�espace des fonctions intégrables sur (a0; b0):

L2(a0; b0) : l�espace des fonctions carrées intégrables sur (a0; b0):

C1([a; b]) : l�espace des fonctions indé�niment continues sur l�intervalle [a; b] :

L(X; Y ) : l�espace des opérateurs linéaires et continues de X à valeurs dans Y .

M2;2(R) : l�espace vectoriel des matrices carrées à deux lignes et deux
colonnes, à coe¢ cients réels.

M2;2(C) : l�espace vectoriel des matrices carrées à deux lignes et deux
colonnes, à coe¢ cients complexes.
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CHAPITRE 0. NOTATION GÉNÉRALE

SL2(|) : le groupe des matrices de deux lignes et deux colonnes à composantes
réelles (ou complexes) de déterminant égale à 1.

Problème SL : Problème de Sturm-Liouville.

BC : condition aux bords.

BVP : problème de valeur aux limites.
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Introduction

Introduction
Les équations di¤érentielles linéaires d�ordre deux sont des équations di¤éren-

tielles de la forme :

ay00 + by0 + cy = d

où a; b; c et d sont des fonctions continues. Elles ne peuvent pas toutes être résolues

explicitement, cependant beaucoup de méthodes existent pour résoudre celles qui

peuvent l�être, ou pour faire l�étude qualitative des solutions à défaut. Parmi les plus

simples à résoudre sont les équations à coe¢ cients constants (où a, b, c sont des

constantes).

Le quali�catif de linéaire indique qu�il est possible d�appliquer des procédés de

superposition de solutions, et d�exploiter des résultats d�algèbre linéaire.

Les équations d�ordre deux sont sans doute les équations di¤érentielles les plus

utilisées dans les domaines les plus variés. En particulier, les problèmes de dynamique

basés sur la deuxième loi de Newton aboutissent à une équation du deuxième ordre.

La résolution des problèmes aux limites qui ont conduit à des fonctions propres,

ces fonctions peuvent être utilisées pour les développements. En physique nombreux

problèmes se posent dans la forme des problèmes aux limites.

La théorie de Sturm-Liouville étudie le cas particulier des équations di¤érentielles

linéaires scalaires d�ordre deux de la forme

14



CHAPITRE 0. INTRODUCTION

� d

dx

�
p(x)

dy

dx

�
+ q(x)y = �y:

Le paramètre � fait partie comme la fonction y des inconnues. Cette équation

est fréquemment posée sur un segment [a; b] et accompagnée de conditions « au li-

mites » reliant les valeurs y(a), y0(a), y(b) et y0(b). Les solutions � et y du problème

apparaissent alors comme valeur propre et vecteur propre d�un certain opérateur au-

toadjoint dans un espace de Hilbert. Le résultat principal de la théorie est l�existence

d�une base hilbertienne de vecteurs propres associés à des valeurs propres formant

une suite in�nie mais dénombrable.

Cette théorie porte le nom des mathématiciens Charles Sturm (1803 � 55) et
Joseph Liouville (1809� 82) qui travaillèrent conjointement à sa mise en forme.
Par multiplication par un facteur intégrant convenable, toute équation di¤éren-

tielle linéaire d�ordre deux peut être mise sous la forme d�une équation de Sturm

Liouville.

Le mémoire est organisé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, Nous avons donné un ensemble de concepts de base
et quelques notions que nous avons utilisées dans la suite de notre travail. (Voir [9],

[10], [24] ).

Au chapitre deux, On présente le problème de Sturum Liouville avec classes

des conditions aux limites auto-adjointes séparées, couplées réelles, et couplées com-

plexes. Et quelques résultats de multiplicités des valeurs propres. (Voir [13]).

Le chapitre trois, dans ce chapitre :
Nous avons prouvé que les valeurs propres et les fonctions propres sont des fonc-

tions continues par rapport à tous les paramètres du problème de Sturum Liouville,

et qu�il existe des fonctions propres normalisées dépendent continuement du pro-

blème. Nous avons vu des Théorèmes et des Lemmes qui montrent la continuté des

valeurs propres et l�unicité de la solution y sous certains conditions aux limites. Et

on a prouver la di¤érentiabilité des valeurs propres des problèmes SL réguliers par

rapport à tous les paramètres dépend du notre problème. (Voir [11]).
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Préliminaires et Notions

L�objectif principal de ce chapitre est de donner un aperçu sur quelques dé�nitions

et notions fondamentales qu�on a utilisée dans la suite de cette thèse.

1 Dé�nitions de quelques Espaces

Soit E un espace vectoriel sur le corps C (ou |).

Dé�nition 1.1 (Espace de Banach)
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet sur le corps | (en

général | = (R ou C):

Dé�nition 1.2 (Espace préhilbertien)

On dit que E est un espace préhilbertien s�il est muni d�un produit scalaire, et

pour tous x, y, z 2 E et � 2 C; satisfait les conditions suivantes :

1. hx; yi = hy; xi;

2. h�x; yi = � hx; yi ;

3. hx+ y; zi = hx; zi+ hy; zi ;

4. hx; xi > 0 si x 6= 0;

5. hx; yi = 0 =) x = 0:

16



1. Dé�nitions de quelques Espaces

Dé�nition 1.3 (Espace de Hilbert)
Un espace préhilbertien (H; h:; :i) est appelé espace de Hilbert s�il est complet par

sa norme

kxk =
p
hx; xi; pour x 2 H:

Dé�nition 1.4 (L�espace L1(
))
On pose

L1(
) =
�
f : 
! R; f mesurable et jf j 2 L1(
)

	
:

muni de la norme

kfkL1 =
Z



jf(x)j dx:

Dé�nition 1.5 (L�espace L2(
))
On pose

L2(
) =
�
f : 
! R; f mesurable et jf j2 2 L1(
)

	
:

On note que

kfkL2 =

24Z



jf(x)j2 dx:

351=2

est une norme dans L2(
).

Dé�nition 1.6 (L�espace Lloc(
))
On pose

Lloc(
) = ff : 
 ! R telle que la restriction de f à tout compact K de 
 est

intégrable c�est à dire
Z
K

jf(x)j dx <1g:

Dé�nition 1.7 (L�espace ACloc(a0; b0))
L�espace ACloc(a0; b0) désigne l�ensemble des fonctions à valeurs complexes qui

sont absoluement continues sur tous les intervalles compacts de (a0; b0):

17



1. Dé�nitions de quelques Espaces

Soit (E; d) est un espace métrique.

Dé�nition 1.8 (Boule ouverte, Boule fermé)

Pour tout x0 2 E et tout r > 0; on appelle boule ouverte de centre x0 et de rayon
r l�ensemble

B(x0; r) = fx 2 E; d(x; x0) < rg:

On appelle boule fermée de centre x0 et de rayon r l�ensemble

B(x0; r) = fx 2 E; d(x; x0) � rg:

Dé�nition 1.9 (Ouvert, Fermé)

1. Une partie U de E est un ouvert de E si pour tout x 2 U il existe " > 0 tel que
B(x; ") � U .

2. Une partie F de E est un fermé de E si et seulement si son complémentaire

F c dans E est ouvert.

Dé�nition 1.10 (Compact)

On dit qu�une partie A d�un espace métrique E est compacte si toute suite de A

possède une suite extraite convergente.

Dé�nition 1.11 (Voisinage)

On dit qu�une partie V d�un espace vectoriel normé E est un voisinage d�un point

a de E s�il existe un réel r > 0 tel que la boule ouverte de centre a et de rayon r soit

contenue dans V .

Dé�nition 1.12 (Point d�accumulation)

Soient E un espace topologique, A une partie non vide de E, et a 2 E. On dit
que le point a est un point d�accumulation de A s�il est adhérent à A sans être isolé

dans A.

18



2. Généralités sur les Fonctions

2 Généralités sur les Fonctions

Dé�nition 2.1 (Fonction Absoluement Continue)
Soit I un intervalle dans R. On dit qu�une fonction F : I ! R est absolu-

ment continue si, pour tout " > 0, il existe un � > 0 tel que, pour toute suite �nie

([an; bn])n�N de sous-intervalles de I d�intérieurs disjoints,X
n�0
(bn � an) < � )

X
n�0

jF (an)� F (bn)j < ":

Dé�nition 2.2 (Fonction di¤érentiable)
Soit f une fonction dé�nie sur un ouvert U de Rn, à valeurs dans Rp et soit a

un point de U . On dit que f est di¤érentiable en a s�il existe une application linéaire

l de Rn dans Rp telle que

f(a+ h) = f(a) + l(h) + o(khk):

L�application l; si elle existe, est unique et s�appelle la di¤érentielle de f en a. et On

le note dfa.

Dé�nition 2.3 (Fontion continuement di¤érentiable)
Soit f une fonction dé�nie sur un ouvert U de Rn, à valeurs dans Rp et soit a un

point de U: On dit que f est continuement di¤érentiable sur U , si f est di¤érentiable

en tout point de U: et si l�application dfa est continue.

Remarque 2.1 Si l�application f est F�di¤érentiable en a alors l�opérateur l est
unique.

Remarque 2.2 L�opérateur l est appelé di¤érentiel de Fréchet (ou F�di¤érentiel)
de f au point a, et f est dite Fréchet-di¤érentiable (ou di¤érentiable au sens de

Fréchet) au point a. La di¤érentielle de f au point a est notée Df(a).

Remarque 2.3 Si l�application f est F�di¤érentiable en a alors elle est continue
en ce point.

19



2. Généralités sur les Fonctions

Dé�nition 2.4 (Quasi-dérivée)
Soient E, F deux espaces de Banach, et f : A! F une fonction continue tel que

A est un ensemble ouvert de E: f est quasi-dérivée en x0 2 A si la transformation
linéaire u : E ! F qui véri�e que :

Pour toute fonction continue g : [0; 1] ! A avec g(0) = x0: telle que g0(0) 2 E
existe, et

lim
t!0+

f(g(t))� f(x0)
t

= u(g0(0)):

Remarque 2.4 Si f est dérivable au sens de Frechet en x0; alors f est quasi-di¤érentiable
et sa quasi-dérivée est égale à sa dérivée de Fréchet en x0:

Dé�nition 2.5 (Restriction)
Soient f une fonction dé�nie sur un ensemble E, et A une partie de E, on appelle

restriction de f à A la fonction f(x)=A; pour tout x de A. On restreint le domaine

de dé�nition de f à une partie de l�ensemble de départ.

Dé�nition 2.6 (Fonction lipshitizienne)
Soit I un intervalle de R, f une fonction de I dans R: On dit que f est lipshiti-

zienne de rapport k > 0 si pour toute x; y de I

jf(x)� f(y)j � k jx� yj :

La fonction f est dite contractante si k < 1:

Une application lipshitizienne et uniformément continue. On a aussi la propriété

suivante :

Proposition 2.1 [22] Une fonction lipshitizienne de R dans R est dérivable presque
partout.

Dé�nition 2.7 (Convergence simple)
Soit I un intervalle de R, (fn) une suite de fonctions dé�nies sur I, et f dé�nie

sur I. On dit que (fn) converge simplement vers f sur I; la suite (fn(x)) converge

vers f(x).

20



2. Généralités sur les Fonctions

Dé�nition 2.8 (Convergence uniforme)
Soient I un intervalle de R; (fn) une suite de fonctions dé�nie sur I; et f dé�nie

sur I: On dit que (fn) converge uniformément vers f sur I si

8" > 0; 9n0 2 N; 8x 2 I; 8n � n0; jfn(x)� f(x)j < ":

Dé�nition 2.9 (Convergence normale)
On dit que la série de fonctions

P
n�0 fn(x) converge normalement sur I; si la

série numérique
P

n�0 kfnk1 convergente.

Proposition 2.2 [22] Si la série
P

n�0 fn(x) converge normalement sur I, alors la

suite des sommes partielles SN (x) =
P

n�0 fn(x) converge uniformément vers une

fonction S sur I:

Dé�nition 2.10 (Fonction poids)
Dans un cas discret, une fonction poids w : A ! R+ est une fonction positive

dé�nie sur un ensemble discret A, (généralement �ni ou dénombrable). Si la fonction

f : A! R est à valeurs réelles, alors la somme pondérée est dé�nie parX
a2A

f(a)w(a):

Dans le cas continu, w : 
! R+ est une fonction positive mesurable. alors w est une
fonction de masse. Si f : 
 ! R est une fonction à valeurs réelles, alors l�intégrale
pondérée est donné par Z




f(a)w(a):

Dé�nition 2.11 (Fonction de Green)
On appelle fonction de Green toute solution élémentaire (fondamentale) dune

équation di¤érentielle linéaire à coe¢ cients constants, ou d�une équation aux dérivées

partielles linéaire à coe¢ cients constants.
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2. Généralités sur les Fonctions

Dé�nition 2.12 (Valeur propre)
On dit que � est une valeur propre de l�opérateur L s�il existe une fonction f non

nulle tel que Lf = �f .

Les valeurs propres de L sont donc les scalaires � tels que L��I n�est pas injectif.

Dé�nition 2.13 (Fonction propre)
Soit f une fonction non nulle sur un espace fonctionnelle (espace de fonctions),

f est une fonction propre d�un opérateur linéaire L s�il existe un scalaire � tel que

Lf = �f . On dit que f est une fonction propre associée à la valeur propre �.

Dé�nition 2.14 (Valeur propre simple)
Une valeur propre � de l�opérateur L est dite simple si sa multiplicité algébrique

ml(�) = 1:

Dé�nition 2.15 (Valeur propre double)
On dit qu�une valeur propre � est double si une racine multiple de l�équation

caractéristique de Lf = �f .

Dé�nition 2.16 La forme de Lagrange [�, �] est dé�nie, pour tout u, v deux fonctions
par

[u; v] = u(p�v0)� �v(pu0):

Dé�nition 2.17 (Mesure)
Une mesure sur (E; S) est une application � de S dans �R+ = [0;1] ; véri�e la

propriété suivante :

��additivit�e : �([n2N�An) =
P

n2N� �(An) pour toute suite (An)n�1 d�éléments

de S qui sont deux-à-deux disjoints (i:e: An \ Am = ; si n 6= m); telle que

�(;) = 0:

La mesure � est dite �nie, si �(E) <1.
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3. Généralités sur les Opérateurs

Théorème 2.1 (Mesure de Lebesgue)
Il existe une mesure � et une seule sur (R; B) qui véri�e

�(A) = b� a si A = [a; b] ; ou A = [a; b[ ; ou A = ]a; b] ; ou ]a; b[ :

et qu�on appelle la mesure de Lebesgue.

3 Généralités sur les Opérateurs

Dé�nition 3.1 Un opérateur est une application entre deux espaces vectorielles nor-
més.

Opérateur linéaire : Un opérateur A : E ! F est dite linéaire si et seulement si :

8(�; �) 2 C2; 8(x1; x2) 2 E; A(�x1 + �x2) = �A(x1) + �A(x2):

Dé�nition 3.2 (Opérateurs linéaires bornés)
Soient E et F deux espaces de Banach, A : E ! F On dit que l�opérateur A est

borné s�il existe C � 0 tel que

kAxk � C kxk ; 8x 2 E:

Dé�nition 3.3 (Opérateur auto-adjoint)
Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur borné A est dite auto-adjoint si A = A�:

Dé�nition 3.4 (Opérateur intégral)
Un opérateur intégral est un opérateur linéaire dé�ni à l�aide d�une intégrale pa-

ramétrique suivant :

S(f)(t) =

Z
A

f(x)K(x; t)d�(x):

dans laquelle la fonction K est appelée le noyau de l�opérateur.
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3. Généralités sur les Opérateurs

SoitM : [a; b]� [a; b]! B une fonction continue, tel que B est un groupe abélien

normé complet de tous les endomorphismes liées de S dans S, et on a S est un groupe

abélien normé et complet, et soit H : [a; b]! B une fonction dé�nie sur sur [a; b] :

Théorème 3.1 [15] (construction de Neuberger�s)

Si

24 bZ
a

dH:M(j; a)

35�1 existe dans B, alors il existe une fonction R : [a; b] ! B

et une fonction K : [a; b]� [a; b] ! B telle que : g 2 C[a;b] et C � S, alors Y 2 C[a;b]
satisfait :

Y (t) = Y (u) + g(t)� g(u) +
tZ

a

dF:Y et

bZ
a

dH:Y = C:

pour chaque t; u dans [a; b] , on a :

Y (t) = R(t)C +

bZ
a

K(t; j)dg

De plus,

R(t) =

24 bZ
a

dH:M(j; t)

35�1 :
où

K(x; t) =

8>>>>>>><>>>>>>>:
�

24 bZ
a

dH:M(j; t)

35�1 bZ
u

dH:M(j; u) +M(t; u) si a 5 u 5 t

�

24 bZ
a

dH:M(j; t)

35�1 bZ
u

dH:M(j; u) si a 5 u 5 t:
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4. Les Matrices

4 Les Matrices

Dé�nition 4.1 (L�espace Mn;m(C))
On dé�nit l�espace des matrices à n lignes et m colonnes des composantes com-

plexes Mn;m(C) par

Mn;m(C) =
�
A=(aij) 1�i�n

1�j�m
; aij 2 R 8i = 1; n et 8j = 1;m

�
:

Dé�nition 4.2 (Matrice adjointe)
Soit A = (aij) une matrice de Mn;m(C): On appelle matrice adjointe de A la

matrice

A� =t ( �A) = (�aij) 2Mm;n(C):

Dé�nition 4.3 (Rang d�une matrice)
Le rang d�une matrice A est le nombre de lignes non nulles. On le note rgA:

Dé�nition 4.4

1. On dé�nit l�espace des matrices à deux lignes et deux colonnes des composantes

réelles M2;2(R) par

M2;2(R) =
�
A=(aij)1�i;j�2; aij 2 R 8i; j = 1; 2

	
:

2. On dé�nit l�espace des matrices à deux lignes et deux colonnes des composantes

réelles M2;2(C) par

M2;2(C) =
�
A=(aij)1�i;j�2; aij 2 C 8i; j = 1; 2

	
:

3. On dé�nit le groupe des matrices de deux lignes et deux colonnes à composantes

réelles SL2(R) par

SL2(R) = fA 2M2;2(R); detA = 1g :
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Problème de Sturum Liouville régulier

Ce chapitre est consacré à l�étude du problème de Sturum Liouville régulier.

L�équation de Sturum-Liouville est une équation di¤érentielle ordinaire du second

ordre qui s�écrit sous la forme :

d

dx
(p(x)

dy

dx
) + (q(x) + �w(x))y = 0; o�u x 2 [a; b] : (1)

Où p(x), q(x), w(x) sont des fonctions données à valeurs réelles sur l�intervalle [a; b] ;

tel que p(x) 6= 0; et y = y(x) une fonction à déterminer, � une constante à déterminer.
Beaucoup d�équations di¤érentielles ordinaires linéaires d�ordre deux sont équi-

valentes à une équation de Sturum-Liouville.

Soient �1(x); �2(x), et �3(x) des fonctions dé�nis sur l�intervalle [a; b] telle que

�1(x) 6= 0; 8x 2 [a; b] et
�2(x)

�1(x)
est int�egrable sur [a; b] :

Si nous dé�nissons

p(x) = exp

24 xZ
a

�2(t)

�1(t)
dt

35 ; q(x) = �3(x)

�1(x)
p(x); w(x) =

p(x)

�1(x)
:

Alors l�équation di¤érentielle ordinaire

�1(x)
d2y

dx2
+ �2(x)

dy

dx
+ (�3(x) + �)y = 0 (2)
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5. Problème de Sturum-Liouville dans un intervalle �ni

est équivalente à l�équation de Sturum-Liouville (1).

En e¤et ;

d

dx
(p(x)

dy

dx
) = p(x)

d2y

dx2
+
dp

dx

dy

dx

= p(x)
d2y

dx2
+
�2(x)

�1(x)
exp

24 xZ
a

�2(t)

�1(t)
dt

35 dy
dx

(3)

En substituant (3), et les expressions p(x), q(x) dans l�équation de Sturum-

Liouville (1) on trouve

p(x)
d2y

dx2
+
�2(x)

�1(x)
p(x)

dy

dx
+ (
�2(x)

�1(x)
p(x) + �

p(x)

�1(x)
)y = 0:

Exemple : Quelques équations classiques ayant la forme de l�équation
de Sturum-Liouville.

1. Equation de Bessel :

x2y00 + xy0 + (�2x2 � v2)y = 0, (xy0)0 + (�2x� v
2

x
)y = 0:

2. Equation de Legendre :

(1� x2)y00 + v(v + 1)y = 0() ((1� x2)y0)0 + v(v + 1)y = 0:

5 Problème de Sturum-Liouville dans un inter-

valle �ni

On considère dans ce travail l�équation di¤érentielle suivante

�(py0)0 + qy = �!y sur (a0; b0);�1 � a0 < b0 � 1 avec � 2 R (4)

où
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5. Problème de Sturum-Liouville dans un intervalle �ni

p; q; ! : (a0; b0)! R; 1=p; q; ! 2 Lloc(a0; b0); ! > 0 a:e: sur (a0; b0): (5)

Soit

I = [a; b] ; a0 < a < b < b0; (6)

et on considère les conditions aux limites (noté par BC)

A

�
y(a)

(py0)(a)

�
+B

�
y(b)

(py0)(b)

�
=

�
0

0

�
; (7)

où A et B deux matrices complexes 2� 2 satisfont :

La matrice 2� 4 (A=B) possède un rang complet, (8)

et

AEA� = BEB�; E =

 
0 �1
1 0

!
: (9)

La solution de (4) dans (a0; b0) est une fonction y 2 ACloc(a
0; b0) telle que py0

2 ACloc(a
0; b0) et l�équation (4) est satisfaite dans (a0; b0): Ici ACloc(a0; b0) désigne

l�ensemble des fonctions à valeurs complexes qui sont absolument continues sur tous

les sous-intervalles compacts de (a0; b0). Il est clair que la solution de (4) sur (a0; b0)

est aussi une solution sur tous les sous-intervalles J de (a0; b0).

Notons que la notation de quasi-dérivée (py0)(t) est nécessaire dans (4) et (7),

mais sous les conditions (5), (6) - p(t) et y0(t) ne peut pas existes, mais le produit

des fonctions (py0)(t) existe et est continue pour tout t 2 (a0; b0):
Le problème de valeur aux limites de Sturum-Liouville (BVP) contient l�équation

(4) avec les conditions aux limites BC (7) - (9). Sous les conditions (5) et (6), il est

bien connu que ce problème est un problème SL auto-adjoint régulier qui possède

un nombre in�ni mais dénombrable de valeurs propres réelles. Dans notre travail,

nous �xons tous les paramètres sauf un qui détermine le problème SL, et étudions la
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5. Problème de Sturum-Liouville dans un intervalle �ni

dépendance des valeurs propres et des fonctions propres sur ce problème.

Pour notre proposition, il convient de diviser ces conditions aux limites auto-

adjointes (7) � (9) en trois sous classes disjointes et d�utiliser les représentations
canoniques suivantes de ces sous-classes :

1. Les Conditions aux limites auto-adjointes séparées.

Soient les conditions aux limites séparées suivantes :

A1y(a) + A2(py
0)(a) = 0 où A1 et A2 sont réels et non nuls, (10)

B1y(b) +B2(py
0)(b) = 0 où B1 et B2 sont réels et non nuls. (11)

Ces conditions séparées peuvent être paramétrées comme suit :

cos� y(a) + sin� (py0)(a) = 0; 0 � � < �; (12)

cos � y(b) + sin � (py0)(b) = 0; 0 � � < �: (13)

Notons les di¤érents normalisations dans (13) pour � telle que � utilisée dans

(12): C�est pour certains des résultats ci-dessus.

2. Les conditions aux limites auto-adjoints couplées réelles.

Les conditions aux limites peuvent être formulés comme suit :�
y(b)

(py0)(b)

�
= K

�
y(a)

(py0)(a)

�
(14)

Où

K 2 SL2(R); (15)

tel que le groupe SL2(R) est le groupe des matrices deux à deux (de la forme

A =

 
a b

c d

!
) à coe¢ cients réels et de déterminant égale à 1, chaque élément

correspond à une fonction

FA(x) =
ax+ b

cx+ d
.
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6. Résultats de base et Notations

3. Les conditions aux limites auto-adjointes couplées complexes.

Les conditions aux limites peuvent être formulés comme suit :

�
y(b)

(py0)(b)

�
= exp(i�) K

�
y(a)

(py0)(a)

�
(16)

Où K satisfait (15) et �� < � < 0; ou 0 < � < �:

La plupart des résultats suivants sont bien connus. Voir [19] pour quelques preuves

avec des coe¢ cients intégrables ; voir [14] pour le cas où p change de signe, et voir

[3] pour le cas d�une condition aux limites couplé complexe.

6 Résultats de base et Notations

Soit l�équation (4) et l�hypothèse (5) véri�ées.

(a) Supposons que

p � 0 : dans [a; b] : (17)

Alors

1. Le problème de valeur aux limites (4), (12) et (13) admet des valeurs

propres réelles et simples ; il y a une in�nité mais un nombre dénombrable

des valeurs propres ; ils sont bornés inférieurement et peuvent être ordon-

nés et satisfait

�1 < �0 < �1 < �2 < :::; avec �n ! +1 lorsque n!1: (18)

Si un est une fonction propre associée à �n, alors un est unique jusqu�à

un multiple constante et un possède exactement n zéros dans l�intervalle

(a; b), n 2 N0 = f0; 1; 2; :::g.
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6. Résultats de base et Notations

Soit

�n = �n(a; b; �; �; 1=p; q; w); un = un(:; a; b; �; �; 1=p; q; w); n 2 N0;
(19)

2. Le problème de valeur aux limites de Sturum-Liouville (4), (14) et (15)

admet des valeurs propres réelles ; chacun des valeurs propres peut être

simple ou double ; il y a un nombre in�ni mais dénombrable des valeurs

propres et ils peuvent être ordonnés pour satisfait

�1 < �0 � �1 � �2 � :::; avec �n ! +1 lorsque n!1: (20)

Notons ces valeurs propres par

�n = �n(a; b;K; 1=p; q; w); un = un(:; a; b;K; 1=p; q; w) ; n 2 N0: (21)

Remarquons qu�il y a un certain arbitraire dans l�indexation des fonctions

propres associées à une valeur propre double.

3. Le problème de valeur aux limites BVP (4), (15), (16) admet des valeurs

propres simples et réelles ; il y a une in�nité mais un nombre dénombrable

des valeurs propres ; et ils peuvent être ordonnés pour satisfait

�1 < �0 < �1 < �2 < :::; et �n ! +1 lorsque n!1 (22)

Notons ces valeurs propres par

�n = �n(a; b; �;K; 1=p; q; w); un = un(:; a; b; �;K; 1=p; q; w) ; n 2 N0:
(23)

Si nous �xons toutes les variables sauf � et utilisons la notation de �n =

�(�), alors nous avons

�n(��) = �n(�); (24)
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6. Résultats de base et Notations

et le conjugué complexe d�une fonction propre de �n(�) est une fonction

propre de �n(��):

(b) Supposons que p change de signe dans l�intervalle [a; b], c�est à dire que p

est positif sur un sous-ensemble de [a; b] de mesure de lebegue positive, et p

négative sur un sous-ensemble de [a; b] de mesure de lebesgue positive. Alors

1. Le problème de valeur aux limites (4), (12) et (13) possède des valeurs

propres réelles et simples ; il y a une in�nité mais un nombre dénombrable

des valeurs propres ; ils ne sont pas bornés inférieurement et supérieure-

ment et peut être ordonnée comme suite

::: < ��2 < ��1 < �0 < �1 < �2 < :::;

�n ! +1 lorsque n!1; et �n ! �1 lorsque n! �1: (25)

2. Le problème de valeur aux limites (4), (14) et (15) admet des valeurs

propres réelles, chacun de ces valeurs peut être simple ou double ; il y a

une in�nité mais un nombre dénombrable des valeurs propres ; ils ne sont

pas bornés inférieurement et supérieurement et peuvent être ordonnés et

satisfait

::: � ��2 � ��1 � �0 � �1 � �2 � :::;

�n ! +1 lorsque n!1; et �n ! �1 lorsque n! �1: (26)

3. Le problème de valeur aux limites (4), (15), (16) admet des valeurs propres

réelles et simples ; il y a une in�nité mais un nombre dénombrable des

valeurs propres ; ils ne sont pas bornés inférieurement ou supérieurement

et peuvent être ordonnés et satisfait

::: < ��2 < ��1 < �0 < �1 < �2 < :::;

�n ! +1 lorsque n!1; et �n ! �1 lorsque n! �1: (27)
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6. Résultats de base et Notations

Les notations des valeurs propres �n et des fonctions propres un, n 2 Z, pour
la partie (b) sont les mêmes qu�on a introduit dans la partie (a) pour n 2 N0:

Dans ce qui suit notons par �n et un la n-ième valeur propre et la n-ième fonction

propre d�un problème de Sturum-Liouville où n 2 N0 si p0 � 0 sur [a; b] et n 2 Z; si
p0 change de signe sur [a; b], respectivement.

33



Valeurs propres et Fonctions propres des problèmes de

Sturum-Liouville réguliers

L�objectif principale de ce chapitre est d�étudier les valeurs propres et les fonctions

propres du problème de Sturum-Liouville sur un intervalle �ni de la forme [a; b] tel

que a; b <1:

Dé�nition 6.1 (Fonction propre normalisée)

On dit qu�une fonction propre u est normalisée si elle véri�e l�égalité suivante

bZ
a

juj2w = 1; w 2 L1(a; b):

7 Continuté des Valeurs propres et des Fonctions

propres

Dans cette section, nous montrons que les valeurs propres sont des fonctions

continues par rapport à tous les paramètres du problème incluant les coe¢ cients et on

peut trouver des fonctions propres normalisées qui dépendent de tous les paramètres

dans la norme uniforme.

Soit
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7. Continuté des Valeurs propres et des Fonctions propres


 = f! = (a; b; A;B; 1=p; q; w)g (28)

tels que (5), (6), (8), (9) valables.

Pour le cas particulier des conditions aux limites séparées (12), (13), et nous

utilisons aussi la notation


s = f! = (a; b; �; �; 1=p; q; w)g (29)

et pour les cas couplées(14), (15), (16), notons que


c = f! = (a; b; �;K; 1=p; q; w)g : (30)

Lorsque � = 0, (3:3) devient


rc = f! = (a; b;K; 1=p; q; w)g : (31)

Nous voulons montrer que les valeurs propres et les fonctions propres dépend

continuement du problème, c�est à dire, qu�un petit changement du problème donne

un petit changement de chaque valeur propre et de chaque fonction propre.

Cela signi�e que nous devons comparer le spectre des di¤érents problèmes qui

peuvent être dé�nis sur des di¤érents intervalles. Chaque ! 2 
 détermine un unique
problème de Sturum- Liouville : (a; b) est un intervalle, A, B les conditions aux

limites, et les restrictions de p; q; w sur [a; b]. On observe que les valeurs de p; q; w

en dehors de l�intervalle [a; b], c�est à dire dans (a0; b0)n [a; b] ; n�a¤ecte pas le spectre
du problème déterminé par !: Pour faciliter les comparaisons entre les valeurs propres

de problème dé�ni sur di¤érents intervalles soit

�

 =

�
! = (a; b; A;B;

�
1=p; ~q; ~w)

�
(32)

Où
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7. Continuté des Valeurs propres et des Fonctions propres

�
q =

(
q sur [a; b]

0 sinon
(33)

et
�
1=p,

�
w sont dé�nies de manière similaire. Maintenant nous introduisons l�espace

de Banach

X = R� R�M2;2(C)�M2;2(C)� L1(a0; b0)� L1(a0; b0)� L1(a0; b0) (34)

Sous la norme

k!k = k~!k = jaj+ jbj+ kAk+ kBk+
b0Z
a0

�
(j1=pj+ j~qj+ j ~wj) (35)

où kAk une norme de matrice �xé.
Remarquons que, puisque 1=p, q, w sont suppsés dans Lloc(a0; b0); 
 n�est pas un

sous ensemble de X, mais ~
 l�est puisque
�
1=p; ~q; ~w sont dans L1(a0; b0):

Maintenant, nous identi�ons 
 avec ~
 comme un sous ensemble de X. Alors 


possède la norme de X, et la convergence en 
 est déterminé par cette norme. Il est

facile de voir que chaque point de 
 est un point d�accumulation de 
 par rapport

au norme dans X:

Les valeurs propres d�un problème de Sturum-Liouville dependent du problème.

Plus précisement on a :

Théorème 7.1 Soit !0 = (a0; b0; A0; B0; 1=p0; q0; w0) 2 
: Soit � = �n(!0) la n-

ième valeur propre du problème de Sturum-Liouville (4), (7)-(9). Alors � est continue

en !0. Autrement dit, pour tout " > 0; il existe � > 0 tel que si ! 2 
 satisfait :

k! � !0k = ja� a0j+ jb� b0j+ kA� A0k+ kB �B0k

+

b0Z
a0

�
(j 1=p�

�
1=p0 j + j~q � ~q0j+ j ~w � ~w0j < �; (36)
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7. Continuté des Valeurs propres et des Fonctions propres

Alors

j�(!)� �(!0)j < ": (37)

Preuve. La preuve est basée sur la fonction de Green G(t; s; �) en utilisant la

construction de Neuberger�s dans [15], voir aussi [6], [20], [21]. Pour a; b; w �xés et
en supposant que zéro n�est pas une valeur propre, alors tous les valeurs propres du

problème de Sturum- Liouville sont les réciproques des valeurs propres de l�opérateur

intégral T dont le noyau est la fonction de Green. dans [12] la fonction de Green
dépend de toutes les paramètres.

On peut maintenant faire appel à un résultat sur le spectre d�une suite convergente

d�opérateurs auto-adjoints dans l�espace de Hilbert - Théorème 7.35 dans [18] - pour

conclure que les valeurs propres de T , et donc aussi leur réciproques, qui sont les

valeurs propres du problème de Sturum-Liouville, sont des fonctions continues. Si

zéro est une valeur propre, on transforme le problème en un équivalent qui n�a pas

de zéro comme une valeur propre et procède comme ci-dessus.

Ensuite, nous énonçons deux lemmes nécessaires dans la preuve ultérieur qui sont

aussi d�un intérêt indépendent.

Le premier déclare que la solution unique de tout problème de valeurs initiales de

l�équation (4) depend continuement de tous les paramètres compris les coe¢ cients

et la fonction poids, dans la norme X.

Lemme 7.1 Soit (5) véri�ée, et soit c 2 (a0; b0) et h; k 2 C: Considérons le problème
de la valeur initiale constitué de l�équation (4) et des conditions initiales

y(c) = h; (py0)(c) = k:

Alors la solution unique y = y(:; c; h; k; 1=p; q; w) est une fonction continue de toutes

ces variables. Plus précisément, étant donné " > 0 et tout sous-intervalle compact J

de (a0; b0), il existe un � > 0 tel que si
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7. Continuté des Valeurs propres et des Fonctions propres

jc� c0j+ jh� h0j+ jk � k0j+
bZ
a

(j1=p� 1=p0j+ jq � q0j+ jw � w0j) < �; (38)

alors

jy(t; c; h; k; 1=p; q; w)� y(t; c0; h0; k0; 1=p0; q0; w0j < " (39)

et

j(py0)(t; c; h; k; 1=p; q; w)� (py0)(t; c0;h0; k0; 1=p0; q0; w0j < " (40)

pour tout t 2 J:

Preuve. Cela découle du Théorème 2.7 dans [12].
En conséquence du Théorème 7:1 et du Lemme 7:1 nous obtenons :

Lemme 7.2 Soit !0 = (a0; b0; A0; B0; 1=p0; q0; w0) 2 
: Soit � = �n(!) la n-ième

valeur propre du problème de Sturum Liouville (4), (7)-(9).

Si �(!0) est simple, alors il existe un voisinage M de !0 dans 
 tel que �(!) est

simple pour tout ! dans M:

En particulier on a ce qui suit :

1. Fixons a; b; 1=p; q; w et considérons � = �(K) comme une fonction de K; pour

K 2 SL2(R). On suppose que pour certains K0 2 SL2(R); �(K0) est une valeur

propre simple. Alors il existe un voisinage M de K0 dans SL2(R) tel que �(K)
soit simple, pour tout K 2M:

2. Fixons a; b;K; q; w et considérons � = �(1=p) comme une fonction de 1=p; pour

1=p 2 L1(a; b): On suppose que pour certains 1=p0 2 L1(a; b); �(1=p0) est une
valeur propre simple. Alors il existe un voisinage M de 1=p0 dans L1(a; b) tel

que �(1=p) soit simple, pour tout 1=p 2M:

3. Fixons a; b; 1=p;K;w et considérons � = �(q) comme une fonction de q pour

q 2 L1(a; b): Supposons que pour certains q0 2 L1(a; b); �(q0) est une valeur
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7. Continuté des Valeurs propres et des Fonctions propres

propre simple. Alors il existe un voisinage M de q0 dans L1(a; b) tel que �(q)

soit simple pour tout q 2M:

4. Fixons a; b; 1=p; q;K; et considérons � = �(w) comme une fonction de w pour

w 2 L1(a; b): On suppose que pour certains w0 2 L1(a; b); �(w0) est une valeur
propre simple. Alors il existe un voisinage M de w0 dans L1(a; b) tel que �(w)

soit simple pour tout w 2M:

Remarque 7.1 Il a été montré dans [11] que pour b; A;B; 1=p; q; w �xés, �(a) est
simple pour certains a si et seulement si c�est simple pour tout a et de même pour b:

De même, pour les conditions aux limites couplées réelles dans le Lemme 3.2.

D�aprés la partie (1) l�ensemble S de points K 2 SL2(R) tel que �(K) est simple
est un ensemble ouvert dans SL2(R). D�où son complément - l�ensemble D des points

K pour lequels �(K) est une valeur propre double - est un ensemble fermé dans

SL2(R):
D�aprés la partie (2) l�ensemble S des points q 2 L1(a; b) tel que �(q) soit simple

est un ensemble ouvert dans L1(a; b): D�où son complément - l�ensemble D des points

q 2 L1(a; b) pour laquelle �(q) est une valeur propre double - est un ensemble fermé
dans L1(a; b): Nous voyons par le Théorème 2.3 que cette ensemble D n�est pas dense

dans l�espace L1(a; b):

Cette remarque s�applique également aux cas (3) et (4).

Preuve. Pour une solution y de (4) et u(:; !) une fonction propre d�un problème de
Sturum- Liouville on dé�nit

Y =

�
y

py0

�
et U =

�
u

pu0

�
(41)

la solution vectorielle et la fonction propre vectorielle correspondantes respective-

ment. Puisque les valeurs propres pour les conditions aux limites séparées et les

conditions aux limites couplées complexes sont toujours simples (d�aprés les résul-

tats de a et b dans la première section), alors le Lemme 7:2 est clair pour ces cas.

Pour les conditions aux limites couplées réelles (14), (15) supposons que �(!0)

est simple pour !0 = (a0;b0; K0; 1=p0; q0; w0) 2 
rc: Supposons que la conclusion soit
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fausse c�est à dire qu�il existe un voisinage M de !0 dans 
rc tel que pour tout !

dans M , �(!) est double, alors il existe une suite (!k) �M � 
rc tel que

!k ! !0 lorsque k !1 avec �(!k) est une valeur propre double pour chaque k 2
N: Choisisons les vecteurs linéairement indépendants v1; v2 dans R2 et déterminons
les solutions vectorielles U1(:; !k) et U2(:; !k) de (4) avec � = �(!k) et les conditions

initiales

U1(a; !k) = v1; U
2(a; !n) = v2:

Alors U1(:; !k) et U2(:; !k) sont des fonctions vectorielles satisfaisant la condition

aux limites

U j(b; !k) = KkU
j(a; !k); k 2 N; j = 1; 2. (42)

Soit k !1 dans (42) et en utilisant le Théorème 7.1 et le Lemme 7.1. nous concluons

que Y j est continue de toutes ses variables c�est à dire

Pour !k une suite de 
rc tel que !k ! !0 lorsque k !1:

Alors

Y (:; !k)! Y (:; !0); k !1

i:e: limk!1Y (:; !k) = Y (:; !k):

donc on obtient

Y j(b; !k) = K0Y
j(a; !0); j = 1; 2 (43)

où Y j est la limite uniforme de U j lorsque k !1 pour j = 1; 2. Ainsi les composantes

supérieurs de Y j, j = 1; 2 sont deux fonctions propres linéairement indépendantes de

�(!0): Comme �(!0) est simple et �(!k) est double donc contradiction, alors �(!k)

est simple 8n 2 N:

Une fonction propre normalisée u d�un problème de Sturum-Liouville est une

fonction propre qui satisfait
bZ
a

juj2w = 1: (44)
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Alors nous montrons un résultat pour des fonctions propres normalisées. Remar-

quons que ceux-ci ne sont pas uniquement déterminés par (43). Dans le cas d�une

valeur propre simple elles sont uniques, mais pour une valeur propre double il existe

des paires de fonctions propres normalisées linéairement indépendantes.

Théorème 7.2 Soient les notations et les hypothèses du Théorème 7.1 véri�ées.

(i) Supposons que la valeur propre �(!0) est simple pour certains !0 2 
 et soit u =
un(:; !0) une fonction propre normalisée de �(!0). Alors il existe des fonctions

propres normalisées u = un(:; !) de �(!) pour ! 2 
; telles que

u(:; !)! u(:; !0); (pu0)(:; !)! (pu0)(:; !0); lorsque ! ! !0 dans 
; (45)

sont uniforméments sur tout sous-intervalle compact J de (a0; b0).

(ii) Supposons que �(!) est une valeur propre double pour tout ! dans un voisinage
M de !0 dans 
:

Soit u = u(:; !0) une fonction propre normalisée de �(!0): Alors il existe des fonc-

tions normalisées u = u(:; !) de �(!) tel que

u(:; !)! u(:; !0); (pu0)(:; !)! (pu0)(:; !0); lorsque ! ! !0 dans 
; (46)

sont uniforméments sur tout sous intervalle compact J de (a0; b0). Notons que

dans ce cas, il y a deux fonctions propres normalisées linéairement indépen-

dentes uj de �(!0); il existe une paire de fonctions propres normalisées linéai-

rement indépendantes telle que l�une converge vers u1 et l�autre vers u2 lorsque

! �! !0 dans 
:

Preuve.

(i) On démontre premièrement qu�il existe des fonctions propres (pas forcément
normalisées) un(:; !) telles que (45) véri�ées uniformément dans J de (a0; b0).

Comme précédement, pour la solution y de (4) et une fonction propre u(:; !)

soient
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Y =

�
y

py0

�
et U=

�
u

pu0

�
:

la solution vectorielle et la fonction propre vectorielle (respectivement). Supposons

que les conditions aux limites soient séparées. Choisisons les fonctions propres u =

un(:; !) pour ! 2 
, ! prés !0 de 
, qui satisfont la même condition initiale en

c 2 (a; b): Alors d�aprés le Lemme 7.1 et le Théorème 7.1 on a la convergence uniforme
de U(:; !) ! U(:; !0) dans J: Supposons les conditions aux limites soient couplées

(14), (15), (16) avec �� < � � �: Supposons que �n(!0) est simple. Alors d�aprés le
lemme 7.2 il existe un voisinage M de !0 tel que �(!) est simple pour tout ! 2 M:
Pour tout ! 2 
 chosissons une fonction propre u = un(:; !) de �(!) qui satisfait

kU(a0; !)k = ju(a0; !)j+ j(pu0)(a0; !)j = 1; et u(t; !) > 0 pour t prés de a0:

Il su¢ t de montrer que

U(a0; !)! U(a0; !0) lorsque ! ! !0 dans 
 (47)

puisque la convergence uniforme sur [a; b] découle du Théorème 7.1 et du Lemme 7.1.

Si (47) n�est pas véri�ée, alors il existe une suite (!k) � 
, !k ! !0 telle que

U(a0; !0)� U(a0; !k) := vk ! v0 6= 0; lorsque ! ! !0 (48)

Soient Yk; Zk; Y les solutions vectorielles de (4) avec le même ! = !0; et � = �(!0)

déterminés par les conditions initiales

Yk(a0) = vk; Zk(a0) = U(a0; wk); Y (a0) = v0; k 2 N;

respectivement. On a

Yk(a0) = vk;

et on a

Zk(a0) = U(a0; wk);
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Alors d�aprés l�unicité de la solution du problème de valeur initiale on a

Yk = U(:; !0)� Zk sur l�intervalle [a0; b0] : (49)

En utilisant les conditions aux limites (16) nous obtenons

Yk(b0) =

 
(yk)(b0)

(py0k)(b0)

!
= U(b0; !0)� Zk(b0)

= U(b0; !0)� U(bk; !k) + U(bk; !k)� Zk(b0)
= exp(i�0)K0 U(a0; !0)� exp(i�k)KkU(ak; !k) + U(bk; !k)� Zk(b0)
= exp(i�0)K0 U(a0; !0)� exp(i�0)K0 U(a0; !k) + exp(i�0)K0 U(a0; !k)

� exp(i�k)KkU(ak; !k) + U(bk; !k)� Zk(b0):
= exp(i�0)K0 [U(a0; !0)� U(a0; !k)] + exp(i�0)K0U(a0; !k)

� exp(i�k)KkU(ak; !k) + U(bk; !k)� Zk(b0): (50)

Soit k !1 et en utilisant le Lemme 7.1 on obtient

Y (b0) = exp(i�)K0Y (a0):

Puisque Y (a0) = v0 6= 0, Y est une fonction propre vectorielle non nulle corres-

pondante à la valeur propre �(!0): Puisque �(!0) est simple, il existe une constante

h 6= 0 telle que Y = hU(:; !0):
En particulier, v0 = Y (a0) = hU(a0; !0): Avec k !1 dans (48) on obtient :

U(a0; !0)� lim
k!1

U(a0; !k) = lim
k!1

vk = v0 = hU(a0; !0):

i.e.

lim
k!1

U(a0; !k) = (1� h)U(a0; !0):

Remarquons que u(t; !k) et u(t; !0) ont le même signe pour t prés de a0, on a
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que 1� h > 0 et par conséquent

lim
k!1

kU(a0; !k)k = (1� h) kU(a0; !0)k :

donc contradiction avec kU(a0; !k)k = kU(a0; !0)k = 1: Alors (47) est valable.
(ii) Supposons que �(!) est une valeur propre double pour tout ! dans un voi-

sinage M de !0: Alors nous pouvons argumenter comme avant en choisissant

les fonctions propres u(:; !) de �(!) qui satisfont la même condition initiale à c

pour certains c 2 (a; b) car une combinaison linéaire de deux fonctions propres
linéairement indépendantes peut être choisi pour satisfait des conditions ini-

tiales arbitraires.

La discussion ci-dessus montre que pour chaque condition aux limites auto-

adjointe et chaque indice �xé n, la fonction propre un(:; !) de �(!) et sa quasi-

dérivée (pu0n)(:; !) sont uniforméments covergentes en !, dans chaque sous-intervalle

compact de (a0; b0) i.e.

u(:; !)! u(:; !0); lorsque ! ! !0:

et

(pu0)(:; !)! (pu0)(:; !0); lorsque ! ! !0:

Par normalisation des fonctions propres on trouve le résultat.

8 Les propriétés de Di¤érentiabilité des Valeurs

propres

Dans cette section nous montrons que les valeurs propres sont des fonctions dif-

férentiables de tous les paramètres du problème.

Rappelons la dé�nition du dérivée de Frechet :

Dé�nition 8.1 Un opérateur T d�un espace de Banach X dans un espace de Banach
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Y est di¤érentiable en un point x 2 X, s�il existe un opérateur linéaire borné dTx :
X ! Y tel que pour h 2 X

jT (x+ h)� T (x)� dTx(h)j = o(h) losque h! 0 (51)

Dé�nition 8.2 On dit qu�une fonction f : (a; b) ! R est non oscillatoire, ou on

note NO, en un point c 2 (a; b) s�il existe un nombre positif � tel que f est non
négatif ou non positif sur (c� �; c) et sur (c; c+ �); le signe de f n�a pas besoin d�être
le même sur ces intervalles.

Théorème 8.1 Soit ! = (a; b; A;B; 1=p; q; w) 2 
: Soit � = �n(!) et soit u =

un(:; !) une fonction propre normalisée de � pour le problème de valeur aux limites

(4), (7)� (9).

1. Fixons toutes les composantes de ! sauf l�extrémité gauche a et soit � = �(a)

et u = u(:; a). Supposons que p et q soient non oscillatoires sur (a0; b0] : Alors

� est di¤érentiable et

�0(a) =
1

p(a)
(pu0)2(a)� u2(a) [q(a)� �(a)!(a)] sur (a0; b0] : (52)

En particulier, si p,q,w sont continues et non oscillatoires en a 2 (a0; b0] :
Alors

�0(a) =
1

p(a)
(pu0)2(a)� u2(a) [q(a)� �(a)!(a)] . (53)

2. Fixons toutes les composantes de ! sauf b et soit � = �(b) et u = u(:; b). Sup-

posons que p et q soient non oscillatoires sur [a0; b0) : Alors � est di¤érentiable

et

�0(b) =
1

p(b)
(pu0)2(b)� u2(b) [q(b)� �(b)!(b)] sur [a0; b0) : (54)

En particulier, si p; q; w sont continues et non oscillatoires en a 2 [a0; b0) :
Alors

�0(b) =
1

p(b)
(pu0)2(b)� u2(b) [q(b)� �(b)!(b)] . (55)
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Preuve. La preuve est donnée dans [11] pour le cas des conditions aux limites
séparées (-voir Théorème 3.4-).

La preuve du cas des conditions aux limites couplées complexes (16) est similaire

à celle du cas des conditions aux limites couplées réelles aprés prise en compte du fait

que les fonctions propres de �n(�;K) et �n(��;K) sont des conjuguées complexes.

Remarque 8.1 Il est intéressant de noter que (52)-(55) sont indépendants de la
fonction propre normalisée particulière u. Ceci n�est pas étonnant dans le cas d�une

valeur propre simple car alors la condition de normalisation (42) détermine unique-

ment u jusqu�à signe. Mais dans le cas d�une valeur propre double ceci est assez

supernante car alors la condition de normalisation est satisfaite par deux fonctions

propres.

Nous arrivons maintenant à noter résultat principal.

Théorème 8.2 Soit ! = (a; b; A;B; 1=p; q; w) 2 
: Soit � = �n(!) et soit u =

un(:; !) une fonction propre normalisée de � pour le problème de valeur aux limites

(4), (7)� (9). Supposons que

(i) �(!) est une valeur propre simle.

(ii) �(�) est une valeur propre double pour chaque � dans un voisinage M � 
 de
!:

Alors � est continuement di¤érentiable par rapport à chaque variable �; � pour

les conditions aux limites séparées (12) (13), continuement di¤érentiable par

rapport à chaque variable �;K pour les conditions aux limites couplées (15) (16),

et continuement di¤érentiable par rapport à chaque variable 1=p,q,w pour les

conditions aux limites (BC) générales (7)-(9) dans le sens apprioré. Les dérivées

sont données par

1. Fixons toutes les composantes de ! sauf �, et soit � = �(�) et u=u(.,�):

Alors � est di¤érentiable et

�0(�) = �u2(a)� (pu0)2(a); 0 � � < � (56)
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2. Fixons toutes les composantes de ! sauf �, et soit � = �(�) et u=u(.,�):

Alors � est di¤érentiable et

�0(�) = u2(b) + (pu0)2(b); 0 < � � �: (57)

3. Fixons toutes les composantes de ! sauf � et soit � = �(�) et u=u(.,�):

Alors � est di¤érentiable en � pour tout � satisfait�� < � < 0 ou 0 < � <
� et

�0(�) = �2 Im [u(b)(p�u0)(b)] ; (58)

où Im(z) désigne la partie imaginaire de z.

4. Fixons toutes les composantes de ! sauf K et soit � = �(K) et u =

u(:; K): Suppoosons que K satisfait (15). Alors � est di¤érentiable dans

SL2(R) et sa dérivée de Frechet est donnée par

d�K(H) = [p�u
0(b); � �u(b)]HK�1

�
u(b)

(pu0)(b)

�
; H 2M2;2(R);

tel que K +H 2 SL2(R): (59)

Notons que l�expression � di¤érentiable dans SL2(R)� ci-dessus indique
que la dé�nition 8.1 doit être modi�ée car (59) n�est pas véri�ée pour tout

H dans l�espace de Banach M2;2(R).

5. Fixons toutes les composantes de ! sauf 1=p et on considère � comme une

fonction de 1/p 2 L1(a; b). Alors � est di¤érentiable au sens de Frechet et
sa dérivée est donnée par

d�(1=p)(h) =

bZ
a

jpu0j2 h; h 2 L1(a; b): (60)

6. Fixons toutes les composantes de ! sauf q et on considère � comme une

fonction de q 2 L1(a; b). Alors � est Frechet di¤érentiable et sa dérivée de
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Frechet est donnée par

d�q(h) =

bZ
a

juj2 h; h 2 L1(a; b): (61)

7. Fixons toutes les composantes de ! sauf w et on considère � comme une

fonction de w 2 L1(a; b). Alors � est di¤érentiable et sa dérivée de Frechet
est donnée par

d�w(h) = �

bZ
a

juj2 h; h 2 L1(a; b): (62)

Remarque 8.2 1. L�hypothèse selon laquelle �(!) est simple ou �(�) est double

pour chaque � dans un voisinage de ! est automatiquement satisfait pour tout

condition aux limites séparé et tout condition aux limites couplé complexe. Ce-

pendant, il n�est pas toujours satisfait pour la condition aux limites couplé réel

(14), (15). Dans ce cas, la question se pose : (60), (63) se maintiennent à

!0 lorsque �(!0) est une valeur propre double mais qu�il n�existe pas de voisi-

nage M de !0 tel que �(!) est double pour tout ! 2M:
2. Si qk ! q dans L1(a; b) Alors, d�aprés le Théorème 7.1 on a que �(qk)! �(q):

De même pour 1/p et w.

Preuve. Nous établisons d�abord (56) à (62). Puisque les preuves de (56) et (57)
sont similaires nous verons de prouver (57). On suppose que � 6= �=2; la preuve pour
le cas � = �=2 est similaire.

Soit u = u(:; �) et u(:; � + h) des fonctions propres normalisées à valeurs réelles

de � = �n(�) et � = �n(� + h); respectivement, pour h 2 R su¢ sament petit.
De (4) nous obtenons

[�(� + h)� �(�)]uvw = �(�+h)uvw��(�)uvw = �u(pv0)0�v(�pu0)0 = �u(pv0)0+v(pu0)0

= � [u; v]0

où [u; v] := u(pv0)� v(pu0) est le support de Lagrange.
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De (12), (13) on a

cos(� + h) v(b)� sin(� + h) (pv0)(b) = 0 ) cos(� + h) v(b) = sin(� + h) (pv0)(b)

) v(b) = tan(� + h) (pv0)(b):

et

cos � u(b)� sin � (pu0)(b) = 0 ) cos � u(b) = sin � (pu0)(b)

) u(b) = tan � (pu0)(b):

donc par intégration on obtient :

[�(� + h)� �(�)]
bZ
a

uvw = �
bZ
a

[u; v]0 = � [u; v] (b) = [v(pu0)� u(pv0)](b)

= [tan(� + h) (pv0)(pu0)� tan � (pu0)(pv0)] (b)

= [tan(� + h)� tan �] (pu0)(b)(pv0)(b): (63)

En divisant les deux côtés de (63) par h et en prenant la limite lorsque h! 0:

on obtient

�0(b) = sec2 �(pu0)2(b) = (tan2 � +1)(pu0)2(b) = tan2 �(pu0)2(b)+(pu0)2(b) = u2(b)+(pu0)2(b):

(64)

Ceci complète la preuve de (57).

Maintenant, on démontre (58) et (59) ; notons que (16) implique que pour toute

fonction u du problème de valeur aux limites (4), (15) et (16) on a

(pu0;�u)(b) = (u; pu0)(b)
 
0 �1
1 0

!
= exp(i�)(u; pu0)(a)KT

 
0 �1
1 0

!

= exp(i�)(pu0;�u)(a)
 
0 1

�1 0

!
KT

 
0 �1
1 0

!
= exp(i�)(pu0;�u)(a)K�1;
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donc

(pu0;�u)(b) = exp(i�)(pu0;�u)(a)K�1:

ou

(p�u0;��u)(b) = exp(i�)(p�u0;��u)(a)K:

Pour prouver (58), soit �(�) = �n(�;K); et soit u = un(:; �); v = un(:; � + h) pour

h 2 R su¢ sament petit, similaire à (63) nous avons :
de (4)

[�(� + h)� �(�)]uvw = � [u; v]0

et par intégration on a

[�(� + h)� �(�)]
bZ
a

uvw = � [u; �v]ba = � [u(p�v0)� �v(pu0)]
b
a

=�
"
(p�v0; � �v)

 
u

pu0

!#b
a

= �(p�v0; � �v)(b)
 
u

pu0

!
(b) + (p�v0; � �v)(a)

 
u

pu0

!
(a)

=� exp(i�)(p�v0; � �v)(b)K
 
u

pu0

!
(a) + exp(i(� + h)(p�v0; � �v)(b)K

 
u

pu0

!
(a)

=� exp(i�)(p�v0; � �v)(b)K
 
u

pu0

!
(a) + exp(i�) exp(ih)(p�v0; � �v)(b)K

 
u

pu0

!
(a)

= exp(i�)(p�v0; � �v)(b)K
 
u

pu0

!
(a) [exp(ih)� 1] :

En divisant les deux côtés par h et en laissant h! 0 on obtient

�0(�) = i exp(i�)(p�u0; � �u)(b)K
 
u

pu0

!
(a) = i(p�u0; � �u)(b)

 
u

pu0

!
(b)

= i [u(p�u0) � �u(ppu0)] (b) = �2 Im(u(p�u)(b)):

Pour prouver (59), soit u = un(:; K), v = un(:; K+H) pour K;K+H 2 SL2(R):
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Procédant de la même manière que la démonstration ci-dessus on obtient

[�(K +H)� �(K)]
bZ
a

u�vw = �((p�v0);��v)(b)
 
u

pu0

!
(b) + (p�v0;��v)(a)

 
u

pu0

!
(a)

=� exp(i�)(p�v0;��v)(b)K
 
u

pu0

!
(a) + exp(i�)(p�v0;��v)(b)(K +H)

 
u

pu0

!
(a)

=� exp(i�)(p�v0;��v)(b)K
 
u

pu0

!
(a) + exp(i�)(p�v0;��v)(b)K

 
u

pu0

!
(a)

+ exp(i�)(p�v0;��v)(b)H
 
u

pu0

!
(a)

= exp(i�)(p�v0;��v)(b)H
 
u

pu0

!
(a) = (p�v0;��v)(b)HK�1

 
u

pu0

!
(b)

Car on a  
u

pu0

!
(b) = exp(i�)K

 
u

pu0

!
(a)

[�(K +H)� �(K)]
bZ
a

u�vw = (p�u0;��u)(b)HK�1

 
u

pu0

!
(b)�(p�u0;��u)(b)HK�1

 
u

pu0

!
(b)

+ (p�v0;��v)(b)HK�1

 
u

pu0

!
(b)

= (p�u0;��u)(b)HK�1

 
u

pu0

!
(b) + (p�v0 � p�u0; �u� �v)(b)HK�1

 
u

pu0

!
(b)

= (p�u0;��u)(b)HK�1

 
u

pu0

!
(b) + o(H):
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En conséquence

�(K + h)� �(K) = (p�u0;��u)(b)HK�1

 
u

pu0

!
(b) + o(H):

En divisant par h lorsque h! 0 on obtient (59) :

Pour prouver (60), soit u = un(:; 1=p); v = un(:; 1=ph) ou 1=ph = 1=p + h; h 2
L1(a; b): Alors 1=p 2 L1(a; b) implique que 1=ph 2 L1(a; b) et

p� ph = pphh

En utilisant (4) et l�intégration par parties on obtient

[�(1=ph)� �(1=p)]
bZ
a

u�vw = �((ph�v0);��v)(b)
 
u

pu0

!
(b) + (p�v0;��v)(a)

 
u

pu0

!
(a)

[�(1=ph)� �(1=p)]
bZ
a

u�vw = [�u(ph�v0) + �v(pu0)]ba +
bZ
a

(pu0)(ph�v
0)h:

Pour toutes les conditions aux limites nous avons que

[�u(ph�v0) + �v(pu0)]ba = 0

En notant que 1=ph ! 1=p lorsque h ! 0 dans L1(a; b) et en utilisant le Théorème

7:1 et le Lemme 7:1 nous avons

[�(1=p + h)� �(1=p)] (1 + o(1))�1 =
bZ
a

jpu0j2 h+ o(h)
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et par conséquent

�(1=p + h)� �(1=p) = (
bZ
a

jpu0j2 h+ o(h))(1 + o(1))�1 =
bZ
a

jpu0j2 h+ o(h)

lorsque h! 0 dans L1(a; b): Ceci complète la preuve de (60).

Pour montrer (61), soient u = un(:; q); v = un(:; q + h) ou h 2 L1(a; b): En

utilisant (4) et l�intégration par parties on obtient

[�(q + h)� �(q)]
bZ
a

u�vw = [�u(p�v0) + �v(pu0)]ba +
bZ
a

u�vh =

bZ
a

u�vh:

D�aprés le Théorème 7:1 et le Lemme 7:1 on obtient

[�(q + h)� �(q)] (1 + o(1)) =
bZ
a

juj2 h+ o(h)

et par conséquent

�(q + h)� �(q) = (
bZ
a

juj2 h+ o(h))(1 + o(1))�1 =
bZ
a

juj2 h+ o(h)

lorsque h! 0 dans L1(a; b): Ceci complète la démonstration de (61).

La preuve de (62) est similaire à celle de (61). Maintenant (56) � (62) ont été
établie la di¤érentiabilité continue découle de ceux-ci et du Théorème 7:2:

Théorème 8.3 Fixons toutes les composantes de ! sauf q et soit � = �n(q) pour

n un �xé. soit S1 et S2 être les sous-ensembles de L1(a; b) tel que �(q) est similaire

pour tout q 2 S1 et �(q) est une valeur propre double pour q 2 S2. Alors S1 est un
ouvert dans L1(a; b) et S2 est un fermé et nulle part dense de L1(a; b):

La conclusion çi-dessus vaut également si q est remplacé par 1=p ou w.
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Preuve. D�aprés le Lemme 7:2 si �(q) est une valeur propre simple pour q 2 S1 alors
il existe un voisinage M de q tel que pour tout q0 dans M on a �(q0) est une valeur

propre simple donc on déduit que S1 est un ouvert dans L1(a; b), et comme �(q) est

une valeur propre double pour q 2 S2 alors S2 est le complémentaire de S1 donc

S2 est un fermé dans L1(a; b): Supposons que S2 n�est nulle part dense (dense dans

L1(a; b)) i.e. �S2 = L1(a; b) et puisque S2 est un femé on a S2 = L1(a; b): Alors il existe

un q 2 S2 et un voisinage M de q dans L1(a; b) qui contenu dans S2. Puisque �(q)

est une valeur propre double, il y a deux fonctions propres normalisézs linéairement

indépendants u = u1(:; q) et u = u2(:; q) donc contaduction avec le caractère de

l�unicité du dérivée de Fréchet d�une fonction di¤érentiable.

Les preuve pour les autres cas sont similares et sont donc omises.
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Conclusion et prespectives
Les problèmes de Sturm-Liouville liés aux extrémités de l�intervalle sur les queles

des fonctions sont dé�nies est donc met on oeuvre toute l�arsenal provenante des opé-

rateurs auto-adjoints et des espaces de Banach et de Hilbert pour pouvoir exprimer

les solutions.

Dans ce mémoire on a démontrer l�existence et l�unicité de la solution du notre

problème ainsi que les valeurs propres et les fonctions propres dépent continuement

du problème posé, chaque changement du problème donne un changement des valeurs

propres et des fonctions propres, et on a comparer le spectre des di¤érents problèmes

et que les valeurs propres sont des fonctions di¤érentiables de toutes les paramètres

du problème, et comme perspective on a :

1. Le problème de Sturm-Liouville inverse.

2. L�etude des points limites et des cercles limites.

3. La perturbation de l�opérateur de Sturm-Liouville.
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