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Résumé

Ce mémoire est une analyse mathématique de ’équation de Schrodinger qui décrit
I’évolution dans le temps d’une particule quantique soumise a I’action d’'un potentiel. Un
théoreme d’existence et d’unicité, et des résultats de régularité de la solution ont été
démontrés. L’outil principal de la démonstration est basé sur la transformée de Fourier
dans 'espace des distributions tempérées et les espaces de Sobolev.

Mots clés :
Transformation de fourier, espace des distributions tempérées, espace de Schwartz, espace
de Sobolev, équation de Schrodinger.

Mathematical sciences classification 2020 : 82XX- 35QXX- 35Q55- 35J10.
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Abstract

This thesis is a mathematical analysis of the Schrodinger equation which describes the
evolution over time of a quantum particle subjected to the action of a potential. An
existence and uniqueness theorem, and regularity results of the solution have been proved.
The main tool of the proof is based on the Fourier transform in spaces of tempered
distributions and Sobolev spaces.

Key words :

Fourier transformation, temperate distribution space, Schwartz space, Sobolev space,
Schrodinger equation.

Mathematical sciences classification 2020 : 82XX- 35QXX- 35Q55- 35J10.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles permettent d’aborder d’un point de vue mathé-
matique des phénomeénes observés, par exemple dans les domaines de la physique et de
la chimie. Les situations dépendant du temps se traduisent plus particulierement par des
équations d’évolutions tenant d’éventuelles intéractions entre objects et événements.

L’équation de Schrodinger est I’équation de base de la mécanique quantique décrivant
I’évolution dans le temps du vecteur d’état d’un systéme quantique arbitraire. Son inter-
prétation physique est généralement faite dans le cadre de 'interprétation de copenhague
interprétation standard de la mécanique quantique. Elle & été établie sous sa forme pri-
mitive en 1926 par Erwin Schrodinger et a été généralisée par Paul Dirac quelques années
aprés. Initialement, elle reprenait les idées des mathématiciens William Rown Hamilton
et Filix Klein pour prolonger la théorie des ondes de matiére de De Broghie [9].

Schrodinger découvrit donc une équation aux dérivée partielles décrivant un systéme
mécanique Hamiltonien a ’aide d’un scalaire de champ, se propageant dans I’espace a n
dimensions. Appliquée & une particule dans un champ, elle est trés proche d’une équation
d’onde dans 'espace et le temps, d’ou parfois le nom de mécanique ondulatoire pour cette
forme particuliére et restreinte de mécanique quantique. Ceci explique d’ailleurs aussi
pourquoi le vecteur d’état est parfois appelé fonction d’onde du systéme voir [I], 2, 9].

La résolution numérique de I’équation de Schrodinger reste un probléme trés impor-
tant intervenant dans de nombreux calculs de physique. Cette équation trouve plusieurs
méthodes de résolution, comme la méthode variationnelle de Ritz, méthode des semi-
groupes [B], méthode des valeurs propres de Sturm-Liouville, ..... etc.

Ce mémoire est divisé en deux parties. Dans la premiére nous rappelons quelques ré-
sultats sur les distributions tempérées, les transformations de Fourier, la convolution des
distributions, puis nous définissons des espaces fonctionnels d’ordre de régularité élévé,
comme les espaces de classe C* et les espaces de Sobolev, pour plus de détails on ren-

voie aux ouvrages [3, 4, [6l [7, §]. La deuxiéme partie est didiée a I’étude mathématique

Guedouar Rayene 6 Université El-Tarf
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de ’équation de Schrodinger. Nous démontrons un théoréme d’existence et d’unicité, et
des théorémes de régularité de la solution pour une donnée initiale définie dans diffé-
rents espaces fonctionnels, voir les références [1L [7]. Nous prouvons également un résultat

important du point de vue physique : c’est la décroissance a l'infini de la solution.

Guedouar Rayene 7 Université El-Tarf
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Chapitre 1. Rappel et Généralités sur I’Espace de Schwartz, les
Distributions Tempérés, la Transformation de Fourier et I’Espace de Sobolev.

Notations et Hypothéses

Soit un multi indice o = (o, ..., a,) € N™. On appelle ordre de « et on note || l'entier :

n
o] =
=1

on pose a!l = ay! + ... + !, 0% = (%)“1...(6%)% ot (x1, T, ..., T,) est un point de
R*", a<f=a<p; Vi=1ln, sia<pB, a—p=(a;—LF..., a,—05,).

Soit u une fonction de R™ dans C, a un élément de N”, on note 0%u la dérivée d’ordre «

de u .
« 8 i a (o7
et D% = i@o‘u
e

On note D(R™) 'espace des fonctions test défini par,
D(R") ={u:R" —= C, ue C®R") | IK compacte telle que K C R", supp(u) C K} .
On munit 'espace D(R") de la norme

P, (u) = Z sup |0%u(z)| , Vm e N,a e N*, supp(u) C K.

la]<m zeK

On note D'(R™) 'espace des distributions, c’est ’ensemble des formes linéaires continues

de D(R™) dans C.

1.1 Espace de Schwartz S(R")

La transformée de fourier d’un élément de D(R™) n’est jamais & support compact ce qui
induit une difficulté pour définir la dualité a partir de D(R™). Il faut donc trouver un
autre espace soit invariant par la transformée de fourier. L’espace de Schwartz S(R")

conviendra s’appelle aussi espace des fonctions a décroissance rapide.

Guedouar Rayene 9 Université El-Tarf



Chapitre 1. Rappel et Généralités sur I’Espace de Schwartz, les
Distributions Tempérés, la Transformation de Fourier et I’Espace de Sobolev.

Définition 1.1. L’espace S(R") est constitué des fonctions u appartenant & C*(R™)
telles que :

Vo, 3 € N*,3C, 3 > 0;|2°0°u(x)| < Cyp, Vo € R™ (1.1)
— On peut dire que toutes les dérivées de u tendant vers zéros & 'infini c’est a dire

0% p(x)| < — — 0, quand |z| — 0o

||

. . 1
"plus vite " que toute puissance de H .
x
— On remarque que tout élément de S vérifie I’assertion suivante : le produit des dérivées

de u par un polynéme quelconque est une fonction bornée.

Exemple 1.1. 1. La fonction u(x) = e*|x‘2, x € R" appartient a S(R™) mais n’appar-
tient par a D(R™).
2. La fonction u(z) = e telle que A\ € C et Re A > 0 appartient o S(R™).

3. La fonction u(z) = e 1l est a décroissance rapide mais n'est pas de classe C>

donc e71*l ¢ S(R™).

est de clace C'*° mais elle n’est pas a décroissance rapide,

1
4. La fonction u(zx) = o

+x
—— ¢ SR,

5. D(R"™) s’injecte dans S(R™) .

donc

Proposition 1.1. 1. Muni de semi-normes :

P g(u) = sup [2°0%u(z)], «,feN"
TER™

S(R™) est un espace vectoriel métrisable et complet.

2. Pour tout o € N", les applications o — x%p et o — 0°p sont continues de S(R™)
dans S(R™) ( on dit que S(R™) est stable par la dérivation et la multiplication par

des polynomes).

Guedouar Rayene 10 Université El-Tarf



Chapitre 1. Rappel et Généralités sur I’Espace de Schwartz, les
Distributions Tempérés, la Transformation de Fourier et I’Espace de Sobolev.

3. Le produit de deux éléments de S(R™) appartient a S(R™).
4. D(R™) est dense dans S(R™).

5. Pour tout 1 < p < 400, S(R") C LP(R").

1.2 Transformation de Fourier dans S(R")

Définition 1.2. : Pour u € S(R™), la transformée de fourier de u que l'on note 4 ou

F(u) est la fonction sur R" définie par :

a(E) = Flu)(€) = / cun)dr, € R, (1.2)

n

ou x€ =x1&; + 228 + ... + x,E,,.
Cette définition a bien un sens puisque d’aprés la proposition(L.1[(5)), e ¢u € L*(R™).

1.2.1 Transformation de Fourier inverse

Théoréme 1.1. [0, [7/ La transformée de Fourier est une application linéaire bijective

bicontinue de S(R™) dans S(R™) (isomorphisme), si on pose pour v € S(R")

n

F(o)(z) = (27)" / ¢ (2)d (1.3)
alors F envoie S(R™) dans S(R") et on a FF = FF =idggn i.e. F ' =F.
Remarque 1.1. : Il en résulte de ’égalité Fu(z) = (2r)"Fv(—z) que l'on a

FF(u) = 2n)"u, ou u(zx)=u(—z) et FF(u)=2r) "0, Fu= 2r) "F(i).

1.2.2 Propriétés de la transformation de Fourier dans S(R")

Nous résumons les propriétés de la transformée de Fourier dans le théoréme suivant [1I, [,

7.

Théoréme 1.2. : Pour u,v € S(R"), on a :

Guedouar Rayene 11 Université El-Tarf



Chapitre 1. Rappel et Généralités sur I’Espace de Schwartz, les
Distributions Tempérés, la Transformation de Fourier et I’Espace de Sobolev.

| @@ = [ utwyptyds

i)
/nu(x)@(x)dx: (27?)_”/ a(&)0(€)d¢  (formule de Plancherel).

n

En particulier :

lu(x)|?de = (27)™™ [ |a(é)|?d¢ (identité de Parseval).

R™ R™

iii)

uxv € S(R") et  F(uxv) =F(u)F(v) =uv ou (x) est le produit de convolution.

iv)

F(uv) = v = (2m) "0 *

.@>

v)

vi)

1.3 Espace S'(R") et la transformation de Fourier dans

S'(R")

1.3.1 Espace S'(R") des distribution tempérées

Définition 1.3. S'(R™) = S’ est le dual topologique de S i.e. l’espace vectoriel des formes
linéaires continues de S dans C. Donc une application linéaire T : S — C appartient a S’

st et seulement si :

Vo, € N'" 3k, 1 e N, e >0: |[(T,¢)| <c Z sup [2°90°p(z)|, VoS  (1.4)

o<k, |8l<t "<

Guedouar Rayene 12 Université El-Tarf



Chapitre 1. Rappel et Généralités sur I’Espace de Schwartz, les
Distributions Tempérés, la Transformation de Fourier et I’Espace de Sobolev.

Nous citons quelques propriétés de I'espace des distributions tempérées.
Proposition 1.2. 1. S'(R") s’injecte dans D'(R™) par Uapplication T — T\ pwn) -
2. L’espace des distributions a support compact ¢'(R"™) s’identifie a un sous espace de
S'(R™).
, , oT PN — , .
3. ST €S alors E et x;T €S’ Vj=1,n. Donc si P est un polynome sur R" et
L
a € N, le produit P.0“T € S'.

4. Soit f € C®(R"™) vérifiant la condition suivante :
Ik € N;Va € N, 3C, > 0: 102 (&) < Ca(1 + [¢])F, VEER”

(on dit que [ est & croissance lente). Alors pour T € S', le produit f.T € S’ ou

(fT,0) =(T,f¢) Vo €S
5. Pour 1 < p <oo, LP(R") C S'(R") car S(R*) C LY(R"), 1<g<oo (prendre
1 1

— 4+ - =1).
P+q )

En particulier les fonctions sommables ot & carré intégrables appartiennent a S'(R™).

On peut interpréter les inclusions des espaces par le schéma suivant,
DR") — S[R") — C=(R")
1 1 !
{R") — S'(R") — D'(R")
Les fleches indiquent I'inclusion.

Définition 1.4. : Soit f € C*(R"), on dit que f est a croissance lente si elle vérifie la

condition suivante :

Im € N,Va € N, 3C,, : |0°f(x)] < Co(1 + |z])™, Ve R".

1.3.2 Convergence des suite des distributions tempérées

Définition 1.5. Soit T; une suite de S', et T € S’, on dit que limT; = T dans S’ si

Jj—00
lim (T;,0) = (T’ ¢) -

Guedouar Rayene 13 Université El-Tarf



Chapitre 1. Rappel et Généralités sur I’Espace de Schwartz, les
Distributions Tempérés, la Transformation de Fourier et I’Espace de Sobolev.

1.3.3 Transformation de Fourier dans S'(R")

Définition 1.6. : Si T € S'(R™), on appelle transformée de Fourier de T notée FT ot

T la forme linéaire sur S (R™) définie par :

(FT,9) =(T,Fy), Vo €8 (1.5)
i.e.

F . SR — SR

T — FT

- On définit FT par une formule analogue & (1.5) :
(FT, o) = (T, Fp) Vo € S(R™).

Théoréme 1.3. [2, (3, [6/ La transformation de Fourier est une application linéaire bi-

jective et bicontinue (isomorphisme) sur les suites de S'(R") sur S'(R") et F~! = F.

1.3.4 Propriétés de la transformation de Fourier dans S’(R")

Proposition 1.3. On a les propriétés suivantes

i. La transformation de Fourier dans S'(R™) coincide avec la transformation de Fourier
dans S(R™) si T € S(R™).
Pour T € S'(R") on a :
FFT = @2n)"T ou (T,0)=(T,p) et @(x)=p(—x).
10

i Ox;
w.

F(x,T) = —D;(FT) = —D,T.

Guedouar Rayene 14 Université El-Tarf



Chapitre 1. Rappel et Généralités sur I’Espace de Schwartz, les
Distributions Tempérés, la Transformation de Fourier et I’Espace de Sobolev.

Exemple 1.2. 1.

ot sgn(\) désigne le signe de \.
En effet pour € > 0, posons
T, = el Mol ¢ 5(R™).

On aT. — T dans S'(R"™), car

(T, o) = / e NP o (2)de, Vi € S(RT)

converge d’aprés le théoréme de convergence dominée, vers

/n ei)‘lwgo(x)dx = (T, ).

On en déduit que F(T.) — F(T) dans S'(R"). Ensuite, F(T.) = F(e *1*) on
2. =€ — 1\ D’aprés l'ezemple 3,
F(T) = (Va)". < ! >e£
N
si A > 0,20 — A3, done JZ — Ve et si A < 0, 2. — [Me'3 donc
VZe — /|Ale'i. En résumé \/z: — /|\|e 9N g,
2

¢ —ilg]?
D’autre part ez converge vers e 4 dans S'(R™).En effet

_ e (e+in

/ ) T (s = | o E p(e)e

Rn

Guedouar Rayene 15 Université El-Tarf



Chapitre 1. Rappel et Généralités sur I’Espace de Schwartz, les
Distributions Tempérés, la Transformation de Fourier et I’Espace de Sobolev.

et

2

_ e e+in __=
e 4e2+22)

e 42+22)

el = le(©)] < le()l € LHR™)

donc le théoréme de convergence dominée fournit la conclusion. On en déduit que

" 2
Fer o) — <—ﬁ ei-sgnw-fi) e, pour A € R

VIl

1.3.5 Transformation de Fourier et convolution

La convolution de deux distributions existe si au moins une distribution est a support

compact. On a le théoréme,
Théoréme 1.4. SiT € S'(R") et S € ('(R") on a:
T+xSeSR"Y et F(TxS)=FT)-  F(S).

La transformée du produit de convolution est égale au produit des transformées de Fourier.

En effet,

Théoréme 1.5. Soit T' € S'(R") et ¢ € S(R™), alors

~

TxpeSR)YNCPR") et F(T*xp)=¢-T.

1.3.6 Transformation de Fourier des distributions a support com-

pact

Une distribution nulle & l'infini en dehors d’un ensemble compact, sa transformée de

Fourier est une fonction réguliére. Plus précisément on a le théoréme suivant.

Théoréme 1.6. Si T € ('(R™), alors F(T) est une fonction C*(R") donnée par

F(T)(€) =< Ty, e 4" > |

Guedouar Rayene 16 Université El-Tarf



Chapitre 1. Rappel et Généralités sur I’Espace de Schwartz, les
Distributions Tempérés, la Transformation de Fourier et I’Espace de Sobolev.

De plus , il exixte k € N tel que

oT()] < a1 +16)!

pour tout « € N et tout £ € R".

1.4 L’espace C*(R,S'(R")) et C*(R, S(R"))

Nous considérons dans ce paragraphes les distibutions et les fonctions de la variable d’es-

pace x et la variable temps t. Pour tout ¢ € R, soit 73 = T'(t) un élément de S'(R™)

.

Définition 1.7. Soit k € NU{+oo} , on dit que T; € C*(R, S’'(R™)) si pour tout p € S(R™)
Uapplication de R dans C, t — (T}, @) est de classe C*(R).

Proposition 1.4. Soit (T;) € C*(R,S'(R")), pour tout 0 < [ < k et pour tout t € R,

EITt(l) une distribution telle que :
7\ e C*(R, S'(R"))

et

() @a] = (100) . VweRYee S@)

Ici le crochet de dualité est défini sur S(R"™), ¢ ne dépend que de la variable z. Si la

fonction ¢ dépend des deux variables x et ¢, on a les deux propositions suivantes.

Proposition 1.5. 1. Soit (T;) € C°(R, S"(R")) et € S(RxR"), alorst — (T;,9(t, ) gr(gn)

est continue sur R.

2. Soit (T) € CYR,S"(R™)) et ¢ € S(R x R") alors t — (T},9(t,-)) est C* sur R

et

% (T, 0(t, ) = <T§”,¢(t, -)> + <Tt %wn ~)> :

Guedouar Rayene 17 Université El-Tarf



Chapitre 1. Rappel et Généralités sur I’Espace de Schwartz, les
Distributions Tempérés, la Transformation de Fourier et I’Espace de Sobolev.

Proposition 1.6. Soit (T;) € C°(R, S(R™)). Pour ¢ € S(R x R"), Posons

2 1t7 17' dt

Remarque 1.2. i T € C°(R x R") alors Ty = T(t,-) et pour ¢ € S(R x R"), nous

définissons le crochet de dualité sur l’espace S(R x R™) par

(T, ) = /R / ()t @)dudt

Définition 1.8. Soit k € N U {+oo}, on dit que v, € C*({R,S(R™)) si l’application

882/“ € S(R"), Vt € R,Vm < k.

t—

Si la distribution 7" ne dépend que de la variable z, et la fonction 1 dépend des deux

variables x et ¢, on a la proposition suivante.

Proposition 1.7. Soit T € S'(R"),v¢ € C*(R, S(R")) ot k € NU {+0c0} on pose F(t) =
(T,(t,-)). Alors F € C*(R).

1.5 Les espaces de Sobolev H*(R")

Les espaces de Sobolev ont une structure d’espace de Hilbert et forment un outil fonda-
mental pour mesurer la régularité de la solution des problémes d’équations aux dérivées

partielles.

Définition 1.9. Soit s € R, H*(R™) est un espace vectoriel telle que
H'(R") ={ue SR /| {&€— Q+[¢P)2a(6)} € LR}
on muni H*(R™) du produit scalaire :

(1) sy = [ L+ EPPF@OFRIEE, v HR) (1.6
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Distributions Tempérés, la Transformation de Fourier et I’Espace de Sobolev.

et

|

ey = |1+ |§|2)%7‘_(U)HL2(W> : (1.7)

La norme correspondante. Voici quelques propriétés de l'espace H*(R").

Proposition 1.8. 1. Si s; > sy, on a H*(R™) C H**>(R").
2. Muni du produit scalaire (1.6), H*(R™) est un espace de Hilbert.

3. Sis=keN etQ=R" HQ) et H(R") coincident algébriquement et topolo-

giquement telle que :

HY Q) = {ueL*(Q):0% e L*(); |a] <m}.
(u,v), = Z (0%, 0%0) 1oy U,V € H*(Q)

lal<m
1

2

a 2
HUHHk(Q) = Z 10 u”Lz(Q)

la<m
4. Sis=0, ona H'(R") = L*R").
5. L'espace L'(R") est inclu dans H*(R"™) pour s < —%. En effet on a 4 € L™(R")
dow (14 [¢)?)50 € L*(R™), sis < —2.
6. S(R™) est contenu dans H*(R™), pour tout s € R.

7. La distribution de Dirac 0o € H*(R") si seulement sis < —2. En effet (1+]£[%)2 €

L*(R™) si seulement st s < —%.

1.5.1 Densité des fonctions réguliéres

Il y en a beaucoup de théorémes de densité relatifs a ’espace H*(R™). Nous citons uni-

quement deux théorémes [2] 6, [7].
Théoréme 1.7. S(R") est dense dans H*(R™) pour tout s € R.

Théoréme 1.8. D(R™) est dense dans H*(R"), pour tout s € R.
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1.5.2 Opérations sur ’espace H*(R")

La multiplication par une fonction réguliére , et la dérivation des distributions de H*(R")

sont stables. On a le théoréme suivant.

Théoréme 1.9. 1. Sip € S(R") et u € H*(R"), alors pu € H*(R™) et on a

Ho(R") (1.8)

Ly olsl sl
il ey < (27) "2 ( [ axien® |90(§)|d§> I
2. Sia e N etuc H*(R") on a 0%u € H*®|(R") et

10 ull < [lul

Hsf\a\(]Rn) HS(Rn) ’
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Chapitre 2. Equation de Schrédinger

2.1 Introduction

[’équation de Schrodinger est ’équation fondamentale de la physique quantique, et aussi
la loi de Newton en physique classique.
On retrouve cette équation pour décrire des phénomeénes assez variés que ce soit dans
loptique quantique (propagation d’un faisceau de laser), la physique atomique (supracon-
ductivité, condensation de Bose-Einstein), la technologie électronique (semiconducteurs,
transistors, mémoires), la physique des plasmas, 'astrophysique, la microscopie électro-
nique, la neutronique, la chimie ou encore la biologie.
Considérons une particule (électron ou proton) de masse m libre se déplace sur 'axe des
X et soumise a une force dérivant d’un potentiel V' (x).
La fonction d’onde de la particule satisfait ’équation aux dérivées partielles suivante dite
équation de Schrodinger .

2

0 h
i — =——A .
zhatu(t, x) Sy Lu(t, ) + gV (t x)u(t, x)

Ou :
— u(t,z) : La fonction d’onde correspondante a la particule d’énergie F, x € R" et t € R.
— ¢ : La charge électrique élémentaire.

— h : La constante de Planck réduite telle que h = 6,62607015 x 1073%;.s.

— m : La masse de ’¢lectron (ou proton).

— V' : Le potentiel électrique.

On peut dire aussi que I’équation de Schrodinger c’est I'équation du mouvement d’une
particule quantique soumise & ’action d’un potentiel V.

La signification physique de la fonction d’onde repose sur le fait suivant :

La probabilité de trouver un électron (ou proton) d’énergie E a 'instant ¢ dans le volume
2

dx autour de la position x est donnée par |u(t, z)|*. Notons que la fonction u(t, ) est une

valeur imaginaire.
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2.2 L’Equation de Schrédinger linéaire homogéne

Soit le probléme

ihdu(t, ) + Q%Axut(t, x) =0, reR"teR
u(0,z) = g(x)

(2.1)

ol g est une fonction donnée.
Onposet =ht' |,z = \/%—mx’ et u(t,z) = U(t',2"). Pour des raisons de calcul on garde les
mémes notations, le probléme (2.1) devient

2u—iAu:O Vre R"teR
ot (2.2)

u(0,2) =g(x), xe€R”

Dans ce qui suit nous allons établir I’existence et 'unicité de la solution du probléme (2.1)

pour une fonction g donnée dans l’espace des distributions tempérées, voir aussi [1} [7].

2.3 Reégularité de la solution dans S'(R")

Théoréme 2.1. Soit g € S'(R™). Il existe une unique uw = (u;) appartenant ¢ C*°(R, S'(R™)),

telle que :

2u —iAu=0 dans S'(R x R")
ot (2.3)

ug = g(v)

Démonstration. 1°) Existance : Pour ¢t € R, posons,
el
up = F(e M g) (2.4)

Cecl un sens car
g€ S (RY), e Mg e §/(RY)

et donc u; € S'(R™). D’autre part ug = g , et pour p € S(R") on a

~ A itl€?
(g, @) = <g,6 tel 90>,
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et d’aprés la proposition (1.4) on déduit que @, € C*°(R, S"(R™)).
Comme

(i, p) = (e, @)
on a aussi uy € C*(R, S"(R")).

D’aprés la proposition 1.6 u est définie par,

(ug, ) = /R<ut,w(t, Nydt Ve S(RxR). (2.5)

Alors pour ¢ € S(R x R"), et on appliquons les résultats de la section 1.3 du chapitre 1,

<%u—iAu,¢> = —<u,%+iﬁ¢>

il vient

e MElg, (% + zAw>>

<
(
- _/R<at,7-"(%—lf+iAw)>dt
<
(

Et d’aprés la proposition 1.3, on a

F(iAy) = g F(4(t, ).

Alors
(gu-idww) = = [(0.( — il PFw@ ) )a
= = [ (a1 il PIFw e Y
, 0 _itlel? . 0 . 2 —it|€|?
Qe (1 )] = (2 — - IF (e e
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On en déduit

(-} -
|

car F(p(£o00,£)) = 0.
2°) Unicité :
Soit uq, uy deux solutions du probléme (2.3). Posons u = u; — ug, alors u est un élément

de C*(R, S(R™)) qui vérifie
{ %u —iAu=0 dans S'(R x R")

UO:O.

Nous allons montrer que u = 0. Pour tout ¢ € S(R x R") on a:
0 ,
0 = <§u—zAu,w>
9, ,
= — <u, ad} + ZA¢>
0 ,
= = [(uguteo) i [ iy
R ot R

D’aprés la proposition (1.5) on peut écrire

% (ug, P(t,-)) = <u§1),1/)(t, -)> + <ut, %w, -)>

Il en résulte que

0 = = [ I twe it ) = (e e~ [ i, )

R

- / 9 (1, / (e, ) ) — i G, A0, )

Comme (o0, z) = 0, il en résulte que

/R[<u§1),w(t, -)> i (s, A(t, W]t =0, Vi € S(R x R). (2.6)
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D’autre part, on a f(ugl)) = a,ﬁ”. En effet pour ¢ € S(R") on a

(FuP)e) = (u.9)

0 .
= a <ut7 S0>

J .
= a <ut780>

= <ﬁ§1)7 90>

On déduit de (2.6) que

Donc
[ F i) +i (i FFC ) Yar =0 (27)
R

Ceci est vrai pour tout ¢ € S(R x R™). En particulier, pour ¢ telle que
F(o(t.) = e"Fp()x(t) on  peSR"),x€SR)
sont des fonctions quelconques. On en déduit que

S0 o) +i (] - PePo())xBde =0, ¥xeS®) (29

R

D’aprés les résultats du paragraphe 1.4, la fonction entre crochet étant une fonction

continue de ¢ sur R, il vient de (2.8) que
<a§”, eit‘-lz¢(.)> ti <fat, E |2eit|"2gp(-)> —0, VieRVpeSRY. (29
En utilisant encore la proposition 1.5, il vient que
(80, o)) i (i, |- P4 () ) = O (i, e 70())

Ce qui montre que la fonction ¢ — <ﬂt, eit"|290(-)> est une constante.

Guedouar Rayene 26 Université El-Tarf



Chapitre 2. Equation de Schrédinger

Donc
<at7€it|.|2@(')> = <ﬂ0, 90> =0, car up=20
Soient ty € R et § € S(R™) quelconques. La fonction ¢(€) = e #0EP(¢) est dans S(R™)

et donc
<at0’ 6it0|£|2¢> - <th0, 9> =0

D’ou 4y, = 0 dans S’(R,,). Et par conséquent u; = 0,Vt € R. Ce qui prouve que u = 0. [

2.4 Reégularité de la solution dans S(R")

Dans cette section nous allons étudier la régularité de la fonction u pour une donnée

initiale g dans ’espace des fonctions a décroissances rapides.
Théoréme 2.2. Si g € S(R"), la solution u donnée par le théoréme (2.1) appartient a
C>®(R, S(R™)). Elle donnée par la formule

u(t,z) = (2m) " / SR 5 (6 d (2.10)

Démonstration. Soit g € S(R") et u;(x) donnée par la formule (2.4). D’aprés les résultas
de la section 1.2 du chapitre 1 la transformée de Fourier est stable sur S, et donc w;(x) €
S(R™). De plus par définition de la transformée inverse on a

u(t, z) = w(w) = Fle " g)(w) = (2m) " / et (&) de.

n

Montrons maintenant que la fonction (¢, 2) — us(x) est C*° sur R x R". En effet,

Diu(t,x) = (2m)™ [ DP[e~ " ]g (¢) de

Rn

= ny [ ety ) dg
= (m) [ ey (o)
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done
e Dhulta) = (20" [ (e g (€)de
= (20" / R(Dge“ﬁ)e‘“'“(ﬁ% (€))d¢

~ (2m) / (D) e G (e (intégration par parties)

En appliquant la formule de Leibniz, il en résulte que

n

2 DPu(t, x) = (2m)" / €€ Qu (1, €)e 1P (€ de

ol Qu 5(t, &) est un polyndome en (t,§).

Soit k € N, montrons la continuité de ¢t — dFu(t, ) sur S(R"), c.a.d pour t; € R,

tlgg H@fu(t, x) — OFu(ty, x)HS(Rn) = tllrg P, 5(0Fu(t, z) — 0Fu(ty, ) = 0
Commencons par k = 0,
P, s(u(t,z) —u(ty,x)) = :;11151 ‘anf[u(t, x) — u(ty, SL’)H
= sup |(2m)" / € Qus(t €)™ — Qus(tr, e g(€)de ’
< sup | Qus(t e = Quplta, eI ‘(2@—" / | e“fg@)ds‘
< Csup Qu(t, e " — Qup(tr, eI

Par continuité de la fonction t — Q, 5(t, f)e*itmz, on déduit que
Ve >0,3n >0, tel que [t—1t1] <n= P,pu(t,z)—u(t;,z)) <e.
Pour tout k£ € N, et par récurrence sur k£ on montre aussi que
P s(OFu(t,z) — OFu(ty,x)) < e désque |t —t]| <7

D’ou
u € C*(R" S(R")).

]
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2.5 Reégularité de la solution dans H*(R")

Dans cette partie nous prouvons la régularité et ’estimation de I'inergie de la solution u

pour une donnée initiale g dans un espace de Sobolev H*(R™).

Théoréme 2.3. Si g € H*(R"), ou s € R, la solution u donnée par le théoréme 2.1
appartient & C°(R, H*(R")). Pour k € N, u\*) appartient a C*(R, H*=2*(R") , et on a

s = 9l gs VieR
k *
ul >HHHI€ <Cillgly. VtERVEEN

] (2.11)

Démonstration. L’expression (2.4) montre que pour tout ¢ € R, on a

A —1 2/\
iy = e MR

et comme g € H*(R"), g est une fonction mesurable donc 1; est aussi mesurable. et on a
(L+ gl zla()] = (1 +[€1*)213(5)]
Ce qui prouve 'estimation de I'inergie suivante

lell s = Nl e -

D’autre part en dérivant k fois I'expression (2.4), on obtient
k T . —Gt|€]2 A
u? = F((~ilgfPe " ),

d’ou

FuM) = (—ileP)ketel g,
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Soit (t,)nen est une suite qui converge vers t* dans R on a, alors

k K)||? o k NE
[ =) = [l ) e
2
_ . 2 —it* 2 ~
= [ Ry [ e [ gopag
2\s |§|2 2 —itn|€|? —it*|¢|? 2. 2
= [ 0l (o) | - e laerae
< sup ( |§|2 )2k ‘efitnmz _ e*it*‘f|2 2/ (1 + |£|2>s|g<£>’2d5
T gern \ 14 [¢]? n
. a2
< q%f&gt o—itnlel? _ it | lgll5., ¢ <1 une constante
< ¢ des que [t —t*] < 7.
Et on a
2
(k) _ 2\s—2k (k)y)2
[, = [l
< ¢ gl
[
Remarque 2.1. L’égalité |[u|| s = |9l ys indique que Uénergie de la particule & l'instant

t = 0 est égale a l’énergie a l'instant t € R dans l'espace H*(R™), et que la solution est

bornée quand t — oo.

2.6 Forme de la solution
Dans cette section nous prouvons la forme explicite de la solution, et nous la présentons
sous forme d’une fonction a valeurs complexes.

Théoréme 2.4. Pour g € S'(R"), la solution u donnée par le théoréme 2.1 s’écrit pour

t#0,

u(x) = me_i'”'sgn(t)':eJriz [.7-" <e+%.g>} <£> (2.12)

ot sgn(t) désigne le signe de t.
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Démonstration. — Cas 1 : Nous prouvons ce théoréme par densité.

Supposons g € D(R™), d’aprés le théoréme 2.1 et le théoréme 1.4, on peut écrire
u(t,z) = Fe P 5(¢)) = [F(e ) x g](x).

De l'exemple 1.2(4) du chapitrel, il vient que

f(efitm?) _ ( ﬁ e—i.n.sgn(t).§e+i%'
|

|t
Et
?(efiﬂ'f\?)(x) _ (2@771‘7_—(6—2',5\&2)(_%)
— —n 1 : fi.n.sgn(t).f +i%
- e (i) :
donc )
o) = 0 () R ) 213

D’autre part, comme g € D(R™) on a

+im +1ﬁ +i‘z_y|2
et kg ) (v) = (g e w )= [ glye™ w dy.

En écrivant

il vient

ikl el 2oy slul?
et x g (.CL') = g(y)e i et el A dy

En substitue cette derniére expression dans (2.13) , il vient

1 —i.n.sgn(t). = jlz? 2
U(t, x) — —ne n.sgn(t) 4 'e+1|4L f’ <e+1|4lt g) <£) (214)
(47r |t|f) 2t

Guedouar Rayene 31 Université El-Tarf




Chapitre 2. Equation de Schrédinger

— Cas 2: sige S'(R"),3(gr)r € D(R") telle que g — ¢ dans S’(R").
Soit uy, solution de (2.3) avec donnée gi , d’aprés théoreme 2.2 on a u, € C*(R, S(R))
et d’aprés le cas 1, la solution uy est donnée par la formule (2.14). Considérons le

membre de droite de (2.14). On a

L2 L2
et g, converge vers et'ar g dans S'(R™).

F <€+Z 3 9k> (Q_t) =F (eﬂ 4 gk) o Ay

ou A; : R" — R" est 'application x — 3.

Soit

.|z 2
Comme la multiplication par e+ifit étant continue de ' (R™) dans S’(R™), il en résulte

que
2 2
F (e“altgk) o A; converge vers F (e“altg) oA; dans S'(R").
D’autre part la solution du probléme (2.1) avec donnée g;, est définie par la formule
(2.4)
_ 2
(up)e = F (e“ at gk> (z)

o agl? L2
et comme g5 converge vers g dans S’(R™) alors le produit e™" 4t g, converge vers et ar g

dans S’(R"), donc

(ug); converge vers u; dans S'(R")

L’unicité de la solution u démontrée par le théoreme 2.1 prouve que la formule (2.12)

est solution du probléeme (2.3).

Du théoréme 2.4 nous déduisons une propriété importante de régularité.

Corollaire 2.1. 1. Si la donnée g est a support compact i.e g € ('(R") et u est la
solution du probléme (2.1) alors pour tout t # 0, uy € C°(R™).

2. Soit g(x) = e ™ ou X > 0. Alors ui = (4mA\) 2 e ™ 8.
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1.2
Démonstration. 1°) si g € ¢'(R") alors ei'ir g € ('(R™) d’aprés le théoréme 1.6 du chapitre
1, il résulte que

]2

F(e'it g) € C°(R™)

donc pour tout t # 0 , uy € C*°(R").

2°) Pour t = 4 ,ou A >0, et g = e~ M” on a

|2 ||

f(eiT .6_“\"%‘2) _ f(@iT_i)“xP)

- A
= F(1)
= (27’(’)”50
Alors
1 —ini 4i)|-|2 0
ut,) = e ()
_ 11 26—1 ny etidl |2 (271_)7150
(471'.5)2
- 2m) s,
(471'.5)2

[]

Remarque 2.2. Le corollaire montre que la régularité de la solution pour t # 0, n’est
pas reliée a la réqularité de la donnée en t = 0, puisque une donnée irrégulicre g € ¢' par
exemple (g = 0g) donne une solution C* tandit qu’une donnée C*° fournit une solution
singuliére. L’explication est la suivante : la régularité de la solution, pour t # 0 dépend
du comportement a l'infini de la donnée et non de sa régularité. Ce phénomeéne

est connu sous le nom de propagation & vitesse infinie.
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2.7 Décroissance a I’infini de la solution

Théoréme 2.5. Si g € L' (R"™),la solution u donnée par le théoréme (2.1) vérifie

lgllzr |, 52
[[we]] poo gy < (4m)F [t|2, pour |t| #0.

Démonstration. Cela résulte immédiatement de la formule (2.12) . En effet comme F est

continue de L! dans L*°, on a

o e L i3 8 [ﬂezfg)} ()
L (R" n
1 —in.sng(t). ilz|? il|2
(47‘“)% 1o 4t f’(e it g)
Lo® L
T e g
D € 4t
= (r )3 (.
P Y
n 6
RECATI R
< gl
= (471_‘25)'” g Lt
B P
< , pour [t #0.

]

Remarque 2.3. L’estimation du théoréme 2.5 montre que u; est décroissante et bornée

a l’infini.

2.8 Equation de Schrédinger linéaire non homogeéne

Nous considérons ici une équation aux dérivées partielles avec second membre dépendant
de la variable x. Soit le probléme,
— —iAu= f(z), zeR"teR

ot (2.15)
u(0,z) = g(z),Vr € R™
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Ou f,g € S(R).

En appliquant la transformée partielle de Fourier, il vient

AU~ iF () = F (),

qu’on peut la mettre sous la forme

.,
§+2!§| =f

c’est une équation différentielle du 1°" ordre non homogéne.
La solution & = v + w ou v est la solution de 1’équation homogeéne et w une solution

particuliere. Par un calcul simple de I’équation différentielle homogeéne, on trouve

v(t, &) = C(&)e ",

Appliquons la méthode des variations des constantes, et en tenant compte de la donnée

initiale u(0,&) = g(&), il en résulte

e
at,€) = g(&)e " + f(¢) <€T5|21> :

. e—itle? _q
f(€) (W)] -

Conclusion

Par conséquent

ult,z) = F (g(f)eﬂ‘tw) LT

Dans ce mémoire, on a établit ’équation de Schrédinger. En premier lieu, on a prouvé
un théoréeme d’existence et d’unicité de la solution dans un espace de distributions tempé-
rées. En second lieu, on a démontré des résultats de régularité, des estimations de I'inergie
et une décroissance a 'infini de la fonction d’onde. En perspective nous souhaitons faire

une approximation par éléments finis et une simulation numérique de ce probléme.
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