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Notations

 : ouvert borné de RN :


 : L�adhérence de 
 .

R : ensemble des nombres réels .

RN : Espace euclidien de dimension N; N � 2:

h:; :i : Produit scalaire de L2 (
) :

@
 : Frontière de 
:

dx : mesure de Lebesgue de dimension N .

ru : Gradient de u:ru =
�
@u
@x1
; @u
@x2
; :::; @u

@xN

�
:

�u : Laplacien de u: �u =
�
@2u
@x1
; @

2u
@x2
; :::; @

2u
@xN

�
C10 (
) = D (
) : Espaces des fonctions de classe C1 (
) à support compact inclus dans


.

Ck;� : Espace des fonctions Holeriennes de classe k dans 
:

C0;� : Espace des fonctions Holeriennes sur 
:

Lp (
) : L�espace des fonctions p-intégrables.

W 1;p (
) : Espace de Sobolev standart sur 
 d�exposant p:

W 1;p
0 (
) : Adhérence de D (
) dans W 1;p (
) pour la norme k:kW 1;p(
) ; i.e C

1
0 (
)

W 1;p(
)
:

W�1;p0 (
) : Dual topologique de W 1;p
0 (
) :

! : convergence forte:

* : convergence faible:

p:p : Presque partout.

X ,! Y : L�injection continue de X dans Y:

X ,!c Y : L�injection compacte de X dans Y:

df (a) : La di¤érentielle de f au point u:

W s;p (
) : Espace de Sobolev fractionnaire pour s dans (0; 1) :

W s;p
0 (
) : la fermeture de C10 (
) dans W

s;p (
) :

�su : Laplacien fractionnaire de u:
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(�)sp u : p-Laplacien fractionnaire de u:

�1 : première valeur propre sur 


T.C.D théorème de convergence dominé de Lebesgue
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Introduction g�en�erale

L�étude des équations aux dérivées partielles est l�un des sujets de grande importance

dans l�analyse non linéaire, pour interpréter des phènomènes physiques ou biologiques,

par exemple dans l�étude des �uides non Newtoniens et dans les phènomènes de couche

limite pour des �uides visqueux ...etc et par conséquent, les "EDP" représentent un champ

d�étude trés vaste aussi bien en mathématiques pures qu�en mathématiques appliquées.

les espaces fractionnaire de sobolev et les opérateurs non locaux ont des applications aux

divers problèmes non linéaire tels que les transitions de phase, le problème de phase, le

problème des obstacles minces, surfaces minimales, science des matériaux ...etc

parmi les opérateurs non locaux, le p-laplacien fractionnaire
�
�4s

p

�
plus precisément :

�
�4s

p

�
u(x) = 2 lim

"&0

Z
RNnB"(x)

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy

où 
 un ouvert borné de Rn; p 2 (1;+1) et s 2 (0; 1)

Pour P = 2 la dé�nition se réduit au laplacien fractionnaire linéaire (�4s)

cet opérateur coïncide jusqu�à une certaine constante de normalisation selon N et S, une

caractérstique typique du p-laplacien fractionnaire est la non localité.

Dans ce travail nous considérons le problème faisant intervenir le p-laplacien fractionnaire

8<: (�4)spu = � jujp�2 u dans 


u = 0 sur @


Notre objectif dans ce travail est consacré à l�étude de l�existence de la première valeur

propre et d�examiner ses di¤érentes propriétes .

Ce travail est composé de trois chapitres :

Chouabbi Chaima 7 Université Chadli Bendjedid El-Tarf
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Dans le premier chapitre nous rappelons quelques résultats sur l�espace Lp(
) et les espaces

de Sobolev classique ainsi quelques inégalités et critères de convergence qui seront utilisés

dans la suite du travail.

Dans le second chapitre on introduit les espaces de Sobolev fractionnaires W s;p ;qui sont

le cadre fonctionnel des équations liés au p-laplacien fractionnaire et c�est la que nous

allons approfondir la dé�nition du p-laplacien fractionnaire.

En�n dans le troixième chapitre nous étudions l�existence et les di¤érentes propriétes de

la première valeur propre du problème.

Chouabbi Chaima 8 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1

préliminaire et outils de base

Ce chapitre a pour but de présenter quelques dé�nitions et rappels des résultats nécessaires

d�analyse fonctionnelle pour comprendre la suite de ce travail .

1.1 Dé�nitions et propriétés élémentaires des espaces

Lp(
)

Dans ce qui suit, 
 désigne un ouvert RN muni de la mesure de Lebesgue dx .

Dé�nition 1.1. (voir [7]) soit P 2 R avec 1 � P <1 on pose

Lp(
) =

�
f : 
 �! R; f mesurable et

Z



jf(x)jp dx <1
�
:

on note

kfkLP =
�Z




jf(x)jp dx
� 1
P

on peut véri�er facilement que kkLP dé�nit une norme sur l�espace vectoriel Lp(
) ce qui

montre que LP (
) est un espace normé.

on pose

9



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

L1(
) = ff : 
 �! R; f est mesurable . 9C > 0 telle que jf(x)j � C p.p sur 
g :

L1(
) est un espace normé muni de la norme :

kfkL1 = inf fc; jf(x)j � c p.p. sur 
g

Théorème 1.1. (voir [1]) soit p 2 R avec 1 � P � 1;on pose

Lploc(
) = ff : 
! R ; f est mesurable �f:xk 2 Lp(
);8K compact � 
g

1:L´espace LP (
) est de banach pour 1 � P � 1;

2.L´espace Lp(
) est séparable pour 1 � p <1;

3.L´espace Lp(
) est ré�exif pour 1 < P <1:

Notation 1.1. soit 1 � P � 1;on désigne par p0 l�exposant conjugué de p c�est à dire :

1

p
+
1

p0
= 1 o�u P 0 =

p

p� 1

1.1.1 Quelques inégalités utiles

Lemme 1.1. (Inégalité de Hölder)(voir [5]) soient f 2 Lp et g 2 Lp
0
avec 1 � P �

1:Alors f:g 2 L1et

kfgkL1 � kfkLp kgkLp0

Lorsque p = 2 , on a p0 = 2 donc l�inégalité de hölder se réduit alors à l�inégalité de

cauchy-schwarz

kfgkL1 � kfkL2 kgkL2

Chouabbi Chaima 10 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

Remarque 1.1. pour p = 2; L2(
) est un espace de hilbert muni du produit scalaire

suivant

hu; vi =
Z



uvdx

Lemme 1.2. (Inégalité de young )(voir [1])8 a � 0;8b � 0; supposons que : 1 < P <

1

ab � 1

P
ap +

1

P 0
bp

0

L´écriture fn(x) �! f(x) p:p sur 
; signi�e que la suite fn(x) converge vers f(x) presque

partout sur 
:

Inégalité de poincaré :

Théorème 1.2. (voir [4]) soit 
 un ouvert de Rn; soient s 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1[ alors

il existe c > 0 telle que :

kukLp(
) � c kukws;p0 (
) 8u 2 ws;p0 (
)

par conséquent si 
 est borné alors kkws;p0 est une norme deW s;p
0 (
) équivalente à k�kWS;p(
)

avec

kukWS;P
0 (
) =

 Z



Z



ju(x)� u(y)jP

jx� yjn+SP

! 1
P

Lemme 1.3. soient a � 0; b � 0 et soit 1 � P � +1 alors nous avons :

(a+ b)p � 2P�1(ap + bp)

1.1.2 Quelques critères de convergence

soit 
 un ouvert de Rn:

Lemme 1.4. (lemme de fatou)(voir [4])

soit (fn)n une suite des fonctions de L1(
) telle que :

(1) pour chaque n , fn(x) � 0 p:p sur 
:

Chouabbi Chaima 11 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

(2) sup
R


fn(x)dx < +1:

pour chaque x 2 
 on pose

f(x) = lim
n�!+1

inf fn(x); alors f 2 L1(
) etZ



f(x)dx � lim
n�!+1

inf

Z



fn(x)dx

Théorème 1.3. (Fubini)(voir [4])

soient 
1 et 
2 deux ouverts de Rn; on suppose que F 2 L1(
1�
2) , alors pour presque

tout x 2 
1 :

F (x; y) 2 L1Y (
2) et
R

2
F (x; y)dy 2 L1x(
1)

De même, pour presque tout y 2 
2 :

F (x; y) 2 L1x(
1)et
Z

1

f(x; y)dx 2 L1Y (
2)

De plus nous avons :

Z

1

dx

Z

2

f(x; y)dy =

Z

2

dy

Z

1

f(x; y)dx =

Z

1

Z

2

f(x; y)dxdy

Théorème 1.4. ( convergence dominéé de lebesgue)(voir [1]) soit (fn) une suite de

fonction de L1(
):on suppose que :

1:fn(x) �! f(x) p:p sur 
;

2:il existe une fonction g 2 L1(
) telle que pour chaque n; jfn(x)j � g(x) p:p sur 


Alors

f 2 L1(
) et kfn � fkL1 �! 0

Lemme 1.5. E un espace de Banach uniformément convexe, alors tout suite (un) de E

telle que un converge faiblement vers u dans E Alors

kukE � lim
n�!+1

inf kunkE

Chouabbi Chaima 12 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

Théorème 1.5. (convergence dominéé de lebesgue inverse )(voir [1]) soit (fn)

une suite de LP (
); tels que :kfn � fkLp �! 0:Alors, il existe une sous suite extraite

(fnk) telle que :

i) fnk(x) �! f(x) p:p sur 
;

ii) jfnk(x)j � h(x) 8k et p.p sur 
 avec h 2 Lp(
):

Le résultat suivant introduit quelques propriétes topologiques des espaces de lebesgue .

Théorème 1.6. (Egorov)(voir [5]) on suppose que j
j < 1; soit (fn) une suite de

fonction mesurables de 
 dans R telle que

fn(x) �! f(x) p:p:sur 
 (avec jf(x)j <1 p:p)

Alors

8" > 0 9A � 
 mesurable tel que

jAcj < " et fn �! f uniformément sur A

Où jAcj désigne la mesure de lebesgue de complémentaire de l�ensemble A.

1.2 Espace de Sobolev classique

soit 
 un ouvert de RN(N � 1) et soient m 2 N et P 2 [1;+1]

Dé�nition 1.2. (voir [9]) on dé�nit l�espace de sobolev classique Wm;p(
) par :

Wm;p(
) = fu 2 Lp(
); tel que D�u 2 Lp(
);8 j�j � mg

avec � = (�1; :::; �N) 2 NN et D� = @j�j

@
�1
X1
:::@�NxN

; j�j =
NP
i=1

�i

D� les dérivéés au sens de distributions, c-à-d :

hD�u; 'i = (�1)j�j < u;D�' >;8' 2 D(
)

Wm;pest un espace vectoriel sur R, on le muni de la norme :

Chouabbi Chaima 13 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

? pour p 2 [1;+1[ :

kukm;p = (
P
j�j�m

kD�ukpp)
1
p

?pour p = +1

kuk1 = maxj��mj kD�k1)

cas particulier (p = 2)

Wm;2(
) (noté aussi Hm(
)) muni par produit scalaire :

hu; viHm =
P
j�j�m

Z



(D�u)(D�v)dx

est un espace de hilbert.

on a hu; uiHm = kuk2Hm

� Wm;p(
) est un espace de Banach pour tout 1 � P � +1

� Wm;p(
) est un espace séparable pour tout 1 � P < +1

� Wm;p(
) est un espace ré�exif pour tout 1 < P < +1

� Wm;p(
) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < P < +1

Dé�nition 1.3. (voir [9]) on pose Wm;p
0 (
) = D(
) dans Wm;p(
)

Wm;p
0 (
) est un sous espace de Banach de Wm;p(
); en général Wm;p

0 (
)  Wm;p(
)

Théorème 1.7. soit p 2 [1;+1[ nous avons : D(RN) est dense dans Wm;p(RN);c-à-d :

Wm;p
0 (RN) =Wm;p(RN)

Théorème 1.8. ( les injections de sobolev)(voir [9])

pour 1 � p < +1 et m 2 N nous avons :

1) si N > mp alors pour tout q satisfait : p � q � Np
P�mp nous avons :

Wm;p(RN) ,! Lq(RN)

plus précisément dans les conditions données, il existe une constante C telle que :

8u 2 Wm;p(RN); kukLp(RN ) � c kukWm;p(RN )

Chouabbi Chaima 14 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

2) pour p = 1 nous avons

WN;1(RN) ,! Cb(RN)

3) si N = mp et p > 1, alors pour tout q satisfait p � q � +1 nous avons :

Wm;p(RN) ,! Lq(RN)

4) si p > N , alors nous avons :

0 < � � 1� N

P
=) W 1;p(RN) ,! C0;�b (RN)

5) si mp > N , alors nous avons :

Wm;p(RN) ,! L1(RN) \ C(RN)

plus précisément :

* Si N
P
=2 N;et j satisfait (j � 1)p < N < jp; alors :

0 < � � j � N

P
=) Wm;p(RN) ,! Cm�j;�b (RN)

� Si N
P
2 N; et m � j = N

P
+ 1; alors :

0 < � � j � N

P
=) Wm;p(RN) ,! C

m�N
p
�1;�

b (RN)8� < 1

Corollaire 1.1. (voir [9]) soit 
 un ouvert borné a frontière lipschitzienne de RN ; alors

nous avons :

1) Si N > mp alors : Wm;p(
) ,! Lq(
);8q � Np
N�mp

2) Si N = mp alors : Wm;p(
) ,! Lq(
);8q < +1

3) Si p = 1 alors :WN;1(
) ,! Cb(
)

4) Si mp > N alors nous avons :

Chouabbi Chaima 15 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

*Si N
P
=2 N; et j satisfait(j � 1)p < N < jp; alors

Wm;p(RN) ,! Cm�j;�b (RN)8� � j � N

p

*Si N
P
2 N;et m � j = N

P
+ 1; alors :

Wm;p(RN) ,! C
m�N

P
�1;�

b (RN)8� < 1

1.3 Les espaces de hölder

Dé�nition 1.4. (voir [5]) soit 
 un ouvert de RN , et 0 � � < 1 , on dit qu�une fonction

est höldérienne d�exposant � au voisinage de x0 2 


9 �;M > 0 8x 2 
 \B(x0; �); ju(x)� u(x0)j � M jx� x0j�

on désigne par CK;�(
) les fonctions de classe Ck(
) telles que les dérivées d�ordre k sont

höldériennes d�exposant � au voisinage de tout point x0 2 
:

� Si f : 
 �! R bornée et continue, on écrit

kfkc(
) = sup
x2


jf(x)j

� La semi norme d�ordre � de la fonction f : 
! R est

[f ]C0;�(
) = sup
x;y2

x 6=y

�
jf(x)� f(y)j
jx� yj�

�

�La norme d�ordre � de la fonction f est

kfk
C0;�(
)

= kfkc(
) + [f ]C0;�(
)
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Chapitre 1. préliminaire et outils de base

1.4 Di¤érentiabilité

Dé�nition 1.5. (Di¤érentiabilité au sens de Fréchet)(voir [2]) soient E un espace de

Banach, 
 un ouvert de E et f : 
 � E �! R une fonction, et u 2 
;on dit que f est

di¤érentiable au sens de fréchet (ou F-di¤érentiable) au point u, s�il existe une application

linéaire continue de E vers R notée Df(a); telle que :

f(v)� f(u) = hDf(u); v � ui+ o(v � u)

Dé�nition 1.6. (Di¤érentiabilité au sens de Gâteaux)(voir [2]) soient E un espace de

Banach, 
 un ouvert de E et F : 
 � E �! R une fonction. soit u 2 
; on dit que

f est di¤érentiable au sens de Gâteaux (ou G-di¤érentiable) au point u, s�il existe une

application linéaire continue de E vers R notée DGf(u), telle que pour tout v 2 E on a :

lim
t�!0+

f(u+ tv)� f(u)

t
= hDGf(u); vi

1.5 Théorème de Lax-milgram

problème variationnelle abstrait

soit E un espace de Hilbert, réel muni du produit scalaire (.,.), et de la norme associéé

k�kE :

soit a une forme bilinéaire sur E � E; et soit f une forme linéaire sur E:

Dé�nition 1.7. (voir [5]) on dit que la forme bilinéaire a est continue s� il existe une

constante M > 0; telle que pour tout u; v 2 E on a

ja(u; v)j �M kukE kvkE
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Dé�nition 1.8. on dit que la forme bilinéaire a est symetrique si, pour tout u; v 2 E on

a

a(u; v) = a(v; u)

Dé�nition 1.9. on dit que la forme bilinéaire a est coercive sur E si, il existe une � >

0 telle que pour tout u 2 E on a

a(u; u) � � kuk2E

Théorème 1.9. (de Lax-Milgram)

soit E un espace de Hilbert, a est une forme bilinéaire continue et coercive et L une forme

linéaire continue sur E: Alors le problème suivant

admet une solution unique. �
trouver u 2 E telle que
a(u; v) = L(v);8v 2 E

�
.

Théorème 1.10. (Formule de Green)(voir [5])Z



4u(x)v(x)dx = �
Z



Ou(x)Ov(x)dx+
Z
@


@u

@n
(x)v(x)ds 8u 2 C2(
);8v 2 C1(
)

où ds est la mesure super�cielle sur @
; et @u
@n
(x) = ru:n; n la normale extérieure unité

de 
:

1.6 Opérateurs compacts, décomposition spectrale des

opérateurs autoadjoints compacts

opéraeurs compacts

soient E et F deux espaces de Banach
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Dé�nition 1.10. (voir [5]) on dit qu�un opérateur T 2 L(E;F ) est compact si T (BE)

est relativement compact pour la topologie forte, on note que

BE = fx 2 E; kxk � 1g

on désigne par L(E;F ) l�ensemble des opérateurs linéaires et on pose L(E) = L(E;E)

k(E;F ) l�ensemble des opérateurs linéaires et on pose k(E) = k(E;E)

Proposition 1.1. : soit E et F deux espaces vectoriels normés sur | = R ou C et

T 2 L(E;F )

on dit que T est compact si et seulement si de toute suite bornée (xn)n2N de E, on peut

extraire une sous suite telle que (T (xk))k2N converge dans F quand k �! +1:

Opérateurs adjoints

Théorème 1.11. soit T 2 L(E;F ):il existe un seul opérateur T � 2 L(E;F ) véri-

�ant

8(f; g) 2 E � F; hT (f); giF = hf; T �(g)iE

L�opérateur T�est appelé opérateur adjoint de T, et on a

kTkL(E;F ) = kT �kL(F;E)

:

Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts

Dé�nition 1.11. (voir [5]) soit E un espace de hilbert, on dit que T 2 L(E) est un

opérateur auto-adjoints si T=T�; c�est -a-dire

8(x; y) 2 E2; hT (x); yiE = hx; T (y)iE

Théorème 1.12. on suppose que E est séparable. soit T un opérateur autoadjoint com-

pact .

Alors E admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T.
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Chapitre 2

Espace de sobolev fractionnaire

Dans ce chapitre on va introduire les espaces de sobolev de type fractionnaire noté

W S;P (
) et quelques proprietés de ces espaces, puis on donne la dé�nition de l´opérateur

p-laplacien fractionnaire et ces propriétés.

2.1 L´espace de Sobolev W S;P (
)

2.1.1 Espace de Sobolev fractionnaire, 0 < s < 1

Dé�nition 2.1. (voir [8]) soit 
 un ouvert de RN ; et soient s 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1[ ; on

dé�nit l´ espace de Sobolev fractionnaire W S;P (
) par :

W S;P (
) =

(
u 2 Lp(
) tell que

ju(x)� u(y)j
jx� yj

N
P
+s

2 Lp(
� 
):
)

c´est un espace vectoriel, on le muni par la norme :

kukWS;P (
) =
�
[u]ps;p + kukpLp(
)

� 1
P

avec :

20



Chapitre 2. Espace de sobolev fractionnaire

[u]s;p =

�Z



Z



ju(x)� u(y)jp

jx� yjN+sp
� 1

P

Proposition 2.1. soit 
 un ouvert de RN ; s 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1[ ; nous avons alors :

1� W S;P (
) est un espace séparable , et de Banach pour tout 1 � P < +1:

2�W S;P (
) est un espace ré�exif pour tout 1 < P < +1:

3�W S;P (
) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < P < +1:

Démonstration. soit (un)n suite de cauchy pour la norme k�kws;p(
) ; alors (un)n est de

cauchy dans LP (
); donc converge vers u dans Lp(
):

On suppose (vn)n :

vn(x; y) =
un(x)� un(y)

jx� yj
N
P
+s

Qui est de cauchy dans Lp(
);donc converge dans Lp(
):

Soit (u�(n))n une sous suite de (un)n; et par T.C.D converge p.p vers u(x) et par suite

(v�(n))n converge p.p pour tout (x,y) vers :

u(x; y) =
u(x)� u(y)

jx� yj
N
p
+s

On applique lemme de fatou, on obtient :

Z



Z



ju(x)� u(y)jp

jx� yjN+sp
dxdy � lim

x�!1
inf

Z



Z



��u�(n)(x)� u�(n)(y)
��p

jx� yjN+sp
dxdy

Alors u 2 W S;p(
) (car u(n)(x) 2 W S;P (
) ).

De plus d´après T.C.D nous avons

jun(x)� un(y)jp

jx� yjN+sp
���!n�!1

ju(x)� u(y)jp

jx� yjN+sp
dans Lp(
� 
)
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D´où un �! u dans W S;P (
):

2.1.2 Espace de Sobolev fractionnaire , s > 1

Dé�nition 2.2. voir [8] soit 
 un ouvert de RN et soit s 2 R � N avec s > 1 et

p 2 [1;+1[ :

L´espace W S;P (
) est dé�ni par :

W S;P (
) =
�
u 2 W [S];p(
) tq D�u 2 W s�[s];p(
);8�; j�j = s

	
ou [s] désigne la partie entiére de s:

C�est un espace vectoriel, on le muni de la norme :

kukWS;P (
) =

 
kukp

W [S];P (
)
+
P

j�j=[s]
kD�ukp

WS�[S];P (
)

! 1
P

Si s = [s] , alors l´espace W S;P (
) coïncide avec l´espace de Sobolev classique.�
W S;P (
); k�kWS;P (
)

�
est un espace de Banach .

2.2 Des Exemples d´Application sur les Espaces de

Sobolev de Type fractionnaire :

Exemple 2.1. Montrons que :

u : (0; 1) �! R

x : �! ln jxj

appartient à ws;p((0; 1)) où 0 < s < 1 et p 2 [1;+1[ avec sp < 1:
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Démonstration. comme u 2 Lp((0; 1)) c-à-d : on sait que u est continue donc elle est

mésurable dans (0,1) de plus, on calcule
R 1
0
(ln jxj)pdx : on sait que

jln jxjj < jxj

alors

jln jxjjp < jxjp ;

Z 1

0

jln jxjjp dx <
Z 1

0

jxjp dx;

Z 1

0

jxjp dx =
�
1

p+ 1
jxjp+1

�1
0

=
1

p+ 1
<1;

alors : Z 1

0

jln jxjjp dx <1:

ju(x)� u(y)j
jx� yj

n
p
+s

2 LP ((0; 1)� (0; 1))

donc, on pose :

I =

Z 1

0

Z 1

0

jln jxj � ln jyjjp

jx� yjsp+1
dxdy

on a :

I =

Z 1

0

Z 1

0

jln jxj � ln jyjjp

ysp+1
���xy � 1��� dxdy

en faisant le changement de variable t = x
y
alors :

I =

Z 1

0

Z 1
y

0

y�sp
jln jtyj � ln jyjjp

jt� 1jsp+1
dtdy

I =

Z 1

0

y�spdy

Z 1
y

0

���ln ��� tyy ������p
jt� 1jsp+1

dt
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I =

Z 1

0

y�spdy

Z 1
y

0

jln jtjjp

j1� tjsp+1
dt

�
Z 1

0

1

ysp
dy

Z 1

0

jln jtjjp

j1� tjsp+1
dt+

Z 1

0

1

ysp
dy

Z 1
y

0

jln jtjjp

j1� tjsp+1
dt

= I1 + I2

pour I1 on a les equivalences suivantes :

au voisinage de 0 :

f1(t) =
jln jtjjp

j1� tjsp+1
� f2(t) = jln jxjjp

car

lim
x�!0

f1(t)

f2(t)
= 1

et au voisinage de 1 :

f1(t) =
jln jtjjp

j1� tjsp+1
� f3(t) = j1� tjp�sp�1

car

lim
x�!1

f1(t)

f3(t)
= 1

De plus : on a sp < 1 alors d�aprés l�integrale de Riemann type 2 on a :

I1 =

Z 1

0

1

ysp
dy < +1:

Pour I2; d�aprés la formule de Fubini nous avons :

I2 =

Z 1

0

1

ysp
dy

Z 1
y

0

jln jtjjp

j1� tjsp+1
dt

=

Z +1

0

jln jtjjp

j1� tjsp+1
dt

Z 1
t

0

y�spdy

=
1

�sp+ 1

Z +1

1

jln jtjjp

j1� tjsp+1
tsp�1dt
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or on a au voisinage de +1 :

1

j1� tjsp+1
� 1

jtjsp+1

Alors

jln jtjjp

j1� tjsp+1
tsp�1 � ln jxjp t�2

et au voisinage de 1 :

jln jtjjp

j1� tjsp+1
tsp�1 � j1� tjp�sp�1 :

Donc

I2 < +1

Exemple 2.2. Montrons que :

u : (0; 1) �! R

x : �! u(x) = jxj�

appartient à W S;P ((0; 1)) où 0 < s < 1 et p 2 [1;+1[ avec sp < 1

Démonstration. alors on pose

I =

Z 1

0

(jxj)pdx

avec � = 1 et comme u 2 Lp((0; 1)) c-à-d : on sait que u est continue donc elle est

mésurable dans (0; 1) de plus, on calcule

I =

Z 1

0

(jxj)pdx =
"
jxjp+1

p+ 1

#1
0

=
1

p+ 1
<1:
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on montre que

ju(x)� u(y)j
jx� yj

n
p
+s

2 Lp((0; 1))� (0; 1))

on pose :

I =

Z 1

0

Z 1

0

jx� yjp

jx� yjsp+1
dxdy =

Z 1

0

Z 1

0

jx� yjp�sp�1 dxdy

=

Z 1

0

�Z y

0

(y � x)p�sp�1dx+

Z 1

Y

(x� y)p�sp�1dx

�
dy

=

Z 1

0

"�
� 1

p� sp
(y � x)p�sp

�y
0

+

�
1

p� sp
(x� y)p�sp

�1
y

#
dy

Z 1

0

�
1

p� sp
yp�sp +

1

p� sp
(1� y)p�sp

�
dy

= (
1

p� sp
)(

1

p� sp+ 1
)
�
yp�sp+1

�1
0
� ( 1

p� sp
)(

1

p� sp+ 1
)
�
(1� y)p�sp+1

�1
0

=
1

(p� sp)(p� sp+ 1)
+

1

(p� sp)(p� sp+ 1)

=
2

(p� sp)(p� sp+ 1)

<1:

2.3 Dualité de l´Espace W S;P (
)

Dé�nition 2.3. voir [3] si s < 0 et p 2 ]1;+1[ alors :
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W S;P (
) = (w�s;q0 (
))?

où W S;P (
) est l´espace dual W�s;q
0 (
) avec 1

p
+ 1

q
= 1

Proposition 2.2. soient s 2 ]0; 1[et p 2 [1;+1[ ; nous avons alors :

1. W S;P (
) est un espace de Banach pour tout 1 � p < +1:

2. W S;P (
) est un espace séparable pour tout 1 � p < +1:

3. W S;P (
) est un espace ré�exif pour tout 1 < p < +1:

2.4 Les Injections de type Sobolev

Théorème 2.1. voir [3] soient 
 un ouvert de Rn et p 2 [1;+1[ alors :

1. Si 0 < s < s0 < 1; alors l�injection :

ws
0;p(
) ,! ws;p(
)

est continue

pour cela il existe un c1(n; s; p) � 1 telle que :

kukW s;p(
) � c1(n; s; p) kukW s0;p(
)

pour tout u 2 ws0;p (
) :

2. Si 0 < s < 1 et 
 est de classe C0;1avec une frontière borné @
; alors l�injection :

w1;p(
) ,! ws;p(
)

est continue

pour cela il existe un c2(n; s; p) � 1 telle que :

kukW s;p(
) � c2(n; s; p) kukW 1;p(
)
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pour tout u 2 W 1;p(
):

3. Si 1 < s < s0et 
 est de classe C0;1alors l�injection :

W s0;p(
) ,! W s;p(
):

est continue

2.5 Espace Hs(
)

Dé�nition 2.4. voir [1] Soit 
 un ouvert de RN ; et soient s 2 ]0; 1[ et p = 2:L´ espace

Hs(
) est dé�ni par :

Hs(
) =W s;2(
)

Proposition 2.3. Le produit scalaire dans Hs(
) est dé�ni par :

hu; viHS(
) =

Z



u(x)v(x)dx+

Z

�


(u(x)� u(y)) (v(x)� v(y))

jx� yjN+2s
dxdy; 8u; v 2 Hs(
)

Alors Hs(
) est espace de Hilbert.

Clairement, pour tout s 2 ]0; 1[ ;on a

Hs(RN) =W s;2(RN) =
n
u 2 L2(RN) : [u]s;2 < +1

o
Dé�nition 2.5. voir [1] L´ espace Hs(RN) peut être dé�ni de manière alternative via la

transformée de Fourier. Alors :

Ĥs(RN) =
�
u 2 L2(RN) :

Z
RN
(1 + j�j2s) jzu(�)j2 dx < +1

�

2.6 Opérateur P-Laplacien fractionnaire

Dé�nition 2.6. voir [9] soient p 2 ]1;+1[ et s 2 ]0; 1[ ; alors on dé�nit le P-Laplacien

fractionnaire par :
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�
�4s

p

�
u(x) = 2 lim

"&0

Z
RNnB"(x)

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy

= 2PV

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy

Remarque 2.1. � Si p 6= 2 : (�4)sp est non linéaire .

� Une caractéristique typique de cet opérateur susmentionné est la non-localité, en ce sens

que la valeur de p-laplacien fraction u(x) à tout point x 2 
 dépend non seulement des

valeurs de x sur l´ensemble 
; mais en fait sur tout RN :

� cette dé�nition est une généralisation de l´opérateur laplacien fractionnaire lorsque

p = 2; est qui dé�ni par :

(�4)s u(x) = 2C(N; s)PV
Z
RN

(u(x)� u(y))

jx_yjN+sp
dy

avec une normalisation de la constante C = C(N; s)

� (�4)sp �! (�4)pquand s �! 1�

Proposition 2.4. soit s 2 ]0; 1[ et p 2 ]1;+1[ :Alors :

(�4)sp : W
s;p
0 (RN) �! (W s;p

0 (RN))0

est bien dé�ni , et de plus :

1) 8u; v 2 W s;p
0 (RN) nous avons :D

(�4)sp u; v
E
=

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y)) (v(x)� v(y))

jx� yjN+sp
dxdy

2)8u; v 2 W s;p
0 (
) :


�
�4s

p

�
u; v
�
� [u]p�1s;p [v]s;p

et par suite :



(�4)sp u


� � kukp�1WS;P
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Démonstration. 1) puisque u 2 W s;p
0 (RN) alors l�intégrale dans la dé�nition de (�4)

s
p

existe donc :

(�4)sp u(x) =
Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy

alors 8u; v 2 W s;p
0 (RN) nous avons : ( on utilise Fubini ) :D

(�4)sp u; v
E
= 2

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dyv(x)dx

= 2

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
v(x)dxdy (2.1)

D�autre part on a :

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
v(x)dxdy

=

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y)) (v(x)� v(y))

jx� yjN+sp
dxdy

+

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
v(y)dxdy

dans le second intégral nous changeons le rôle entre x et y i.e :x �! y et y �! x nous

avons alors :

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
v(x)dxdy

=

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y)) (v(x)� v(y))

jx� yjN+sp
dxdy

�
Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
v(x)dxdy

et par suite :
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2
R
RN
R
RN

ju(x)�u(y)jp�2(u(x)�u(y))
jx�yjN+sp v(x)dxdy =

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y)) (v(x)� v(y))

jx� yjN+sp
dxdy

et d�après (2.1) nous avons :

D
(�4)sp u; v

E
=

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y)) (v(x)� v(y))

jx� yjN+sp

2)8u; v 2 Xs nous avons par l�inégalité de Holder :

hA(u); vi =

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y)) (v(x)� v(y))

jx� yjN+sp
dxdy

�
Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�1 (v(x)� v(y))

jx� yj(N+sp)(
p�1
p
) jx� yjN+sp)(

1
p
)
dxdy

� (

Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp

jx� yjN+sp
dxdy)

p�1
p �

�Z
RN

Z
R

jv(x)� v(y)jp

jx� yjN+sp
dxdy)

1
p

�
[u]p�1s;p [v]s;p

Proposition 2.5. soit s 2 ]0; 1[ , p 2 ]1;+1[ et soit 
 un ouvert borné de RN ;on pose

Xs
p(
) =

�
u 2 W s;p(RN) tel que : u = 0 sur RN r 


	
Alors :

(�4)sp : Xs
p(
) �! (Xs

p(
))
0

1) est de classe (S)

2) est strictement monotone

3) est coercive .

Démonstration. D�abord nous avons 8u; v 2 Xs
p(
)
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(�4)spu� (�4)spv; u� v

�
=



(�4)spu; u� v

�
�


(�4)spv; u� v

�


(�4)spu; u

�
+


(�4)spv; v

�
�


(�4)spu; v

�
�


(�4)spv; u

�
� [u]ps;p + [v]

p
s;p � [u]

p�1
s;p [v]s;p � [v]

p�1
s;p [u]s;p

=
�
[u]p�1s;p � [v]

p�1
s;p

��
[u]s;p � [v]s;p

�
1) Soit un �! u dans Xs

p(
) telle que (�4)spun;un � u >�! 0 alors nous avons :



(�4)spun; � (�4)spu;un � u

�
=


(�4)spun; un � u

�
�


�4)spu; un � u

�
�! 0

et puisque :



(�4)spun; � (�4)spu;un � u

�
� ([un]

p�1
s;p � [u]

p�1
s;p )([un]s;p � [u]s;p)

alors [un]s;p �! [u]s;por nous avons [:]s;pest une norme dans X
s
p(
) équivalent à la norme

k�kW s;pdonc puisque Xs
pest uniformément convexe alors un �! un;donc (�4)sp est de

classe (S).

2) soit u 6= v 2 Xs
p(
) montrons que :



(�4)spu� (�4)spv; u� v

�
> 0

nous avons :



(�4)spu

�
�


(�4)spv; u� v

�
� ([u]p�1s;p � [v]

p�1
s;p )([u]s;p � [v]s;p)

supposons que :

(�4)spu

�
�


(�4)spv; u� v

�
= 0; alors :


(�4)spu
�
�


(�4)spv; u� v

�
= ([u]p�1s;p � [v]

p�1
s;p )([u]s;p � [v]s;p) = 0
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et par suite :[u]s;p = [v]s;p et de plus puisque


�4)spu; v

�
� [u]p�1s;p [v]s;palors :

[u]p�1s;p [v]s;p =


(�4)spu; v

�
et [v]p�1s;p [u]s;p =



(�4)spv; u

�
8�; � � 0;pas à la fois zéro, nous avons �u = �v;ce qui est absurde avec le fait que u 6= v

pour � = 1 et � = 1:

3) évident

Proposition 2.6. Soit s 2 ]0; 1[ et p 2 ]1;+1[ :alors :

�
�4)sp : W

s;p
0 (RN

�
�! (W s;p

0 (RN))0

est continue i.e( �4)sp 2 C(W
s;p
0 (RN); (W

s;p
0 (RN))0)

Démonstration. soit un �! u dans W s;p
0 (RN) montrons que ( �4)spun �! ( �4)spu dans

(W s;p
0 (RN))0:En e¤et nous avons d�après la proposition (2.6) :

(�4)spun � (�4)spu

 � � [un � u]p�1s;p

alors il su¢ t de montrer que :[un � u]p�1s;p �! 0;nous avons : un �! u dans W s;p
0 (RN)

alors un �! u dans Lp(RN) donc pour une sous suite nous avons :9g 2 Lp(RN) telle que :

un(x) �! u(x) p.p et junj � g(x)

et d�après théorème de convergence dominée nous obtenons le résultat souhaité.
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Chapitre 3

Problème de valeur propre pour

p-Laplacien fractionnaire

Dans ce chapitre on va étudier l�existence de solution d�un probléme aux valeurs propres

faisant intervenir l�opérateur p-Laplacien fractionnaire, puis on va examiner les di¤érentes

propriétés de la premiére valeur propre (positivité , simplicité ).

3.1 présentation du problème

soient 
 un ouvert borné de Rnet s 2 (0; 1) ; p > 1:on considère le problème suivant :

8<: (�4)spu = � jujp�2 u dans 


u = 0 sur @

(3.1)

le but de cette partie d�étudier l�existence de la premiére valeur propre d�un problème.la

nature du problème exige d�introduire la dé�nition de la solution faible du problème (3,1)

comme suit :

34
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Dé�nition 3.1. on dit que u est une solution faible de (3,1) si u 2 W s;p
0 (
) telle que :Z

Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))(v(x)� v(y))

jx� yjn+sp
dxdy = �

Z



jujp�2 uvdx 8v 2 W s;p
0 (
)

(3.2)

Dé�nition 3.2. soit s 2 (0; 1) et p > 1;on dit que � est une valeur propre de l�opérateur

p-Laplacien fractionnaire, s�il existe une fonction u 2 W s;p
0 (
); u 6= 0 du problème (3,2).

la solution faible u s�appelle fonction propre associé à �:

Remarque 3.1. Remarquons que si on remplace v par u 2 W s;p
0 (
) dans (3,2).on obtient

� comme le quotient suivant :

� =

R
Rn
R
Rn

ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+sp dxdyR


ju(x)jp dx

ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

3.2 Etude d�existence de la première valeur propre

Dé�nition 3.3. on note la première valeur propre de l�opérateur p-Laplacien fractionnaire

�1 est dé�nie par :

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)�f0g

R
Rn
R
Rn

ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+sp dxdyR


ju(x)jp dx = inf

u2W s;p
0 (
)�f0g

kukp
ws;p0 (
)

kukpLp(
)
Le théorème suivant de l�existence de la première valeur propre :

Théorème 3.1. voir [4]soit s 2 (0; 1) et p > 1;
 est un ouvert borné de Rn; Alors il

existe une fonction u 2 W s;p
0 (
) associée à �1 > 0 qui est caractérisée comme suit,

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)
kukLp(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

pour démontrer ce théorème on utilise le résultat suivant :
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Théorème 3.2. voir [4]soit 
 un ouvert de Rn; avec n � 2 pour p 2 ]1;+1[ nous

dé�nissons la fonction

G : W s;p
0 (
) �! R par

u 7�! 1

p

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

alors G est di¤érentiable sur W s;p
0 (
) et

hG0(u); vi =
Z
Rn

Z
Rn

(ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))(v(x)� v(y)))

jx� yjn+sp
dxdy

Démonstration.

on montre que G est Gâteaux di¤érentiable c�est -à-dire

8u; v 2 W s;p
0 (
) lim

t�!0

G(u+ tv)�G(u)

t
= hG0(u); vi :

on observe l�application � �! 1
p

j�jp

jx�yjn+sp ; � 2 R
n; p > 1 est di¤érentiable, dans ce cas sa

di¤érentielle est

donné par j�jp�2�
jx�yjn+sp ;8� 2 R

n

d�où

8�; � 2 Rn1
p
lim
t�!0

1

t
(
j� + t�jp

jx� yjn+sp
� j�jp

jx� yjn+sp
) =

j�jp�2 �:�
jx� yjn+sp

donc 8u; v 2 W s;p
0 (
)

1

p
lim
t�!0

1

t
(
j(u(x)� u(y)) + t(v(x)� v(y))jp

jx� yjn+sp
� ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
) (3.3)

=
ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))(v(x)� v(y))

jx� yjn+sp

on pose pour �; � 2 Rn;  (t) =
1
p
j�+t�jp

jx�yjn+sp0 est di¤érentiable et
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 0(t)) =
j� + t�jp�2 (� + t�)�

jx� yjn+sp

on applique le théorème des accroissement �nis

9� entre 0 et t (0 < j�j < jtj) telle que :

 (t)�  (0)

t� 0 =  0(�)

on a

1

p

1

t
(

1
p
j� + t�jp

jx� yjn+sp
�

1
p
j�jp

jx� yjn+sp
) =

j� + ��jp�2 (� + ��)�

jx� yjn+sp

par conséquent

1

p

1

t
(
ju(x)� u(y) + t(v(x)� v(y))jp

jx� yjn+sp
� ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
)

=
j(u(x)� u(y)) + �(v(x)� v(y))jp�2 ((u(x)� u(y) + �(v(x)� v(y)))(v(x)� v(y))

jx� yjn+sp

on peut supposer que jtj < 1; d0o�u j�j < 1; et d�après le lemme 1.3 on voit

1

p

����1t ( ju(x)� u(y) + t(v(x)� v(y))jp

jx� yjn+sp
� ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
)

����
� j(u(x)� u(y)) + �(v(x)� v(y))jp�1 jv(x)� v(y)j

� C(j(u(x)� u(y))jp�1 (v(x)� v(y)) + jv(x)� v(y)jp)

on a ju(x)� u(y)jp�1 2 Lp0 et jv(x)� v(y)j 2 Lp

D�après l�inégalité de hölder on a ju(x)� u(y)jp�1 jv(x)� v(y)j 2 L1(
)

d�où

h = ju(x)� u(y)jp�1 jv(x)� v(y)j+ jv(x)� v(y)jp 2 L1(
)
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en conséquence

����1t ( j(u(x)� u(y)) + t(v(x)� v(y))jp

jx� yjn+sp
� ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
)

���� � ch 2 L1(
) (3.4)

En utilisant la relation (3.3) et (3.4) et le théorème de la convergence dominée de Lebesgue,

on obtient :

1

p
lim
t�!0

Z
Rn

Z
Rn

1

t
(
ju(x)� u(y) + t(v(x)� v(y))jp

jx� yjn+sp
� ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
)dxdy

=

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))(v(x)� v(y))

jx� yjn+sp
dxdy;

ce qui termine que G est Gâteaux di¤érentiable comme suit :

hG0(u); vi =
Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))(v(x)� v(y))

jx� yjn+sp
dxdy

D�après la proposition 2.6, G0 est continue alors G est di¤érentiable .

Théorème 3.3. voir [4]Soit 
 un ouvert de Rn;avec n � 2 pour p 2 ]1;+1[ nous

dé�nissons la fonction

H : W s;p
0 (
) �! R par

u 7�! 1

p

Z



ju(x)jp dx

alors H est di¤érentiable sur W s;p
0 (
) et

hH 0(u); vi =
Z



jujp�2 uvdx

Démonstration.

on montre que H est Gâteaux di¤érentiable c�est-à-dire

8u; v 2 W s;p
0 (
) lim

t�!0

H(u+ tv)�H(u)

t
= hH 0(u); vi :
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considérons l�application x �! 1
p
jxjp ; x 2 Rn; p > 1 est di¤érentiable, sa di¤érentiable

est donné par jxjp�2 x; 8x 2 Rn

d�où

8x; y 2 Rn1
p
lim
t�!0

(
jx+ tyjp � jxjp

t
) = jxjp�2 x:y

par suite 8u; v 2 W s;p
0 (
)

1

p
lim
t�!0

(
ju(x) + tv(x)jp � ju(x)jp

t
) = ju(x)jp�2 u(x)v(x) (3.5)

d�autre part, pour tout x; y 2 Rn; '(t) = 1
p
jx+ tyjp ; ' est di¤érentiable et

'0(t) = jx+ tyjp�2 (x+ ty)y

on applique le théorème des accroissement �nis

9� entre 0 et t (0 < j�j < jtj) telle que :

'(t)� '(0)

t� 0 = '0(�)

où
1

p
(
jx+ tyjp � jxjp

t
) = jx+ �yjp�2 (x+ �y)y

par conséquent

1

p
(
ju+ tvjp � jujp

t
) = ju+ �vjp�2 (u+ �v)v

supposons que jtj < 1;d�où j�j < 1;d�après lemme 1.3 on obtient

1

p

���� ju+ tvjp � jujp

t

���� � ju+ �vjp�1 jvj

� C(jujp�1 jvj+ jvjp)

soit jujp�1 2 Lp0et jvj 2 Lp et par l�inégalité de Hölder on a jujp�1 jvj 2 L1(
)
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d�où

h = jujp�1 jvj+ jvjp 2 L1(
) donc

���� ju(x) + tv(x)jp � ju(x)jp

t

���� � Ch 2 L1(
) (3.6)

par la relation (3.5) et (3.6) et D�aprés le théorème de la convergence dominée de lebesgue,

on obtient

1

p
lim
t�!0

Z



ju(x) + tv(x)jp � ju(x)jp

t
dx =

Z



ju(x)jp�2 u(x)v(x)dx;

En�n H est Gâteaux di¤érentiable et

hH 0(u); vi =
Z



jujp�2 uvdx

Il est facile de montrer la continuité de H 0. D�où H est di¤érentiable .

preuve du Théorème 3.1

D�abord on commence par montrer que

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)
kukLp(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy:

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)=f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
� inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

kukp
ws;p0 (
)

(3.7)

en e¤et que
n
u 2 W s;p

0 (
); kukLp(
) = 1
o
� fu 2 W s;p

0 (
)= f0gg :

pour u 2 W s;p
0 (
);

on pose

v =
u

kukLp(
)
2 W s;p

0 (
); kvkLp(
) = 1

alors

u(x)� u(y) = kukLp(
) (v(x)� v(y))
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donc R
Rn
R
Rn

kukp
Lp
(v(x)�v(y))p

jx�yjn+sp dxdyR


ju(x)jp dx =

Z
Rn

Z
Rn

(v(x)� v(y))p

jx� yjn+sp
dxdy:

de plus
kukp

ws;p0 (
)

kukpLp
= kvkp

ws;p0 (
)
� inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

ce qui implique

inf
u2W s;p

0 (
)=f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
� inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

(3.8)

de (3.7) et (3.8) on obtient :

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)=f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
= inf

u2W s;p
0 (
)

kukLp(
)=1

kukp
W s;p
0 (
)

Pour montrer le théorème on utilise la méthode direct de minimisation .

pour u 2 W s;p
0 (
)

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)=f0g

kukp
W s;p
0 (
)

kukpLp(
)
D�après l�inégalité de poincaré

9C > 0 : kukp
LP
� C kukp

W s;p
0 (
)

en conséquence �1 � 1
C
> 0:

Soit fungn2N est une suite minimisante ,telle que :

8n > 0;9un : �1 �
kunkp

W
s;p
0 (
)

kunkpLp(
)
< �1 +

1
n
alors

kunkpW s;p
0 (
)

kunkpLp(
)
�! �1

kun(x)kpLp(
) = 1 et kunk
p
W s;p
0 (
)

�! �1
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alors fungn2N est borné dans W
s;p
0 (
)

en e¤et il existe un sous suite fungn2N et u 2 W
s;p
0 (
) telle que :

un * u faiblement dans W s;p
0 (
)

en vertu le lemme 1.5, on obtient

kukp
W s;p
0 (
)

� lim
n�!1

inf kunkpW s;p
0 (
)

= �1

d�oùkukp
W s;p
0
= �1 alors le minimum existe .

on pose :

G(u) =

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy;

H(u) =

Z



ju(x)jp dx;

et nous considérons le quotient F : ws;p0 (
)= f0g �! Rn dé�nit par

F (u) =
G(u)

H(u)

alors

�1 = inf
u2W s;p

0 (
)
kukLp(
)=1

F (u)

Ainsi 9u 2 W s;p
0 (
)= f0g et F (u) = �1:les fonctions G et H sont di¤érentiable alors il en

est de même pour F, et

hF 0(u); vi = 1

H(u)
(hG0(u); vi � F (u) hH 0(u); vi):

comme u est un point minimum de F donc F 0(u) = 0;et par conséquent
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hG0(u); vi � F (u) hH 0(u); vi = 0

ce qui implique

hG0(u); vi = G(u)

H(u)
hH 0(u); vi = �1 hH 0(u); vi :

alors u est une solution faible de (3,2)

3.3 Régularité de la fonction propre

Dans cette section On montre le résultat suivant :

Théorème 3.4. voir [4]soit s 2 (0; 1); p > 1 et u 2 W s;p
0 (
) est une solution de (3,1) ,

Alors u 2 L1(Rn):

Lemme 3.1. voir [4]Soit (an) une suite réel telle que an > 0; an+1 � Cna1+�n ; � > 0 alors

lim
n�!1

an = 0 si a0 est assez petit

Démonstration.

on a

an � Cn�1a1+�n�1

a1+�n�1 � C(n�2)(1+�)a
(1+�)2

n�2

a
(1+�)2

n�2 � C(n�3)(1+�)
2a
(1+�)3

n�3

...
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a
(1+�)n�1

1 � C0�(1+�)
n�1
a
(1+�)n
0

Par multiplication, on obtient

an � CSna
(1+�)n

0

avec Sn = (n� 1) + (n� 2)(1 + �) + (n� 3)(1 + �)2 + : : :+ (1 + �)n�2

donc

an � C
(1+�)n

�2 a
(1+�)n

0 = (C
1
�2 a0)

(1+�)n

alors

an �! 0 si C
1
�2 a0 < 1

c�est-à-dire

a0 < C
�1
�2

Lemme 3.2. voir [4]si ku+kLP � � alors ku+kL1 � 1

pour certain � > 0:

Démonstration.

- pour tout entier K � 1;on considère la fonction wk dé�nie comme suit :

wk = (u� (1� 2�k))+:

tq : wk 2 W s;p
0 (
) et wk = 0 p.p dans 
:

On a les inégalités suivantes

wk+1(x) � wk(x) dans Rn: (3.9)
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et

u(x) < (2k+1 � 1)wk(x) pour x 2 fWk+1 > 0g : (3.10)

on véri�e cette inégalité

(2k+1 � 1)wk = (2k+1 � 1)(u� (1� 2�k))

� (2k+1 � 1)(u� 1� 2�k
1� 2�(k+1) :u)

= u(2k+1 � 1)(1� 1� 2�K
1� 2�(k+1) )

= u:

et on remarque les inclusions

fwk+1 > 0g �
�
wk > 2

�(k+1)	 ; (3.11)

on véri�e cette inclusion

pour x 2 fwk+1 > 0galors

u(x) > 1� 2�(k+1);

et on d�après (3,10)

u(x) < (2k+1 � 1)wk;

alors

1� 2�(K+1) < (2k+1 � 1)wk

ce qui implique wk > 1�2�(k+1)
(2K+1�1) =

2�(K+1)(2K+1�1)
(2k+1�1) = 2�(k+1):
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donc

wk > 2
�(K+1);

d�ou

x 2
�
wk > 2

�(k+1)	
-si v 2 W s;p

0 (
); alors

jv(x)� v(y)jp�2 (v+(x)� v+(y))(v(x)� v(y)) �
��v+(x)� v+(y)

��p ;
on véri�e cette inégalité

si x 2 fv > 0g et y 2 fv < 0g :

I = jv(x)� v(y)jp�2 (v+(x)� v+(y)(v(x)� v(y)) >
��(v+(x)� v+(y)

��p ;
si x 2 fv < 0g et y 2 fv < 0g :

I = jv(x)� v(y)jp�2 (v+(x)� v+(y))(v(x)� v(y)) =
��v+(x)� v+(y)

��p ;
si x 2 fv > 0g et y 2 fv > 0g :

I = jv(x)� v(y)jp�2 (v+(x)� v+(y))(v(x)� v(y)) =
��v+(x)� v+(y)

��p
alors

jv(x)� v(y)jp�2 (v+(x)� v+(y))(v(x)� v(y)) =
��v+(x)� v+(y)

��p ;
pour v+ = wk+1 et v = u� (1� 2�(k+1));

on a

kwk+1kpws;p0 =

Z
Rn

Z
Rn

jwk+1(x)� wk+1(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy
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�
Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))(wk+1(x)� wk+1(y))

jx� yjn+sp
dxdy

= �

Z



ju(x)jp�2 u(x)wk+1(x)dx = �

Z
fwk+1>0g

ju(x)jp�2 u(x)wk+1(x)dx

� �(2k+1 � 1)p�1
Z
fwk+1>0g

wk(x)
p�1wk+1(x) d0apr�es(3:10) alors

� �(2k+1 � 1)p�1
Z
fwk+1>0g

wk(x)
pdx d�après (3.9)

� �(2k+1 � 1)p�1Uk

avec Uk = kwkkpLp =
Z
fwk>0g

wk(x)
pdx

kwk+1kpws;p0 � �(2k+1 � 1)p�1Uk: (3.12)

D�autre part, nous avons par l�inégalité de hölder

Uk+1 = kwk+1kpLp =
Z
fwk+1>0g

wk+1(x)
pdx;

� (
Z
fwk+1>0g

w�pk+1(x)dx)
1
� (

Z
fwk+1>0g

1�dx)
1
� ; tq :

1

�
+
1

�
= 1

on met � : �p = p� =) � = p�

p
;donc � = n

sp�

Uk+1 � (
Z
fwk+1>0g

wp
�

k+1(x)dx)
p
p� jfwk+1 > 0gj

sp

n

et d�après le théorème d�injection continue de Sobolev (W s;p
0 ,! Lp

�); on obtient :

Uk+1 � c kwk+1kpws;p0 jfwk+1 > 0gj
sp
n : (3.13)
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jfwk+1 > 0gj �
���wk > 2�(k+1)	�� � 2p(k+1)Uk: (3.14)

on véri�er cette inégalité

d�après (3.11), on obtient

jfwk+1 > 0gj �
���wk > 2�(k+1)	��

d�autre part on a

Uk =

Z
fwk+1>0g

wpk =

Z
fwk>2�(k+1)g

wpk +

Z
fwk<2�(k+1)g

wpk

�
Z
fwk>2�(k+1)g

wpk

�
Z
fwk>2�(k+1)g

2�(k+1)p

= 2�(k+1)p
���wk > 2�(k+1)	��

cela implique

���wk > 2�(k+1)	�� � 2(k+1)pUk
par suite le résultat est évident

on remplace (3.12) et (3.14) dans (3.13), on obtient :

Uk+1 � c�(2p(k+1)Uk)
1+ sp

n

d�où

Uk+1 � CkU
1+ sp

n
k
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avec Ck = (c
1
k�

1
k 2

p(k+1)(1+ sp
n
)

k
)k

alors

lim
k�!1

Uk = 0:

D�après le lemme 3.1, si 

u+

p
Lp(
)

= U0 � C
�1
�2 = �p

avec � = sp
n

on

Uk = kwkkpLp(
)
k!1�! 0

alors

wk
k!1�! 0 (3.15)

d�autre part on a , si k !1 alors wk ! (u� 1)+p.p

et wk � u+ 2 LP :D�après le théorème de convergence dominée.

wk
k!1�! (u� 1)+ dans LP : (3.16)

D�après (3.15) et (3.16) et par l�unicité de la limite,

(u� 1)+ = 0 =) u � 1:

donc

u+ � 1

d�ou



u+


L1(
)

� 1:
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donc, on obtient



u+

p
Lp(
)

� �p alors


u+



L1(
)
� 1:

Démonstration. (preuve de théorème 3.4 )

Si sp > n on a u 2 L1(Rn) d�après l�injection de Sobolev (voir proposition 2.3).

donc, on suppose que sp � n:

pour la démonstration du théorème, il reste de prouver que la partie positive u+ 2

L1;ensuite on déduit que u� 2 L1si on pose (�u)+ = u�:

on a



u+


Lp(
)

� 1 car kukLp(
) = 1:

d�ou





�2u+





Lp
� �

2
< �:

d�aprés le lemme précédent





�2u+





L1
� 1

d�ou



u+


L1
� 2

�
<1

donc u+ 2 L1(R)
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3.4 Propriété de la première fonction propre

3.4.1 Positivité

Nous montrons dans cette section que la fonction propre associée à la première valeur

propre est de signe constant .

Lemme 3.3. voir [4]soit s 2 (0; 1); p > 1;soient u; v 2 W s;p
0 (
) telle que u; v 6= 0;

considérons la fonction �t dé�nie par :

�t(x) = ((1� t)vp(x) + tup(x))
1
p ; 8t 2 [0; 1] :

alorsZ
Rn

Z
Rn

j�t(x)� �t(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy � (1� t)

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy + t

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy;

8t 2 [0; 1]

Démonstration.

On observe que

�t =



(t 1pu; (1� t)

1
pv




lp
;

où k:klp la norme dans R2:

par l�inégalité triangulaire

jk�klp � k�klp j � k� � �klp :

on pose � = (t
1
pu(x) + (1� t)

1
pvp(x)) et � = (t

1
pu(y) + (1� t)

1
pvp(y))

on obtient

���(tup(x) + (1� t)vp(x))
1
p � (tup(y) + (1� t)vp(y))

1
p

���
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� (t(u(x)� u(y))p + (1� t)(v(x� v(y))p)
1
p :

alors

j�t(x)� �t(y)j � (t(u(x)� u(y))p + (1� t)(v(x)� v(y))p)
1
p :

donc

j�t(x)� �t(y)jp � t(u(x)� u(y))p + (1� t)(v(x)� v(y))p:

on multiplie l�inégalité par 1
jx�yjn+sp; et on intègre sur R

n � Rn;on obtient :

Z
Rn

Z
Rn

j�t(x)� �t(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy � (1�t)

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy+t

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy:

Théorème 3.5. voir [4]soit s 2 (0; 1); p > 1 et v 2 W s;p
0 (
) est une solution de (3.2),telle

que v > 0 dans 
:

Alors

� = �1:

Démonstration.

Supposons que v 2 W s;p
0 (
) est une solution strictement positive de (3.2).

Soit u 2 W s;p
0 (
) une solution du problème (3.2)

�1 = min
u2W s;p

0 (
)
kukLp(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy:

on pose u� = u+ �; v� = v + � et

��t(x) = (tu
p
�(x) + (1� t)vp� (x))

1
p ; x 2 
;8t 2 [0; 1] :

d�après le lemme 3.3 on a :
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Z
Rn

Z
Rn

j��t(x)� ��t(y)j
p

jx� yjn+sp
dxdy �

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

� (1� t)

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy + t

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

�
Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

� t(

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy �

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v((y)jp

jx� yjn+sp
dxdy)

alors

Z
Rn

Z
Rn

j��t(x)� ��t(y)j
p

jx� yjn+sp
dxdy �

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v((y)jp

jx� yjn+sp
dxdy) � t(�1 � �) (3.17)

pour tout t 2 [0; 1] et � > 0;par la convexité de la fonction jxjpon a l�inégalité suivante :

jxjp � jyjp � p jyjp�2 y(x� y)

par conséquent

Z
Rn

Z
Rn

j��t(x)� ��t(y)j
p

jx� yjn+sp
dxdy �

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v((y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

� p

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v((y)jp�2 (v(x)� v(y))

jx� yjn+sp
dxdy (3.18)

�(��t(x)� ��t(y)� (v(x)� v(y)));

pour u; v 2 W s;p
0 (
) la fonction �

�
t 2 W

s;p
0 (
);Alors on pose � = ��t � v� une fonction test,

alors on a

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v((y)jp�2 (v(x)� v(y))

jx� yjn+sp
dxdy ��t(x)� ��t(y)� (v�(x)� v�(y)))
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= �

Z



v(z)p�1(��t(z)� v(z))dz;

on a v(x)� v(y) = v�(x)� v�(y);cela implique

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v((y)jp�2 (v(x)� v(y))

jx� yjn+sp
dxdy (��t(x)� ��t(y)� (v�(x)� v�(y)))

= �

Z



v(z)p�1(��t(z)� v(z))dz; (3.19)

en combinant (3.17) et (3.18) et (3.19) on obtient :

p�

Z



v(z)p�1(��t(z)� v(z))dz � t(�1 � �);

alors

p�

Z



v(z)p�1
(��t(z)� v(z))

t
dz � (�1 � �);

on pose ft(z) = p�v(z)p�1
(��t(z)�v(z))

t

alors

lim
t�!0

p�v(z)p�1
((1� t)vp� (z) + tup�(z))

1
p � v(z)

t

= lim
t�!0

p�v(z)p�1
(v�(z)

p + t(u�(z)
p � v�(z)

p))
1
p � v(z)

t

= lim
t�!0

p�v(z)p�1
(v�(z)

p + t(u�(z)
p � v�(z)

p))
1
p � (v(z)p)

1
p

t(u�(z)p � v�(z)p)
(u�(z)

p � v�(z)
p)

= �v(z)p�1(v�(z)
p)

1
p
�1(u�(z)

p � v�(z)
p)

= �v(z)p�1(v�(z)
1�p)(u�(z)

p � v�(z)
p)

= �(
v(z)

v�(z)
)p�1(u�(z)

p � v�(z)
p);

d�autre part on a
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jft(z)j � p�
��v(z)p�1�� �����((1� t)vp� (z) + tup�(z))

1
p � v(z)

t

�����
= p�

��v(z)p�1��
������(v�(z)

p + t(u�(z)
p � v�(z)

p))1
p
� (v(z)p)

1
p

t

������
on pose '(t) = (v�(z)p + t(u�(z)

p � v�(z)
p))

1
palors

'0(t) = 1
p
(up�(z)� vp� (z))(v�(z)

p + t(u�(z)
p � v�(z)

p))
1
p
�1

on applique le théorème des accroissements �nis

9� entre 0 et t (0 < j�j < jtj) telle que :

'(t)� '(0)

t� 0 = '0(�)

d�où

(v�(z)
p + t(u�(z)

p � v�(z)
p))

1
p � (v(z)p)

1
p

t

=
1

p
(up�(z)� vp� (z))(v�(z)

p + �(u�(z)
p � v�(z)

p))
1
p
�1

alors

jftj � p�
��vp�1�� �����(vp� + t(up� � vp� ))

1
p � (vp)

1
p

t

�����
� �

��vp�1�� ���(up� � vp� )(v
p
� + �(up� � vp� ))

1
p
�1
���

� C�
��vp�1�� jup� + vp� j

��v1�p� + u1�p�

��
� C�(

���� vv�
����p�1 jup2 + vp� j+

���� vu�
����p�1 jup� + vp� j) 2 L1(
)

D�après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim
t�!0

Z



p�v(z)p�1
(��t � v(z))

t
dz =

Z



�(
v(z)

v�(z)
)p�1 (up2(z)� vp� (z))
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et par suite

Z



�(
v(z)

v�(z)
)p�1 (u�(z)

p � vp� (z)) � (�1 � �):

pour � assez petit, alors

lim
��!0

�(
v(z)

v�(z)
)p�1((up(z) + �)� (vp(z) + �)) = �(up(z)� vp(z))

et on a

(
v(z)

v�(z)
)p�1((u(z) + �)p � (v(z) + �)p) �

����( v(z)v�(z)
)p�1

���� j(u(z) + �)p � (v(z) + �)pj

� 1� jC(up + �p) + C(vp + �p)j

� C jup + vp + 2j 2 L1(
)

on applique le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

lim
��!0

(
v(z)

v�(z)
)p�1((up(z) + �)� (vp(z) + �)) =

Z



(up(z)� vp(z))

= 0

alors, on obtient

0 � (�1 � �)

d�où

� � �1

puisque �1 est la plus petite valeur propre, alors

�1 � �

donc

�1 = �
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3.4.2 Simplicité

Théorème 3.6. voir [4]soit s 2 (0; 1) et p > 1:Alors la première valeur propre �1 est

simple, c�est -à-dire si u; v deux fonctions propres associées à �1alors u = �v pour certain

�:

Démonstration.

Soient u; v deux fonctions propres associées à �1; u; v > 0: on rappelle la dé�nition de la

fonction �t :

�t(x) = ((1� t)vp(x) + tup(x))
1
p

Alors, D�après le lemme 3.3 nous avons

Z
Rn

Z
Rn

j�t(x)� �t(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy � (1�t)

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy+t

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy

et on a

(1� t)

Z
Rn

Z
Rn

jv(x)� v(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy + t

Z
Rn

Z
Rn

ju(x)� u(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy = (1� t)�1 + t�1 = �1

d�où, d�après la dé�nition de �1;on déduit que

Z
Rn

Z
Rn

j�t(x)� �t(y)jp

jx� yjn+sp
dxdy = �1

Donc

u(x)v(y) = u(y)v(x)

Donc

u(y)

v(y)
=
u(x)

v(x)
= C
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ce qui implique

u = Cv
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.

Conclusion
L�objet de ce travail à été l�étude d�un problème typique aux valeurs propres faisant

intervenir l�opèrateur p-Laplacien fractionnaire dans un ouvert borné de RN :

Nous avons montré l�existence de la première valeur propre et nous avons montré qu�elle

est simple et qu�elle est l�unique valeur propre tel que la fonction propre associée est

positive .

plusieurs questions restent ouvertes concernant le spectre de l�opérateur p-laplacien frac-

tionnaire, nous envisageons d�explorer l�étude de l�existence de la première valeur propre

de l�opérateur p-laplacien fractionnaire dans un domaine non borné .
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Résumé 

        Ce mémoire donne un aperçu sur les espaces de Sobolev  fractionnaire et l’opérateur p-Laplacien 

fractionnaire, nous allons étudie l’existence de la première valeur propre d’un problème faisant intervenir 

le p-Laplacien fractionnaire de la forme : 

 
2

u        dans 

0                                 sur 

ps

pu u

u


   


 

 

        Ou   un ouvert  borné de      et 1 p   . Nous montrons l’existence de la première valeur 

propre et montrons qu’elle est simple et la fonction propre associée est strictement positive. 

  Mots clés : Espace de Sobolev fractionnaire, p-Laplacien Fractionnaire, valeur propre . 

 

 

Abstract 

       This Memory provides an overview of the fractional Sobolev spaces and the fractional p-

Laplacian operator, we will study the existence of the first eigenvalue of a problem involving the 

fractional p-Laplacian in the form : 

 
2

u        dans 

0                                 sur 

ps

pu u

u


   


 

 

      Where   is a open bounded domain of      and 1 p   . We demonstrate the existence of the 

first eigenvalue and show that it is simple and the associated eigenfunction is strictly positive. 

  Key Words : Fractional space of Sobolev, Fractional p-Laplacian, eigenvalue . 

 

 

 ملخص

القيمة الذاتية  وجود بدراسةلابلاسيان الكسري, قمنا pثرحة حول فضاء صوبولاف الكسري و المؤتقدم هذه المذكرة لم

 لابلاسيان الكسري من الشكل:pاستعمال تتطلب  الأولى لمشكلة
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1و      هو ميدان محدود و مفتوح في حيث  p   أظهرنا وجود القيمة الذاتية الأولى وبينا أنها عادية و الدالة .

 تماما المرتبطة بها موجبة

 , قيمة ذاتية.الكسري لابلاسيانp فضاء صوبولاف الكسري, كلمات مفتاحية:  
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