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Notations

Q) : ouvert borné de RY.

Q : L’adhérence de ) .

R : ensemble des nombres réels .

RY : Espace euclidien de dimension N, N > 2.
(.,.) : Produit scalaire de L?(2).

0N : Frontiere de €.

dx : mesure de Lebesgue de dimension N.

u : Gradient de u.Vu = (ﬂ Ou - ﬂ) .

Ox1’ Oz’ ) dx N
. i — (2% u 2
Au : Laplacien de u. Au = ((%1, Bmar amN>

C (2) = D (Q) : Espaces des fonctions de classe C™ (€2) a support compact inclus dans
Q.
C*e . Espace des fonctions Holeriennes de classe k dans .
C% : Espace des fonctions Holeriennes sur €.
LP () : L’espace des fonctions p-intégrables.
WP (Q) : Espace de Sobolev standart sur ) d’exposant p.
Wy” () : Adhérence de D () dans W' () pour la norme -l » i@ Ce(Q)
W% (Q) : Dual topologique de W, (Q).

wir(Q)

— : convergence forte.

— : convergence faible.

p.p : Presque partout.

X — Y : L’injection continue de X dans Y.

X —.Y : L’injection compacte de X dans Y.

df (a) : La différentielle de f au point u.

WP () : Espace de Sobolev fractionnaire pour s dans (0,1).
WyP (2) : la fermeture de C§° (2) dans W*P (Q) .

A*u : Laplacien fractionnaire de .
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(A), u : p-Laplacien fractionnaire de w.
A1 @ premiére valeur propre sur )

T.C.D théoréme de convergence dominé de Lebesgue
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Introduction générale

L’é¢tude des équations aux dérivées partielles est 'un des sujets de grande importance
dans ’analyse non linéaire, pour interpréter des phénoménes physiques ou biologiques,

par exemple dans I’étude des fluides non Newtoniens et dans les phénomeénes de couche
limite pour des fluides visqueux ...etc et par conséquent, les "EDP" représentent un champ

d’étude trés vaste aussi bien en mathématiques pures qu’en mathématiques appliquées.

les espaces fractionnaire de sobolev et les opérateurs non locaux ont des applications aux
divers problémes non linéaire tels que les transitions de phase, le probléme de phase, le
probléme des obstacles minces, surfaces minimales, science des matériaux ...etc

parmi les opérateurs non locaux, le p-laplacien fractionnaire (—A;) plus precisément :

: Ju(z) — u(y)"~ (u(z) — u(y))
—A%)u(x) =21lim d
(=) ula) = 2y RN\B.(2) [ — y[MH !

ot 2 un ouvert borné de R",p € (1,+00) et s € (0,1)

Pour P = 2 la définition se réduit au laplacien fractionnaire linéaire (—A*)

cet opérateur coincide jusqu’a une certaine constante de normalisation selon N et S, une
caractérstique typique du p-laplacien fractionnaire est la non localité.
Dans ce travail nous considérons le probléme faisant intervenir le p-laplacien fractionnaire

(=A)*u=Xufu  dans Q

P
u=20 sur 0f)

Notre objectif dans ce travail est consacré a I’étude de 'existence de la premiére valeur
9 . . 2 22
propre et d’examiner ses différentes propriétes .

Ce travail est composé de trois chapitres :
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Dans le premier chapitre nous rappelons quelques résultats sur 'espace LP(2) et les espaces
de Sobolev classique ainsi quelques inégalités et critéres de convergence qui seront utilisés

dans la suite du travail.

Dans le second chapitre on introduit les espaces de Sobolev fractionnaires W*? qui sont
le cadre fonctionnel des équations liés au p-laplacien fractionnaire et c’est la que nous

allons approfondir la définition du p-laplacien fractionnaire.

Enfin dans le troixiéme chapitre nous étudions I'existence et les différentes propriétes de

la premiere valeur propre du probléme.

Chouabbi Chaima 8 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1

préliminaire et outils de base

Ce chapitre a pour but de présenter quelques définitions et rappels des résultats nécessaires

d’analyse fonctionnelle pour comprendre la suite de ce travail .

1.1 Définitions et propriétés élémentaires des espaces
LP(S2)
Dans ce qui suit, Q désigne un ouvert R muni de la mesure de Lebesgue dx .

Définition 1.1. (voir [7]) soit P € R avec 1 < P < 0o on pose

Lp(Q):{f:Q—>]R, f mesurable et /|f(x)|pdx<oo}.
Q

1l = { / |f<x>|pdx]

on peut vérifier facilement que |||, » définit une norme sur ’espace vectoriel LP(2) ce qui

on note

=

montre que L7 () est un espace normé.

on pose



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

L*(Q)={f:Q — R, f est mesurable . 3C > 0 telle que |f(z)| < C p.p sur Q}.

L>(£2) est un espace normé muni de la norme :

[fll e = inf {c,[f(2)] < ¢ p.p. sur Q}

Théoréme 1.1. (voir [1]) soit p € R avec 1 < P < 00,0n pose

LP

loc

(Q)={f: Q= R, f est mesurable / .ok € L*(Q),VK compact C Q}

1.L espace L”(Q) est de banach pour 1 < P < oo,
2.L"espace LP(f) est séparable pour 1 < p < oo,
3.L espace LP(Q) est réflexif pour 1 < P < oc.

Notation 1.1. soit 1 < P < oco,on désigne par p’ l’exposant conjugué de p c’est a dire :

1 1
S+==1o0uP =——
P P p—1

1.1.1 Quelques inégalités utiles

Lemme 1.1. (Inégalité de Holder)(voir [5)) soient f € LP et g € LP avec 1 < P <
oo.Alors f.g € L'et

gl < 1F 1o gl

Lorsque p = 2 , on a p’ = 2 donc 'inégalité de holder se réduit alors a 'inégalité de
cauchy-schwarz

gl < 17122 Mlgll 2
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Chapitre 1. préliminaire et outils de base

Remarque 1.1. pour p = 2,L*(Q) est un espace de hilbert muni du produit scalaire

mm:Awm

Lemme 1.2. (Inégalité de young )(voir [1])V a > 0,VYb > 0, supposons que : 1 < P <

sutvant

0

1 1
abéﬁap‘i‘ﬁbp

L’ écriture f,(z) — f(z) p.p sur €, signifie que la suite f,,(x) converge vers f(zx) presque
partout sur €.

Inégalité de poincaré :

Théoréme 1.2. (voir [4]) soit Q un ouvert de R™, soient s € |0,1] et p € [1,+0o0][ alors

il existe ¢ > 0 telle que :

par conséquent si 2 est borné alors |||

N
HUH op _ //|U(£L’)—U(y)| "
Wy (Q) aJa |x_y|n+SP

Lemme 1.3. soienta > 0,b> 0 et soit 1 < P < +o00 alors nous avons :

wp» €St une norme de Wy (92) équivalente & [|-[|ys.0 ()

avec

(a+b)P < 27 (a? + bP)

1.1.2 Quelques critéres de convergence

soit {} un ouvert de R".
Lemme 1.4. (lemme de fatou)(voir [4])

soit (f,), une suite des fonctions de L'(Q) telle que :
(1) pour chaque n , f,(z) > 0 p.p sur .

Chouabbi Chaima 11 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

(2) sup [, fo(z)dz < +oo.

pour chaque x € ) on pose

flz) = nirgooinf fu(x),alors f € LY(Q) et
/Qf(:v)dx < nlirgwinf/(zfn(x)dm

Théoréme 1.3. (Fubini)(voir [4])

soient € et Qy deux ouverts de R", on suppose que F' € L*(£2; x §,) , alors pour presque
tout x € €y :
F(Iay) S L%’(Q2) et f92 F(%,y)dy € L;:(Ql>

De méme, pour presque tout y € €25 :

F(z,y) € Ly(Q)et | f(z,y)dz € Ly (Q2)

1951
De plus nous avons :

/dx f(w,y)dyz/ dy f(x,y)dxz/ f(z,y)dzdy
0 Qo Q2 971 Q1 J Q2

Théoréme 1.4. ( convergence dominéé de lebesgue)(voir [1]) soit (f,) une suite de

fonction de L*(2).on suppose que :

L) — f(z) pop sur O,
2.il existe une fonction g € L'() telle que pour chaque n, |f,(z)| < g(z) p.p sur Q2
Alors

feL(Q)et [|fu—fll —0

Lemme 1.5. F un espace de Banach uniformément conveze, alors tout suite (u,) de E

telle que u, converge faiblement vers u dans E Alors

Jullp < lim inf [Jup| g
n—--400

Chouabbi Chaima 12 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

Théoréme 1.5. (convergence dominéé de lebesgue inverse )(voir [1]) soit (f,)
une suite de LT (Q), tels que || f, — fll,, — 0.Alors, il existe une sous suite extraite

(fur) telle que :

1) fux(x) — f(x) p.p sur Q,
i) |fur(z)| < h(xz) Yk et p.psur Q avec h € LP(Q2).

Le résultat suivant introduit quelques propriétes topologiques des espaces de lebesgue .

Théoréme 1.6. (Egorov)(voir [5]) on suppose que |2 < oo, soit (f,) une suite de

fonction mesurables de ) dans R telle que

fo(x) — f(x) p.p.sur Q (avec |f(x)] < oo p.p)

Alors
Ve > 0 dA C Q mesurable tel que
|A°| < € et f, — f uniformément sur A

Ou |A¢| désigne la mesure de lebesgue de complémentaire de 1’ensemble A.

1.2 Espace de Sobolev classique

soit 2 un ouvert de RY(N > 1) et soient m € N et P € [1, +o0]
Définition 1.2. (voir [9]) on définit I’espace de sobolev classique WP () par :
Wmr(Q) = {u € LP(Q), tel que D € LP(Q),V |a| < m}

N
avec @ = (ay,...,ay) € NV et D = %, lal = > a;
xy 08y i=1

D% les dérivéés au sens de distributions, c-a-d :

(Du, ) = (1) < u, D¥ >,V € D(Q)

W™Pest un espace vectoriel sur R, on le muni de la norme :

Chouabbi Chaima 13 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

* pour p € [1,400[:
1
[l = 22 1D%ulf)?

laj<m

*pour p = +00

cas particulier (p = 2)

Wm2(Q) (noté aussi H™(2)) muni par produit scalaire :

(w,0) ym = 22 [ (D*u)(D"v)dx

|| <m JQ

est un espace de hilbert.

on a (u,u) g = [[ullzm

- W™P(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < P < 400
- W™P(£)) est un espace séparable pour tout 1 < P < 400
- W™P(Q) est un espace réflexif pour tout 1 < P < 400
()

- W™P(€)) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < P < 400

Définition 1.3. (voir [9]) on pose W"P(Q2) = D(Q2) dans W™P?(Q)

WP (€2) est un sous espace de Banach de W™P(Q), en général Wy (Q2) ¢ W™P(Q)

Théoréme 1.7. soit p € [1,+oo| nous avons : D(RY) est dense dans W™P(RN);c-a-d :
WP (RY) = wme(RY)

Théoréme 1.8. ( les injections de sobolev)(voir [9])

pour 1 < p < +00 et m € N nous avons :

Np
P—mp

Wme(RN) < LI(RN)

1) si N > mp alors pour tout ¢ satisfait : p < ¢ <

nous avons :
plus précisément dans les conditions données, il existe une constante C' telle que :

Vu € WPRY), [|ull oy < ellullymoy

Chouabbi Chaima 14 Université Chadli Bendjedid El-Tarf



Chapitre 1. préliminaire et outils de base

2) pour p = 1 nous avons

WNHRY) < Cy(RV)

3)si N = mp et p > 1, alors pour tout ¢ satisfait p < ¢ < +00 nous avons :

W (RY) < L(RY)

4) si p > N, alors nous avons :

N
0<A<l-5 = WLP(RY) — CPMNRY)

5) si mp > N, alors nous avons :

WmP(RY) — L®(RY) N C(RY)

plus précisément :

* Si % ¢ Noet j satisfait (j — 1)p < N < jp, alors :

N |
0<A<j—5 = WM RY) — CmINRY)

*Si%eN,ethj:%+l,alors:

N 1.
(

N m-N
0<>\§j—F:>W’””’(RN)<—>C’b »TRYWWA < 1

Corollaire 1.1. (voir [9]) soit Q un ouvert borné a frontiére lipschitzienne de RY, alors

nous avons :

1) Si N > mp alors : W™P(Q) < L(Q),Vq < 2

N—mp

)

2) Si N = mp alors : W™P(Q) — L%(),Vq < +00
)
)

3) Si p =1 alors :WN1(Q) — Cy(Q)

4) Si mp > N alors nous avons :
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Chapitre 1. préliminaire et outils de base

*Si X ¢ N, et j satisfait(j — 1)p < N < jp, alors

P
m N m—3,A mpN . N
WmP(RY) — C P RYIVA < j— —
p
*Si%EN,ethj:%—i—l,alors:
m N m—%-1X N
WmP(RY) —C, 7 T(RY)VA< 1

1.3 Les espaces de holder

Définition 1.4. (voir [5]) soit Q un ouvert de RN | et 0 < o < 1, on dit qu'une fonction

est héldérienne d’exposant o au voisinage de xg € )

36, M >0Vr e QN B(xg,0), |u(x)—ulxy)| < M|z —x0|”

on désigne par C%%(Q) les fonctions de classe C*(Q) telles que les dérivées d’ordre k& sont

holdériennes d’exposant o au voisinage de tout point xg € Q.

e Si f: ) — R bornée et continue, on écrit

1/ |y = sup [f(2)]
e

e La semi norme d’ordre « de la fonction f: ) — R est

[f(z) — f(y)|
o = 3 {1055

TH#Y
el.a norme d’ordre « de la fonction f est

£l = I/l + [fleoam

Coﬁa@
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Chapitre 1. préliminaire et outils de base

1.4 Différentiabilité

Définition 1.5. (Différentiabilité au sens de Fréchet)(voir [2]) soient E un espace de
Banach, ) un ouvert de E et f : QQ C E — R une fonction, et u € Q,on dit que f est
différentiable au sens de fréchet (ou F-différentiable) au point u, s’il existe une application

linéaire continue de E vers R notée D f(a), telle que :

f(0) = f(u) = (Df(u),v —u) +o(v —u)

Définition 1.6. (Différentiabilité au sens de Gdteaux)(voir [2]) soient E un espace de
Banach, Q2 un ouvert de E et F' : Q C E — R une fonction. soit u € €, on dit que
f est différentiable au sens de Gdteauzr (ou G-différentiable) au point u, s’il existe une

application linéaire continue de E vers R notée Dgf(u), telle que pour tout v € E on a :

o fut ) = (@)

t—07F t

= <DGf(u)> U)

1.5 Théoréme de Lax-milgram

probléme variationnelle abstrait

soit E un espace de Hilbert, réel muni du produit scalaire (.,.), et de la norme associéé

(R[S

soit a une forme bilinéaire sur £ X E, et soit f une forme linéaire sur E.

Définition 1.7. (voir [5]) on dit que la forme bilinéaire a est continue s’ il existe une

constante M > 0, telle que pour tout u,v € £ on a

|a(u, v)| < M lullg [[v]l 5
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Chapitre 1. préliminaire et outils de base

Définition 1.8. on dit que la forme bilinéaire a est symetrique si, pour tout u,v € E on
a

a(u,v) = a(v,u)

Définition 1.9. on dit que la forme bilinéaire a est coercive sur E si, il existe une 3 >

0 telle que pour tout u € E on a
2
a(u,u) = B |ullz
Théoréme 1.9. (de Lax-Milgram)

soit I/ un espace de Hilbert, a est une forme bilinéaire continue et coercive et L une forme

linéaire continue sur E. Alors le probléme suivant

admet une solution unique.

trouver u € E telle que
a(u,v) = L(v),Yv € E

Théoréme 1.10.  (Formule de Green)(voir [5])

ou

/QAu(a:)v(x)dx =— /Q Vu(x)VU(x)dx—i—/aQ %(m)v(m)ds Yu € C?*(Q),Yv € CH(Q)

ol ds est la mesure superficielle sur 052, et g—z(x) = Vu.n,n la normale extérieure unité

de Q.

1.6 Opérateurs compacts, décomposition spectrale des
opérateurs autoadjoints compacts

opéraeurs compacts

soient F et F' deux espaces de Banach
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Chapitre 1. préliminaire et outils de base

Définition 1.10. (voir [5]) on dit qu’un opérateur T € L(E, F') est compact siT (Bg)

est relativement compact pour la topologie forte, on note que

By = {z € B;|l2]| < 1}

on désigne par L(E, F) 'ensemble des opérateurs linéaires et on pose L(EF) = L(E, E)
k(E, F) Pensemble des opérateurs linéaires et on pose k(E) = k(E, E)

Proposition 1.1. : soit E et F' deux espaces vectoriels normés sur k = R ou C et

TeL(E,F)

on dit que T est compact si et seulement si de toute suite bornée (x,,),en de E, on peut
extraire une sous suite telle que (T'(xy))gen converge dans F' quand k — +oo.

Opérateurs adjoints

Théoréme 1.11. soit T € L(E,F).il existe un seul opérateur T* € L(E,F) véri-
fiant

V(fi9) € EXFEAT(f),9)p={f,T"(9))g

L’opérateur T*est appelé opérateur adjoint de T, et on a

HT”L(E,F) = HT*HL(F,E)

Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints compacts
Définition 1.11. (voir [5]) soit E un espace de hilbert, on dit que T € L(E) est un
opérateur auto-adjoints si T=T", c’est -a-dire

V(m,y) € E27 <T(5L‘)7y>E = <$7T(y)>E

Théoréme 1.12. on suppose que E est séparable. soit T un opérateur autoadjoint com-

pact .

Alors E admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propres de T.
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Chapitre 2

Espace de sobolev fractionnaire

Dans ce chapitre on va introduire les espaces de sobolev de type fractionnaire noté
WSP(Q) et quelques proprietés de ces espaces, puis on donne la définition de 1 opérateur

p-laplacien fractionnaire et ces propriétés.

2.1 L’espace de Sobolev W ()

2.1.1 Espace de Sobolev fractionnaire, 0 < s < 1

Définition 2.1. (voir [8]) soit Q un ouvert de RN, et soient s € |0,1[ et p € [1, 400, on

définit | “espace de Sobolev fractionnaire W (Q) par :

WSP(Q) = {u e LP(Q) tell que Ju(z) = uw)l LP(Q % Q).}

o — y| 7

¢ “est un espace vectoriel, on le muni par la norme :

l=

lullys (@) = (162, + Nl

avec

20
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1

oo ([

Proposition 2.1. soit Q un ouvert de RY, s € ]0, 1[ et p € [1,400[, nous avons alors :

1— W95P(Q) est un espace séparable , et de Banach pour tout 1 < P < +o0.
2 — WSF(Q) est un espace réflexif pour tout 1 < P < +o0.

3 — W9P(Q) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < P < +o0.

Démonstration. soit (un), suite de cauchy pour la norme |||+ alors (u,), est de

cauchy dans L¥(€2), donc converge vers u dans LP((2). O

On suppose (v,)n,

Un () — up(y)

[z =y
Qui est de cauchy dans LP(€2),donc converge dans LP(£2).

Un('% y) =

Soit (Ug(n))n une sous suite de (uy),, et par T.C.D converge p.p vers u(z) et par suite

(Vo (n))n converge p.p pour tout (x,y) vers :

On applique lemme de fatou, on obtient :

u\x Ug(n) o(n (y) 8
/ / Ll N+Sp dxdy<x£nw1nf / / | N+s; | dxdy

Alors u € WS”’(Q) (car upy(z) € W9(Q) ).

De plus d apres T.C.D nous avons

—_ p —_ p
Iun|(w) &Z(SZ)' né@l@;(%) ﬁvﬂl dans I7(Q x Q)
T —y T —y
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D ot u, — u dans W (Q).

2.1.2 Espace de Sobolev fractionnaire , s > 1

Définition 2.2. voir [8] soit Q un ouvert de RY et soit s € R \_N avec s > 1 et

p € [1,+o0[.

L espace W3 (Q) est défini par :

WSP(Q) = {u e WHIP(Q) tq D*u € W H?(Q),Va, |a] = s}

ou [s] désigne la partie entiére de s.

C’est un espace vectoriel, on le muni de la norme :

P

[ —— (uumwm) + 3 HDauuzvs_[S},P(m)

Si s = [s] , alors 1"’espace W5 (Q) coincide avec 1espace de Sobolev classique.

( WSP (1), ||'HWS»P(Q)) est un espace de Banach .

2.2 Des Exemples d “Application sur les Espaces de
Sobolev de Type fractionnaire :
Exemple 2.1. Montrons que :

v : (0,1) —R

x : — In|z|

appartient & w*P((0,1)) ot 0 < s < 1 et p € [1,+o0| avec sp < 1.
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Démonstration. comme u € LP((0,1)) c-a-d : on sait que u est continue donc elle est

mésurable dans (0,1) de plus, on calcule fol (In |z|)Pdx : on sait que O

[In ]| < ||

alors

[ [|” < |z,

1 1
/ In |z||" dz < / |lz|” dx,
0 0
1 1
1 1
/ |z|P dx = {— |x|p+1} = —— < oo,
0 p+ 1 0 p+1

1
/ In |2]|? dz: < oc.
0

alors :

% e L7((0,1) x (0,1))
T —y|r

Ilnlxl nfyl]”
]_/ / sp+1
p
(- [ [ ekt
sp+l __1‘

en faisant le changement de variable t = 5 alors :

s Ilnltyl In |y|”
1_// iy

typ

1 % ‘h’l Z
1= [y [F L L
/O‘y Yy 0 ’t—1‘8p+1
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! v [l
I = —sp] / Ll L
/y Yo ll—t\SpH
|1n|t\|p \ln|t!|”
0 ysp |1 Sp+1 sp Sp+1

=1+ 1

pour I; on a les equivalences suivantes :

au voisinage de 0 :
|In [¢]]”
" o ~ ) = el

fi(t) = 1

car

f1(t)

lim =1
z—0 fo(t)

et au voisinage de 1 :

[In [£] " o
fl(t):me3(t):|1_t‘p p—1

car

lim A(t)
z—1 f3(t)

De plus : on a sp < 1 alors d’aprés 'integrale de Riemann type 2 on a :

=1

1
11:/ —dy < +o00.
o y*

Pour I, d’aprés la formule de Fubini nous avons :
e [ L / e
2 0 t,sp—&—l
e e
= . dt/ Yy Pdy
/0 |1 — ¢ LA

1 +oo 1 t p
_ / | Il| || ltspfldt
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or on a au voisinage de +0o0 :

1 1
|1 _t|sp+l ~ |t|sp+1

Alors

[l [¢]]

sp—1 —2
Rt I

et au voisinage de 1 :

|111 |t||p sp—1

~ T =Pt
|1_t|sp+1 | |

Donc

[2<+OO

Exemple 2.2. Montrons que :

w : (0,1) — R

r : — u(z)=|z|"
appartient & W5F((0,1)) ot 0 < s < 1 et p € [1,4+o0[ avec sp < 1

Démonstration. alors on pose O

1= [ talyas

avec @ = 1 et comme u € LP((0,1)) c-a-d : on sait que u est continue donc elle est

mésurable dans (0, 1) de plus, on calcule

1= [ Gulyas =
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on montre que

Ju(@) = uly)]

|z — y|»

x —yl? s
I= / / - zlﬂd:cdy / / |z —y|" P ! dxdy
1 Y 1
= / [/ (y — )PP tdx + / (x — y)p_Sp_ldx] dy

o LJo Y

1 1 ) 1 1

= / [— (y — fﬁ)p‘s”} + { (z — y)”‘“’] dy
0 p—sp o Lp—sp y

! 1 pP—Sp 1 p—Ssp
/0 [p_spy +p_8p(1—y) }dy
() [ () () [(1 = g

p—sp p—sp+1 p—sp p—sp+1

€ LP((0,1)) < (0,1))

on pose :

1 1
(p—sp)(p—sp+1) " (p—sp)(p—sp+1)

2
(p—sp)(p—sp+1)

2.3 Dualité de 1 Espace W7 (Q)

Définition 2.3. voir [3] si s <0 et p € |1,4+00| alors :
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ot W5 (Q) est 1”espace dual W, () avec % + % =1
Proposition 2.2. soient s € ]0,1[et p € [1, +o0[, nous avons alors :

1. W5P(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < +o0.
2. WP (Q) est un espace séparable pour tout 1 < p < +o0.

3. W5F(Q) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +oo.

2.4 Les Injections de type Sobolev

Théoréme 2.1. voir [3] soient 2 un ouvert de R" et p € [1,4o00[ alors :

1.Si10 < s < ¢ < 1, alors I'injection :

W P(Q) — wP(Q)

est continue

pour cela il existe un ¢q(n, s, p) > 1 telle que :

||U||Ws,p(g) < a(n, s, p) [[ullye e

pour tout u € w**? ().

2.S5i0 < s <1etQestde classe C%'avec une frontiére borné 9<, alors I'injection :
w'?(Q) — w*P(Q)

est continue

pour cela il existe un cz(n, s, p) > 1 telle que :

[ellyysney < c2(n, s, ) [[ullyrpy
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pour tout u € WHr(Q).

3.5i1< s < s'et Q est de classe C%'alors I'injection :

WP(Q) — WP(Q).

est continue

2.5 Espace H*(()

Définition 2.4. voir [1] Soit Q un ouvert de RN, et soient s € |0,1] et p = 2.L “espace
H*(QY) est défini par :
H*(Q) = W**(Q)

Proposition 2.3. Le produit scalaire dans H*()) est défini par :

(w, V) gs() = /Qu(:zt)v(x)dx +/Q (u() = uly)) (v() = v(y))dxdy, Yu,v € H*(Q)

- ‘ZC . y‘N—&-QS
Alors H*(2) est espace de Hilbert.
Clairement, pour tout s € |0, 1[,on a
HY(RY) = Ws2(RY) = {u € I2RY) : [u],, < +oo}

Définition 2.5. voir [1] L ‘espace H*(RY) peut étre défini de maniére alternative via la

transformée de Fourier. Alors :
H¥(RY) = {u c L*(RY): / (1+ [€]°) |[Fu(é)]? do < —1—00}
RN

2.6 Opérateur P-Laplacien fractionnaire

Définition 2.6. voir [9] soient p € |1, +oo[ et s € ]0,1[, alors on définit le P-Laplacien

fractionnaire par :
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: Ju(z) — u(y)"~ (u(z) — u(y))
—A%)ulzx) =21lim d
( p) ( ) 28\0 RN\ Be (z) |ZL‘ — y|N+Sp ’

_opv / [u) —u()"” (u(x) —uy)) ,

|l' _ y|N+sp Yy
Remarque 2.1. e Sip #2: (=A), est non linéaire .

e Une caractéristique typique de cet opérateur susmentionné est la non-localité, en ce sens
que la valeur de p-laplacien fraction u(x) a tout point x € Q dépend non seulement des
valeurs de x sur 1’ensemble €2, mais en fait sur tout RY.

e cette définition est une généralisation de 1 opérateur laplacien fractionnaire lorsque

p = 2, est qui défini par :

(—A)*u(z) = 20(N, s)PV (wl@) = uv)) ,

N+s
rY eyt
avec une normalisation de la constante C' = C(N, s)

o (=A), — (=A),quand s — 1~
Proposition 2.4. soit s € |0,1] et p € |1, +o00][.Alors :
(=2); : WP (RY) — (WP (RY))'

est bien défini , et de plus :

1) Yu,v € W5P(RY) nous avons :

(Copuny= [ [ o= u()"? (ula) ~ u) (o) o),

o =y

2)Vu,v € WiP(Q) :

((=05) wv) < [, L,

et par suite : H(—A)ZUH < ||U||€;slp
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Démonstration. 1) puisque u € WyP(RY) alors I'intégrale dans la définition de (—A)?

existe donc :

o) = [ |

p

[u) — u()"” (u(x) —uy)) ,

’x_y’N—l—sp Y

alors Vu,v € WP (RY) nous avons : ( on utilise Fubini ) :

((=8)u v _2/RN/RN

|]D_2 (U(l’) — U(y)) dyU(SL’)dSC
y|N+sP

e

y‘N+sp

D’autre part on a :
fo L

Ip* &(f) — U(y))v(x) dedy
—y

-/ /f\mm—-

) —2<u<x>-—zwy>><v<x>——1my>>dxdy

o=y

Tl O RC M

Lo L

y‘N-FSP

dans le second intégral nous Changeons le role entre x et y i.e :x — y et y — x nous

avons alors :

[ ]

Y

L L

et par suite :

y|N+5P
Wzmu»—uwnwuﬂ—ﬁwhm@

|__y|N+SP

001

— 9
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u(x P2 (y(z)—u(
2 fRN fRN |z)|y|N(+s(p) ( )dzdy =

[ [ e *(u(a) — ) (o)~ (0)

| . y|N+sp

et d’aprés (2.1) nous avons :

((=D)yu,0) / / Ol |<u<_sc>7vi<py>><v<x>—v<y>>

2)Vu,v € X* nous

Yl
avons par 'inégalité de Holder :

<A(U),U> _ /RN /RN ’p (U(LE) — 'Lb(y)) (U(l‘) — U(y))dl‘d’y

IN

IN

[u

Proposition 2.5.

p

1) est de classe (S)

|£C _ |N+8p

/ / N+Sp>|”11< ) 1) g,
RN JRN |:E—y| | yl +sp)(3)

ulf, v ]s;,

soit s €0,1[ , p € ]1,+00[ et soit Q un ouvert borné de RY on pose

]

X5(Q) = {u € W=P(RY) tel que : uw =0 sur RN \ Q} Alors :

(=A); : X5 () — (X5())

2) est strictement monotone

3) est coercive .

Démonstration. D

‘abord nous avons Vu,v € X;(9)
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<(—A);u — (—A);v, u— v> = <(—A);u, u— U> — <(—A)§v, u— U>
<(—A);u, u> + <(—A);v, v> — <(—A);u,v> — <(—A);v, u>

> [}, + Y, = [, [, = I, [,

= (= ") (1, = 0L,

1) Soit u,, — u dans X;(€2) telle que (—A)jup u, —u >— 0 alors nous avons :

(=)o, — (O uun — u) = ((=A)up, uy — u) — (=A)u,upy — u) — 0

p

et puisque :

alors [uy], , — [u], 0r nous avons [.], est une norme dans X, (£2) équivalent & la norme

P

]| W*Pdonc puisque Xjest uniformément convexe alors u, — u,,donc (=A)s est de
classe (S).
2) soit u # v € X (§2) montrons que :

((=D)u—(=L)w,u—v) >0

nous avons :

(o)) = (D)0, u—v) = ([, = IF, ) ([ul,, — [],,)

supposons que :

((=A)u) = ((=A)sw,u—wv) = 0,alors :

(=A)u) = (2w u—v) = ([, = 2 ([, — [v],,) =0
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p—1

et par suite :[u], , = [v], , et de plus puisque (—A)su,v) < [uls,

» [v], yalors :

[ul?,’ W], = ((=)u0) et [o]7,! [ul,, = (=)0, u)
Va, 8 > 0,pas a la fois zéro, nous avons au = fv,ce qui est absurde avec le fait que u # v
poura=1let g =1.
3) évident

Proposition 2.6. Soit s € ]0,1] et p € |1,400[.alors :

(=2)5 : WP(RY) — (WGP (RY))
est continue i.e( —A)S € C(WyP(RY), (W5 P(RY)))

Démonstration. soit u, — u dans Wy (R") montrons que ( —A)Su, — ( —A)5u dans
(WyP(RY)) .En effet nous avons d’apres la proposition (2.6) :
[(=2)3un — (—A)5ul| * <y —ulf !

S7p

. -1
alors il suffit de montrer que :[u, —u]} ~ — O;nous avons : u, — u dans Wg"(R")

alors u,, — u dans LP(R") donc pour une sous suite nous avons :3g € LP(R¥) telle que :
un(z) — u(z) p-p et [un| < g(x)

et d’aprés théoréme de convergence dominée nous obtenons le résultat souhaité. O]
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Probléme de valeur propre pour

p-Laplacien fractionnaire

Dans ce chapitre on va étudier I'existence de solution d’un probléme aux valeurs propres
faisant intervenir I’opérateur p-Laplacien fractionnaire, puis on va examiner les différentes

propriétés de la premiére valeur propre (positivité , simplicité ).

3.1 présentation du probléme

soient €2 un ouvert borné de R™et s € (0,1) ,p > 1.on considére le probléme suivant :

(—A)u=Auf"?u  dans Q
u=20 sur 0f2

(3.1)

le but de cette partie d’étudier 'existence de la premiére valeur propre d’un probléme.la
nature du probléme exige d’introduire la définition de la solution faible du probléme (3,1)

comme suit :

34
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Définition 3.1. on dit que u est une solution faible de (3,1) si u € WP (Q) telle que :

JRE ) (ula) — ) (0(x) = 0D ) [ e e wgr
o Jao o=y ‘ o

Définition 3.2. soit s € (0,1) et p > 1,0n dit que A est une valeur propre de l'opérateur

p-Laplacien fractionnaire, s’il existe une fonction v € Wi*(Q),u # 0 du probléeme (3,2).
la solution faible u s’appelle fonction propre associé a \.

Remarque 3.1. Remarquons que si on remplace v par v € WP (Q) dans (3,2).on obtient

A comme le quotient suivant :

Jan Jon %dxdy

Jo [u(2)]? dx
ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

A=

3.2 Etude d’existence de la premiére valeur propre

Définition 3.3. on note la premiére valeur propre de l’opérateur p-Laplacien fractionnaire

A1 est définie par :

fRn fRn o— ”+SP da:dy . [|ul 5,34’(9)
A= in P = in >
ueWS (), {0} Jo lu(@) [P dz T uew; ()40} [ull7n ()

Le théoreme suivant de ’existence de la premiére valeur propre :

Théoréme 3.1. voir [4]soit s € (0,1) et p > 1,Q est un ouvert borné de R™, Alors il

existe une fonction u € Wy (Q) associée a Ay > 0 qui est caractérisée comme suit,

u(z) = u(y)l’
B uevb?fl; /TL /n n+sp d dy

lull Lo (@)=1

pour démontrer ce théoréme on utilise le résultat suivant :
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Théoréme 3.2. voir [4]soit Q un ouvert de R™, avec n > 2 pour p € |1,+00[ nous

définissons la fonction

G : WP (Q) — R par

|u(z) —u(y)[” Ip
AR

alors G est différentiable sur Wy (

o= [ [ e )= wl"™ (ulo) =~ w)0(a) = o) 4
o E

y"r

Démonstration. O

on montre que G est Gateaux différentiable c’est -a-dire

G(u+ tv) — G(u)

Yu,v € WiP(Q) Jim ; = (G"(u),v).
1 [n[”

on observe I'application n — = —"—— 'n € R" p > 1 est différentiable, dans ce cas sa

P lz—y|
différentielle est

donné par nl” 2 Vn e R”

TR

d’ou

"% n.
vy

VRS [ G
Ty

1
¥n, & € R"= lim
e t—’”(lx Y|

donc Yu,v € WiP(Q)

[(u(z) — u(y)) +t(v(x) —v(y)" _ |u(z) —uly)l’

|ZL’ . y|n+sp |.I‘ . y|n+sp )

m % (3.3)

1
— 11
pt*>0

_ Ju(e) — u(y)”? (ulz) — uy)(v(z) —v(y))

- o =y

on pose pour 7,& € R" )(t) = p‘nﬁipﬂ/) est différentiable et

|z
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_ It (4 t€)¢
‘iL‘ . y‘n+sp

on applique le théoréme des accroissement finis

W(t))

30 entre 0 et t (0 < |0] < |t|) telle que :

on a

11 ;1,|77+t§|p %|77|p B |n+9£|p*2(n+95)5

y n+sp ns)_ n+s
ptofe =y o=y o — y|" "

par conséquent

11 Ju(a) = u(y) + t0(@) =0 _ Ju(a) ~ulw)l’
. o o=

[(u(x) — u(y)) +0(v(z) — o))" ((ulz) — uly) +0(v(z) —v(y)(v(z) —v(y))

- o — g™

on peut supposer que |t| < 1,dou |0] < 1, et d’apres le lemme 1.3 on voit

1 1( u(z) — u(y) + t(v(z) —ov)”  |ulz) — U(y)|p)
plt oz —y[" o —y["*r

< J(u(w) = u(y)) + 0(v(z) — ()" o(z) — v(y)]

< C(|(u(z) = u(y)[ (v(@) = v(y)) + Jo(z) = v(y)[)
on a |u(z) —u(y)P~" € LV et |v(z) —v(y)| € L
D’apreés Dinégalité de holder on a |u(x) — u(y)["~" |[v(z) — v(y)| € L*(Q)
d’ou

h=lu(z) —u(y)l"" Jo(z) — o) + o(z) —o(y)]” € L)
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en conséquence

‘}(KU(x) —u(y)) +t((z) —v)"  |ulz) - u(y)|p) <chel'Q)  (34)

t |$ . y|n+sp |QZ . y|n+sp
En utilisant la relation (3.3) et (3.4) et le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue,

on obtient :

1ht ) —u(y) +tw(z) —v)”  |ul@) —uy)
- hm /n /n | - )dxdy

p =0 z—y["" oy

[ u(x) — u(w)™ (ule) —u)(el) ~ o),

o — y[""

ce qui termine que G est Gateaux différentiable comme suit :

[ u(x) — u)"™ () — u(p)(0() ~v@),

@ =y

D’aprés la proposition 2.6, G’ est continue alors G est différentiable .

Théoréme 3.3. voir [4]Soit Q un ouvert de R",avec n > 2 pour p € |1,4+o00] nous

définissons la fonction

H:Wg*(Q) — R par

1
ur—>—/ lu(x)|? dx
b Ja

alors H est différentiable sur Wi* () et

(H’(u),v>:/|u|p_2uvdx
Q
Démonstration. O

on montre que H est Gateaux différentiable c’est-a-dire

H —H
Vu,v € WiP(Q2)  lim (uttv) ()

t—0 t

= (H'(u),v) .
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considérons 'application x — %|x|p ;o € R" p > 1 est différentiable, sa différentiable
est donné par |z|’ " z,Vx € R”

d’ou

1 t p_ p
Vo, y € R"— lim(|$+ yl” — I

_ p—2
i () = oy

par suite Yu,v € Wi*(2)

1 P _ p
Ju(@) + @) — ()
p t—0 t

) = Ju(@)]” u(z)v(z) (3.5)

d’autre part, pour tout x,y € R™, o(t) = Il) |z + ty|”, ¢ est différentiable et

P(t) = |+ tyl"* (x + ty)y

on applique le théoréme des accroissement finis

30 entre 0 et ¢t (0 < |0| < [t]) telle que :

p(t) — ¢(0)
A
ou
1, |+ tyl’ — |z’ _
e e LAY
par conséquent
1 |u+ to]” — |ul’

) = |u+ 6v]"? (u+ Gv)v

(

D t
supposons que |t| < 1,d’on || < 1,d’aprés lemme 1.3 on obtient

lu + tvl” — |ul’
t

1

[u+ 60" o]
p

IN

< O(lul ol + [of)

soit [u["~" € LPet |v| € L? et par I'inégalité de Holder on a |ul’~" |v| € L'(Q)
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d’ou

h=|ul""" |v] + [v]” € L*() donc

u(z) + to(@)[" — Ju(@)]”
t

< Che L'9Q) (3.6)

par la relation (3.5) et (3.6) et D’aprés le théoréme de la convergence dominée de lebesgue,

on obtient

t P
_th O/lu +U ‘ |U dl'_/|u |P2 () ’

Enfin H est Gateaux différentiable et
v) = / lulP~? uvdz
Q

Il est facile de montrer la continuité de H’'. D’ou H est différentiable .
preuve du Théoréme 3.1

D’abord on commence par montrer que

= in xdy.
weWeP() Jrn Jrn "“p 4

”u”LP(Q)_l
[ [
A = in M < inf ul? (@) (3.7)
wewg P @10} ||ullpoqy T uewsT@)
|l LP(Q)_l

en effet que {u € Wy (), |ull 1oy = 1} C {ueWyP(Q)/{0}}.
pour u € Wy (Q),

on pose

u s,
V= ———— € WO p<Q)7 ||U||LP(Q) =1
[l oy

alors

u(x) = uly) = [ull o) (v(2) = v(y))
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done lullfp (v(z)—v(y))P
ullf p (v(z)—v(
s LUy CC S0
f | pd o n-+sp Y.
de plus
[l o 6
Phwgr@) _ . )
fr, e = 30 el
||U||LP(Q):1
ce qui implique
.
> inf we 3.8
ueWy p(Q )/{0} HUH - uEI/Il/?’p(Q) ||u||W0 P(Q) (3.8)
”u”LP(Q):1
de (3.7) et (3.8) on obtient :
[[ullfys.
A = inf - VZOP(Q) — inf ||UI|%,s,p(Q)
ueWst (Q)/{0} Hu”Lp(Q) ueWy?(Q) 0
|ul LP(Q)=1

Pour montrer le théoréme on utilise la méthode direct de minimisation .

pour u € Wy (Q)

][y .
WP (i)
ueWy?(Q)/{0} Hu”LP(Q)

D’apres I'inégalité de poincaré

3C >0 ulfr <C ||u||€vgvp(g)

en conséquence \; > % > 0.

Soit {uy, },cn st une suite minimisante ,telle que :

Vn > 0,3du, : A1 <

llunll? WeT (@
©@ <M\ —i—% alors

”“n”Lp(Q)

||Un||%/g#’(g) o
T 1
[unll7p @)

ltn (@) 00y = 1 et Nunllfyonig) — M
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alors {uy}, .y est borné dans Wy™"(€2)

en effet il existe un sous suite {u,}, .y et u € W5*(Q) telle que :

u, — u faiblement dans W;"(Q)

en vertu le lemme 1.5, on obtient

lulyenioy < liminf flun|ffyen g = M

d’011||u||€vos,p = )\ alors le minimum existe .

on pose :

[u(z) — uly)l”
/n /n n+sp d dy7
/]u )P dx,

et nous considérons le quotient F' : wy?(Q)/ {0} — R™ définit par

alors

A= inf Fl(u
! ueWsP(Q) ( )
HuHLP(Q):l

Ainsi Ju € W5P(2)/{0} et F(u) = A;.les fonctions G et H sont différentiable alors il en

est de méme pour F, et

(F'(u),v) = qu) (G (), v) = F(u) (H'(u),v)).

comme u est un point minimum de F donc F'(u) = 0,et par conséquent
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(G'(u),v) = F(u) (H'(u),v) =0

ce qui implique

(G'(u),v) = -5 (H' (u), ) = A1 (H'(u),0)-

alors u est une solution faible de (3,2)

3.3 Reégularité de la fonction propre

Dans cette section On montre le résultat suivant :

Théoréme 3.4. voir [4]soit s € (0,1),p > 1 et u € WSP(Q) est une solution de (3,1)
Alors w € L®(R").

Lemme 3.1. voir [4]Soit (a,) une suite réel telle que a,, > 0, a,41 < C"a:t™ o > 0 alors

lim a, =0 siag est assez petit
n—-aoOo

Démonstration. O

on a

140)? - (n-3)(1+a)al
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n—1 n—
ajglJra) < CO><(1+a) 1a81+a)n

Par multiplication, on obtient

a, < CS” aglJra)n

avec S, =(n—1)+n—-2)1+a)+(n—-3)1+a)?*+...+ (1 + )" 2

donc
(1+Ot)n 1 n 1
a, < C e? ag T = (037 o)1)
alors
oL
a, — 0 st CaZay < 1
c’est-a-dire

ag < C o
Lemme 3.2. voir [4]si ||u™||,» <0 alors ||u™|, <1
pour certain o > 0.
Démonstration. O

- pour tout entier K > 1,on considére la fonction w; définie comme suit :

wp = (u— (1 —27F)T.

tq s wy, € WP (Q) et wr, = 0 p.p dans Q.

On a les inégalités suivantes

wit1(z) < wi(z) dans R™. (3.9)
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et

u(z) < (287 — Dwy(z) pour z € {Wyy; > 0}. (3.10)

on vérifie cette inégalité

(28 — Dy, = (2 = D(u— (1 -277)

1—27k

k+1 -
= (2 1)(u 1 — 2—(k+1)

1—-27K

_ k+1

et on remarque les inclusions

{wi1 > 0} C {wy, > 27V (3.11)

on vérifie cette inclusion

pour z € {wy41 > 0}alors

u(x) > 1 — 27 k+D),

et on d’apres (3,10)

u(z) < (2871 — Dy,

alors
1 _ 27(K+1) < (2k+1 _ 1>wk
ce qui implique w;, > 1(;,3;(1]:1)) - 2_(K(J2Fk13(12_K1;1—1) — 9—(k+1)
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donc

wy > 27(K+1)’

d’ou

x € {wk > 2’(’““)}

-si v € WyP(Q),alors

[o(@) = v()I" (07 (@) = v (y)) (v(z) = v(y)) > [oF (@) =™ ()",
on vérifie cette inégalité

size{v>0}etye{v<0}.

I=Ju(a) = v (F (2) = v (y)(v(z) —v(y) > |7 (@) —v* )],

size{v<0}etye{v<0}.

I=lo(z) —o(y)|" (v*(z) — v (y)(v(z) = v(y)) = [v7 (@) = v (y)

size{v>0}etye{v>0}.

I=Ju() = vy (7 (2) — v (y)) () = v(y) = [ (@) = v (y) ]

alors

[o(z) = oY) (v (2) = " () (v(x) = v(y)) = [v7(2) =T (y)]",
pour v+ = wiy1 et v =u — (1 — 27K+,

on a

||wk+1

_ p
Z}S’p :/ / |’U)k+1($> ’l:—]i:pl(y)‘ dl’dy
N S S P
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< [ )=l o) s ) = b1s0) 1,

‘33’ o y‘nJrsp

= )\/Q lu(z) P2 w(@)wpir (@) de = )x/ ()P (2w () da

{wk+41>0}

< AR — l)p_l/ Wi ()P wiy1)  d'aprés(3.10) alors
{wk+1>0}
< A(2FF — 1)”_1/ wi(x)Pdxr  d’apres (3.9)
{wk+1>0}

S )\(2k+1 - 1)p71Uk

avec Uy = [Jwgll”, = / wi(x)Pdx

{wk>o}

lwisallper < A2FT — )P (3.12)

D’autre part, nous avons par I'inégalité de holder

U1 = |[wpsa |7, = / W1 (x)Pdx,

{wk4+1>0}

+o=1

1 1
< (/ wgﬁl(z)dx)a(/ 16da:)%,tq :
{wk+1>0}

{wk+1>0} o

1
B
onmeta:ap:p*:a:%,dorlcg:s%

‘ z

S
Ve < ([ afu@de® [fwen > 0)] 2
{

et d’apreés le théoréme d’injection continue de Sobolev (W3* < LP"), on obtient :

U1 < ¢ flwngallyer Hwen > 03 (3.13)
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{wir1 > 0} < [{wy > 27D} < 200y, (3.14)

on vérifier cette inégalité

d’apres (3.11), on obtient

|{U)k+1 > 0}| < |{wk > 27(k+1)}‘

d’autre part on a

Uy —/ wy, —/ wy, +/ wy,
{wkt1>0} {wk’>2*(k+1)} {wk<2*(k+1)}

p

[
{wk>2_(k+1)}

Z / 2*(k+1)p
{0t }

— 2—(k’+1)p | {wk > 2—(k+1) } ‘

V

cela implique

|{wk > 2—(k‘+1)}{ S 2(k+1)pUk

par suite le résultat est évident

on remplace (3.12) et (3.14) dans (3.13), on obtient :

Uppr < eA(2PFHDT )

d’ou

1+2£
Uppr <CHU. ™
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avec CF = (¢t Ak g2DATE) )i

alors

k—s00
D’apres le lemme 3.1, si
H“+Hip(ﬂ) =0, < O — §P

avec o = 2
n

on
k—o0
Ur = Hwknip(sz) — 0
alors
k—oo
w, — 0 (3.15)

d’autre part on a , si k — oo alors wy, — (u — 1)"p.p

et w, < ut € LT D’aprés le théoréme de convergence dominée.

wp =X (u—1)" dans L”. (3.16)

D’apres (3.15) et (3.16) et par I'unicité de la limite,

donc

d’ou

<1

HUJFHLoo(Q) =
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donc, on obtient

“u+”ip(n) < 0" alors ||U+||L°°(Q) <L
Démonstration. (preuve de théoréme 3.4 ) O

Si sp > mnonau€ L®(R") d’aprés l'injection de Sobolev (voir proposition 2.3).

donc, on suppose que sp < n.

pour la démonstration du théoréme, il reste de prouver que la partie positive u™ €
L ensuite on déduit que u~ € L*si on pose (—u)T =u".

on a

HUJFHLP(Q) <1 car ||u||Lp(Q) =1.

d’ou

d’aprés le lemme précédent

d’ou

donc ut € L>(R)
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3.4 Propriété de la premiére fonction propre

3.4.1 Positivité

Nous montrons dans cette section que la fonction propre associée a la premiére valeur

propre est de signe constant .

Lemme 3.3. voir [4]soit s € (0,1), p > 1,s0ient u,v € W5P(Q) telle que u,v # 0,

considérons la fonction o, définie par :

ot(z) = (1 — tyo(z) + tuP ()7,
alors
’Ut —Ut )|
/n /n — n+3p dxdy <
YVt €
Démonstration.

On observe que

oy = H(t%u, (1—t)i

o ||.]|;» la norme dans R,

par l'inégalité triangulaire

€l =

(truz) + (1 — ) rP(z)) et n = (Eru(y) + (1 — £)5oP(y))

on pose £ =

on obtient

(tu?(z) +

(1= )" (@) — (b (y) +

vVt € 0,1].

/n/n‘”

Y
[P

I |u
Wp drdy+t | [

1wl < NE = nllw -

(1— )P (y))»

n+sp
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3=

IA

(t(u(z) —uly))” + (1 = t)(v(z = v(y))")r.

alors

hSA

lov(2) — e (y)] < (t(u(z) — u(y))” + (1 = 1) (v(z) —v(y))")>.

donc

lo4(z) — ou ()" < tu(z) —u(y))” + (1 = 1) (v(z) —v(y))".

on multiplie I'inégalité par W et on integre sur R™ x R™,on obtient :

joe(z) — ou(y)[” Iv I Iu I
// — drdy < (1) [ [ Mpddﬂ e nmddy.

Théoréme 3.5. voir [4]soit s € (0,1),p > 1 et v € W5(Q) est une solution de (3.2),telle

que v > 0 dans €.

Alors

Démonstration. O

Supposons que v € WP () est une solution strictement positive de (3.2).

Soit u € Wy*(2) une solution du probléme (3.2)

u(z y)[”
= min ————= dxdy.
uewslp(n) /n /n - "+57’ 4

||U||LP(Q)—1

on pose Ue = U + €,V =V + € et

oi(z) = (tul(z) + (1 — t)vf(m))%, r €NVt el0,1].

d’apres le lemme 3.3 on a :
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lo¢(x) — of |v(x
/n/n t_nisp ddy /n/n _nJrspddy

[v(z ) |U
< /n/; . n%pdci+t | 7Hw Ju(@) = w4,
/ n / n n+sp @) —v®l, 4,
u )P v(z )P

alors

p
o —0‘ U

pour tout t € [0, 1} et € > 0,par la convexité de la fonctlon |z[Pon a l'inégalité suivante :

=P = y|” > plylP* ylz —y)

par conséquent

o3 (x) — o} |v )l
/n /n : . nisp d dy N N n+sp d dy

> p/n /n |p2n€t]5§)x) — U(y))dxdy (3.18)

Y|

x(of(x) — oy(y) — (v(z) —v(y))),
pour u,v € WP (Q) la fonction of € W*(2),Alors on pose ¢ = 0§ — v, une fonction test,

alors on a

[ [ o=t = 0 by i)~ aito) — (0e) — )

—y
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— / w(2)P " (05(2) — v(2))dz,

on a v(z) — v(y) = ve(x) — v(y),cela implique

[ 1o 08) 0 1) i) - o) - )
=A /ﬂ v(2)P 7 (05(2) — v(2))dz, (3.19)

en combinant (3.17) et (3.18) et (3.19) on obtient :

A /Q p(2)PL(05(2) — v(2))dz <t — A),

alors

p)\/ﬂv(z)pl((jg('z)t—_vwdz < (A=),

on pose fi(z) = p/\v(z)p—lw

alors

(L= 10P(2) + tup(2))F — v(2)
t
P t(ue(2)P — ve(z)p))% —v(z)

t

Pt t(ue(2)" = ve(2)"))

L 1 (ve(2)

= fim phv(e) Huc(2) = ve()
= )\U(z)pfl(UE(Z)p)%_l(UE(Z)p - Ue(z)p)

= ()P N 0(2) ) (ue(2)? — ve(2)P)

= AP~ o),

d’autre part on a

1 p
Jim, A2

_ tli_r}nop)\v( )p 1( ( )

3 =

; —OE G — )
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()] < pAfu(2)"

on pose (t) = (v(2)P + t(u(z)? — ve(z)p))%alors
#(t) = Lut(2) = 02(2) (v (2)? + tuc(2)? = v(2)7))r "

on applique le théoréme des accroissements finis

30 entre 0 et t (0 < |0] < |t|) telle que :

@(ti - 5(0) _ 0
d’ot
(ve()" + w2 — 02} = (0(2))?
t
= %(uf(z) U?(z))(’Ue(Z’)p —+ Q(UG(Z)P _ Ue(z)p))%fl
alors

(02 + t(u = )7 — (")
t

1fil < pA|or

IA

Ao || (P = oP) (P + O(u? — oP)) !

IA

CX WP~ Juf + o] [l 7P + ul 7P|
p—1
Jul + oP| +

p—1
juf + 7)) € L1(Q)

IN

(|2

€ ue

D’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

iy [ progay Z=Dg / ACE 1 (2 () — o2(2))

t—0 Q Ue(z)
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et par suite

/ A ot o —2(2)) < (- A).

pour € assez petit, alors

Jim ALY () ) = (1) +9) = M) = (2]

et on a

(Lz)y)fl

22 )+ 07 = (o) + o)
1 x |C(uP + €) + C(v" + €°)|

IN

< CuP+vP+2l € LNQ)

on applique le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient

tim (Y 1 () + ) — (0(2) 1 0)) = [ -ve)

e—0"v(2)
=0

alors, on obtient

0< (A —A)
d’ou
A<\

puisque \; est la plus petite valeur propre, alors

A< A

donc

)\1:>\
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3.4.2 Simplicité

Théoréme 3.6. voir [4]soit s € (0,1) et p > 1.Alors la premiére valeur propre \; est
simple, c’est -a-dire si u,v deux fonctions propres associées a Ay alors u = av pour certain

Q.
Démonstration. O

Soient u,v deux fonctions propres associées & Ai,u,v > 0. on rappelle la définition de la

fonction oy :

oi(w) = (1 — t)yoP(z) + tu(x)) "

Alors, D’apres le lemme 3.3 nous avons

o v(w )P u(x )P
/n/n|t_n+sp)|ddy<1t/n/n| n-&—sp‘dd—i_t/n/nl n+sp|ddy

et on a

|v s !u s
- nﬂp ————" dxdy +1 - n+sp ——————drdy = (1 —t)\y +tA\y = Ny

d’ou, d’apres la définition de \; on déduit que

\Ut )|

Donc

Donc
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ce qui implique

u=Cv
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Conclusion

L’objet de ce travail a été I’étude d'un probléme typique aux valeurs propres faisant
intervenir ’'opérateur p-Laplacien fractionnaire dans un ouvert borné de RY.

Nous avons montré ’existence de la premiére valeur propre et nous avons montré qu’elle
est simple et qu’elle est 'unique valeur propre tel que la fonction propre associée est
positive .

plusieurs questions restent ouvertes concernant le spectre de I'opérateur p-laplacien frac-
tionnaire, nous envisageons d’explorer I’étude de I'existence de la premiére valeur propre

de 'opérateur p-laplacien fractionnaire dans un domaine non borné .
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Résumé

Ce mémoire donne un apercu sur les espaces de Sobolev fractionnaire et I’opérateur p-Laplacien
fractionnaire, nous allons étudie 1’existence de la premiére valeur propre d’un probléme faisant intervenir
le p-Laplacien fractionnaire de la forme :

(=A) Ju=Au |p_2 u dansQ
u=0 sur oQ2

Ou Q un ouvert borné de E%et 1< p < +oo . Nous montrons I’existence de la premiére valeur

propre et montrons qu’elle est simple et la fonction propre associée est strictement positive.

Mots clés : Espace de Sobolev fractionnaire, p-Laplacien Fractionnaire, valeur propre

Abstract

This Memory provides an overview of the fractional Sobolev spaces and the fractional p-
Laplacian operator, we will study the existence of the first eigenvalue of a problem involving the
fractional p-Laplacian in the form :

(=A) Ju=Au |p_2 u dansQ
u=0 sur oQ2

Where Q is a open bounded domain of E"and 1< p <+ . We demonstrate the existence of the
first eigenvalue and show that it is simple and the associated eigenfunction is strictly positive.

Key Words : Fractional space of Sobolev, Fractional p-Laplacian, eigenvalue .
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