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Résumé

Dans ce travail, nous nous sommes intéressées a ’analyse stochastique d’un systeme de
files d’attente M/M/C/K avec rappels et abandons exponentiels auquel les clients arrivent

selon des processus de Poisson en utilisons les méthodes d’approximation.

Dans un premier temps, nous avons effectué une étude sur la théorie des files d’attente
classique et avec rappels. A cet effet, nous avons donné une description du modele général
des deux systemes classiques et avec rappels. Puis, nous avons passé en revue certains
résultats consacrés aux systemes de files d’attente avec rappels a unique serveur et a mul-

tiserveurs.

Dans un deuxieme temps, nous avons présenté les approches d’approximations utilisées
par les chercheurs pour résoudre les systemes de files d’attente avec rappels et multi-
serveurs. En effet, nous avons décrit la Troncature Finie et Extrapolation de Valeur. Et
a la fin nous avons donné une description d’'un modele particulier des modeles a mul-
tiserveur avec rappels, espace d’attente avec capacité limitée et abandons exponentiels,
auquel nous avons trouvé la condition d’ergodicité, et présentons les étapes d’application

des méthodes de résolution approximative.

Mots-clés: systeme de file d’attente avec rappels, Condition d’érgodicité, Troncature,

Extrapolation, abandon.



Abstract

In this work, we are interested in the stochastic analysis of M/M/C/K retriel queuing
system with exponential abandonments at which customers arrive according to Poisson

processes using approximation methods .

First, we carried out a study on the theory of classical and retrial queuing. For this
purpose, we have given a description of the general model of the two systems classical and
retrial. Then we reviewed some results on single-server and multi-server retrail queuing

systems.

Secondly, we presented the approximation approaches used by researchers to solve re-
trial queuing systems and multiservers. Indeed, we have described Finite Truncation and
Value Extrapolation. And at the end we gave a description of a particular model of the
retrial multiserver queue, waiting space with limited capacity and exponential abandone-
ment, to which we found the ergodicity condition, and presented the steps for applying

the approximate resolution methods.

keyword: Retrial queue, Ergodicity Condition, Truncation, Extrapolation, Abandon-

ment.
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Introduction générale

La théorie des files d’attente est 'un des outils analytiques les plus puissants pour la
modélisation de systemes de logistique et de communication. Cette théorie a pour objet
I’étude de systemes et réseaux ou des entités, appelées clients, cherchent a accéder a des
ressources, généralement limitées, afin d’en obtenir un service. La demande concurrente
d’une meéme ressource par plusieurs clients engendre des délais dans la réalisation des
services ainsi que des files de clients désireux d’accéder a une ressource indisponible.
L’analyse théorique de tels systemes permet d’établir a avance les performances de
I’ensemble, d’identifier les éléments critiques ou encore, d’appréhender les effets d’une

modification des conditions de fonctionnement.

Ce domaine de recherche est né en 1917, des travaux de l'ingénieur électricien danois
Erlang sur la gestion des réseaux téléphoniques de Copenhague entre 1909 et 1920. Par
la suite, les files d’attente ont été utilisées dans la modélisation des systemes de produc-
tion et des systemes informatiques. Initialement, leur utilisation était tres limitée par le
fait qu’elles faisaient vite appel a une puissance de calcul non disponible a cette époque.
Ainsi, pendant longtemps, c¢’est surtout des développements de nature théorique qui ont
vu le jour dans le domaine. Le sujet a pourtant inspiré et continue a inspirer de nom-
breux chercheurs comme en témoignent les nombreuses publications parues a ce jour dans
le domaine. Avec 'automatisation des systéemes technologiques, notamment ’avenement
des systemes de production flexibles, les convoyeurs automatiques, etc, les applications

nécessitant le traitement par une telle théorie se sont également multipliées.
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Ce n’est pourtant que rarement que les files d’attente apparaissent de maniere isolée.
Le plus souvent ce sont des réseaux entiers avec un nombre élevé de serveurs interconnectés
qu’il s’agit de modéliser. La grande percée dans le domaine est venue avec la découverte
en 1957, par Jackson, d’une maniere particulierement élégante et efficace de traiter cer-
tains réseaux de files d’attente. C’est grace aux apports des mathématiciens Khintchine,

Palm, Kendall, Pollaczek et Kolmogorov que la théorie s’est vraiment développée.

La théorie des files d’attente classique offre deux possibilités pour résoudre le conflit
qui apparait lorsqu’un client arrive dans le systeme a serveur unique et trouve le serveur
occupé: soit il quitte le systeme sans recevoir le service (modele d’Erlang a4 demandes
refusées), soit il prend place dans une file d’attente. Une possibilité alternative est que
le client qui ne peut étre servi, libere ’espace du serveur mais apres une durée de temps
aléatoire revient au systeme pour répéter sa demande de service. Entre les appels suc-
cessifs, le client en question se trouve en ”orbite”. Un tel systeme est appelé systeme
de files d’attente avec "rappels”[1]. De nombreuses études sont consacrées aux modeles
d’attente avec rappels [20]. Les tentatives de classifier les résultats obtenus pour la période
allant jusqu’a 2019 sont présentées dans les articles bibliographiques de Artalejo [6], [3],
et Shekhar. La nature des résultats obtenus, des méthodes d’analyse [22] et des domaines
d’application nous permettent de diviser les files d’attente avec rappels en deux groupes:
les systemes a serveur unique, et a multiserveurs. Les modeles a multiserveurs attirent
beaucoup d’attention parce que la conception d’un systeme de files d’attente avec rappels

est déduite de ces importantes applications dans les systeémes de téléphonie [19] [5] [7] [23].

Due a I'absence des formules analytiques explicites pour les caractéristiques proba-
bilistes principales des modeles de files d’attente avec rappels et multiserveurs, de nom-
breux tentatives ont ¢té faites pour développer un certain nombre de méthodes approx-
imatives. Cependant, de nombreux chercheurs recourents a des approximations qui sont
souvent basées sur des modeles tronqués finis [28], des modeles tronquées généralisées ou

sur une homogénéisation de l'espace d’états [13] . Dans les deux premiers cas, le processus
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stochastique hétérogene, décrivant I’état du systeme et possédant un espace d’états infini,
est remplacé par un autre homogene et ayant 1'espace d’états fini ou infini mais résoluble.
Le troisieme type d’approximation consiste a analyser le systeme de files d’attente comme
un processus de quasi-naissance et-mort dont les probabilités stationnaires peuvent étre
obtenus en utilisant une méthode matricielle géométrique[16] . Ces approches fournissent
une solution numérique a la distribution stationnaire des chaines de Markov a temps
continu. Une autre approche a été proposée dans[15] appelée Extrapolation de Valeur,
consiste a étudier un processus stochastique de Markov en tant qu’un processus de Markov
décisionnel c-a-d on ne considere plus la probabilité d’étre dans un certain état, mais on
s'intéresse a une nouvelle métrique, appelée valeur d’état relative. Le but est de trouver la
valeur relative moyenne, représentant une mesure de performance du modele, en résolvant

les équations de Howard.

Dans ce mémoire, nous considérons un systeme de files d’attente M/M/C/K avec rap-
pels et abandons exponentiels, auquels les clients arrivent selon des processus de Poisson.
Pour le modele a 1’étude, nous trouvons les conditions d’ergodicité et aussi la solution
approximative pour les caractéristiques de performance essentielles. A cet fin, nous ap-

pliquons deux approches alternatives: Troncature Finie et Extrapolation de Valeur.

Ce mémoire est constitué d’une introduction générale, trois chapitres, d’'une conclu-

sion générale, d’une bibliographie.

Dans le premier chapitre, nous présentons les systemes de files d’attente classiques et

avec rappels.

Dans second chapitre, nous décrivons le modele tronqué et 'approche d’extrapolation

de valeur pour les systemes de files d’attente avec rappels et multiserveurs.
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Dans le troisieme chapitre, nous réalisons I'analyse stochastique du modele a I'étude:
M/M/C avec rappels, espace d’attente de capacité limitée, abandons exponentiels. A
cet effet, nous donnons une description mathématique du modele, trouvons la condition
d’ergodicité, présentions les étapes d’application des méthodes de résolution approxima-

tive: Troncature Finie et Extrapolaation de Valeur.



CHAPITRE

Les éléments de la théorie

des files d’attente

1.1 Introduction

La théorie des files d’attente constitue une approche pour la modélisation stochastique,
I’évaluation des performances et le controle des systemes de production, systemes infor-
matiques, réseaux de communication..... Elle est la plus apte a fournir une estimation

quantitative d’un systeme.

Toutefois, la théorie des files d’attente classique offre deux possibilités pour résoudre
le conflit qui apparait lorsqu’un client arrive dans le systéme et trouve 'espace de service
occupé: soit le client quitte le systeme sans recevoir le service, soit il prend place dans
une file d’attente. Une possibilité alternative est de permettre au client de répéter sa
demande de service apres une durée de temps aléatoire. Entre deux tentatives successives
(rappels), le client en question est en orbite. Un tel systéme est appelé systeme de files

d’attente avec rappels.
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1.2 Les systemes de files d’attente classiques

1.2.1 Description du modele d’attente classique

Les systemes de files d’attente classiques peuvent étre déerit comme suit: des clients
arrivent a un certain endroit et réclament un certain service, ils attendent d’étre servis,
et quittent ce systeme s’ils ont eu le service. Un systeme d’attente comprend donc un
espace de service avec une ou plusieurs stations de service montées en parallele et un
espace d’attente dans lequel se forme une éventuellle file d’attente[14]. Le terme clients
ne signifie pas qu’on parle que des étres humains, les clients peuvent étre par exemple,
des camions en attente de chargement ou de déchargement, des machines en attente de
répartition, des programmes d’ordinateurs qui attendent d’étre exécutés, des avions qui
attendent 'autorisation de décoller ou d’attenir. Un systeme de base des files d’attente

peut schématiquement représenter comme dans la figure 1.2.1.

Files d'attente

La source
Serveur

Ordre de traitement

f_,_\o/_\ Arrivées des clients : BepRrEdeo chinas
] £ ENT
O > QO OO ®) —
) '
it I
O !

Systéme d'attente

Figure 1.2.1 : Schéma de files d’attente classique

Pour identifier un systeme de files d’attente, on doit spécifier:

e Le processus des arrivées des clients: Les arrivées des clients sont caractérisées
par I'ensemble des instants d’arrivées de chaque client ou d’un groupe de clients dans
le systeme. La collection de ces instants forment un processus des arrivées. Souvent,
on suppose que les temps entre deux arrivées consécutives sont indépendants et

identiquement distribués.

e La source des clients: La population source, d’ot1 proviennent les clients, peut

étre finie ou infinie, unique ou multiples.
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e La capacité du systeme: Elle représente le nombre maximal de clients dans le
systeme. Un client arrivant et trouvant ce nombre de clients présents dans le systeme

sera perdu.

e La durée de service: Le temps de service d'un client est défini par le temps
séparant le début et la fin de son service. En général, on suppose que les durées
de service sont indépendantes et identiquement distribuées, et indépendantes des

temps d’inter-arrivées.

e La discipline de service: Elle spécifie la maniere avec laquelle le serveur sélectionne
le prochain client a servir. Cependant, plusieurs possibilités existent quant a ’ordre

selon lequel les clients seront servis. les principales disciplines du service sont:

— FIFO (first in, first out) ou FCFS (first come first served): c’est la file stan-
dard dans laquelle les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée. Notons que
les disciplines FIFO et FCFS ne sont pas équivalentes lorsque la file contient
plusieurs serveurs. Dans la premiere, le premier client arrivé sera le premier a
quitter la file alors que dans la deuxieme, il sera le premier & commencer son
service. Rien n’empéche alors qu’un client qui commence son service aprés lui,

dans un autre serveur, termine avant lui.

— LIFO (last in, first out) ou LCFS (last come, first served): Cela correspond
a une pile, dans laquelle le dernier client arrivé (donc posé sur la pile) sera le
premier traité (retiré de la pile). A nouveau, les disciplines LIFO et LCFS ne

sont équivalentes que pour une file monoserveur.
— SIRO (Served In Random Order): les clients sont servis au aléatoirement.

— PNPN (Priority service ): les clients sont servis a leur priorité . Tous les clients
de la plus haute priorité sont servis premier, puis les clients de moindre priorité

sont servis, et ainsi de suite.

— PS ( Processor Sharing ): les clients sont servis de maniere égale. La capacité

du systeme est partagée entre les clients.
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e Le nombre de serveurs: Il s’agit du nombre de serveurs composant ’espace de
service. La plupart du temps, les serveurs sont considérés identiques et indépendants

les uns des autres.

Puisque les instants d’arrivée et les durées de service sont généralement des quantités
aléatoires, la modélisation décrivant le fonctionnement d’un systeme de files d’attente est
un processus stochastique. Par ailleurs, on suppose généralement que toutes les variables

aléatoires introduites pour décrire un systeme d’attente sont mutuellement indépendantes.

Pour la classification des systemes de fils d’attente, on a recours a une notation sym-

bolique (Notation de Kendall) A/B/C/m/O/H ou:

e A: La distribution des temps entre deux arrivées successives. Pour spécifier la

distribution A, les symboles suivants sont utilisés:

M: distribution exponentielle.

— Hj: distribution hyperexponentielle d’ordre k.

G: distribution générale.

— FE): distribution d’Erlang d’ordre k.

B: la distribution des temps de service d’un client. les symboles sont les mémes que

A.

C: nombre de serveurs.

e m: capacité de la file (c’est le nombre de places dans le systeme en d’autre terme

c’est le nombre maximal de clients permis dans le systeme y compris ceux en service.

O: population des usagers.

H: discipline de service (c’est la fagon dont les clients sont ordonnés pour étre servi).
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1.2.2 Analyse mathématique d’un systéme de files d’attente

[’étude mathématique d’un systeme de files d’attente se fait généralement par I'introduction
d’un processus stochastique défini de facon appropriée. En fonction des quantités qui
définissent la structure du systeme, on cherche a calculu les probabilités d’état définissant
le régime transitoire du processus en question, puis le régime stationnaire. les probalités
d’état définissant le régime transitoire dépendant de la distribution initiale du processus

étudie.

Ainsi le calcule explicite du régime transitoire s’avere généralement pénible, voire
impossible, pour la plupart des modeles donnés. La distribution stationnaire du processus

introduit permet d’obtenir les mesures de performance du systeme :

e Le nombre moyen de client dans le systeme N.
e Le nombre moyen de client dans la file d’attente N.
e Le temps moyen d’attente d’un client dans la file d’attente W.

e Le temps moyen d’attente d’un client dans le systeme W,.

Ces valeurs ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais sont liées par les

relations suivantes (Formules de Little):

Ot A est le taux d’entrée des clients dans le systeme, et i la durée moyenne du service
(1 > 0). Une autre mesure importante d’un systeme de fils d’attente, celle qui mesure le

degré de saturation du systeme, est I'intensité du trafic p.

temps moyen du service

P = . -
temps moyen entre deux arrivées succesives
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1.2.3 Modeéles markoviens

Les modeles markoviens caractérisent les systemes dans lesquels tous les événements
tels que les arrivées, les fins de services, les changements d’état du systeme dépendent
uniquement de 1'état actuel du systeme et non de son comportement antérieur. L’étude
mathématique de tels systemes se fait par 'introduction d’un processus stochastique ap-
proprié. Ce processus est souvent le processus de naissance et de mort {N(t);¢ > 0} qui
définit le nombre de clients dans le systeme a l'instant t. L’évolution temporelle du pro-
cessus markovien {N(t);t > 0} est complétement définie grace a la propriété d’absence

de mémoire.

1.2.4 Modeles semi-markoviens

En l'absence de l'exponentialité c’est a dire lorsque l'on s’écarte de I'hypothese
d’exponentialité de I'une des deux quantités stochastiques: le temps des interarriveds
et la durée de service, ol en prenant en compte certaines spécificités des problemes par
I'introduction de parametres supplémentaires, on aboutit a un modele semi-markovien.
La combinaison de tous ces facteurs rend I’étude mathématique du modele tres délicate,
voire impossible. On essaye alors de se ramener a un processus de Markov judicieusement

choisi a 'aide de I'une des méthodes d’analyse suivantes:

e Méthode des étapes d’Erlang: Son principe est d’approximer toute loi de prob-
abilité ayant une transformée de Laplace rationnelle par une loi de Cox (mélange

de lois exponentielles).

e Méthode des variables supplémentaires: Elle consiste a compléter 'information
sur le processus {N(t),t > 0} en lui donnant un caractere Markovien, ce qui nous
ramene a 1'étude du processus {N(¢),£(t),t > 0}, ou £(¢) sont dites alors variables

supplémentaires.

e Méthode de la chaine de Markov induite: Elle consiste a choisir une séquence

d’instants 1, 2, 3, ..., n (déterministes ou aléatoires) telle que la chaine induite {¢,,n > 0},

10
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ol ¢, est le nombre de clients dans le systeme a l'instant n > 0, soit markovienne

et homogene.

e Simulation: C’est un procédé d’imitation artificielle d’'un processus réel donné sur
ordinateur qui permet d’étudier les systemes les plus complexes, de prévoir leurs
comportements et de calculer leurs caractéristiques. Les résultats obtenus ne sont
qu’approximatifs, mais peuvent étre utilisés avec une bonne précision. Cette tech-
nique se base sur la génération de variables aléatoires. D’autres méthodes d’analyse
de systemes semi-markoviens existent, telle que I'approche utilisant les martingales

et les méthodes d’approximations.

1.3 Les systemes de fils d’attente avec rappels

La naissance des modeles de files d’attente avec rappels a été entrainée par des
phénomenes d’appels répétés dans des réseaux informatiques et téléphoniques. Elles sont
caractérisées par I’hypothese de base suivante: le client qui arrive et trouve le serveur
occupé doit rejoindre une file supplémentaire de client s’appelée ”orbite”, et réessaye
ultérieurement de faire des tentatives de service apres une durée de temps aléatoire d’apres
une politique particuliére de rappels. Si par contre a I'arrivée du client il y a un ou
plusieurs serveurs libres et en bon état, le client sera servi immédiatement et quitte le
systeme apres son service. L’orbite peut étre de capacité finie ou infinie, dans le premier
cas, si l'orbite est pleine, le client doit quitter le systeme sans étre servi des qu’il trouve

tous les serveurs et les positions d’attente occupés.

Ces modeles d’attent apparaissent dans la modélisation stochastique de plusieurs sit-
uations réelles et des réseaux de télécommunications [23]. Par exemple dans la trans-
mission de données, un paquet transmis de la source a la destination peut étre retourné,
et le processus doit ¢étre répété jusqu’ a ce que le paquet soit finalement transmis. Les
premieres tentatives rigoureuses sur les systemes de files avec rappels remontent aux

travaux de Kosten(1947) [24], Wilkinson [29] et cohen [9]. Les progrés dans ce domaine
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sont résumés dans les monographies de Falin et templeton (1997)[13] , et une classification
bibliographique sur les systemes avec rappels est donné par Artalejo (1998) [5] et (1999)
[6] et (2006) [7] et (2010) [3].

1.3.1 Modele général

En général, un systeme de files d’attente avec rappels contient un espace de service
composé de C' > 1 dispositifs de service et un espace d’attente de m—C' (m > C') positions
d’attente. Les clients arrivent dans le systeme selon un processus aléatoire avec une loi de
probabilité donnée, et forment un flux d’appels primaires. A Tlarrivée d’un client, s’il y
a un ou plusieurs serveurs libres, le client sera immédiatement pris en charge. Sinon, s’il
y a des positions d’attente libres, le client va rejoindre la file d’attente selon la discipline
de service adaptée dans le systeme. D’autre part, si un client arrive et trouve tous les
serveurs et positions d’attentes occupés, il quitte le systeme définitivement avec une prob-
abilité 1 — Hy ou fait des tentatives de service apres une durée de temps aléatoire avec une
probabilité Hy. Entre les tentatives, le client est en orbite et devient source d’appels
secondaires (rappels). La capacité de 'orbite O peut étre finie ou infinie. Dans le cas ou
O cst finic et si Uorbite est pleine, le client quitte le systeme pour toujours. Lorsqu’un
client est rappelé de l'orbite, il est traité de la méme maniere qu’un client primaire avec

une probabilité Hj, (s'il s’agit de la k™ tentative échouée).

La notation de Kendall est: A/B/C/m/O/H, ou A et B décrivent respectivement les
codes de la distribution du temps inter-arrivées et la distribution du temps de service,
C est le nombre de serveurs identiques et indépendants, m — C' est la capacité de la file
d’attente, O est la capacité de l'orbite, H est la fonction de persistance H = {Hy; k > 0}.
Sim, O et H sont absents dans la notation de Kendall, alors m = C, O = 0 et H, =1
pour tout k > 0. La distribution du temps inter-rappels n’est pas indiquée. Le schéma

général d'un systeme de files d’attente avec rappels est présenté dans la figure 1.3.1.
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_ Espace
Appel (client) D' attente

Pransie —— Station de
Service | * sppel
Aboutissant

1-Hy
»  Appel
H, perdu
:
Appel (client)
secondaire ;
Orbite
(Capacité : O)

Figure 1.3.1 : Schéma général d’un systeme avec rappels

1.3.2 Modeles markoviens
1.3.2.1 Modele M/M/1 avec rappels

On considere un systeme de files d’attente sans positions d’attente. Le service est assuré
par un seul serveur[l]. Les clients primaires arrivent selon un processus de Poisson de
taux A > 0. Les durées de service suivent une loi exponentielle de fonction de répartition
B(z)=1—e " x >0 et de moyenne finie i Les temps entre deux rappels consécutifs
sont également exponentiels de parametre § > 0 (la fonction de répartition
T () =1—e7% 2 >0). Nous admettons que les durées de service, les durées entre deux
rappels consécutifs ainsi que entre deux arrivées primaires successives sont mutuellement

indépendantes. L’é¢tat du systeme peut étre décrit par le processus
{C(t),No(t),t >0}, (1.3.1)

Ou C' (t) est égale a 0 ou 1 selon le fait que le serveur est libre ou non, Ny(t) est le nombre
de clients en orbite I'instant t. Supposons que le régime stationnaire existe <p = ﬁ =< 1).
Le processus (1.3.1) est de Markov d’espace d’états S = {0.1} x N. Le schéma de modele

M/M/1 avec rappels est donné par la figure 1.3.2.
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(0, n+1)

S

(0, 0) A > I (1,0)
W

Figure 1.3.2 : modele M/M/1 avec rappels

Les équations d’équilibre statistique sont:

(A +70) poj = pip1y; (1.3.2)

()\ + 2/1) P1j = )\p()j + (] + 1)9p0j+1 + /\plj_l. (133)

Ici, pij = limy_oo P(C(t) = i, No(t) = j), i = 0,1 et j > 0, représentent la distribution
stationnaire conjointe de I'état du serveur et du nombre de clients en orbite. Introduisons

les fonctions génératrices suivantes:

Py (z) = Z 2 poj;
=0

P1 (Z) = Z ijlj-
7=0

A Tlaide de ses fonctions et & partir des équations (1.3.2) et (1.3.3), on obtient:

Po<z>=<1—p>(1"’)3; (1.3.4)

1—2zp
A

Pi(z)=p (t&)EH. (1.3.5)

1-zp
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1.3. Les systemes de fils d’attente avec rappels

Les transformées inverses des (1.3.4) et (1.3.5) nous donnent les formules analytiques
explicites [4]:
_ P it , S+H1L.
Poj = g7 Llkmo(1+ RO = p)is

Pias!

- j‘Hj ?c:l(A—i_k@)(l _p)%+1;

P1j

1.3.2.2 Modeles a multiserveurs

Nous Considérons un groupe de C' serveurs entierement disponibles dans lequel un flux
des arrivées primaires poissonnien arrive avec un taux A > 0. Si un client primaire arrivant
trouve un serveur libre, il occupe immédiatement un serveur et quitte le systeme apres le
service. Sinon, si tous les serveurs sont occupés, il entre on orbite. Nous supposons que la
durée entre deux rappels consécutifs est distribuée exponenticllement avec le parametre

0, et les temps de service sont distribuées exponentiellement avec le parametre pu.

Le fonctionnement du systeme peut étre déerit par le processus stochastique de Markov
{C(t), No(t);t > 0}, on C(t) est le nombre de clients dans I'espace de service et Ny(t)
est le nombre de clients en orbite a 'instant ¢[13]. Son espace d’états est donc S =
{0,1...,C'} x N. Ses taux de transition infinitésimaux q(ij)(nm) Sont donnés par:

1. Pour 0<:<(C—-1

A si (k1) = (i +1,5)
in si (k,0) =(i—1,))
g (k1) =< o si(k)=(i+1,j—1) ;
— (A + g+ 56) si (k,1) = (4, )
\ 0 sinon
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1.3. Les systemes de fils d’attente avec rappels

2. Pour i=C
B si (k1) = (C,5) + 1
Cu si (k,0)=(C—1,7)
g (k1) = . ;
—(A+Cp) si (k1) = (i,4)
0 sinon

\

Les caractéristiques importantes de la qualité de service sont:

e Probabilité que tous les serveurs occupés Po = lim; o P(C(t) = C);
e Nombre moyen de clients en orbite Ny = limy— E[Ny(t)];

e Nombre moyen de serveurs occupés C' = lim;_o, E[C(t)].

La condition suffisante et nécessaire d’existence d’un régime stationnaire du systeme
est A < Cu. La distribution stationnaire p;; = lim;—,~p;;(t) satisfait le systeme d’équations

de Kolmogorov suivant:

()\ + Z,M —|—j9)pw = )\pi_L]‘ + (] + 1)(9]?1'_17]‘4_1 + (’L + 1),&]91'_._17]‘, (136)

s§i0<i<C—1,etj>0;

(A + Cp)pcj = Apc—1,; + (J + 1)0pc—1,j+1 + pe,j-1, (1.3.7)

sit=Cetj>0.
Pour les fonctions génératrices

pi(z) = Zpij, 0<i<C
=0

Ces équations deviennent

(A +ip)pi(z) + 02pi(2) = Api—1(2) + 0pi_1 (2) + (0 + 1) ppiya(2), (1.3.8)

si0<i<(C—1,

(A + Cp)pe(z) = Apc—1(2) + Opp_1(2) + Azpe(z), (1.3.9)
sii=C.
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Maintenant, introduisons la fonction génératrice bivariée

C .
z) = Z x'pi(2)

Nous supposons que le taux de service pn = 1, donc les équations (1.3.8), (1.3.9) deviennent:

A1 —2)p(z,2) +0(2 — x)p (2, 2) + (x — 1)pl(x, 2) (1.3.10)

+A2%(z — 2)po(2) + 02¢ (x — 2)p(2) = 0.

En différenciant 1’équation (1.3.10) par rapport a z, x,xx, zz au point = 1,z = 1, on

obtient les équations suivantes:

ONo— APz — ON¢ = 0, (1.3.11)
A+ 0Ny —C — AP —0ONg =0,
NC +0p!, —p' — NCPy—0CNg =0,
—ANg —0p” + (1+0)p". +X\—0CNg — ACPz +0pl.. =0,

0p”. — AN¢g — 0pll.,. =0,

Ot Ny = P/(1.1), Po = Po(1),C = P.(1.1), N¢ = lim; .o E[No(t), C(t) = C] = P5(1).

En éliminant de ces équation les variables N, P, P, P

xzy T zz)* Czz

que P’ (1.1) = (Var[C(t)] + (E[C(t)]?) — E[C(t)]), nous obtenons

et en tenant compte du fait

C =\ (1.3.12)
— 140 X=lim_, Var|C(t)]
Ny = . . 1.3.1
0= o (1.3.13)
L’équation (1.3.13) peut étre réécrite sous une forme équivalente telle que:
2 _ s 2
~ 14+60 N+ XN = lim—, E[(C(t)) ] (1.3.14)

T e C—A
L’équation (1.3.12) peut étre considérée comme une variantede la formule de Little et
représente 1'égalité du trafic offert et de celui transporté. L’équation (1.3.13) donne une
description partielle de la dépendance de la taille moyenne de l'orbite des parametres

du systeme étudié et réduit le calcul de cette mesure de performance (Ng) au calcul des
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1.3. Les systemes de fils d’attente avec rappels

caractéristiques du nombre de serveurs occupés, ce qui est un probleme plus simple.

De méme, les moments supérieurs du nombre de clients en orbite peuvent etre exprimés
en termes de la distribution du nombre de serveurs occupés. Par exemple, le deuxieme

moment factoriel ¢po = E[Ny(t).(No(t) — 1)] = p”,(1.1) est donné par[13] :

1+ 26
=——— [ (246 -\ (1.1
+A4+0)(C =N +2C(1+0)(C—X=1)]p’.(1.1)
—2)\20(1 +0)(C—-A—-1)— 2)\3(0 —A).
Une autre information intéressante sur la distribution stationnaire du nombre de

serveurs occupés P; = limy_,,.P(C(t) = i) peut étre obtenu comme suit. Mettons dans

les équation (1.3.8), (1.3.9) z = 1:

AP, +0N; — (i 4+ 1)Piyy = AP,_1 +ON;_, —iP,, 0<i<C—1
APc_1+60Nc_1 — Cpe =0,

Ou N; = limy—o E[Ny(t),C(t) = i]. Les équations précédentes donnent que
AP, +0N; — (i+1)Py1 =0, 0<i<C—1 (1.3.15)

Définissons le taux du flux des clients secondaires étant donné que le nombre de serveurs

occupés est égal a i par r; = 5. Alors, 'équation (1.3.15) devient:
A +r; .
P = Z.+1Pi7 0<i<C-—1

Enfin

A+7i21)...(A+10)

1

j Py, 0<i<C, (1.3.16)

c
La probabilité P, s’obtient a partir de I’équation de normalisation ) P; = 1. En effet,
i=0

S ()\+ri_1)2j..()\+ro)]_1. 1317

Bien que les taux r;, 0 < ¢ < C'—1, soient inconnus et que les équations (1.3.16)-(1.3.17)

ne présentent pas de solution sous forme ”close”, ces dernieres fournissent un aprecu du
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probléme et seront utilisées plus tard. En outre, 'équation (1.3.12) permet d’avoir une

relation, telle que

ii(A ria)- (At 7o) )\EC: A+ ri1)(A+ 7o) (1.3.18)

(4 ]
=0 =0
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CHAPITRE

2 Approches d’analyse des
modeles a multiserveurs

avec rappels

2.1 Introduction

Due a I'absence des formules analytiques explicites pour les caractéristiques proba-
bilistes principales des modeles de files d’attente avec rappels a multiserveurs, la seule
méthode pour obtenir des données numériques précises consiste a résoudre les équations
de Kolmogorov numériquement. Mais des que ce systeme d’équations est infini, il ne
peut pas étre résolu directement méme sur ordinateur. Les transformations qui réduisent
ces ¢quations a une solution d’un petit probleme fini dans le cas général ne sont pas

disponibles. C’est pourquoi, nous nous adressons aux approches d’approximation.

Dans ce chapitre, nous présentons deux approches d’obtention des solutions, ren-

contrées dans la littérature, pour les modeles avec rappels et multiserveur.
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2.2 modeles tronqués

2.2.1 Description du modele

Dans ce modele, par opposition au modele principal, la taille de 'orbite est limité par un
constante M. Si le nombre de sources est égal a M, alors les clients bloqués sont perdus
et n’ont aucune influence sur le fonctionnement du systeme. La dynamique stochastique

du systeme peut étre décerite par un processus bidimensionnel[13]

{c@, N )}

ott C)(¢) est le nombre de serveurs occupés et N (t) est le nombre de clients en orbite
a I'instant ¢. Sous les hypotheses ci-dessus, le processus (C (), NéM) (t)) est Markovien

avec l'espace d’états SM) = {0,1,...,C} x {0,1,..., M}. Les taux de transition q((%)

(nm)
sont donnés par:

L. Pour 0<i<C—1,0<j<M

¢

A si (k1) =(+1,7)
i si (k,0)=(i—1,7)
gk ) =< jo si(b,)=(i+1,j-1) ;
— (AN +ip+70) si (k1) =(1,7)
\ 0 sinon

2. Pouri=C, 0<j<M-1

A si(k,0)=(C,7+1)
Cp si (k,1) = (C = 1,7)
Qz(]]'\/[)(kJ) = . . ;
Spwen si (k1) = (C, )
0 sinon
\
3. Pouri=C, j=M
Cu si (k,l)=(C—1,M)
g (k1) = —Cu si (k1) = (C,M)
0 sinon
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Ainsi les taux qE%)(nm) sont les mémes que ceux du modele principal [10] sauf pour

i=C,j=M.

2.2.2 Régime stationnaire

Puisque l'espace d’état du processus {C(M) (1), N(EM) (t)} est fini, le processus est tou-
jours ergodique. La distribution stationnaire Pi(]M) = limy 0o P(CM) (1) = i, NM(t) = j)

satisfait le systeme d’équations suivant:

A+ 405" =M+ G+ D0 + (i + Dl (22
0<:<C-1,0<j<M-1;

A+ i+ MO = Api™ o+ (i + DpplY (2.2.2)
0<i<C-—1, j=M;

A+ Cmp"™ = Ay + G+ Do+ D), (2.2.3)
i=C,0<j<M-—1;

Cupcly) = el ar + Aeir1 (2.2.4)

i=C, j=M;

qui satisfait a la condition de normalisation:

cC M
SS p =1 (2.2.5)

i=0 ;=0
2.2.3 Condition d’existence d’un régime stationnaire
2.2.3.1 Condition suffisante

Théoréme 2.2.1 [13] Soit X (t) un processus de Markov avec ’espace des états discret

S et les taux de transition qsp, ot s,p € S, Y qsp, = 0. Suppossons qu’il existe:
P

1. une fonction @(s), s € S (cette fonction est dite une fonction de Lyapunov).
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2. un nombre positif € tel que:

e les variables ys = Y qsp(0(p) — ¢(s)) < 0o pour tout s € S;
p#s

o y, < —¢ pour tous les s € S sauf un nombre fini d’états.

Alors le processus X (t) est régulier et ergodique.

Preuve. Pour les systemes de files d’attente avec rappels, une combinaison linéaire des
coordonnées du vecteur de Processus de Markov qui décrit le fonctionnement d’un modele

généralement [11] [12] peut étre utilisé comme la fonction de Lyapunov ¢(s).
p(s) = @i, j) = ai + j,

oll @ est un parametre, qui sera déterminé par la suite. Alors les accroissements moyens

Ys = y;; sont donnés par:

Aa+ip(—a)+j0(a—1), si0<i<C—1,

Yig =
A+ Cu(—a), sii=C.

Puisque pour tout ¢ = 0,1, ..., C' il existe

_ (a—1).00, si0<i<C—1,
lim y;; = L; = ;
J7reo A—aCp, sii=C.
les suppossitions du théoreme restent vrai si toutes les variables L; sont négatives,

¢’est-a-dire:
a—1<0;

A—a|Cul <0.
Ces conditions [2] représentent un ensemble d’inégalités linéaires pour le parametre

inconnu a. Ces conditions peuvent étre écrites sous la forme :

A o<t
- a .
Cu
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2.2.3.2 Condition nécessaire

La non ergodicié peut étre déterminée aussi a I’aide des fonctions de Lyapunov. Le téoreme

suivant est le plus convenable.

Théoreme 2.2.2 [13] Soit {(,} une chaine de Markov avec Uespace des état S et les

probabilités de transition rg,. Supposons qu’il existe:

1. une fonction positive p(s), s € S, telle que pour un certain d on a

rsp £ 0= |(s) — o(p)| < d;

2. un nombre positif b tel que:
e L’ensemble A, = {s € S|p(s) > b} # ¢;
o inficq, x5 = infoca, E(0(Cui1) — ¢(9)|Cn = s) est non négatif (ou positif).
Alors la chaine {(,} est non ergodique (n’admet pas un régime stationnaire en elle est

transitoire).

Preuve. On considere le modele principale S qui a pour processus de Markov {C'(t), No(t),t > 0}.
Les probabilités de transition de la chaine de Marcov {¢,} son données par:

1. Pour0<¢<(C -1

P si (k1) = (i +1,5)
rig(k, 1) = T ! (5, 0) = (?_ 1’7) :
NFipt 0 st (k,0)=(+1,5—1)
| 0 sinon
2. Pouri=C
s stk =(Coi+1)
rij(k, ) = § 554 si (k1) = (C—1,5) :

0 sinon
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Soit A > C'. Considérons la fonction de Lyapunov ¢(i,j) = ¢+ j. Alors:
L. Sirgjymy # 0 alors [i — k| < 1,|7 — 1] <1 et par conséquent
jp(isg) =k D =li—k+j-I <|i—k[+]i -] <2,
c’est-a~dire d = 2.
2. Puisque la variable b peut prendre un nombre positif quelconque. Alors:

(a) Ay = (4,7)]i =0,1,...,C;j > max(b—14,0) # ¢;
(b)

A—i . , .
o _LA+iu+j0 si0<i<(C -1
Zj_

A—C Co

_H/H—Cu sit=C

Par conséquent, pour A > C'u la variable z;; est toujours non négative , de plus z;; > 0

pour (i,7) € Ap. Alors, pour A > Cu le processus {C(t), N,(t);t > 0} est non ergodique.

A présent, soit A > Cu. On considére la fonction de Lyapunov ¢(i,j) = ai + j ou
a € (1,\/Cpu). Alors:

1. Sirij(n,m) #0, alors |[i —n| <1, | —m| < 1 et par conséquent
lp(i,7) — e(n,m)| = la(t =n) + j—m[ < ali—n[+[j —m| <a+1,

c’est a dire d = a + 1.

2. L’ensemble A, est non vide quelque soit b > 0, alors on doit choisir b de telle facon

ue inf x;; > 0. Mais pour ¢ = C
A i ea, ™ P

A—aClp

— > 0 pour tout j,

Tcj =
et pour0<:<C -1
lim z;; =a—1> 0.
Jj—o0o

Alors, pour i = 0, 1,...C' il existe N; tel que

a—1
Tij > 5 pour tout N;.
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Si

. [A=aCpu a—1
€ = min
A+Cup’ 2 ’

alors z;; > € pour tout (i,5) € S sauf que pour (7,7) vérifiant ¢ = 0,1,...,C — 1
et 0 < j < N; — 1. Soit b suffisemment grand de telle fagon que I'ensemble A, ne

contient pas ces états. Alors
xij > €, pour tout (i,7) € Ay,

c’est a dire

inf Tij >e>0.
(1,])€Ab

Alors, pour A > Cu la chaine {C(t), N,(t),t > 0} est transitoire. Par conséquent,
la condition p = Ciu < 1 implique l'ergodicité et p = Ciu > 1 implique que la chaine

{C(t), N,(t),t > 0} est transitoire.

2.2.4 Un algorithme pour le calcul numérique de la distri-

bution stationnaire

Pour obtenir une précision correcte de la solution dans le cas d’un trafic fort
ou internité de rappels faible, la valeur M doit étre vraiment large (envison les
centaines). Si le nombre de serveurs est aussi large, alors le nombre d’inconnues
peut atteindre quelques centaines de milliers et, ainsi 'application de la méthode
de troncation rencontre des difficultés considérables. Donc il est important pour les
modeles essentiels de bien simplifie les calculs. Comment ceci peut étre réalisé? une

idée est due a Wilkinsen [29]:

On introduit la nouvelles variables rl(jM ), 0<:i<C,0< 5 < M, comme suit:
M
an _ PSY
Tij = W
Poum
Si on peut trouver les variables TZ(JM ), alors on peut calculer les probabilités Pi(JM):
(M)
pan _ i
ij c M :
> >
i—0j=0 "
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Et on peut calculer les principales caractéristiques probabilistes du systeme tronqué

S 113]:

e La probabililé de bocage:

e Le nombre moyen de serveurs occupés:

e Le nombre moyen de clients en orbite:

N(()M) Z er(M) P(M).

=0 7=0

Les variables rgj ) satisfont I'ensemble d’équations suivant, obtenu a partir des

équations (2.2.1) — (2.2.5) pour les probabilités P( );

rM =1, (2.2.6)

(M)

(A +ip —|—]9) (M) _ /\r,fMl)J + (5 + 1)0771@41)7%1 + (i + Dy (2.2.7)

$i0<i<C—1,0<j<M-—1,

A+ ip+ MOy = ™+ i+ D), (2.2.8)
si0<i<C—1, j=M,
M M . M M
O+ O = X8+ G+ 0080 0 + 87 (2.2.9)

sii=C,0<j<M-—1,

(’/17” (M) — )\T(CM)l vt )\T(C]\,/I]\E,_l. (2.2.10)

(M) (M)

On commence a partir de rg,, peuvent étre calculées

= 1. Puis, les variables T

récursivement. L’algorithme a été publié par Johin et Sedol .
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2.3. la méthode d’extrapolaion de valeur

2.3 la méthode d’extrapolaion de valeur

L’approche présentée ci-dessus fournit une solution numérique [17] a la distribution
stationnaire F;; des chaines de Markov a temps continu. Elles utilisent les équations
de Kolmogorov pour calculer les caractéristiques de performance souhaitées. Le

probleme a résoudre est de trouver la solution du systeme d’équation suivant:

Pij ZQS’S = qu’spijyvs € Su

s'#s s'#s

d pP=1,

ol ¢y représente le taux de transition de l'état s = (i,7) a s’ = (k,1).

Dans ce qui suit, nous considérons une approche alternative, appelée Extrapolation
de valeur [15]. L’approche en question est basée sur les outils de la théorie des
Processus de Markov Décisionnels et également sur le principe de troncation. L’idée
est de trouver la valeur relative moyenne en résolvant les équations de Howard,
écrites pour un espace d’états tronqué. Sa particularité consiste dans le fait qu’au
lieu d’une simple troncation, les valeurs d’état relatives a l'extérieur de l'espace
d’états tronqué sont estimées par extrapolation polynomiale des valeurs d’état
relatives a lintérieur de l'espace tronqué en question[18]. De cette maniére, nous
obtenons un systéme fermé ainsi que les résultats précis avec de faibles niveaux de

troncation.

2.3.1 Processus de Markov Décisionnels

Un processus de Markov Décisionnel peut étre défini comme {S, A, P, R}, ou S est
un ensemble d’états, A est un ensemble d’actions, P est une fonction de transition
d’état, et R est une fonction de revenu. L’état du systeme peut étre controlé, en

choisissant les actions ”a” parmi ”A”, influencant ainsi les transitions d’état. La

fonction de transition P : S xS x A — R spécifie le taux de transition entre une
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2.3. la méthode d’extrapolaion de valeur

paire d’états lorsqu’une certaine action est prise a létat d’origine[27].

La premiere caractéristique de la technique d’extrapolation de valeur est la
nécessité de la définition d’une fonction de revenu qui doit étre une fonction de
Pétat du systéme[26], qui est r(s). A la Suite de la définition de la fonction de
revenu pour chaque état, en régime stationnaire, un taux de revenu moyen du pro-
cessus peut étre introduit comme suit ¥ = 3 5 Piyr(i, 7). Dans la technique
d’extrapolation de valeur, la fonction de revenu R doit étre définie de sorte que le
revenu moyen résultant 7 coincide avec la mesure de performance souhaitée. Une fois
que nous avons défini le cadre PMD ainsi que la fonction de revenu, nous sommes
en position pour définir les valeurs d’état relatives. Il est évident qu’apres avoir
exécuté une action dans un état s € S le systeme collectera un revenu pour cette
action (r(s)) , mais comme le nombre de transitions augmente, le revenu moyen
collecté converge vers 7. La valeur d’état relative v(s) montre la différence entre
le total des revenus cumulé lorsque le processus débute a 1’état s et le revenu total

cumulé par le processus, le taux moyen de revenu étant 7 :

v(s) = E[/ (r(S(t) —r)dt/S(0) = s.
0
Les équations de Howard [21]relient les revenus, les valeurs d’état relatives et les

taux de transition de la maniére suivante:

r(s) —r+ qusf(v(s') —u(s))=0; Vs e S.

Les équations de Howard qui correspondent au systéeme M/M/C avec rappels sont:

+j0(v(i+1,7—1)—v(i,j)) =0,

0<i<C—1;

r(i,7) =T+ AMv(C,j+ 1) —v(C,j) + Cu(v(C —1,75) —v(C, 7)) =0,
i1=C.
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2.3. la méthode d’extrapolaion de valeur

Comme nous pouvons observer le nombre d’états est infini car j peut prendre
n’importe quelle valeur dans Z,, nous devons donc tronquer l'espace d’état S a
SM).

SO = {s=(i,7); 0<j<C; 0<j< M},

En effet, il y aura autant d’équations de Howard que de nombre d’états, |S (M )|.
Le nombre d’inconnus sera les |[S™)| valeurs d’état relatives plus le revenu attendu
7, c’est-a-dire | S™)|4-1 inconnues. Cependant, comme seules les différences dans les
valeurs relatives apparaissent dans les équations de Howard, nous pouvons définir
v(0) = 0. Par conséquent on aura un systeme linéaire d’équations résoluble ayant

le méme nombre d’équations que le nombre d’inconnues.

2.3.2 Ajustement polynomial

L’Extrapolation de Valeur consideére les valeurs d’état relatives en dehors S
qui apparaissent dans les équations de Howard comme une extrapolation de cer-
taines valeurs d’état relatives correspondant aux états se trouvant a l'intérieur
S En résumé, I'objectif de I'extrapolation de valeur est de trouver une fonction
d’extrapolation qui correspond & certains points de S de sorte qu'’il se rapproche
également des points extérieurs de S™). 11 est important de choisissez une fonc-
tion d’ajustement qui fait que les équations de Howard forment un systeme fermé
d’équations linéaires. Les fonctions d’ajustement les plus courantes qui remplissent
cette condition sont les polynomes. Nous pouvons utiliser tous les états de S™) dans
la procédure d’ajustement global ou, ce qui est le plus souvent utilisé, seulement un
sous-ensemble Sy de leur localisation. Par souci de simplicité, dans la description
suivante[25], nous supposons qu'’il existe une application W a partir de ’ensemble
bidimensionnel d’états vers un ensemble & une dimension, par exemple, les nombres

réels: W : §f — R.
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2.3. la méthode d’extrapolaion de valeur

Par conséquent, l'application W traite des états comme s’il s’agissait de valeurs
réelles w = W(s). Le choix de W dépendra fortement des états dont lesquels
nous voulons extrapoler sa valeur d’état relative. Notons ¢galement que la fonction
f(w) et 'ensemble S}M) doivent étre choisi de sorte que les parametres de f(w)
des valeurs non ambigus, c’est-a-dire dans le cas du choix d'un polynéome comme
fonction d’interpolation, le nombre de points différents dans S}M) doit étre égal ou
supérieur au nombre de coefficients dans le polynome. En général, la procédure
du calcul des coefficients du polynome consiste a minimiser 'erreur quadratique

minimale:
E=Y (f(w)—v(w)) (2.3.1)
weWw
Alors les valeurs optimales pour les coefficient du polynome a; peuvent étre calculées

par en résolvant les équations:
oF

Bai

Dans notre cas, nous utilisons autant de points que le nombre de parametres

—0, Vi. (2.3.2)

du polynome d’interpolation, de sorte que la procédure d’ajustement est une inter-
polation polynomiale ordinaire et E = 0, c¢’est-a-dire que tous les points considéres
se trouveront dans la courbe du polynome. Dans ce cas, le probleme peut étre
formulé comme suit: Etant donné un ensemble de n = (W(S}M))) = |S}M)| points
(wo, v(wp), ..., (Wp—1,v(w,_1)), on peut déterminer un polynome de degré (n — 1) de

sorte quef(w;) = v(w;), pour i = 0,...,n — 1, on

fw) = aop+ a1w + asw® + ... 4 ap_qw" L

Le polynome d’interpolation satisfait aux n équations linéaires suivantes:

1

flw;) = ap + ayw; + agwi + ... + ap_w! "t =v(w;),i =0,....,n — 1.

Ces derniéres, sous forme matricielle, se présentent de la maniere suivante:
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1wy - wp! ag v(wp)
N e N B R
1 wor o Wity {ana]| o [v(waer))

La matrice de coefficients de ce systeme A est une matrice de Vandermonde, dont
le déterminant est non nul et donc A est inversible. Ainsi, il existe toujours une
unique solution au systeme linéaire d’équations considéré ou, de maniere équivalente,
il existe un unique polynme qui passe par tous les n points. Cependant, les ma-
trices de Vandermonde sont souvent mal conditionné, surtout si certains w; sont
trés proches, donc la procédure pour calculer le polynome est également mal con-
ditionnée. Il est important de noter que 'unicité du polynome d’interpolation ne
signifie pas qu’il ne peut pas étre écrit dans une base différente de la base standard.
Plus concretement dans ce travail, nous avons utilisé la base de Lagrange. Pour le

probleme d’interpolation considéré, le polyndome est un combinaison linéaire

n—1
L(w) =Y v(w;)l(w).
§=0
ou
n—1 w — W; w — Wy W— Wi W—Wjg1 W— Wy
o Wi T Wi Wi —Wo Wi — Wi Wy — Wiy W= W1

Pour le probleme étudié, nous aurons une équation de Howard dans laquelle apparait
v(C, M + 1), c’est-a-dire une valeur relative d’'un état qui n’appartient pas a S,
Nous devons donc approximer la valeur relative v(C, M + 1) en utilisant certaines
valeurs d’état relatives des états appartenant a S 11 est important de souligner
que pour 'extrapolation de v(C, M + 1), nous n’utilisons que des états de la forme
s = (C, j), avec j variables. De ce fait, on d’éfinit I"application w comme w((C, j)) =
j. De plus, on utilise un polynome de degré (n — 1) qui interpole les n points de Sy =

{si=(C,M —1)/i=0,...,n—1} et alors w(Sy) = {w;=M —i/i=0,...,n—1}.

32



2.3. la méthode d’extrapolaion de valeur

En effet,

wo = M — v(wo) = v(C, M);

wy =M—1—v(w)=v(C,M—-1);,

w; =M —j—v(w;) =v(C,M — j);
Wpo1 =M —(n—1) = v(w,—1) =v(C, M — (n —1)).

De cette facon, la forme générale de I’état d’extrapolation lors de I'utilisation d'un

polynome de degré (n — 1) est:

|
—

n

o™(O M+ 1) = LM +1) =Y v(C,M — j)I;(M +1).

<
Il
=)

Par exemple, dans le cas d'une extrapolation linéaire n = 2, on utilise (M, v(C, M))

et (M —1,v(C,M —1)):

v(C, M +1) = LO(M 4+ 1) = v(C, M)lo(M + 1) +v(C, M — 1)l;(M + 1)
(M +1)— (M +1) (M+1)—-M
M — (M —1) (M —1)—M
=2v(C, M) —v(C,M —1).

= o(C, M) +o(C, M — 1)

suivant la procédure similaire, nous obtenons les relations suivantes pour n = 3
et n =4:
V3O, M +1) =30(C, M) = 3v(C,M — 1) +v(C, M — 2);
vW(C, M +1) = 40(C, M) — 6v(C, M — 1) + 4v(C, M — 2) — v(C, M — 3).

Finalement

V(O M+ 1) = nz_l(—w <k: Y 1) w(C, M — k).

k=0

ol n est le nombre de coefficients pris pour les polynomes de Lagrange.
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2.3.3 Fonction Revenu

Par définition, r(s) est le taux de revenu obtenu lorsque le systeme est dans 1’état s.
Par conséquent, nous devons définir le revenu comme la mesure de performance que
nous voulons calculer. De plus, les entrées r(s) dans les équations de Howard doivent
étre correctement définies. Le tableau 1 donne plusieurs exemples sur la fagon dont
r(s) peuvent étre déterminés pour obtenir certains mesure de performance. Par
exemple, nous choisissons le nombre moyen de client en orbite et nous définissons la
fonction de revenu comme étant j pour tout les états de SM), Clest-a-dire r (4, j) =
Jypour 0 < i< Cet0<j<M, etr(ij)=0dans les états qui se trouve en dehors
de SM),

Table 2.1: Définition de la fonction revenu.

Probabilité de blocage Pe r(i,j)=1pouri=Cet0<j< M

r(i,j) = 0 sinon

Nombre moyen de clients en orbite | N, | r(i,5) =j, pour 0<i < Cet 0<j< M
r(,7) = 0 sinon
Nombre moyen de serveurs occupés C r(i,j) =i, pour 0<i<Cet0<j<M

r(i,7) = 0 sinon

2.3.4 Effet de ’extrapolation de la valeur dans les équations

d’Howard

Dans notre probleme, et comme mentionné ci-dessus, nous n’aurons qu’a rem-
placer v(C, M + 1) par sa valeur approximative dans I’équation de Howard qui cor-
respond a 'état v(C, M + 1) Par exemple, si nous utilisons 'extrapolation linéaire

n = 2, cette équation devient

r(C,M) —r+v(C,M)(—X—Cpu) +Xvo(C,M +1)+ Cuv(C — 1, M)
=r(C,M)—r+v(C,M)(\N—Cu)+ Cpuv(C —1,M)+v(C,M —1) = 0.
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Comme v(C, M + 1) n’apparait plus dans les équations de Howard, nous avons un
systéme linéaire de (C'+1) x (M + 1) équations ayant le méme nombre d’inconnues.
Ce systeme peut étre exprimé sous forme matricielle pour des raisons de simplicité.
Par conséquent, le systeme peut étre réécrit comme 7" = b, oll x est un vecteur
avecles inconnues (C' + 1) x (M + 1) (7 et les valeurs d’état relatives v(s)) et b

comporte les taux de revenu négatifs pour les différents états [15]:

x=[r,v(0,1),...,v(0,Q),v(1,0), ...

(G, M)];

b=[-r(0,0),—r(0,1),...,—r(C,0), —r(C, M)].

La matrice T représente la matrice des coefficients et peut étre construite en

mettant tous les éléments de la premiere rangée de la matrice Ty égale a -1. La

matrice Tj est donnée par:

n
Ay
0

@)
@)

Aj
Ay
A3

@)
@)

0
Ag

@)
@)

o o o]
O 0 0
O 0 0
AT AC
401 401
0 A5 A¢

Ou les sous-matrices sont définies comme

Ay=(G+1Dul, 0<i<C—1;

(N 0 0

0 x 20

Ai—
00 0
_0 0 0

0 0
0 0
L 1<i<cy
A M6
0 A |
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a 0 0 0
0 aa—40 0 0

Ai=l0 0 a—20 . 0 |,powra=-A—in0<i<C-1
0 0 0 - a—Mb

Lorsque ¢ = C, en utilisant 'extrapolation linéaire n = 2 et quadratique n = 3,

nous obtenons respectivement:

0 0
A 0 0
0O X -0 0
AC= ,
00 - )\
0 0 A A—Cu
3 0 0 0 |
AN B o 0 0
0 A - 0 0
A9= | + L,
00 -0 A
00 -+ B —3\
00 -+ XA 2 —Cqu

Ou ==X —Cu. En général, si I'extrapolation est faite avec n < M + 1 points, la

matrice A{ est donnée par:
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B O - 0 Al

A B o 0 Acl)

0 A -0 Ac
AY= :

00 -0 Acs”

00 - 8 Act”

00« A =A=Cu+Ag”

Ou
(-DICH sil<n

0, sil>n

o) =

Nous soulignons que la taille de la matrice T ne dépend pas du degré de polynome
utilisé pour effectuer I'extrapolation, seule la derniere colonne de la matrice A
dépend de I'ajustement polynomial. Cette caract éristique a I'avantage suivant: il
n’y aura pas de différence dans le cotit de calcul lorsqu’on utilise un degré d’extrapolation

plus élevé.

[’inconvénient principal de la technique d’extrapolation de la valeur est que cette
technique est seulement capable de calculer une mesure de performance chaque fois
que nous résolvons le systeme. Néanmoins, nous pouvons surmonter cet inconvénient
de la suivante. D’une maniere générale, la solution du systeme x1T" = b peut étre
obtenue en utilisant la matrice inverse de T en faisant x = b¥T~!. Notons également
que le choix d’une autre mesure de performance n’affectera que les valeurs dans b.
Par conséquent, le calcul d'une seconde mesure de performance augmente seulement
les dépenses de calcul par le cotit du produit 6771, car le reste du processus de calcul

de la matrice inverse 7! n’est résolu qu’une seule fois.
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CHAPITRE

Etude et analyse du
modele d’attente

M/M/C/K avec rappels

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous réalisons l'analyse stochastique du modele a I’étude :
M/M/C avec rappels, espace d’attente de capacité limitée, abandons exponen-
tiels. A cet effet, nous donnons une description mathématique du modele, trou-
vons les conditions d’ergodicité, présentons les étapes d’application des méthodes

de résolution approximative : Troncature Finie et Extrapolation de Valeur.

3.2 Description du modele

Nous considérons un systeme de files d’attente avec C serveurs et K — C' positions
d’attente vers lequel les clients primaires arrivent selon des processus de Poisson avec
un taux A > 0. Un client primaire regoit un service immédiat s’il y a un serveur
inactif; sinon nous avons deux possibilités selon le fait que le nombre de clients dans

I'espace d’attente est égal a K — C' ou inférieur a K — C'. Dans le premier cas, il
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quitte temporairement la zone de service pour rejoindre le groupe de clients bloqués

(orbite); dans le second cas, il est tenu d’attendre dans l'espace d’attente.

Tout client en orbite va répéter a plusieurs reprises ses tentatives jusqu’au moment
ott il trouve un serveur inactif ou une position d’attente libre. Les temps de rappels
sont répartis de facon exponentielle avec la fonction de répartition T'(x) = 1 — e=%,
x > 0 et le taux 6 > 0 Il s’agit d'une politique des rappels classique: les tenta-
tives répétées sont faites individuellement par chaque client bloqué et le taux total
des rappels est j6# lorsque la taille de l'orbite est 7 > 0. Les clients en attente (les
clients dans I'espace d’attente) abandonneront le systeme si leur seuil de patience est
dépassé. Nous supposons que les clients abandonnent apres avoir attendu un temps
exponentiellement distribué avec la fonction de répartition W(z) =1—e 7", 2 >0
et le taux v > 0 . Les temps de service suivent une loi exponentielle de fonction de
répartition B(x) = 1 — e " x > 0 et de moyenne finie /% Enfin, nous admettons
I’hypothese de 'indépendance mutuelle entre toutes les variables aléatoires définies

ci-dessus.

L’état du systeme a l'instant ¢ peut étre d’écrit au moyen du processus
{C(t), No(t),t > 0}, ot C(t) est le nombre de clients dans les zones de service et
d’attente, Ny(t) représente le nombre de clients en orbite a I'instant t. Il s’agit d’une
chaine de Markov continue avec un espace d’états S = {0,1,...,C,C'+1,..., K} x N.

Ses taux de transition g;;(k,) sont donnés par:

1. Pour 0<i<(C -1

;

A\ si (k1) = (i+1,5)

i si (k1) = (i = 1,J)
gij(k,1) =< 56 si(k,l)=0+1,7—-1) ;

— (A +ip+j0) si (k,1) = (4,7)

0 sinon

\
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2. PowwrC<i<K-1

4

A si (k,0)=(i+1,j)
Cp+(i—C)y si (k1) = (0= 1,7)
qi;(k,1) = 56 si(k,))=(+1,7—-1) :
A+ Cpu+(i—C)y+50) si (k1) = (2, )
\ 0 sinon
3. Pourt =K
() si (k1) = (K, j+1)
Cu+ (K —C)y si (k1) = (K —1,7)
¢ (k1) = ;
—(A+Cu+ (K -C)) si (k1) = (4, 7)
0 sinon

\

Puisque le modele a étudier a une structure complexe incluant les rappels et les
abandons, son analyse mathématique présente un intérét particulier ainsi qu'une

difficulté analytique particuliere.

3.2.1 Condition d’existence d’un régime stationnaire

La question suivante a étudier est Uergodicité du processus de Markov {C(t), No(t),t > 0}.

3.2.1.1 Conditions suffisante

Théoréme 3.2.1 Soit X (t) un processus de Markov avec l'espace d’état discret S

et les taux de transition qsp, oU s, p € S, Y qsp = 0. Suppossons qu’il existe:
2

(a) une fonction p(s), s € S (cette fonction est dite une fonction de Lyapunov).
(b) un nombre positif € tel que:

o les variables ys = Y qsp(0(p) — ¢(s)) < 00 pour tout s € S
DPF#S

o Yy, < —c pour tous les s € S sauf un nombre fini d’états.

Alors le processus X (t) est régulier et ergodique.
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Preuve. Nous considérons la fonction de test suivante ¢(s) = ¢(i,7) = ai + j,
ol a est un parametre inconnu et s € S. Les accroissements moyens y, = v;; sont

données par:

Aa+ip(—a)+ 76 (a—1), si0<i<C-—-1,
Yij = Aa+ (Cp+(i—-C)y)(=a)+jb(a—1), siC<i<K-1,
A (Cp+ (K —C)y) (—a), sii=K,

Puisque pour tout 7 = 0, 1, ..., K il existe

(a—1) .00, si0<i<C—1,
jh_gloyij:Li: (a—1) .00, siC<i<K-1, ;
A—a[Cu+ (K —=C)y], sii=K.

les suppossitions du théoreme restent vraies si et seulement si toutes les variables

L; sont négatives, Ainsi:

a—1<0;
a—1<0;
A—a[Cpu+ (K —-C)v] <0.

Ces conditions représentent un ensemble d’inégalités linéaires pour le parametre

inconnu a. Ces conditions peuvent étre écrites sous la forme:

A
[Cu+ (K —C)l

<a<l.

3.2.1.2 Condition nécessaire

Pour prouver que la condition ci-dessus est aussi une condition nécessaire, on ap-

plique le théoreme 2.2.2.
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Considérons {(,} une chaine de Markov induite pour le processus de Markov

défini ci-dessus {C'(t), N,o(t),t > 0}. Ses probabilités de transition sont données par

1. Pour0<:<(C—-1

P! si (k1) =(i+1,%)
kD) = m si (k1) = (i —1,) ;
e si (k)= (i+1,j—1)
0 sinon
2. Pour C<i< K -1
seoge S (kD) =i+ 1,9)
o (h]) = % i(h)=6-13)
et S (kD =(+1,j-1)
\ 0 sinon
3. Pouri=K
RO si (k1) =(K,j+1)
rici(k, 1) = { TEEHEEN si (k1) = (K —1,5)
0 sinon

Supposons que A > Cu+ (K — C)y et considérons la fonction de test (i, 7) = i+ j.
Alors,

e Sir(n,m)#0,alors |i —n| <1, |j —m| < 1. Par conséquent:
[p(isj) —pnm)| =li—n+j—m| <|i—n|+]j —m| <2
e Puisque la variable b peut prendre un nombre positif quelconque. Alors,
i. Ay ={(,7)/i=0,1,..., K;j > max(b—1,0)} # 0;

ii.

A : -
im0 si<i<(C—-1
L A—i ; , .
i Nrouti—opgge SO SIS K—1 .
A-K

MCut(K—0)y St = K
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Ainsi, la variable z;; est toujours non négative et de plus z;; > 0 pour (z,7) € As.

Par conséquent, le processus de Markov {C(t), N,(t);t > 0} est non-ergodique.

A présent, considérons le cas ot A > C'u + (K — C')y et la fonction test est
(i, j) = ai+ j avec a € (1, (A\/(Cu+ (K — C)7))). Alors:

o Siri(n,m)#0alors [i —n| <1,|j —m| < 1.
Par conséquent, |¢(i,7) — p(n,m)| = la(i —n) +j —m| < ali —n|+|j —m| <
a+1,cestadired=a+1.

e L’ensemble A, est non vide quelque soit b > 0. Alors, on doit choisir b de telle

A—aK

o=y > 0 (pour tous

sorte que inf x;; > 0. Mais pour ¢ = K, ok; =
(1,])€Ab
j);etpour 0<i< K —1limaz;=a—1>0.
j—o0
Par conséquent pour tout ¢ = 0,1,...K, il existe V; tel que z;; > %1 pour tout
N;. Ici, N; est le nombre de i-clients en orbite. Si ¢ = min{#&f_c)w %1},
alors x;; > € pour tout (¢,j) € S sauf pour (i,j) tels que i = 0,1,..., K — 1 et
0 < j < N; — 1. Supposons que b est assez grand pour que ’ensemble A, ne con-
tienne pas ces états. Alors x;; > ¢, pour tout (i,7) € Ay, ou ( il)qu xi; > ¢ > 0.
i:j €Ap

En conséquence, la chaine de Markov & temps continu {C(t), N,(t),t > 0} est non-

ergodique.

Enfin, le processus de Markov considéré {C(t), N,(t),t > 0} est ergodique si et seulement,
siA<Cpu+(K—-C)y. =

3.3 Régime stationnaire

Supposons que la condition d’ergodicité A < C'u + (K — C')y est satisfait. Soit

Py = lim P(C(t) = i, N,(t) = §), (i,5) € S,

t—o00
la distribution conjointe stationnaire du nombre de clients dans les zones de service et

d’attente et du nombre de clients en orbite, pour laquelle les équations de Kolmogorov
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3.4. Troncature finie

sont données par:

(A+ip+ jO)pij = A\picr; + (J + 1)0pic1jr1 + (0 + 1) ppiga j,

0<i<C—-1etj>0;

A+ Cu+ (i —C)y+ jO)pij = Api—1; + (5 + 1)0pi—1j41
+(Cp+ (i + 1= C)V)pit1

C<i<K-—1letj>0;

A+ Cu+ (K = CO)y)pr; = Ar-15 + (7 + 1)0px_1 11 + AP j-1,

1=Ketj>0

K o
> 2. pij =1

i=0 j=0
La distribution stationnaire p;; contribue a I’obtention des mesures de performance, telles

que:
e probabilité de blocage Px = ltlim P(C(t) = K);
—00

e nombre moyen de clients en orbite N, = tlim E[Ny(t)];
—00

e nombre moyen de clients dans les zones de service et d’attente C' = lim E[C(t)].
t—00

Les caractéristiques essentielles de 'espace d’états du modele considéré sont: sa dimension
infinie (due a lorbite illimitée) et la non-homogénéité le long de celui-ci (produite par la
caractéristique des rappels). On ne peut donc pas obtenir la solution analytique exacte
pour la distribution stationnaire F;;. Dans ces circonstances, nous nous intéressons a deux

approches approximatives: la troncature finie et 'extrapolation de valeur.

3.4 Troncature finie

La maniere intuitive d’exécuter la procédure de troncature consiste a inclure dans la de-

scription du modele la condition selon laquelle le nombre maximal de clients en orbite ne
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3.4. Troncature finie

dépasse pas une valeur M (choisie suffisamment grande). Cependant, la mise en oeuvre
de ce schéma de troncature peut conduire a prendre en compte un grand nombre d’états
avec des probabilités négligeables.  Vu la méthodologie, qui est proposée dans [30] et
décrite dans le paragraphe 2.2.2, cet inconvénient peut étre aténué en explorant toutes
les directions dans l’espace d’états considéré ou les probabilités d’état diminuent, puis
en déterminant des frontieres de troncature. Nous avons donc la possibilité de fournir

Ierreur relative donnée de 'estimation des mesures de performance.

Supposons que la taille de l'orbite de notre modele soit bornée par une constante
donnée M, choisie de maniere appropriée. Dans le cadre de I'hypothese ci-dessus, le nou-
veau processus {C(M) (1), N (t),t > O} est un Markovien avec l'espace d’états
SM) = 10,...,C,C+1,. K —1,K} x {0,1,..., M}. Nous avons les taux de transition

infinitésimaux suivants q,ij )k, 1):

L. Pour 0<i<C—-1,0<j<M-—1

;

A\ si (k1) =(i+1,5)
i si (k,1) = (i —1,5)
¢k, =1 jo si (k) =(+1,5-1)
—(A+ip+j6) si(k 1) =(,7)

0 sinon

\
2. Pour0<i<C—-1,j=M

¢

A si (k1) = (i + 1, M)
ift si (k,0l)=(—-1,M)
¢l (kD) =3 Mo si(kD)=(+1,M—1) ;
— (A +ip+ M0o) si (k)= (i,M)
0 sinon
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3.4. Troncature finie

3. PourC<i<K-1,0<j<M-1

4

A si(k,l)=(+1,7)
Cpu+(i—C)y si (k,0) = (1 —1,7)

g (k1) =< o si (k) =(i+1,j—1
A+ Cu+(i—C)y+30) si(k1)=(i,))
0 sinon

4. Pour C<i<K-—-1,7=M

4

A si(k,0)=(G+1,M)

Cpu+(i—C)y si(k,l)=(—1,M)
gy (k1) = { MO si (k) =(+1,M—1

—(A+Cu+ (i —C)y+ M0) si (k)= (i, M)

0 sinon

5. Pour1=K,0< 3 <M -1

4

A si (k1) = (K,j+1)
q(M.)(k: - Cu+ (K —-C)y si (k1) = (K —1,5)
o —(A+Cp+ (K = C)y) i (k1) = (K, )
0 sinon

\

6. Pourt =K, j=M

Cp+ (K —C)y si (k1) = (K — 1, M)
diar (k1) = § = (Cp+ (K = O)) si (k1) = (K, M)
0 sinon

Comme 'espace d’états S™M) est fini, le processus {C’(M) (1), NéM)(t),t > 0} est tou-

jours ergodique. Sa distribution en régime stationnaire
Pi(]M) = lim P (C(M)(t) =i, N (t) = j) satisfait aux équations suivantes:
t—o00

A+ ip+ g0 = MM+ G+ D plt) s+ G+ 1ML

0<i<C—-1,0<j<M-—1;
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3.4. Troncature finie

A+ ip+ MOy = Api™) y + (i 4+ Dupliy o, (3.4.2)
0<i<C—1, j=M,

A+ [Cp+ (i = O +i0p" = ™D, + G+ Do) 1 (3.4.3)
[Cp+ (i +1 - Oy,
C<i<K-1,0<j<M-1;

A+ [Cu+ (= O +50p5" = A+ [Cu+ (41— CIpllY,,  (3.4.4)

C<i<K-1, j=M;

A+ [Cu+ (K — C’)ﬂ/]) = )\pK 1t /\ij L+ G+ D0pk—1 11, (3.4.5)

i=K 0<j<M-1;

(Cp+ (K — Oy = Ml ar + A1 (3.4.6)

i=K, j=M

Cet ensemble d’équations peut étre résolu par un algorithme récursif, décrit dans le para-

PO
graphe 2.2.3, et nous permet de trouver certaines variables r( ) = P<M>’ 0<i<Ket
oM
(M)
0 <7 < M. Ensuite, les probabilités P( ) = KTJV]ﬂ En prenant en considération les
Z Z Tij
1=075=0

spécificités de notre modele, nous avons adapté cet algorithme pour calculer les mesures

de performance introduites ci-dessus pour le systeme tronqué:

PO _ Z:M%%,

i=0 j=0

M K M
6( ) = ng\/[)PO(]\]\Z}’)

=0 j=0



3.5. Extrapolation de Valeur

3.5 Extrapolation de Valeur

L’idée de la méthode Extrapolation de Valeur est de considérer le systeme dans le context
des Processus de Markov Décisionnels et d’obtenir la valeur prévue a partir des équations

de Howard écrites pour un espace d’état tronqué.

Considérons notre systeme. En utilisant les taux de transition donnés dans le para-
graphe 3.2 et en suivant la méthodologie d’application de cette approche, décrite dans le

paragraphe 2.3, nous pouvons écrire les équations de Howard suivantes:

r(i,j) =7+ XMo@+ 1,7) —v(i, 7)) +ip(v(i —1,75) — v(i, j)) (3.5.1)
+j0(v(i+1,7—1)—v(i,j)) =0,
0<i<C—1;

r(i,5) — 7+ Ao + 1,5) — (i, §)) + 50w+ 1,5 — 1) —v(i, j)) (3.5.2)

HCp+ (1= CO)y)(v(i = 1,7) —v(i,5)) = 0,

C<i<K-1;
r(K,j) =7+ (Cu+ (K = C)y)(v(K —1,7) — v(K, j)) (3.5.3)
+Av(K,5+1) —v(K,j)) =0,
i=K.

Ici, 7 représente soit la probabilité de blocage Pk, ou le nombre moyen de clients en orbite

N,, ou le nombre moyen de clients dans les zones de service et d’attente C.

Comme 'espace d’état S du processus {C(t), No(t),t > 0} est infini, nous effectuerons
une procédure de troncature pour obtenir S := {s=1(4,j):0<i<K,0<j<M} Le
nombre d’équations de Howard correspond au nombre d’états, ‘S ‘, et le nombre d’inconnues
est défini par ’S’ valeurs d’état relatives plus revenu prévu 7. Cependant, comme seules

les différences dans les valeurs relatives apparaissent dans les équations de Howard, on
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3.5. Extrapolation de Valeur

peut fixer v(0) = 0. Nous avons donc un systeme linéaire d’équations avec le méme nom-
bre d’équations que d’inconnues. Maintenant nous pouvons fixer les taux de revenus afin

d’obtenir les mesures de performance (voir Table 3.1):

Table 3.1: Définition de la fonction revenu.

Probabilité de blocage Py r(i,j)=1lpouri=Ket0<j< M

(i, j) = 0 sinon

Nombre moyen de clients en orbite | N, | 7(i,j) = j, pour 0 <i < K et 0 < j < M
(4, j) = 0 sinon
Nombre moyen de serveurs occupés | C | 7(i,j) =i, pour 0 <i < Ket0<j< M

r(i,7) = 0 sinon

Le point suivant a étudier est la détermination des valeurs d’état relatives extrapolées,
v(s). Pour cela, nous devons choisir une fonction d’extrapolation f(s) qui interpole
quelques points (s,v(s)) pour s € S de sorte qu’il s’approche également de (s, v(s)) pour
s ¢ S. Comme ¢’était mentionné au paragraphe 2.3, nous avons deux types de procédures
d’extrapolation selon le fait que nous utilisons toutes les paires (s, v(s)) de 'espace d’états
ou un sous-ensemble de celles-ci, Sy. Le choix d'une fonction d’extrapolation et d'un
sous-ensemble Sy est régi par le fait que le nombre de différentes paires (s,v(s)) dans
le sous-ensemble en question doit ¢étre égal ou supérieur au nombre de coefficients dans
le polynome. De plus, le choix de Sy dépend aussi de la valeur d’état relative que nous
voulons extrapoler. Ainsi, nous avons un probleme d’interpolation. Le polynome, sous

n—1
forme de Lagrange, est L(w) = [] v(w;)l;(w), on
j=0

n—1
) = Tt = e et e e
J =0 wj—wi wj—w7”'w]-—wj_1 wj—wj+1 ”'wj—wnfl :
J#

Pour le probléme de troncature dans l'intérét [31], nous aurons une équation de Howard
[voir I’équation (3.6.3) pour j = M +1] dans laquelle apparait la valeur d’état v(K, M +1)

de I'état (K, M + 1) qui n’appartient pas a S. Par conséquent, nous devons approximer
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v(K, M + 1) en utilisant certaines valeurs d’état relatives des états appartenant a S. 1
est important de souligner que l'extrapolation de v(K, M + 1) sera réalisée en utilisant
les états de forme s = (K, j) (avec des valeurs différentes de j). Avec ce choix, on peut
définir la cartographie w comme w = w((K,j)) = j. De plus, nous utilisons un polynéme
de degré (n—1) pour interpoler les n points dans Sy := {s; = (K, M —i)[i =0,...,n — 1}.
Par conséquent, w(Sy) = {w; = M —ili =0,....,n — 1}

wo=M — v(wy) = v(K, M);

wi=M —1 — v(wy) =v(K,M —1);

Wy—1=M — (n — 1) — v(wy—1) =v(K,M — (n — 1)).

De cette maniere, I'expression générale de la valeur d’état relative extrapolée est

n—1
o™ (K, M+ 1)=L"(M +1) = > v(K, M — §)l;(M + 1).
7=0
Par exemple, dans le cas de 'extrapolation linéaire avec n = 2, nous utilisons (M, v(K, M))

et (M —1,v(K,M —1)). Alors

v (K, M 4+ 1)=L®(M + 1)=v(K, M)lo(M + 1) + v(K, M — 1)I;(M + 1)

o (M+1)—(M-1) ((M+1)—M)
=v(K M) grary + oM = Vg

=20(K,M) —v(K,M —1).
Suivant une procédure similaire, nous obtenons les relations suivantes pour n = 3 et n = 4,

respectivement:
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v (K, M 4 1)=3v(K, M) — 3v(K,M — 1) + v(K, M — 2);

vW (K, M + 1)=4v(K, M) — 6v(K, M — 1) + 4v(K, M —2) — v(K, M — 3).

Enfin, pour le polynome de degré (n — 1), en utilisant la base de Lagrange pour réduire la
complexité de la procédure, on obtient I'expression de forme fermée suivante pour valeur

d’état relative extrapolée:

v™W(K,M+1) = > (-1)FCFHYW(K, M — j),
k=0
ol n est le nombre de coefficients pris pour le polynome de Lagrange.

Pour le modele étudié, il suffit de remplacer v(K, M + 1) par sa valeur approximative
dans l'équation de Howard qui correspond a l'état (K, M). Par exemple, si on utilise

I'extrapolation linéaire (n = 2), cette équation (voir (3.5.3)) devient:
T<K7 M)_F_‘_U(Kv M)(_A_CYIU_(K_C)7)+(Cu+(K_C)’Y)U(K_lv M)—I_/\U(Kv M+1> = 0;

r(K, M)—r+v(K, M)(A-Cu—(K-C)y)+(Cp+(K-C)y)v(K—1, M)— v(K,M—1) = 0.

Comme v(K, M +1) n’apparait plus dans les équations de Howard, nous avons un systéme
linéaire de (K 4 1) x (M + 1) équations avec le méme nombre d’inconnues. Les équations
de Howard (3.5.1)-(3.5.3) peuvent étre exprimées sous une forme matricielle 27" = b, ou x

est un vecteur ayant (K 4 1) x (M +1) inconnues et b contient les taux de revenus négatifs:

x = [F,v(0,1),...,0(0,M),v(1,0),...,0(C,0), ...... L(C M), v(K0), o (K M)
b=[-r(0,0),—r(0,1),...,—r(C,0), —r(C, 1), ..., —r(K, M)].

La matrice T est composée des coefficients et peut étre construite en faisant tous les

éléments de la premiere ligne de 7" égaux a -1, ¢’est-a-dire tous les éléments de la premiere
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rangée de toutes les sous-matrices qui sont en premiere ligne de la matrice 7" sera rem-

placée par -1. Initialement, la matrice 7" est donnée par

(20 49 0 . 0 0O O]

AL A A . 0 0 o0

O A2 . 0 0 o0
T=|: &+ . A¢ A9 N

0O 0 0 A . . 0

O 0 O - . AF1 gE=

0 0 0 - 0 AF A

ot chaque sous-matrice a la dimension (M + 1) x (M + 1) et O est la matrice nulle.

A= (G + D), 0<i<C—1;

Al =(Cu+(G+1-CI, C<i<K-1;

A 6 0 0 0]
0 A20 -0 0
A= |0 00 s
00 0 A M6
00 0 -0 A|
1< <K,
o« 0 0 0 |
0 a—0 0 0
Ai=0 0 a-—20 0 ;
0 0 0 - a— M8

ota=-A—ippour 0<i<C—-leta=-A—Cu—(i—C)ypour C <i< K —1.

Lorsque ¢ = K, en utilisant les extrapolations linéaire (n = 2) et quadratique (n = 3),

nous obtenons respectivement,
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r 7 g 0 - 0 0
B -0 0
A -0 0
A B 0 0
0 ) 0 0 0 X - 0 0
af= A=
00 --- 0 A
00 - p —A
00 - f _3)
00 -+ X A=Cp—(K-C)y
- - 00 -+ X 22=Cu—(K-0C)vy

ou ff=—-A=Cu— (K —C)y. Ainsi, si Pextrapolation est faite avec n < M + 1 points,

la matrice AK sera définie comme

B O -+ 0 Acty
A B o 0 Acly
0 X - 0 A,
AR = : ,
00 - 0 Acs
00 - B Act™
00« A =A=Cu—(K—C)y+ "]
ou
() (=DICH sil<n
Cl —
0, sil>n

93



Conclusion générale

Dans ce travail, nous avons analysé un systeme de files d’attente M/M/C/K avec rappels,
espace d’attente, et possibilité d’abandonner le systeme dans le cas ou la durée d’attente
dans l'espace d’attenet dépasse un certain seuil. Dans un premier temps, nous avons
effectué une étude sur les systeme de files d’attente classiques et avec rappels. Puis nous
avons passé en revue certains résultats consacrés aux systemes de files d’attente avec
rappels ainsi que a deux approches utilisées par les chercheurs dans leurs investigations.
Dans la premiere approches permet d’obtenir une solution numérique approchée a la dis-
tribution stationnaire de I’état du systeme, puis, a l'aide des outils fondamentaux de la
rhéorie des probabilités, calculer les mesures de performance, tandis que la seconde ap-
proche utilise les moyens fournis par la théorie des Procesus de Markov Décisionnels et
permet d’exprimer et par la suite de déterminer les indices de performance en question

en termes d’une certaine métrique, appelée valeur d’état relative.

Notre apport est théorique. Dans un premier temps, nous avons décrit le modele
géneral d'un systeme de files d’attente classiques et avec rappels ainsi que d’un modele
markovien a unique serveur et a multiserveurs. Nous avons également présenté deux
approches les plus intéressentes et les plus performantes pouvant étre appliquée lors de

I’analyse des modeles avec rappels et multiserveurs.
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