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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse aux deux résultats d’existence de solutions non
triviales le premier pour un probléme aux limites elliptique avec les conditions de
Dirichlet nulles sur le bord, dans un domaine borné de RV .

Ou on présentera deux démonstrations l'une basée sur le théoréme de Lax-
Milgram et ’autre sur le théoréme du point fixe de Schauder, et en utilisant quelques
outils d’analyse fonctionnelle.

Le deuxieme probléme quand a lui a été traité avec le degré topologique de Leray-
Schauder et un choix judicieux d’une homotopie.

Mots clés : Théoreme de Lax Milgram, théoréme de point fixe de Schauder,

Degré topologique de Leray-Schauder, problémes aux limites, Homotopie.
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Abstract

In this work, we present tow results of existence of non trivial solutions the first
for an elliptic boundary value problem with zero Dirichlet boundary conditions, in a
bounded domain of RY.

Where we are presented tow demonstrations, the first is based on the Lax-
Milgram’s theorem and the second on the Schauder’s fixed point theorem, and by
using some tools of functional analysis.

The second problem will be treated with the topological degree of Leray-Schauder
and a judicious choice of homotopy.

Key words : Lax-Milgram’s theorem, Schauder’s fixed point thoerem, Topolo-

gical Degree, Boundary value Problems, Homotopy.
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Introduction

Les équations différentielles aux dérivées partielles sont d’une importance cruciale
dans la modélisation et la description des phénomeénes naturels en Physique, Chimie,
Biologie....

Plusieurs phénomeénes physiques : dynamique de fluide, mécaniques de conti-
nuum, simulation d’avion, graphiques des calculatrices et prédiction de temps sont
modélisés par divers équations aux dérivées partielles. La compréhension des proprié-
tés des solutions de ces équations permet un meilleur développement de ces Sciences.

Dans ce travail, nous abordons la question de 'existence de solutions pour deux
problémes, le premier est une équation elliptique soumise & des conditions aux bord
de Dirichlet homogéne en utilisant en premier lieu le théoréme de Lax-Milgram et
en deuxiéme lieu le théoréme du point fixe de Schauder. Le second est un systéme

elliptique semi linéaire en utilisant le degré topologiques de Leray-Schauder.

Le théoréme de Lax-Milgram des noms de Peter Lax et Arthur Milgram est un
théoréme de mathématiques s’appliquant & certains problémes aux dérivées partielles
exprimés sous une formulation variationnelle (appelées également formulation faible).
Il est notamment 'un des fondements de la méthode des éléments finis.

La notion de degré a été introduite par Kroneckerpour les applications C! de RY
dans RY en 1869. Poincaré, Bohler et Hadamard 1'ont ensuite développé au début
des années 1990 puis étendu au cas des fonctions continues. L.E. Brouwer le

généralisa pour les applications continues entre variétés compactes de méme di-
mension finie et donna quelques applications topologiques. D’ailleurs, I’emploi dans
les démonstrations d’arguments de type topologique revient & Poincaré (en 1883,
1884).

Pour les applications différentiables. Les théories analytiques du degré de Brouwer
pour les applications C ont été développées par Nagumo et Heinz. Cependant, les
théorémes du point fixe restérent longtemps plus célebres que le degré lui-méme si
bien que l'on trouve de nos jours une démonstration directe pour ces théoremes et

une autre utilisant la théorie du degré.
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Le travail de cette mémoire est structuré comme suit :

Chapitre 1 :

L’objectif de ce chapitre est de rappeler ’essentiels des notions de base necessaires
a I'accomplissement de cette mémoire. Le chapitre est organisé comme suit :

En premier lieu, nous rappelons quelques définitions et résultats sur les espaces
de Hilbert puis nous énoncerons le théoréme de Lax-Milgram, les espaces LP et les
espaces de Sobolev.

Ensuite, nous donnons des notations expressions qui seront utilisées dans le corps
de ce mémoire ainsi que les notions d’une EDP, intégrations par partie et formule de
Green...

Et on terminera par I’étude du degré topologique en dimension finie et infinie
ainsi que le théoréme du point fixe de Schauder.

Chapitre 2 :

Ce chapitre est consacré a l’existence de solutions non triviales d’un probléme
elliptique en utilisant la méthode variationnelle ainsi que la méthode topologique et
en utilisant I’analyse fonctionnelle.

Chapitre 3 :

Dans ce chapitre, nous intéréssons a I’étude d’un systéme elliptique semi linéaire

ol la démonstration est basée sur le degré topologiques de Leray-Schauder.

A la fin nous donnons quelques sources que nous avons utilisées pour rédiger ce

travail.



CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous traitons deux parties dans la premiére nous rappelons
divers résultats généraux qui pour la plupart sont accompagnés de références. Dans

la deuxiéme partie nous parlerons de la méthode du degre topologique.

10



1. Rappels

1 Rappels

Nous rappelons ici les notions essentielles sur les espaces fonctionnels et tout
particulierement, les espaces de Hilbert, les espaces LP et les espaces de Sobolev
et nous donnons, par la méme occasion, quelques définitions et résultats qui seront

utiles pour la suite.

11



1. Rappels

1.1 Les espaces de Hilbert et Théoréme de Lax-Milgram
Espaces de Hilbert

Définition 1.1 FEspaces vectoriels

Soit k = R ou C. Un espace vectoriel sur k est un ensemble non vide V' dont
les éléments sont appelés des vecteurs muni d’une opération binaire appelée addition
+:V+V =V et dune multiplication scalaire - : K.V — V tel que (V,+) est un

groupe commutatif, i.e.,
(x+y)+z=a+y+2),Vr,y,2€V,
eV:ie+0=a VeV,
VeeV,I(—x) eV :x+ (—x) =0,
r+y=y+az,Vr,yeV,
La multiplication scalaire satisfaisant :
(v +p)x=az+px,

oz +y) = oz +ay,
a- (f-x) = (af)-,
l-z=z,Ve,yeV a,peK.
En pratique, on enléve le symbole - pour la multiplication scalaire puisqu’il n’y a

aucun risque de confusion.

Définition 1.2 (Sous-espaces vectoriels)
Nous dirons qu’un sous-ensemble M de V' est un sous-espace vectoriel de V' s’il

est stable pour les opérations de V', autrement dit st

r+ye M,

12
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ar € M\Vr,y e M,a € K.

Définition 1.3 (Normes)
Une norme sur un espace vectoriel V' est une application N : V — RT vérifiant

les conditions suivantes :
N(az) = |a|N(z),
N(z+y) < N(z)+ N(y),
N(z)=0—2=0,Ve,ye V,a € K.

Notation : L’application N(.) est usuellement notée ||.||.

Définition 1.4 (Espaces vectoriels normés)
Si V' est un espace vectoriel et N(.) une norme sur'V, alors (V, N) est un espace

vectoriel normé.

Définition 1.5 (Convergence)
Si (V,N) est un espace vectoriel normé, alors on dit qu’une suite (x,)nen de V

converge vers x € V. (en abrégé x,, — x) si limy,_, 10N (x, —x) = 0.

Définition 1.6 (Suite de Cauchy et Espaces complets)
Soit (V, N) un espace vectoriel normé. Une suite (z,)nen de V est de Cauchy si

et seulement si :
Ve > 0,3N > 0 telque N(z, — x,) < e,Vp,q > N.

Définition 1.7 On dit que (V,N) est complet si toute suite de Cauchy de V est

convergente.

Définition 1.8 (Produit scalaire — Espace préhilbertien)
Un produit scalaire sur un espace vectoriel V' est une application (.,.) : V xV —
K satisfaisant :
(z+y,2) =(2,2) + (y,2),Vo,y,2 €V,

13



1. Rappels

(az,y) = a(x,y),Ve,y e V,a € K,
(v,y) = (y,z),Vz,y €V,
(x,2) >0,Ve e V2 #0.

Le couple (V,(.,.)) est appelé espace préhilbertien.

Définition 1.9 (Espace de Hilbert)

Si (V,(.,.)) est un espace préhilbertien, alors (.,.) induit une norme N(.) sur V

N(z) =+/(z,z),YVe € V.

définie par :

Définition 1.10 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien (V,(.,.)) complet

pour la norme induite par le produit scalaire (.,.).

Théoréme de Lax-Milgram

Définition 1.11 Soit (V,(.,.)) un espace de Hilbert, a : V x V — R une forme

bilinéaire a est continue surV s’il existe une constante C telle que
Va,y € V. |a(z,y)| < Cllzllv|yllv

Définition 1.12 a est coercive (ou V -elliptique) s’il existe une constante o > 0 telle
que :
Ve € V,a(z,5) > alls|?

Théoréme 1.1 ( Laz-Milgram ) Soit L une forme linéaire continue sur l’espace de
Hilbert H et a une forme bilinéaire continue et coercive, alors il existe une et une

seule fonction uw € H telle que :
a(u,v) = L(v),Yv € H.

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l'unique élément de H qui

14
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minimise la fonctionnelle J : H — R définie par
1
J(v) = 5@(1}, v) — L(v) pour tout v € H,

C.a.d
J(u) =minJ(v) et J(u) < J(v) siu#v.

veV

1.2 Les espaces [*

Soient p € R avec 1 < p < oo et © € RY un ensemble mesurable au sens de

Lebesgue. On désigne par

LP () =< f: 92— R: f est mesurable et /\f]p<oo
0

et on défnit la norme de f dans L (§2) par :

i1, = { [ 1) -
Q

Sip=o0
L*(Q) ={f: Q2 — R: f est mesurable et il existe ¢ > 0 telle que |f(z)| < ¢ p.p. sur Q}.
muni de la norme
| fllo =min{M >0:|f| <M p.p. sur Q}.

Pour p = 2, espace L? () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
(f.9) = [ Fa)gla)ds
Q

15
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1

Le (£2) Pensemble des fonctions localement intégrables sur et

On désigne par L
on écrit
Ll

loc

() ={u:ue L' (K) pour tout compacte K de Q} .

Remarque 1.1 () L? (Q) C L}, (Q) pour tout 1 < p < oo

loc

(17) L’espace (Lp (Q), ||Hp> est de Banach pour 1 < p < oo, séparable pour
1 < p < o0 et reflexif pour 1 < p < oo.

16
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1.3 Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels (c’est-a-dire constitués de
fonctions) dont les puissances et les dérivées (au sens de la transposition, ou au sens
faible, que nous allons préciser) sont intégrables. Tout comme les espaces de Lebesgue,
ces espaces sont des espaces de Banach (espaces vectoriels normés complets). Le fait
qu’ils soient complets est trés important pour 1’étude des équations aux dérivées

partielles.

Définition 1.13 Soit Q owvert de RN, N > 1. On définie les espaces de Sobolev

suvants :

1. H (Q) ={u e L*(Q) t.q Diju € L*(Q), pour tout i =1,..., N}.

Dans cette définition, lorsqu’on dit D;u € L? (), on sous-entend "il existe
une fonction g € L? () telle que (D, f, ©) pr(9).co @) = — [ 9¢dx pour tout ¢ €
C>*(Q).”

2. Pour m € N,

H™(Q) ={ue L*(Q) t.qg D*ue L*(Q), pour tout « € NV t.q |a| <m}.

3. Pour 1 < p < 0o et m € N, on définie I’espace de Sobolev W™P () par

WP (Q) = {u € LP (Q) t.qg D*u € L” (), pour tout & € NV t.q |a] <m}.
Noter que pour m = 0, 'espace W™P () est I’espace de Lebesgue L? (€2).

Proposition 1.1 (Structure d’espace vectoriel) Les espaces H™ (2) sont des

espaces de Hilbert lorqu’on les munit du produit scalaire

(u/v)gm = Y (D*u/D) s,

la|<m
0t (./.) = désigne le produit scalaire dans L* (Q) i.e. (u/v). = [, uvdz.
Noter que W™2(Q) = H™ (Q) .

17
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Une norme naturelle sur W™ (§2) est définie par :

0<|a|<m

P
> D%l ) 5 si1<p<+oo;
lullyms =

max [ Doull,. | sip = +oo;
0<|ar|<m
ou ||.||;, désigne la norme dans L (£2).
Muni de cette norme W™ (§2) est un espace de Banach (c’est-a-dire un espace
vectoriel normé complet).

On peut montrer que la norme :

> Dl ., 1< p < 4oo;

lullyymy = 4 =
Wwm.p —
> DUl s p = Fo00;
0<|a|<m
est une norme équivalente a la précédente. L’espace W™P (QQ) a donc les mémes
propriétés quelle que soit la norme utilisée.

Ces normes sont notées indifféremment |[. |, , ou [|.[[yym.p -

Théoréme 1.2 (CNS sur la dimension) Un espace de Banach E est de dimen-

sion finie si et seulement si sa boule unité fermée est compacte.

Définition 1.14 (Convergence faible et faible *) Soit E un espace de Banach

1. Convergence faible Soient (uy)ne;y C E et v € E. On dit que u,, — u
faiblement dans E lorsque n — 00

si T(u,) — T(u) pour tout 7' € E'.

2. Convergence faible * Soient (7},)nc;ny C E' et v € E'. On dit que T,, — T
dans E’ faible * si T,,(z) — T'(z) pour tout z € E.

Définition 1.15 (Espace H} () Soit un ouvert borné de RN (N > 1)

1. On appelle H} () Padhérence de C° () dans H' (), ce qu’on note aussi :
1
H @) =Cr@" .

18
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2. Pour m > 0 et 1 < p < +00, on définit le sous espace Wy"? (Q) de W™ (Q)
comme ’adhérence de C2° (2) dans W™P () :
W@ =@

Comme cela a été dit précédemment, si = RY alors que l'inclusion est stricte

si € est un ouvert borné.

19
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1.4 Reésultats supplémantaires

EDP et EDP elliptiques

Les équations aux dérivées partielles (noté EDP) est une relation en une fonction

de plusieurs variables (réelles) u et ses dérivées partielles et une fonction donnée f :

ou Ou ou 0%*u o™

(1, Oxy’ Oxg’ 0w, 022 ’(?xnm)

=f

dans un ouvert 2 C R".

dans R", n entier > 1 soit

L(D)u = Z a,Du = f

aeN"
lal <

Une EDP linéaire a coefficients constants (i.e. les a,, sont des constantes réelles)

d’ordre 1. On lui associe le polynome en la variable ¢ = (&,,---,¢,) € R suivant

)

Ot T'on pose £ = £11..£0 |, lorsque o = (v, -+, Q).

On dira que 'EDP L(D)u est elliptique si

P(€) #0,€ € B",€ £ 0.
Inégalité de Minkowski
Soient f,g € LP(2), avec 1 < p < oo alors :

fHgelr(@)et |f+gll, <IfIl,+ llgll,-

20
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Inégalité de Poincaré

On suppose que €2 est un ouvert borné de R", alors il existe un constante Cq p
telle que :
[ullLr gy < CarlVull ey, Yu € Wy P ()
Inégalité de Holder

Soient f € LP() et g € L' (Q) avec 1 < p < 0o et %—i—z% =1 alors f,g € L'(Q2)
et
1Fglly < I£1l, gl

Inégalité de cauchy schwarz

Dans un espace préhilbertien H, on a
Ve,ye H o |(z,y)] < =] - [yl

On posant
1 1
Jzf| = (z,2)z et [yl = (y,9)2.
Formule d’intégration par partie
la formule d’intégration par partie est définie par la proposition suivante :
Proposition 1.2 (Formule d’intégration par partie) Soient u(x),v(z) deuz

fonctions de H* (Q) et 00 € C', alors pour tout 1 < i < N a lieu la formule

d’intégration par partie

/agi?“(x) dx = _/“(x)agg)dl”r/U(s)v(s)nids,

Q Q onN

21
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Formule de Green

Si © est un ouvert borné a bord lipschitzien, alors pour tout u,v € H'(Q2), on a

/{ggv—f—ug;}dx = /%u%vyidg,w =1,---,n
0 ! : J

Théoréme de Rellich

Si Q2 est un ouvert borné régulier de classe C?, alors de toute suite borné de H'(2)

on peut extraire une sous-suite convergente dans L?((2).

Remarque 1.2 Si l'on remplace H*(Q) par H}()), alors non seulement le théoréme
de Rellich reste vraie, mais en plus il n’est pas nécessaire de supposer que l’ouvert €}

soit régulier.

Théoréme du graphe fermé

Soient F, F' deux espaces de Banach et 7" un opérateur linéaire de E dans F'. On

suppose que le graphe de T'; G(T) est fermé dans E x F. Alors T' est continue.

Définition 1.16 Une application continue f : Q) — Y est dite compacte si f(€2) est
compacte. Elle est dite complétement continue si l'image de tout borné est relative-

ment compacte.

22



2. Degré topologique

2 Degré topologique

Nous abordons la théorie du degré topologique en exposant quelques propriétés
et résultats la concernant. Nous parlons du degré topologique de Brouwer (dimension

fnie) et de celui de Leray-Schauder (dimension infnie).

2.1 Degré de Brouwer

Nous donnons ici une formulation du degré topologique de Brouwer et de ses
propriétés principales.

Supposons que :

(a) © est un ouvert borné de RY avec le bord 9.

(b) f une application continue définie de 2 dans RY .

(¢) p est un point dans RY tel que p ¢ f (99).

Pour toute triplet (f, €, p) satisfaisant (a) — (¢), on peut associer un unique in-
tégre deg (f, 2, p), appellé le degré de f ( par rapport a €2 et p), avec les propriétés

suivantes :

(P.1) Normalisation: Si Iz~ 'application identité dans RY, alors

1 sipeq,

deg(IRNaQap):{ 0 si pgﬂ

(P.2) Additivité : Si ; 2y deux ouverts disjoints inclus dans € tel que p ¢
(Q\ (Q U QQ)) , alors

deg (f7 Ql U QZup) = deg (f7917p) + deg (f7 Q27p> :

(p.3) Invariance par homotopie : Soit h : [0,1] x Q@ — RY, et pour tout ¢t €
[0,1], py & h(t,00) alors

deg (h(0,.),92,p(0)) = deg (h(1,.),8,p(1)).

23



2. Degré topologique

Le degré de Brouwer posséde plusieurs propriétés dont la principale est la sui-
vante :

La propriété de solution : Si

deg (f,€%p) # 0,
alors il existe z €  tel que
f(z) =p.

On donne dans ce qui suit le résultat principal du degré de Brouwer.

Théoréme du point fixe de Brouwer, 1912 :

Soit C' un compact, convexe et non vide de RY et k : C — C une application

continue. Alors K admet au moins un point fixe dans C'.

2.2 Le degré topologique de Leray-Schauder

Si E est un espace de Banach et A = {(Id — f,Q,y)}, Q ouvert borné de E;
f:Q — E compacte, y ¢ (Id — f)(09).
Alors, il existe une unique application d : A — 7Z vériant :
1) Siy e Qalors d(Id,Q,y) = 1.
2) Si (Id — f,Q,y) € A et Q1,95 sont des ouverts disjoints de E tels que y ¢
(Id — f)()\ (1 U ) alors

d(Id_faﬂay) :d(Id_f7Qby)+d<[d_f7927y)

3) Sih:[0,1] x Q — E est continue et y : [0,1] — E vériantVt € [0,1],y(t) ¢
(Id — h(t,.)), alors d(Id — h(t,.), 2, y(t)) est indépendant de t.
d est appelé degré topologique de Leray Schauder.

Remarque 2.1 Les propriétés essentielles du degré en dimension finie restent va-

lables en di-mension infinie et se démontrent par approrimation.

24



2. Degré topologique

Théoréme de Schauder, 1930

Théoréme 2.1 Soit C' un sous-ensemble convexe, fermé, borné, non vide d’un es-
pace de Banach X et K : C — C une application compacte. Alors K admet au moins

un point fixe.

Preuve. étape 1 : On suppose que : C'= B (0, 1) la boule unite.
S’il existe zg € C tel que k (z9) = x¢ il n’y a rien & démontrer.
Sinon Vt € [0, 1] le degré deg (k;, C,0) ou k; = I — tk est bien défini.
En effet, s’il existe x € 9C, tk = x alors

R = |[zl| =tk ()] < Rt

car k (C) C C et donc t = 1.

Ce qui conduit a une contradiction avec
]l = R = [k ()]
Le degré est donc bien défini et vaut, par homotopie
deg (k,C,0) =1

d’ou le résultat.
étape 2 : (' est un convexe, fermé, borné, non vide.

On considére une rétraction continue
R: X —=C

et B une boule contenant C.

Soit la diagramme
B-"C KB

L’application (K o R) est compacte car K est compacte et R est bornée.
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2. Degré topologique

D’aprés la premiere étape, 'application (K o R) admet un point fixe
ro € B, x9 = (K o R)( zo)

Or
R(wo) el

et, par hypothese, k (C) C C alors K (R( 29)) C C donczp € C. m
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CHAPITRE 2

Application

Dans ce chapitre nous étudions une équation elliptique ot la mise en évidence de
la solution est basée en premier lieu sur la méthode variationnelle représenter par le
théoréme de Lax-Milgram et en deuxiéme lieu sur la méthode topologique ot on fait

appelle au technique du point fixe de Schauder.
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1. Position du probléme

1 Position du probléme

Pour A € R, on considére le probléme

{Lu—i—z\u:f

upn =0

ou L est 'opérateur elliptique générale du secend ordre défini sur 2 ouvert borné
de R"™ par

Lu = —Va(z).Vu+b(z) Vu+c(z).u
= -2 a% (“w‘ () agij")) +Y b (@) agg) + o(z)u(x).

Avec les coéfficients
aij (¥) = a(x) >0, a; € L*(Q), beW ™ (Q)

et
ceL>®(Q), ¢>0.

a (z) est suppossée en plus vérifieé la condition de coercivité, i.e
Jc >0, tel que V¢ € R”, P.P sur ()

(06,6) = 3 ay (1) £,€; > Tlell”.

1,j=1
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2. Résolution par la méthode variationnelle

2 Résolution par la méthode variationnelle

2.1 Théoréme d’existence

Théoréme 2.1 (Laz-Milgram) : Soit L une forme linéaire continue sur [’espace
de Hilbert H et a une forme bilinéaire continue et coercive, alors il existe une et une

seule fonction u € H telle que

B (u,v) =L (v); YveV.

Preuve. On a

Lu+X = f < —Va(z) Vu+b(z) Vu+c(z)u+lu=f

Soit v € H} (), multiplions 1’équation par v et intégrons sur €2, on obtient

—/Va (x).Vu.vda:—i—/b.Vu.vdx+/c.u.vd$+/)\u.vdx: /f.vda: (2.1)
o)

Q Q Q Q

et on a

—/(Va.Vu) (v) dx:/a.Vu.Vvdx—F/g—Z.vﬁy
Q o0

Q

d’apres la 2°"¢ formule de green, on a

—/(Va.Vu) (v)dx = /a.Vu.Vvdx

Q

)

donc

(2.1) & /a(m).Vu.Vvdx—l—/b ). Vu. vd:z:—l—/ uvdx—{—/)\uvdx = /fvd:z:
Q

Q Q
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2. Résolution par la méthode variationnelle

finalement, on pose

B (u,v) = [a.Vu.Vvdzr + [b.Vuwvdz + [ cuvdr + X [uwvde
Q Q Q Q

L(v) = [ fudx
Q
le probleme variationnelle revient
trouver u € V', tq
B(u,v)=L(v); YveV
1) Bilinéarité de B(u,v) On va montrer que

B (uy + uz,v) = B (u1,v) + B (ug,v)
et
B (au,v) = a.B (u,v)

On pose

B (u; + ug,v) = /a.V(m + ug).Vudzr + /b.V (uy + ug) wdx + /c. (ug + ug) .vdx

Q Q Q
+)\/ (u1 + ug) .vdx
Q
= /a.Vul.Vvd:E—l—/b.Vul.vdx—i-/c.ul.vdm+)\/u1.vd:ﬂ+
Q Q Q Q
/a.Vu2.Vvdx+/c.ug.vdx—l—/b.VuQ.Vvdx—l—)\/uQ.vda:
Q Q Q Q

finalement, on arrive a

B (uy + ug,v) = B (uy,v) + B (ug,v) ... (1)
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2. Résolution par la méthode variationnelle

D’autre part, on a

B(au,v) = /a.V(au).V@dm + / b.V (au) .wdx + /c. (o) .wdx + )\/ (ou) wdz

Q Q Q Q

~ / 0.V (u).Vodz + a / bV (1) vdz + o / . (u) vdz + Ao / (1) vda

= aB(u,v)...(2)

d’apres (1) et (2), B (u,v) est une forme bilinéaire.
2) Continuité de B(u,v)

On a

B (u,v)| =

< ) ()

< (Mallow (190l ) + 10lem ([ 1900 ) ) (Floldo) + el + 0 (flul ). (f o] )

[ (—div (a.Vu) + b.Vu + cu + Au) vdz
Q

- - -

[ a.Vu.dz
)

Jb.Vu.dz
)

[ cudx
)

A [ u.dx
)

Jv.dz
Q

On pose
¢=llall o
5 = Hwalv‘X’
v = llell

On arrive donc a

IN

@+ B) IVall gz - 1vll g+ Nl 2 1ol g
@+ 58+ UIVull 2 + llull2) - 1ol
< @+8+7) llullgg - Nollgs -

IN

31



2. Résolution par la méthode variationnelle

Alors B (u,v) est continue.
3) Coercivité de B(u,v)

Si A est assez grand, on calcule

B (u,u) = /a.Vu.Vudm—|—/b.Vu.udm—I—/c.u.udx—I—)\/u.udx.

Q Q Q Q
Alors
B (u, ) 26/]Vu|2dm—ﬁ/|Vu.u]d:v—7/|u|2dm+>\/]u|2da:
Q Q Q Q
donc

. 2 2 2
B (u,u) = el|Vul. = B Vull 2 lull 2 = [lullze + Aljullz
on suppose que

_ 52
A < max (E—i— 2.7, T) .
5

2
)\>X:>)\Zmax(5+2.%57>
c

alors

¢ 2 A 2 2
Bluu) > 2Vullam + 5 lullfag = 7 lullag

Coone
Z 5 [l @) -

Donc B (u,v) est coercive.
4) Continuité de L (v)

On a
1L ()] < e |Jvll 2 < al[vll

tel que
[fll e = o
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2. Résolution par la méthode variationnelle

Donc pour un tel A, B étant continue et coercive dans H}(Q) x Hj(Q), L étant
continue sur H}(f2), en appliquant le théoréme de Lax-Milgram, il existe donc un

unique u € H} () solution faible de notre probléeme. m
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3. Résolution par la méthode topologique

3 Résolution par la méthode topologique

Le résultat principal d’existence est donné par le théoréme suivant

3.1 Théoréme d’existence
Sous les hypotheéses précédents, on a le résultat suivant :
Théoréme 3.1 il existe \*tel que pour tout A > N'et f € H™'(Q), le probléeme (1)

admet une solution unique; cette solution u € H} () dépend continument de f, de

plus si f € L* () donc ||ull iy < Ch l[ull j2(q -

Remarque 3.1 \'sera défini dans la démonstration.

On va appliquer le théoréme de Schauder pour démontre ce résultat.

Preuve. Soit T 'application définie sur I'espace L? (2) par

T:L?(Q) — L?(Q)

v—T () =u
Ou u est la solution de
Au+ du = f: f—0Vv—cuw

avec

A=-V.aV

On va démontrer premiérement que
T:L*(Q) — L*(Q)
est complétement continue.
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3. Résolution par la méthode topologique

En effet, considérons la suite d’applications suivante

L*(Q) 58 H(Q) B HL(Q) 5 L2(Q)
v—>f=f—b.Vv—c.v—> u —

Il est bien évident que
T=i0T,0T,

Donc d’aprés le théoréeme de Rellich on trouve que T est complétement continue.

Désignons par i, la racine positive de ’équation quadratique

2

I —iu —7=0
0 2\/20

ou
v=lelm@:  B=lblum@
Posons
N = ug

donc pour A > A" ou a

Donc

B oo
\/X>25 2v/\

Définissons le rayons R de S comme

«

R:2\/Z<\/X_2\B/é_ﬁ>

ot sz@@L%m;Hﬂmng}

T applique la boule fermé B(0; R) C V' de centre l'origine et de rayon R dans
lui méme. L’existence d’une solution est alors obtenue grace au théoréme du point

fixe de Schauder. m
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CHAPITRE 3

Résulats d’existence pour une classe de systemes elliptiques

semi-linéaires

Cette partie est consacrée a la mise en évidence de l'existence de solutions pour

le systéme elliptique du type

([ —Au+au= f(Vv), dans Q,

—Av+ pv = g(Vu), dans Q, (3.1)

| u=v=0, sur Of).
O €2 est un ouvert borné de R", de frontiere réguliere I' = 0f).
On assume que f,g : RV — R sont deux fonctions lipschitziennes satisfont la

condition ci dessous

[f(s)] < erls|+ f(0),
(3.2)

lg(t)] < c2[t| + g(0).
Ou ¢y, c9 deux constantes réelles positives.

Associons au systéme elliptique (3.1) le systéme linéaire
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CHAPITRE 3. RESULATS D’EXISTENCE POUR UNE CLASSE DE
SYSTEMES ELLIPTIQUES SEMI-LINEAIRES

([ —Au+au = hi(z), dansQ,

—Av+ v = he(x), dans Q, (3.3)

u=uv=0, sur 0f).
Ou hy et hy sont dans L*(1).

La théorie variationnelle et le théoreme de Lax-Milgram assurent l’existence et

I'unicité d’une solution (u,v) dans H}(Q) x H}(Q), i.e

([ (Vu.Vy + aup)de = [ hi(z)pdr,
0 Q

X S{ (Vo.V + Bu) do = s{ ho(z)pdz, ¥ (p,1) € Hy () x Hy () (3.4)

u = v = 0 sur J.

\

Pour 'opérateur linéaire
T:L*Q) x L*(Q) —  Hy(Q) x HY(Q)
(hl, hg) = T(hl, hg) = (u, U)

ou (u,v) est la solution du systéme (3.1), on a le résultat suivant

Proposition 0.1 T est un opérateur continue, i.e
3C > 0/9h = (b, h) € V. |T ()], < C Al
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CHAPITRE 3. RESULATS D’EXISTENCE POUR UNE CLASSE DE
SYSTEMES ELLIPTIQUES SEMI-LINEAIRES

Preuve. , ,
lull%y = [1Vul’ de < [ hy(a) |u] e,
Q Q
2 2
loll = [ 1V de < [ ho(a) o] d,
Q Q
alors, on a
2
[ullzg < Nhall 2oy lull o) < NPl 2y 1l
2
[0l < M2l 2 101 2 @) < Mhall 2y 101l
depuis
2 2
HU”H(} < thHL2(Q)7
2 2
[0l < lhellz2q) -
donc
2 2 2 2
el + lol2y < Ialaqg + Mzl -
Finalement
[(w, )l = T (W)ly < IRl -
[ ]

L’opérateur suivant est bien définie

.-V
(u,v) = F (u,0) = (f (Vv), g (Vu)).

Sachant que F' est lipschitzienne et continue, il existe alors une constante ¢ > 0

telle que pour chaque (p,%) € U, on a
1E(e) = FW)lly < clle =l (3.5)

Lemme 0.1 Si (3.5) est satisfaite, alors F' est compacte.
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1. Estimation a priori de la solution

Preuve. Soit M C U un sous ensemble borné de U et {(wyn, wa,)} > C F (M)

n=1
une suite arbitraire.

—+00

.—; admet une sous suite convergente dans U.

il faut montrer que {(wy,, w2 y)
Soit {(tn, va) }125 C M tel que

F (tun,vn) = (f (Vun), 9 (Vug)) = (W10, wan),

la réflexivité de lespace U implique que (u,,v,) — (u,v) dans U au moins pour
n—oo

une sous suite.
11 suit d’apres le théoréme de Rellich que (uy,,v,) — (u,v) dans V.

F étant continue de U dans V. Alors

F(up,v,) = (w1, wa,) — F(u,v) = (u,v) dans V,

n—oo

F' est ainsi un opérateur compacte. m

1 Estimation a priori de la solution
Sot K l'opérateur suivant ainsi défini

K : U—=U
K - vLviu
K=ToF

il est claire que K est un opérateur compact et continu.

Définissons I’homotopie suivante

H:[0,1]xU —U.
(t,u,v) — H(t,u,v) = (u,v) — tK(u,v)

H est une homotopie compacte et la résolution du systéme (3.1) est équivalente a la
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1. Estimation a priori de la solution

résolution du probléme suivant
(u,v) € U, (u,v) — K(u,v) =0. (3.6)
Lemme 1.1 [] exist R > 0 tel que
vVt € [0,1],¥ (u,v) € U
H(t,u,v) =0 = [|(u,v)|, <R
Preuve. Soit t € [0,1], (u,v) € U
H(t,u,v) =0,

donc
[ [VuVw, +a [uw, =t [ f(Vo)w, w, € HY(Q),
Q Q Q

fVUVwQ —i—ﬁfﬂ VWg = tfg(VU)w2> wy € H&<Q)’
Q Q

(| u=v=0, sur 0f).

Soit wy = u , wy = v et utilisant le fait que

|f(VV)| < e[Vl + £(0),

19(Vu)| < 2 [Vul + g(0).

On obtient

/Q\Vulera/Q|u]2§/ch|Vv]u+/Qf(O)u
[1vek+8 [ 1P < [alvuo+ [ g0
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1. Estimation a priori de la solution

alors

L v < g [ 9o+ 92 [ ) [ o
Lot s [ 1f <3 [ 1vul+ 52 [ e g) [ o

Cheq

[ (o) [ <t [ wor e sova( [ |u|2)é
[t (=) [ <3 [ maegona( [ 1)

donc

(u,v) € Hy(Q)x Hy(Q).

(u,v) € Hy(Q)x Hy(Q)

luly + (o= ) lulifa < 3 Dol + SOV ull,
(u,v) € HY(Q) x HL(Q).

2 c 2 2
lolZs + (8= 2 Ioll2a < & llul%y + gOVA ol

Utilisant le fait que

on trouve

7y + a llullze < 5 vl + FOVQ ull 2
(u,v) € Hy(Q) x Hy ().

2 2 2
ol + 8 lvllze < 5 llullgy + 9OVl e,
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1. Estimation a priori de la solution

142 donne

]- 2 2 2 2
> (Wl + 1013 ) + @ (ullZs + oll32) < OVE (Jull o + ol 2 )

ou
a = min(a!, )
b = max(f(0), 9(0)),
on a donc
Hlo)lf +all(w,v)ly < 2B ||(u,v)]ly -
On obtient /3
24/2B
([ (u, )|y < Ja o R.
n

Théoréme 1.1 L’existence d’au moins une solution de (3.1) faut suit que
deg(H(1,.,.), B (0, R) ,0) 0.

On utilisons la propriété de 'invariance par homotopie du degré.

Preuve. Soit
B (0, R) = {(u,v) € U, [[(u,v)|l; < R},

Par invariance du degré topologique on a
te[0,1], deg(H(t,.,.),B(0,R),0),

est constante.

En particlier t = 0. D’apres la propriété de I'invariance par homotopie, on trouve

deg(H(0,.,.), B(0, R),0) = deg(H(1,.,.), B(0,R),0) = 1.
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1. Estimation a priori de la solution

Conclusion

La méthode du degré topologique est un puissant outil permettant de résoudre
des équations aux dérivées partielles non linéaires qu’on ne peut pas résoudre par
les méthodes variationnelles basées sur le théoréeme de Lax-Milgram. Beaucoup de
conséquences du degré étaient souvent vues comme des applications des théorémes du

point fixe.

43



1. Estimation a priori de la solution

Liste des symboles

8@ Dérivée partielle.
X

C% Dérivée normale exterieure d’un champ scalaire.

A= Ji % I'opérateur de Laplace dans RY.
V= (8%1, 8%2, - %) est le vecteur gradient sur RY.
z.y est le produit scalaire euclidien usuel de deux vecteurs x,y € RY, |.| est la
norme euclidienne associée.
p.p Presque partout.
Q un ouvert de R¥.
N L’ensemble des entiers positives, N =0,1,2, ... .
RY Espace réelle de dimension N.
[a,b] Un intervalle fermé dans X ; [a,b] = {z € X : a < x < b}.
B(o,r) Boule ouverte de centre 0 et de rayon r > 0.
Q) L’adhérence de €.
C (92) L’espace des fonctions continues.
C™ (Q) T'espace des fonctions m fois continument différentiables sur €.
C>(Q) = mQNCm (Q).
D® Pour tout multi-indice o« = (v, ..., ;) d’entiers positifs ou nuls on désigne
par
Do — ooty
ax‘fl ce al‘%n
Ou |a| = a3 + - - - + a,, est la longueur du multi-indice a.
D() L’espace des fonctions C'™ sur €2 a support compact inclus dans 2.
L*(Q2) L’espace des fonctions de carré intégrable sur Q.
H™(Q) Pour m € N, on pose : H™(Q) = {u € L*(Q) : D*u € L*(Q),Va € N" :
al < m}
H™(Q) est appelé espace de Sobolev d’ordre m sur €.
H{" Pour m € N, on désigne par HJ'(Q2) la fermeture de D(2) dans H™(£2).
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