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Résumé

Dans ce mémoire nous considérons la méthode mixte-éléments finis et différences
finies pour une équation parabolique cas équation de la chaleur. Une estimation d’erreur
du probléme semi-discret spatialement par la méthode des éléments finis est discutée.
Un Probléme totalement discret est proposé en introduisant 'approximation par diffé-
rences finies pour la variable temps. L’estimation d’erreur et la convergence de la solution

approchée ont été prouvé.

Daoudi Bouchra 4 Université El-Tarf



Table des matiéres

Abstract

In this thesis we consider the mixed finite element and finite difference method for
a parabolic heat equation. An error estimate of the spatially semi-discrete problem using
the finite element method is discussed. A fully discrete problem is proposed by introducing
the finite difference approximation for the time variable. Error estimation and convergence

of the approximate solution have been proved.
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Notations

A : Laplacien.

V : Le gradient.

A : Valeur propre.

2 : Un ouvert borné de R".

L3(Q), L>=(Q) : Espaces de Lebesgue.

HY(Q), HY(Q), H*(Q) : Espaces de Sobolev.

V : Désigne l'espace de Hilbert H'(€) ou Hy ().
(.,.) : Produit scalaire dans L*(2).

|| : Norme dans L?*(9).

Vi, : L’espace d’approximation.
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Introduction

Les problémes d’évolution apparaissent dans de trés nombreuses applications : fi-

nance (équation de black-Scholes), analyse d’images (équation de Schrédinger), mécanique
des fluides (équation de Navier-Stockes, ...), etc [2, B, [5].
Nous nous intéressons a un exemple typique d’équation aux dérivées partielles : I’'équation
de la chaleur, introduite initialement en 1807 par joseph Fourier, aprés des expériences sur
la propagation de la chaleur, suivies par la modélisation de 1’évolution de la température
avec des séries trigonométriques, appelées ensuite séries de Fourier et transformées de
Fourier, qui ont permis une grande amélioration a la modélisation mathématique des phé-
nomeénes, en particulier pour les fondements de la thermodynamique, et qui ont entrainé
aussi des travaux mathématiques trés importants pour les rendre rigoureuses, véritable
résolution a la fois physique et mathématique.

En tant qu’EDP typique, I’équation de la chaleur est I'un des sujets les plus étudiés
en mathématiques pures, et appliquées et son analyse est fondamentale [3] 5.

Une variante de cette équation est trés présente en physique sous le nom générique
d’équation de diffusion on la retrouve dans la diffusion de masse dans un milieu binaire
ou de charge électrique dans un conducteur, le transfert radiatif, etc. Elle est également
liée & I’équation de Burgers et a ’équation de Schrodinger.

L’équation de la chaleur, ainsi que ses variables, est également importante dans
de nombreux domaines des sciences et des mathématiques appliquées. En théorie des
probabilités, ’équation de la chaleur associée a 1’étude de la progression aléatoire et du
mouvement brownien via I’équation de Fokker Planck.

La résolution numérique de I’équation de la chaleur reste un probléme trés impor-
tant intervenant dans de nombreux calculs de physique. Cette équation trouve plusieurs

méthodes de résolution, comme la méthode des différences finies , méthode des éléments
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finis,...etc [6, [7) [§].

Ce mémoire est principalement divisé en deux chapitres : le premier chapitre est dé-
dié & un rappel général de la méthode des éléments finis, ol nous présentons les éléments
finis de degré 1 et 2. Dans Le deuxiéme chapitre nous présentons la formulation varia-
tionnelle du probléme, un théoréeme d’existence et d’unicité, un probléme semi-discret,
et un probléme totalement discret. Nous démontrons aussi dans ce chapitre une analyse
compléte de I'erreur de la solution approchée (stabilité et convergence). La derniére partie

de ce chapitre s’étend a la simulation numérique d’un exemple test.

Daoudi Bouchra 8 Université El-Tarf



Chapitre 1

Méthodes des éléments finis - Rappels

et Généralités

1.1 Introduction

La résolution analytique d’équations différentielles pose par fois des difficultés in-
surmontables, et une solution exacte décrivant bien le probléme étudié n’est pas toujours
facile a trouver. Le recours aux modéles physiques et & la simulation expérimentale pour
la recherche d’une solution analogue a la solution recherchée peut s’avérer couteux en
temps et en moyens. Avec les progrés enregistrés dans le domaine de 'informatique et les
performances des ordinateurs de plus en plus grandes, il est devenu possible de résoudre
des systéme d’équations différentielles trés complexes. Plusieurs techniques de résolution
numeérique ont été ainsi développées et appliquées avec succes pour avoir des solutions sa-
tisfaisantes a des problémes d’ingénierie trés variés. La méthode des éléments finis [T, [7, ]
est 'une des techniques numériques les plus puissantes. L'un des avantages majeurs de
cette méthode est le fait qu’elle offre la possibilité de développer un programme permet-
tant de résoudre, avec peu de modifications plusieurs types de problémes. En particulier,

toute forme complexe d’un domaine géométrique ot un probléme est bien posé avec toutes



Chapitre 1. Méthodes des éléments finis - Rappels et Généralités

les conditions aux limites, peut étre facilement traité par la méthode des éléments finis.
Cette méthode consiste & diviser le domaine physique a traiter en plusieurs sous domaines
appelés éléments finis & dimension non infinitésimale. La solution recherchée est remplacée
dans chaque élément par une approximation avec des polynémes simples, et le domaine

peut ensuite étre reconstitué avec 1’assemblage ou sommation de tous les éléments.

1.2 Probléme variationnel

Les formulations variationnelles de la plupart des problémes aux limites que 'on aura a

considérer s’écrivant sous la forme générale suivante,

Trouver u € V tel que,

a(u,v) = L(v), Yv € V.

(1.1)

ou V est espace de Hilbert dont la norme et le produit scalaire seront notés par : |||y et

(.,.) respectivement. Les hypothéses sur a et L sont comme suit,

1. a:V xV — R est une forme bilinéaire.

2. a est continue, c’est a dire qu’il existe une constante M > 0 tel que,

la(u, v)| < M||u|ly.||v]|v, Y(u,v) €V x V.

3. a est coercive, c’est a dire qu’il existe une constante o > 0 tel que,

la(v, )| = allvlly, Yue V.

4. L est une forme linéaire continue sur V' (i.e L est un élément de V*, espace dual de

V).

Alors nous avons le résultat d’existence et d’unicité de la solution faible du probléme

ci-dessus.
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Chapitre 1. Méthodes des éléments finis - Rappels et Généralités

Théoréme 1.1. (Lax-Milgram) Soit V' un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire,
continue et coercive sur V', et L une forme linéaire continue sur V. Alors le probléme
variationnel admet une unique solution faible uw € V. De plus cette solution dépend

contindment de la forme linéaire L,

1
lully < Ll

Ou « est la constante de coercivité de a.

1.3 Approximation du probléme variationnel - Méthode

de Galerkin

L’idée de base de cette méthode est d’approcher les éléments de 'espace V' par ceux
d’un espace V}, de dimension finie, ot h est un parameétre réel positif caractérisant la
discrétisation et destiné a tendre vers 0. La méthode des éléments, est une méthode de
Galerkin particuliére possédant des propriétés qui la rendent spécialement intéressante
pour la résolution des problémes aux limites. Soit V}, une famille d’espaces dépendants

d’un paramétre positif h telle que :
Vi, C ‘/, dimV, = N, < +00, Vh > 0.

Le probléme approché est tout simplement 'analogue discret du probléme ([1.1]), il prend

la forme,

Trouver wuy € Vj, tel que,
h h q (1.2)
a(uh,vh) = L(Uh), Y, € V.
Et est appelé probléme de Galerkin. La résolution du probléme discret (1.2)) est facile

comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 1.2. Soit V un espace de Hilbert, et V;, un espace de dimension finie inclue

dans V. Soit a une forme bilinéaire, continue et coercive sur V', et L une forme linéaire

Daoudi Bouchra 11 Université El-Tarf



Chapitre 1. Méthodes des éléments finis - Rappels et Généralités

continue sur V. Alors le probléme variationnel discret admet une unique solution
faible. Par ailleurs cette solution peut s’obtenir en résolvant un systéme linéaire de matrice

définie positive et symétrique si a(.,.) est symétrique.

Le lemme suivant da a Jean Cea, montre que la distance entre la solution exacte u
et la solution discréte u;, est majorée uniformément par rapport au sous-espace V},
par la distance entre u et Vj. Ce lemme joue un réle crucial dans la démonstration de la

convergence de la solution discrete.

Lemme 1.1. (Lemme de Cea). Soit u,uy, les solutions de (1.1]), respectivement.

Alors on a l’estimation suivante,
M
— < — inf — .
lu —unlly < = nf flu—ovuly

Démonstration. : Puisque V; C V', on déduit par soustraction des formulations varia-

tionnelles (L), (12), aue,
a(u — up,wy) =0, Ywy, € V.
En choisissant w;, = u;, — vy, on obtient,
allu —up|* < alu — up,u— up)
= alu—up,u— v, + vy, —up)
= a(u—up,u—vy) — alu — up, up, — vp)
= a(u—up,u—vp)
< Mlju—wunl[v-[lu—vallv.
d’ott 'on déduit le résultat. n

Finalement pour démontrer la convergence de cette approximation variationnelle, nous

donnons un lemme général.

Daoudi Bouchra 12 Université El-Tarf



Chapitre 1. Méthodes des éléments finis - Rappels et Généralités

Lemme 1.2. Supposons qu’il existe un sous-espace V C V dense dans V', et une applica-

tion v, de V dans Vj, ( appelée opérateur d’interpolation) tels que,
lim HU - Th(U)HV = 0, Yv e V. (13)
h—0
Alors la méthode d’approximation variationnelle (de Galerkin) converge, c’est a dire,
}lLlL%Hu—uhHV = 0. (1.4)

Démonstration. : Soit € > 0. Par densité de V il existe v € V, tel que ||[u — v||y < €. Par

ailleurs, il existe un hy ( dépendant de €), tel que pour cet élément v de V, on a,
lv —rn(v)|lv <€ Yh < hy.

En vertu du lemme [I.1] on a,

lu—unlly < Cllu—7ra(v)|lv
< C(llu—=vllv + v —=ra(v)llv)
< 2Ce.

D’ou l'on déduit le résultat. g

1.4 Eléments finis linéaires

1.4.1 Maillage et fonctions de base

Nous allons établir comment construire les fonctions de base de la méthode de Galerkin
de maniére efficace. Pour fixé les idées et simplifier la présentation, nous supposons que
V = H'0,1) ou V = H}(0,1). Dans le cas du probléme de poisson par exemple, ceci
correspond aux choix adaptés aux conditions aux limites de type de Neumann et Dirichlet,
respectivement. On introduit une partition de Q = [0, 1] en N+1 sous-intervalles Jz;_1, x;],

appelés éléments, de longueur h; = z; — x;_; avec,

O=z0< 21 < ..... <£L‘N<ZL'N+1:1.

Daoudi Bouchra 13 Université El-Tarf



Chapitre 1. Méthodes des éléments finis - Rappels et Généralités

On pose

h = maxh;.
j

Lorsque les noeuds x; sont équidistants le maillage est dit uniforme. Dans ce cas,

1
.CC]:]h avec h:N—H,OSJSN—Fl

Par souci de simplicité, nous supposons aussi que le maillage est uniforme. Notre objectif
est de construire des approximations de I’espace V. Nous appliquerons donc la méthode des
éléments finis afin de construire des sous-espaces V},. La base de fonctions correspondante

doit satisfaire les trois critéres suivantes.

1. La base de fonctions est engendrée par des fonctions simples définies par morceaux

sur chaque élément de la grille.
2. Les fonctions de la base sont suffisamment réguliéres pour appartenir a V.

3. Les fonctions de la base sont choisies de sorte que les parameétres définissant la

solution approchée wu; soient précisément les valeurs de wu; aux noeuds.

1.4.2 Eléments finis P,

Soit P; I'espace des polyndémes de degré inférieur ou égal a 1. Considérons 'espace des

fonctions continues et affines par morceaux sur chaque élément de la maille, défini par,
Vi = {v, € C([0,1]) NV tel que vpz;0,,,] € P pour tout 0 < j < N}

Nous pouvons présenter les fonctions de Vj, a 'aide des (N + 2) fonctions de base de

Lagrange caractérisées par,
¢l($]) = 5@']’, Z,j = O, 7]\[ + 1.
O § représente le symbole de Kronecker.

bi(@) = 1 et ¢;(ws) =0, Vi # j.

Daoudi Bouchra 14 Université El-Tarf



Chapitre 1. Méthodes des éléments finis - Rappels et Généralités

On construit les fonctions de base {go]- }jeN de telle sorte qu’elles satisfaisont les critéres

cités ci-dessus. Pour j = 0,...., N +1, la fonction ¢, associée au sommet x; est définie par,
(
0 si ¢ [rj1,255]

¢j($) = ;]:xTJJ:ll si x € [$j,1,l’j]

Tj+1—%
\ Tj+1—L;

sl @ € [, 241]

Lorsque le maillage est uniforme,
§

0 si @& [r;1,24]

¢;(x) = x_fbj‘l si x € [z, z)]

= st @ € [1), 7]

\
Proposition 1.1. Si V = H'(0,1), alors l’espace V}, est un sous-espace de H*(0,1) de

dimension N + 2 et toute fonction v, € V}, est définie de maniere unique par ses valeurs

auz sommets (T;)o icn iy »

N+1

vn(@) =Y wn(x;)e;(x), Vo € [0, 1].

5=0
Proposition 1.2. Si V = H}(0,1), alors l’espace Vj, est un sous-espace de Hj(0,1) de
dimension N et toute fonction v, € V), est définie de maniére unique par ses valeurs aux

sommets (), <oy »

vp(x) = th(xj)gbj(w), vz € [0,1].

Nous désignons par m(h) la dimension de 'espace V.

1.5 Convergence et estimation d’erreur

Définition 1.1. (Opérateur d’interpolation) On appelle opérateur d’interpolation I1}

Uapplication linéaire de V' dans V}, définie pour tout v € V' par,
m(h)

Mo() = Y v(w;)é,(x). (1.5)

Jj=1

Daoudi Bouchra 15 Université El-Tarf



Chapitre 1. Méthodes des éléments finis - Rappels et Généralités

L’interpolée d’une fonction v est la fonction affine par morceaux qui coincide avec
v sur les sommets du maillage. Iei V =V et rj, =11}

La convergence de la méthode des éléments finis repose sur le lemme suivant.
Lemme 1.3. (Lemme d’interpolation) Soit v € V, et soit II}v € V}, linterpolée de la
fonction v définie par . Alors Yv € V', il vérifie,

lim [|v — I vy = 0.

h—0
De plus si v € H?*(0,1), alors il existe deuzx constantes Cy, Cy indépendante de h tel que,

HU — H]17,UHL2(O,1) S C()h2HUHHL2(071).
et,
lv = ollv < Cihl[v" || c20,)-

L’estimation d’erreur est plus précise dans le des fonctions suffisamment réguliéres.
Le résultat suivant nous donne une estimation d’erreur d’approximation par la méthode

des éléments finis linéaires pour le probléeme de Dirichlet.

Théoréme 1.3. Soient u € V et up, € Vj les solutions de et , respectivement.

Alors la méthode des éléments finis converge,i.e,
lim ||u — up|ly = 0. (1.6)
h—0

De plus, si u € H?(0,1), alors il existe une constante C indépendante de u et de h telle
que,

|u — upllv < Ch||u"|| r20,1)- (1.7)

Remarque 1.1. L’estimation indique la vitesse de convergence de la méthode des
éléments finis. Comme cette majoration est proportionnelle a h, on dit que la méthode des

éléments finis converge linéairement.
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Chapitre 1. Méthodes des éléments finis - Rappels et Généralités

Démonstration. : 1l est clair que II} € V. En utilisant le lemme de Cea, il vient que,

M
_ < = _
|u —unlly < > Uifgfh |u — vpllv

M
< —lu— T ully.
< =Tl

Les deux assertions (1.6)) et (1.7)) sont une séquence du lemme |1.3] 1

1.5.1 Principe du maximum

Proposition 1.3. Considérons le cas de l’équation de Poisson, et supposons que f > 0
presque partout dans 10, 1[. Alors, la solution u, de l’approximation variationnelle par la

méthode des éléments finis vérifie up, > 0 dans [0, 1].

1.6 Eléments finis en dimension n—2

Nous nous plagons maintenant en dimension n > 2 en pratique n = 2,3. Pour simpli-
fier 'exposé nous supposons n = 2, mais certains résultats s’étendent & n = 3. Nous

considérons le probléme modéle de Dirichlet.

—Au = f dans ()
(1.8)

u=20 surl.

avec f € L*(Q). On sait qu’il admet une solution faible dans V' = H} (). Dans tout ce qui

suit nous supposerons que ) est un polygone de frontiére I' de classe C!' par morceaux.

1.6.1 Eléments finis triangulaires

Définition 1.2. Un maillage ou une famille de triangulation de Q0 est un ensemble Ty,

2-simplexes (triangles) non-dégénérés (K;)1<i<m qui vérifient,

Daoudi Bouchra 17 Université El-Tarf



Chapitre 1. Méthodes des éléments finis - Rappels et Généralités

2. lintersection K;NK; de deux triangles distincts est soit vide, soit réduit a un sommet

commun, soit a4 une arréte commune entiere.

Les sommets (ou noeuds) du maillage Ty, sont les sommets (a;) des 2-simplezes (K;)
qui le composent. Par convention, le parametre h désigne le maximum des diametres des

2-simplexes (K;).
On pose,
hx = diam(K), le diamétre du triangle K.

p(K), larondeur du triangle K.

Définition 1.3. Soit (T)n>0) une suite de maillages de Q. On dit que (Tp)n>0) est régu-
lieres s,

1. la suite h = maxg,er, (diam(K;)) tend vers 0 quand hg, tend vers 0.

2. il existe une constante C' telle que, pour tout h > 0 et tout K € Ty, on a,

diam(K)
“m =

On approxime ’espace V' par un espace Vj, de dimension finie égale & m(h). On
appelle m(h) le nombre de degré de liberté de la famille de triangulation 7. De plus, il

existe une base de V}, notée (¢;)1<i<m(n) définie par,

telle que Yv, € V}, on a,

Daoudi Bouchra 18 Université El-Tarf



Chapitre 1. Méthodes des éléments finis - Rappels et Généralités

Résolution pratique

On résout le probléme modéle par la méthode des éléments finis en introduisant les poly-

nomes de Lagrange P; de degré 1. On pose,
Vi = {v, € C() N Hy(Q), tel que vp|x, € Py pour tout 1< j < m}
La formulation variationnelle du probléme discret est,
trouver u, € Vj tel que :/VuhVUhda: = / fopdx, Vv, € V.
Q Q

On décompose uy, sur la base des (¢;)1<j<m(r) €t on prend v, = ¢; ce qui donne,

m(h)

Zuh(aj)/ngngbidm:/fqﬁidx, 1<i<m(h).
- Q Q

Jj=1

On écrit le systéme ci-dessus sous la forme vectorielle,
AhUh = Bh (19)

Avec,

Le vecteur inconnu : Uy, = (un(a)) ;< j<pnin) -

Le second membre : Bj, = / fodr, 1 <i<m(h).
Q

La matrice de rigidité : A, = (a(¢i’¢j)1<ij<m(h) = (/ V¢jv¢id1’)
- 9)

1<i,j<m(h)

En générale, I'intersection des supports ¢; et ¢; est vide et la plupart des coefficients de
Ay, sont nuls. La matrice de rigidité est donc creuse. Les éléments du second membre By,
se calculent par les méthodes d’intégrations numériques.

Le systéme d’équations linéaires se résout par les méthodes numériques itératives ou

directes.
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En générale, l'intersection des supports ¢; et ¢; est vide et la plupart des coefficients de
Ay, sont nuls. La matrice de rigidité est donc creuse. Les éléments du second membre By,
se calculent par les méthodes d’intégrations numériques.

Le systéme d’équations linéaires se résout par les méthodes numériques itératives ou

directes.
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Chapitre 2

Analyse numérique de 1’équation de la

chaleur

Soit 2 un ouvert borné de R” de frontiére I' de classe C! par morceaux. Considérons le

probléme suivant : trouver une fonction u(z,t) : Q x [0, co[— R telle que,

% —Au= f, dans Qx]0, 00|
u =0, sur I'x]0, oof (2.1)

u(zx,0) = ug(x), dans Q.

et t est la variable de temps. le probléme aux limites modélise 'évolution de la
température u(x,t) dans un corps thermiquement conducteur qui occupe le domaine €.
La distribution de la température initiale & ¢ = 0 est donnée par la fonction ug. Sur la
frontiére I' du corps considéré, la température est maintennue a une valeur constante,
utilisée comme valeurs de référence (c’est la condition de Dirichlet homogéne u(x,t) = 0
sur I' x R% ). Les sources de chaleur sont modélisées par la fonction f = f(z,t). On peut,
bien str associer d’autres conditions aux limites a 1’équation de la chaleur, par exemple

ou
une condition de Neumann, — = 0 sur I'x]0, co[ o1t 1) est le vecteur unitaire de la normale

on
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extérieure a I'. Cette derniére expression exprime que le flux de la chaleur a travers I est

nul.

2.1 Formulation variationnelle

L’idée est d’écrire une formulation variationnelle qui ressemble & une équation différentielle
ordinaire du premier ordre [I], 2]. Pour cela nous multiplions I'équation de la chaleur ([2.1))
par une fonction test v(z) qui ne dépend pas du temps ¢, soit v € H} () on a,

ou 1
g E(x,t)v(:p) dx —f—/QAU(ZL‘,t)U(ZL’) dx = /Qf(x,t)v(x) dx , Yv € Hy(9).

En introduisant la formule de Green, on obtient,

/QAu(x,t)v(:c) dr = /QVu(x,t)Vv(x) dx — A g—z(m,t)v(:v) do.
Alors,
ou 1
g E(x,t)v(:z:) dx —I—/QVu(x,t)Vv(x)da: = /Qf(x,t)v(x) dx Vv € Hy(Q) (2.2)

Comme ni Q ni v(x) ne varient avec le temps, on peut écrire cette derniére équation sous

la forme,

d 1
pr Qu(:z:,t)v(x) dx + /QVu(x,t)Vv(x) de = /Qf(x,t)v(x)dx,Vv € Hy(Q).

Nous séparons les variables x et ¢, en considérant désormais la solution u(x,t) comme une
fonction du temps t a valeurs dans un espace de fonctions définies sur €2. Plus précisément,
si I'on se donne un temps final 7' > 0 (éventuellement égal & +00), on considére que u est
définie par, u :)0, T[— H}(Q), t — u(t), et nous continuerons de noter u(z,t) la valeur de
u(z)(t). De méme le terme source f(z,t) est désormais considéré comme une fonction en
t a valeur dans L?(€2). Soient le produit scalaire dans L?(Q2) et la forme bilinéaire a(w, v)

définis par,

< W,V > )= /Qw(x)v(x) dx |, a(w,v) = /QVw(x)Vv(x) dx.
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Dorénavant on note < w,v >p2q) par < w,v > . On peut alors mettre (2.2)) sous la
forme d’une équation différentielle ordinaire du premier ordre en ¢. On obtient ainsi la
formulation variationnelle suivante.

Trouver u(t) fonction de |0, 7| & valeur dans H}(Q) tels que,

% <u(t),v > +a(u(t),v) =< f(t),v >120) Vv € Hy(Q)
u=20 sur I'x]0, T (2.3)
u(x,0) = ug(x) V€ Q.

Il reste plusieurs points a préciser dans la formulation variationnelle pour lui donner
un sens mathématique précis : Quelle est la régularité en temps de f et de u, et quel
sens donner a la dérivée en t 7. En particulier, il faudra absolument que u(t) soit continue
en t = 0 pour donner un sens correct a la donnée initiale uy. Nous n’analysons pas ces

questions théoriques dans ce mémoire.

2.2 Probléme variationnels abstraits-Existence et uni-
cité

Pour démontrer D'existence et 'unicité de la solution de la formulation variationnelle
(2.3), nous revenons au cadre général en considérant deux espaces de Hilbert V' et H
tels que V' C H avec injection compacte et dense. Typiquement on aura V = H}(Q) et
H = L?*(2). Puisque la forme bilinéaire a(.,.) est symétrique, continue et coercive alors
d’aprés le théoréme des valeurs propres [I, 2], il existe une suite croissante positive de
valeurs propre 0 < A\; < Ay < ... < \; < ..., et une base Hilbertienne orthonormale dans

H de vecteurs propres (w;);en+ telles que,
a(w;,v) =N < w;,v >, Yo €V, (2.4)

Théoréme 2.1. Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que V- C H avec injection

compacte et 'V est dense dans H. Soit a(.,.) une forme bilinéaire symétrique, continue
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et coercive dans V. Soit un temps final T > 0, une donnée initiale ug € H, et un terme

source f € L*(J0,T[; H). Alors le probléme,

d
— < u(t),v >y +a =< v>y YoeV, 0<t<T
o < ult),v>n tau(t),v) =< f(t),v >n 2.5)
u(t =0) = ug dans €2
(Ou ’équation a liew au sens faible dans 10, T|[) a une unique solutionu € L*(J0,T[; V)N
C([0,T); H). De plus, il existe une constante C > 0 (qui ne dépend que de 2) telle que on

a l’estimation de [’énergie suivante,

lullz2go,rpvy + llulleqo.r;m < Clluolla + [ £l z2qosrpm))- (2.6)

En outre la solution u est donnée par

o0 ¢
u(t) = Z {< Uy, w; > e Mt —I—/ < f(s),w; > e_’\i(t_s)ds} w;. (2.7)
i=1 0

Donnons enfin un résultat de continuité de la solution u par rapport aux données ug et f.

Théoréme 2.2. Sous les conditions d’application du théoréme la solution u du pro-

bléme verifie linégalité
u(t)] < Juol e / F@ s o<t <T
Ou A1 est la plus petite valeur propre de

Démonstration. : C’est une application simple de I'existence du développement en série

/
0

x
-\t
< Ug, W; > € Ww;
- 1/2
2 o _
< { E |< ug, w; >|"e QM} < |ug|e Mt
i=1

lu(t)] < s),w; > e Ny, | ds.

=1

o0
-\t
< Ug, W; > € w;

et pour 0 < s <t,

©° o0 1/2
N < fs) s > ey < {Z|<f< )y >[N0 >} < [f(s)| e
=1 i=1

D’ou le résultat. n
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2.3 Meéthode de semi discrétisation

Nous considérons un espace de dimension 2. Nous introduisons une famille de triangulation
réguliére quasi-uniforme 7" sur 0 C R2, h étant le paramétre de la discrétisation spatiale,
et considérons V}, 'espace d’éléments finis linéaires par morceaux sur chaque triangle K

dans 7", plus précisément soit,
Vi={wneC@Q)nNV : vyxg € P, VK € T"} , (ici V = H}(Q)).

Ou P; est 'ensemble des polyndémes de Lagrange de degré inférieur ou égal a 1. Soit
M; , 1 =1,..,m(h) les noeuds de la famille de triangulation 7" qui n’appartiennent pas
a I'. V}, est de dimension finie égale & m(h). Nous notons par ¢, , | = 1,....m(h) les
fonctions de base usuelles (¢;(M;) = d;;, symbole de Kronecker). L’analogue semi-discret
du probléme continue est donné par : étant donné ug, € V4, trouver une fonction
up :t € [0,T] = up(t) € V3 solution du systéme différentiel ordinaire :

% < up(t), vn > +alun(t),vn) =< f(t),vn >, Yo, € Wy (2.8)

up(t =0) = uop
Puisque la forme bilinéaire est symétrique et coercive dans l'espace V},, alors d’aprés le
théoréeme des valeurs propres [I, 2] relatif a a(.,.), il existe une suite finie de valeurs
propres croissantes et strictement positives : 0 < Ay < Aoy <. < Ay, €t une suite de

fonctions propres wip, wap, ..., Wmnyn de V, orthonormale dans L?(9) telle que,
a(wih,vh) = A\ip < Wip, Vp > Yy, € Vj,. (29)

Théoréme 2.3. Le probleme de semi-discret (2.8) admet une solution unique u,(t) € Vj
donnée par

m(h)

t
up(t) = Z {< Uop, wyp, > €Nt +/ < f(s), win > 6_&"“_8)6&5‘} Wi,

i=1 0
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Démonstration. : La démonstration et en tout point analogue a celle des théoréme [2.1]

De maniére pratique on cherche une fonction u; sous la forme,

m(h)
un(t) =Y &),
j=1
Alors en posant,
m(h)
uon(t) = Z foj‘@)%‘
j=1

Le probléme semi-discret (2.8) s’écrit,

( m(h) ‘ m(h)
S (o) S0+ ale, w060 = (0 0), 1< 7 mlb) €0) =& 10 < mh),

§;(0) =&y, 1 < i <m(h).
(2.10)

Introduisons la matrice de rigidité R = (a(goj, 90i))1<ij<m(h) et la matrice de masse M =

(<<pj, gpi>)1 <ij<m(h)’ le systéme semi-discret (2.10f) se met alors sous la forme,

dg _
M—+(8) + RE(t) = B(1), (2.11)

5(0) - 507

Ot on a posé,

f(t) = (51(75)7 "‘7€m(h)(t))T7 §o = (6017 "'7€0m(h))T
B(t) = (By(B)s oo By )5 Bilt) = (F(1),03) 1 <icmy -

Il s’agit alors de résoudre numériquement ce systéme différentiel (2.11)) de dimension
m(h). B

2.3.1 Estimation d’erreur semi-discréte en norme .2

Nous allons examiner 'erreur commise lorsque on remplace le probléme continue ([2.3)) par

le probléme semi-discret (2.8). Pour simplifier un peu 'exposition des résultats, considé-
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rons lopérateur de projection elliptique (projection de Ritz),
Rh 'V — Vh,

défini par,
a(Rpv,v) = a(v,vp), Yo, €V, v eV (2.12)

Ry n’est autre que la projection orthogonale de V' sur V}, pour le produit scalaire af.,.).
On peut dire aussi que Rpv est une approximation par éléments finis de la solution du
probléme elliptique correspondant au solution exacte v. Avant d’estimer l'erreur de la
solution semi-discréte on a besoin de quelques lemmes [9]. Nous notons la norme dans

I'espace L?(Q) par ||.||, et la norme dans 'espace H? () par |[|.||z=.

Lemme 2.1. [] existent deux constantes Cy, C indépendantes de h, telles qu’on a les

estimations sutvantes,
Yo € HX(Q) N HYQ), [|Rhv — || < Coh2|[v]| o, (2.13)
et
IV(Rpv — )| < CLh||v||ge. (2.14)

Lemme 2.2. Avec Ry, défini par (2.19), et sous les hypothéses de régularité de u(t) €
H*(Q) N HI(Q), et u, € H*(Q) il existent deuz constantes Cy, Cy indépendantes de t et h

telles qu’on a les estimations suivantes,

Raat) — ult)| + BV (Reu(t) ~ u(e)]| < Cobull, Ve € 0,71, (215)
et
d 2
145 (Ra(®) = ) [+ 119 (5 (Ra(®) = ) ) 1| < Cub o, ¥ € 0.7, (210
. du
Ou u = e
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Théoréme 2.4. (Estimation d’erreur) Soient u et uy(t) les solutions respectivement
de et ([2.8). Alors sous les hypothéses de régularité de u(t) € H*(Q) N HH(Q), et

u; € H2(QY) on a Uestimation d’erreur suivante,

t
H%@—MWSWm—%M%W<Mﬂm+/HMW%)
0

Ou C' est une constante indépendante de t et h.
Démonstration. : Posons,

up(t) —u(t) = 0(t) + p(t), ou O(t) = up(t) — Rpu(t), et p(t) = Rpu(t) — u(t). L’estimation
de p(t) se déduit du lemme [2.2] En effet,

o)l = Ruu(t) — u(®)l| < Ch?||ul .

Or,

Donc,

t
nwmswwm+/nwmw.
0

Par conséquent on a,

t
o0 < €3 (ol + [ ). 217)
0

Reste & estimer la fonction 0(t) qui forme la grande partie de cette démonstration. En

posant d—e(t) =6, on a,

dt
Vop € Vi, (Or, o) +a(0,v,) = (upt — Rpue, vp) + alup, — Ry, vp,)
= [(uns,vn) + alup, vp)] — (Rpue, vp) — a(Rpu, vp)
(fyon) + (ug, vp) — (Rpug, vp) — (ug, vp) — a(Rpu, vp,)
= (f,vn) — (Rpus — ug, vp) — (ug, vp) — a(Rpu, vp)
(

fron) = {py,vn) — (ug, vn) — a(Ruu, vp).
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En introduisant 'expression (2.12)),il vient,

<€t7 Uh) + a<0’ Uh) = <fa vh> - <pt7 Uh> - <ut7 vh> - a(uv Uh)
= (fivn) = (pr vn) — [{us; vn) + alu, vy)]
= <f7 Uh> - <pt7 Uh> - <f7 vh> :

Donc, Vv, € Vj,,Vt €]0,T] on a,
(Og, v) + a(0,v) = — {p;, vp) - (2.18)
Puisque 6 € V},, on peut choisir dans v, = 0, et on obtient,
0:,0) + [|[VO|]* = — (p,,0), ¥t > 0. (2.19)

Le second terme du membre de droite de (2.19)) est non négatif, ce qui conduit a,
1d

d
0112 = |10]|—19]| < |10
5 1017 = 1611611 < lledl-16)

Apres simplification par ||f|| et par intégration, on obtient,
¢
10)]] < 18(0)]] +/O ()| ds.
En appliquant le lemme [2.1] on obtient,

16O) = lluon — Rauoll

N

l|won — wol| + [ Rauo — uol|

< Nlwon — uol| + Ch?|Jug]| a2

De plus on a aussi d’apres le lemme [2.2]

lodl = Raue — ]
< Ch?||wy| g
Donc,
t
10(8)]| < |lwon — uoll + Ch2|Jug)| 2 +Ch2/ ||we|| 2 ds. (2.20)
0
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En combinant | et (2.20) on en déduit que,

t
lun(t) —uw@)] < \!uﬂh—uO\!+0h2\\uOllH2+Ch2/ [l s
0

t
+Ch2 (||U0||H2 ‘I—/ ||Ut||H2dS)
0

t
< uop — uol| + Ch? (||u0||H2 —|—/ ||ut||szs> c.q.f.d.
0
|

D’aprés le théoréme des valeurs propres relatif a la forme bilinéaire symétrique a(., .) (voir
14 2]) on a,
a(v,v) = X{v,v), Yv € V.

Soit A; la plus petite valeur propre de la suite {)\;},y., alors on a,
V|3 = Mjv)|? > Mjvl?, Yo € V. (2.21)
Du théoréme 2.4l on déduit lestimation d’erreur suivante.

Corollaire 2.1. Soient u et up(t) les solutions respectivement de (2.1) et (2.8). Alors sous
les hypotheses de réqularité de u(t) € H*(Q) N HY(Q), et uy € H*(Q) on a lestimation

d’erreur suivante,
lun(t) — u(®)]] < e [|ug — uonl|+
t
o1 (e uall + [l + [ >l ).
0

Démonstration. En introduisons I'expression ([2.21]) dans (2.19) on a,

(2.22)

d
161101+ Adll6l” < llecll-16], V8 € Vi C V-

Donc il s’ensuit que,

d
S 101+ Aol < Tloell

En multipliant par e** on obtient,

d
e 6@ < el
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En intégrant 'expression ci-dessus sur [0, t], il vient,
t
ol < O+ [ NI s)]ds
0
t
< e MY Rpug — o] +/ e M=) (C’h2||ut||H2) ds
0
t
< e M (Jlug — uon| + | Ruuo — uol|) + Ch2/ e M) ||y || gads
0
t
< e M (Jlug — uon|| + CR?||uo| =) + C’hz/ e M) ||y || gads
0
Donc on a lestimation de 6(t),
t
10(t)]] < e |ug — uon|| + Ch? (eAltHuOHHz —i—/ eAl(tS)HutHszs) : (2.23)
0
En combinant (2.13)) et (2.23)) on conclut que,

lun(t) = well < CR*[lu(t)ll 2 + = [luo — uonl| + Ch*e™"|ug| 2

t
+Ch? / e M) ||y || gads
0

IN

t
My — uon]] + CI2 (e-“nuoum )l + | e-h<t-8>||ut||mds) .
0

De le méme maniére on peut prouver l'estimation du gradient d’erreur.

Théoréme 2.5. (Estimation du gradient) Soient u et uy, (t) les solutions respective-
ment de et (2.8) . Alors sous les hopothéses de régularité deu (t) € H*(Q)NH(Q),

et u; € H*(Q) on a lestimation du gradient d’erreur suivante

¢ 3
[Vup (t) — Vu (t)|| < c||[Vugn, — Vug||+ch <HU0HH2 + [ ()] 2 + </ ]| 2 dS) ) , V>0
0

Démonstration. Par le méme raisonnement du théoreme [2.4] on a

Yy () — Vu(t) = VO{#) +Vp (£), t>0
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D’aprés le lemme 2.2 on a
Vo N < chllu ()]l - (2.24)

Reste & estimer V6 (t). Posons v, = 0; dans I’équation on obtient

1d

SZIVOOI = (61,00

16:1% +

IN

1 1
S+ 316

Ceci implique

d
ZIVOOI” < llo®
en intégrant de 0 & ¢ , on obtient
t
IVO @) 1I* < 1IV8(0) ||2+/0 lpelI” ds (2.25)
or

IVOO) I = IV (un (0) = [[Rnu (0))]
< IV (un (0) = w (0D + [V ([Rnu (0) — u (0))]]
Ainsi compte tenu du lemme on a
IVO(0) | < IV (un (0) = w (O)[] + chllw (0) [
Ceci conduit &

V6 () 1> < (IV (un (0) — w(0))]| + chlfu (0) | m2)” + /Ot lodlI” ds.

Donc

IVO@) 1 < IV (un (0) = u (0)[| + chllu (0) ||H2+(/O ||pt||2d8>2

IA

1
t 3
IV (uon, — o)l + chljuo| 2 + ch? (/ e dS)
0
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par conséquent on a

¢ 3
VO () || < IV (uon — uo)|| + ch (IIUoIIm + (/ |72 d8> > (2.26)
0
De et on a

t 3
IV (un (t) —u @)l < [V (uon — o)l + ch (Huol\m + (/ e |72 dS) ) + chllu 2
0

¢ 3
IV (uon — uo)|| + ch (HUOIIH2 + [Juell 2 + (/ e[ 72 d8> )
0

IN

D’ou le résultat . 1

Remarque 2.1. Si on prend VO (0) = 0 dans lestimation on aura |VO (t)|| d’ordre
o (h?). Alors que gradient total ne peut étre que o(h). Ainsi VRyu est une meilleure ap-
proximation de Vuy, que ce qui est possible pour Vu. Il s’agit d’un exemple d’un phénoméne

parfoit appelé superconvergence.

2.3.2 Estimation d’erreur semi-discréte en norme maximale L™

Nous allons introduire maintenant la norme maximale. Considérons les espaces suivants :

L>® = L*®(Q), W?>® = W?* (Q) munissent des normes respectivement :

[V e = sup |v ()]
e
HUHWMC = fg@llD“vlle

Considérons le polynéme d’interpolation :
I, : H*(Q) N Hy (Q) — V,

défini par
m(h)

Lw =Y v (M), (z) (2.27)

j=1

si Q C R? on a les estimation suivantes :
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Lemme 2.3. [9] Ils existent des constantes ¢y, co et c3 indépendantes de h telles qu’on a
Yo € W2 (Q) N H; (Q), 1o — o]l . < coh?[[o]l oo (2.28)

Yo e H* (Q)NHy (Q), [T —vll , <ab® vy, Vw0l , <chlv]g. (229)
Lemme 2.4. [9] Soit Q C R? supposons que la famille de triangulation T" est régulicre
quasi-uniforme telle que hyy > ch” pour v > 0. Alors il existe une constante c telle que

[onll oo < by [[VORl 2, Yon € Viy (2.30)

avec

1
[, = max (1, log ﬁ)

Lemme 2.5. [9] L’opérateur de projection Ry, posséde la propriété de stabilité en norme
mazimale

IRl < el o]l , Yo € HE(Q)N L (9). (2.31)

Lo —

Remarque 2.2. Notons que l;, n’est pas borné pour les petites valeurs de h, et que [’opé-

rateur Ry, n'est pas borné dans l'espace L™ (2).
Estimons maintenant 'erreur en norme maximale.

Théoréme 2.6. Sous les hypothéses du Théoreme on a l’estimation d’erreur de la

solution du probléme
lun (8) = w ()], < c(t.u)l-h?
avec ¢ une constante indépendante de h.

Démonstration. Posons uy, (t) —u (t) = 60 (t) + p(t). Estimons d’abord 6 (¢). D’aprés l'es-
timation (2.25) en posant V6 (0) =0, on a

t % t 2
(Vo) < ( / Hptuzds) < o ( / uutuipds)
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En appliquant le lemme il vient

[ SIS

1 1 t
1601, < cif 19000 < ctfa [ uleas) (232
0
Reste a estimer p(t). on a

IRhu —ull e < [Ryu — Ry (Inw)| ., + [1Rn (Inu) —ul|

< Rw (u = Lyl o + Hnw —ull

En introduissant les lemmes on a

[Ruuw =l < cnllu—Thull  +l[Tnw—ull

< (clp+ 1) [Thu —ul|
< (el + 1) c? [lu] o
Comme [, > 1, alors on en déduit
IRuuw —ull . < clnh® [[ul] .0 (2.33)

De (2.32)) et (2.33) on conclut I'estimation d’erreur du probléme parabolique ({2.8)

1
Jun (1) —u @) ,. < el h? + coly,.h?

1
< c(t,u)ly.h?,  car I} <.
c.q.f.d. n

Remarque 2.3. Notons que cette estimation n’est pas optimale, et que le facteur loga-

rithmique ne peut étre supprimer.

2.4 Méthode de discrétisation totale

Dans cette section nous discrétisons la variable temporelle ¢. Divisons 'intervalle [0, 7] en

N parties égales, en posant le pas 7 = % et 'instant ¢,, = n7, pour n =0,1,2,..., N.
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Soit u} la valeur approchée de la solution semi-discréte uy(t,) a Uinstant ¢ = ¢,,. Considé-
rons un schémas d’Euler regressif [3, 4],

n n—1
5u2 S B
T

On définit le probléme totalement discret comme suit : étant donnée une valeur initiale

u) € Vj, trouver ufl € Vi, , n = 1,2, ... telle que,
(up, vp) + Ta(up,vn) = (f(ta), va) + (up " o) L Yo, €V, (2.34)

Le systéme itératif (2.34) montre qu’a chaque étape de temps ¢,, la solution approchée

uy dépend de la valeur uZ’l calculée a I'étape précédente.

2.4.1 Analyse de l’erreur en norme L?

Cette section a pour objet I’étude de la convergence et 'ordre de convergence du probléme

totalement discret ([2.34)).

Théoréme 2.7. Soit u et u}} les solution de et respectivement. On a si

g — ul|| < ch?||lugl| g2 et ug =0 sur T, Uestimation d’erreur suivante,

tn tn
luf — u(t,)|| < Ch? <||u0\|H2 +/ HutHszs> —|—T/ |luge|lds , Vn > 1.
0 0

Démonstration. : On suit le méme raisonnement du théoréme [2.4] on pose,

up — u(ty) = (up — Rpu(tn)) + (Ruu(t,) — u(t,)) = 6" + p".
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Ou p" = p(t,) est bornée d’aprés (2.15)). Examinons I'estimation de 6". En effet, on a

ann n 0" _9”—1 n
(90" vp) +a(0",vp) = (——, v ) +a(0",vp)

n_ R tn n—1 R e
<uh nu(tn) Uy pt(tn-1) , Uh> + a (uy, — Rpu(ty,),vp)
- T

_ Kuh ! Uh> +alal, Uh)] B <Rhu(tn) — Ryt r) Uh>

T T

—a(Rpu(ty,),vp)
() en) + (), vn) — <Rh“(t”) - Rh“““),vh>

— (ue(tn), vn) — a(Rypu(ty), vn)

En introduit expression ([2.12)), il vient

(00", vn) +a(0",vn) = (f(tn),vn) + (ue(tn), vn)

(
— <Rh5U(tn), Uh> — [<Ut(tn)7 Uh) + a(u(tn)v Uh)]
= (f(tn),vn) + (ui(tn), vn) — (RuOu(tn),vn) — (f(tn), vn)
= —(RpOulty) — w(tn), vp) , Yo, €V}
Donc,
(00", v,y + a(0",v,) = — (W™, ) , Yop €V, Vn > 1 (2.35)
Ou

wt = Rhgu(tn) - Ut(tn)
= (RnOu(t,) — Ou(ty)) + (Ou(t,) — w(ty))
— (Rh — [) 5u(tn) + (5U(tn> - ut<tn))

= Wi + wy
En choisissant v, = " dans ([2.35]), on obtient

(96",0") + [|[VO"||* = — (w",0")
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Chapitre 2. Analyse numérique de I’équation de la chaleur

Ceci implique que,

(00",0") < w"[.6"|

Qu’on peut la mettre sous la forme,

(07, 0"y — (071, 0") < rllwn[l6"]
Ou encore sous la forme,

167112 = Nl0" 1107 < il (|- 16" -

Donc,

6™ < 11" + 7w (2.36)

Par récurrence, on obtient

lg il < N16°1 7 D ]
j=1

n n
16° + 7> [lwill + 7 flwdll,
j=1 j=1

IN

avec
0° = 6(0) =u) — Ryu(0)
= u) — Ryug
= (up — ug) + (uo — Ruuo) .
Donc

16°1] < [l — woll + [ Rhuo — uol.

En appliquant (2.15)) et en choisissant ||u) — wug|| < ch?||ug|| g2, il vient

160°] < Ch2||uol| 2. (2.37)
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De plus, on a

alors, on a

Donc

wi = (Rn—1)dult;)
tj
= (Rh—])T_l/ uds
tji—1

j—

n ) n t
i = t
) will < lo]lds
j=1 j=1Yti-1

tn
Ciﬂ/ || 2.
0

IN

De la méme maniére, on a

Ceci implique que

Donc

T’LU% = Téu(tj)_T'U/t(tj)

= u(ty) —u(tj—1) — Tw(t;).

t
TW) = —/ (s —tj_1)uw(s)ds.
tj—1

J

n ' n t;
23l < §jw2 (5 — b1 )un(s)ds]
=1 j=1 Jti-1

J

tn
7/ el ds.
0

IN

Par conséquent, on déduit

tn tn
1671 < 6% + 0 [ sl 4 7 [ s
0 0

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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Chapitre 2. Analyse numérique de I’équation de la chaleur

En combinant (2.17)), (2.48) et (2.40]), on obtient,

tn tn tn
|uf —u(t,)|| < Ch*|Jugl| g2 —|—Ch2/ HutHszs—i—T/ || ||ds + Ch? (HU0HH2 —i—/ HutHH2d5>
0 0 0

IN

tn tn
Chz(HUOHHQ‘i‘/ HutHszs)w/ lugllds — C.Q.f.d
0 0
|

Remarque 2.4. L’estimation indique la proprieté de stabilité de la solution ap-
prochée up. En effet, si

o — up|l < Ch?||uo|| a2,

alors on a

lupy = Ru(ta)|| = [167]] < C(u) (h* + 7). (2.41)

Nous pouvons aussi estimer le gradient de ’erreur de la solution du probléme totalement

discret. En effet, soit le théoréme suivant.

Théoréme 2.8. Soit u et uj les solutions de et respectivement. On a si
V (ug — Rpup) =0, etug=0 surl,
l’estimation du gradient d’erreur suivante
IV (upy = u(tn)) [| < C(u) (h+ 7).

Démonstration. Reprenons la démonstration du théoréme En posant v, = 00" dans

(86", 00" + a(6",06") = — (w", 50"

Ceci implique
ann |2 1 n n 1 n n—1 n ann
106"+ = | VO"VO" — = [ VO"Ve"T < ||lw"||]]00"||.
T Ja T Jo
En appliquant I'inégalité de Young, on obtient

_ 1 1 1 L5
o™ 2 - o™ 2 _ = o™ 2 _ = Qn—l 2 < n||2 Z11o6™ 2‘
1067 + 90" |2 — o [IV6" I = o[ 96m 2 < ol + 51067

N | —
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Par simplification, on a,

1, = 1 1
- aen s en 2 - enfl 2 < n 2.
1007 + S IV6°2 = o VO < 2|

N | =

Donc

VO™ |* < V0" + 7 [lw .

Par itération, et par hypothése V6° = 0, on déduit

Ivem|® < VeI + 7 )

j=1

n
= e
j=1
Ty P+ i)’
j=1 j=1

IA

De (2.38)), on a,
. tj
wiP <ot [ s
ti—1

j—

Donc

n tn tn
23wl < / loPds < CH? / e 2ol
j=1 0 0
De méme, de (2.39)) on a,

) tj
7 | w) |2§7'2/ | uy |* ds

ti—1

n ' tn
> NP2 [ P s
j=1 0

D’ou,

(2.42)

(2.43)

En reportant (2.42)) et (2.43)) dans 'expression ci-dessus de ||V6"||?, on obtient I'estimation

suivante :

tn tn
Ivon |2 < ch4/ HutuipdsH?/ lul?ds < C (W + 2)
0 0

Donc

IVo"|| < C (h*+ 7).

(2.44)
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Puisque

IVp"|| < Ch (2.45)

alors en combinant (2.44) et (2.45)), on déduit estimation du gradient de l'erreur de la

solution du probléme totalement discret. i

2.4.2 Analyse de ’erreur en norme maximale L*

Lemme 2.6. [J] (Inégalité inverse). Sous les conditions du lemme on a l'inégalié
muerse sutvante

I[Von|l < clloall, You € Vi (2.46)

En introduisant I'inégalité inverse et le résultat du théoréme [2.7] on prouve une autre

estimation du gradient de 'erreur appelée estimation faible, en effet :
WAV (ugy = w ()] < ¢ lupy —u (@)

§c(h2—|—7')

ceci implique

|V (upy —u(tn))|| < c (h + h_lT) )

Par le méme raisonnement du théoréme|2.6|et théoréme[2.8 on prouve I’estimation d’erreur

en norme maximale.

Théoréme 2.9. Sous les hypothéses du théoréme[2.5, on a l’estimation d’erreur en norme

mazimale de la solution du probléme
Jup — u (t)] oo < c(u)ly (B*+7) (2.47)

Démonstration. Posons uj — u(t,) = 6" + p™.Estimons §". Reprenons la démonstration

du théoreme 2.8/ on a de I'expression ([2.44))

VO™ < ¢ (h2 + 7')

Daoudi Bouchra 42 Université El-Tarf



Chapitre 2. Analyse numérique de I’équation de la chaleur

ceci implique que

1 1
167 e <l VO] < clyy (B +7)
D’autre part de (2.33)) on a

1" | oo < clh-h* ([0 [] 2.

On conclut alors que

IN

[[uh = (tn) | Lo 10% 1 oo + 112" ] Lo

IN

cl}% (R* +7) + cly.h?

IN

cly (h* +7)
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2.5 Application Numérique

o Au = f dans Qx10,7T]

u = 0 sur ['x 10,7 (2.48)
u(z,y,0) = U dans Q
On pose :
[ =2(m*? +t + 37?) sin 7w sin 7y, Uup = 3sin 7x sin Ty

ueract = (t* + 3) sin 7z sin Ty

() est un carré de coté égal a 1.
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,‘
BEEEEREEE

maillage

FIGURE 2.1 — Maillage pour h = 0.1, Noeuds=121
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FIGURE 2.2 — Maillage pour h = 0.0125, Noeuds=6561

t=10[sec]

FIGURE 2.3 — Surface de la solution numérique : wvh.maxr = 2.99961, uh.min =

0, taille.uh = 6561
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R
0 CRT
cogeEs
SETLI. 2]

L]
t=10[sec]

FIGURE 2.4 — Projection de la solution approché sur le plan Z =0

t=10[sec]

FIGURE 2.5 — la solution u; formée par des contours
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h | Nombres de Erreur en Ordre de | up.max | up.min
noeuds norme L> convergence

% 121 0.409191e — 01 / 2.97545 0

% 441 0.103471e — 01 | 1.983568 | 2.99384 0

% 1681 0.259425e — 02 | 1.995857 | 2.99846 0

81—0 6561 0.649034e — 03 | 1.998972 | 2.99961 0

ﬁ 25921 0.162288e — 03 | 1.999758 | 2.99990 0

TABLE 2.1 — Tableau récapitulatif, Vh=Vh(Th,P1)

On remarque que la valeur de 'erreur décroit dés qu’on raffine le maillage, ce qui nous

garantie la stabilité et la convergence de la méthode. De plus l'ordre de convergence

s’approche de la valeur 2, ce qui prouve que les résultats numériques sont conformes avec

I’analyse théorique.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a établit ’équation de la chaleur. En premier lieu, on a exposé
le cadre général de la méthode des éléments finis. En second lieu, on a présenté une
formulation variationnelle, et on a prouvé 'estimation d’erreur du probléme semi-discret
et totalement discret. Une simulation numérique a été introduite pour un exemple test.
Une extension éventuelle est la discrétisation de 1’équation des ondes par la méthode des

éléments finis.
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