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Résultat d’existence pour un systeme différentiel fractionnaire avec
des conditions aux limites dans un espace de Banach dérivé

Résumé

Les équations différentielles fractionnaires (F D F's) apparaissent naturellement dans
différents domaines scientifiques comme la physique, I'ingénierie, la médecine, la chi-
mie, la théorie du controle, etc. L’efficacité de ces équations dans la modélisation
de plusieurs phénomenes du monde réel a motivé beaucoup de chercheurs a étudier
leurs aspects quantitatifs et qualitatifs.

L’objectif de ce mémoire est ’étude des résultats d’existence des solutions d’un
systeme différentiel fractionnaire dans un espace de Banach. Les résultats obtenus
dans ce travail sont basés sur les techniques du point fixe. Nous étudions d’abord
le résultat d’existence pour le systeme différentiel fractionnaire dans un espace de
Banach dérivé en employant le théoreme du point fixe de Schauder. Ensuite, nous
nous intéressons a 1’étude de l'existence et de 'unicité de la solution du systeme en
moyennant le principe de contraction de Banach. Finalement, nous fournissons des
exemples illustrant nos résultats.



Existence result for a fractional differential system with boundary
conditions in the derivative Banach space

Abstract

The fractional differential equations (F'DFE's) appear naturally in different scientific
fields like physics, engineering, medicine, chemistry, theory of control, etc. The effec-
tiveness of these equations in modeling several real-world phenomena has motivated
many researchers to study their quantitative and qualitative aspects.

The objective of this dissertation is the study of the existence results of solu-
tions of a fractional differential system in a Banach space. The obtained results in
this work are based on fixed point techniques. First, we investigate the existence re-
sult for the fractional differential system in a derivative Banach space by employing
Schauder fixed point theorem. Next, we establish the existence and the uniqueness
of the solution by using Banach contraction mapping principle. Finally, we provide
examples to illustrate our results.
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Introduction

La théorie du calcul fractionnaire est un sujet presque aussi vieux que le calcul
différentiel et remonte a la fin du 17 eme siecle, ’époque ou Newton et Leibniz ont
dévloppé les fondements du calcul différentiel et intégral.

L’histoire a débuté le 30 septembre 1695 quand Leibniz dans une lettre adressée
a I’'Hopital voulut engager une réflexion sur une théorie possible de la dérivation non
entiere d’une fonction. I’'Hopital a répondu : Que signifie g—,{ sin = %? , Leibniz
répond que cela méme a un paradoxe dont on tirera un jour des conséquences utiles.
Cette lettre de I’'Hopital est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que

nous appelons la dérivation fractionnaire (Voir [5][11][17][20] ).

De nombreux mathématiciens ont joué un role important dans le calcul fraction-
naire, jusqu’au milieu du 20 eme siecle a savoir : P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier
(1822), N.H. Abel (1823 - 1826), J. Liouville (1832 - 1873), B. Riemann (1847), H.
Holmgren (1865 - 1867), A.K. Grunwald (1867 - 1872), A.V.Letnikov (1868 - 1872),
H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J.Hadamard (1892), O.
Heaviside (1892 - 1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E.Littlewood (1917
- 1928), H. Weyl (1917), P. Lévy (1923), A. Marchaud (1927), H.T.Davis (1924 -
1936), A. Zygmund (1935 - 1945) E.R. Love (1938 - 1996), A. Erdélyi (1939 - 1965),
H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949).

Le calcul fractionnaire a un champ d’application tres vaste (Voir[6][8][9][12][15]),
qui apparait dans les divers domaines de recherche, par exemple : traitement du si-
gnal et d’image, théorie de controle des systemes dynamiques, circulation des fluides,
viscoélasticité, rhéologie, mécanique, chimie, physique, biologie ...etc.

Bien que certaines questions mathématiques demeurent encore irrésolues, de
nombreux défis on été surmontés avec succes. La plupart des problemes mathématiques



clés documentés dans ce domaine ont été résolus a un point ou de nombreux outils
mathématiques sont les mémes pour les deux calculs régulier et fractionnaire. On
peut s’appuyer sur plusieurs travaux fondamentaux (Voir[4][6][8][12][19][21][18]), qui
offrent une compréhension approfondie des équations et des systemes d’ordres frac-
tionnaires.

Les théoremes du point fixe sont des outils tres utiles dans la résolution des
équations différentielles pour montrer I'existence et 1'unicité de la solution aux di-
vers types d’équations.

Ce mémoire consiste a étudier les résultats d’existence des solutions pour un
systeme fractionnaire dans un espace de Banach dérivé. Notre approche est basée
sur les théories du point fixe (théoréeme de Banach, et théoreme de Schauder).

Notre travail est divisé en trois chapitres :

Dans le premier Chapitre, On présente des définitions des espaces fonction-
nels et des fonctions spéciales ”fonction Gamma et Béta d’Euler 7.

Dans le deuxieme Chapitre, On présente quelques résultats de base du cal-
cul fractionnaire utiles dans la suite du travail.

Le troisieme Chapitre comprend deux parties :

Dans la premieére partie, on présente un résultat sur I'existence d’au moins
d’une solution pour un systeme différentielle fractionnaire avec la dérivée de Caputo.
La démonstration de ce résultat sera basée sur le théoreme du point fixe de Schauder.

La deuxieéme partie est consacrée a l'existence et 1'unicité de la solution du
probleme considéré. En utilisant dans notre approche la théorie du point fixe de

Banach.

A la fin de notre étude, on va donner des exemples pour illustrer les résultats
trouvés.
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Notations

— N : ensemble des nombres entiers naturels.

— R : ensemble des nombres réels.

— C : ensemble des nombres complexes.

— C'(Ja; b] ;R) : Tespace des fonctions continues de [a; b] dans R.

— L”([a,b]) : espace des fonctions p-intégrables sur [a, b].

— L* ([a, b]) : espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur [a, b].
— AC ([a, b]) : espace des fonctions absolument continues sur [a, b].

— AC™ ([a, b]) : espace des fonctions u : [a;b] — R telle que v € AC ([a, b])
et u¥) € C([a,b]) bk =1,2....n — 1.

— I'(.) : la fonction Gamma.

— B(.,.) : la fonction Béta.

— I : intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0.
— D¢ : dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0.
— ¢Dg : dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a@ > 0.

— EJ" : espace de Banach dérivé.

— D () : ensemble des fonctions test.

11



Chapitre

Préliminaire

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace normé

Définition 1.1.1. (Norme)
Soit E un espace vectoriel. Une norme sur E est une application de E dans R
habituellement notée || . || vérifiant pour tous x,y dans E et tout o dans K :

— |z ||=0<2z=0.
— [Jaz||=|a| || x| (homogénéité).
—lx+y <z ||+ 1|yl (inégalité triangulaire).

Un espace vectoriel E- muni d’une norme || . ||, noté (E,|| . ||) sera appelé un espace
vectoriel normé.

Définition 1.1.2. (Suite de Cauchy)
Soient E un espace vectoriel normé muni de la norme || . || et (x,)n>0 C E, une
suite de E. On dit que (x,)n>0 est une suite de Cauchy si :

Ve > 0,3dng € N tel que Vn,m > ng =|| x, — z, [|[< €.

Définition 1.1.3. (Espace Vectoriel Normé Complet)

On dit que ’espace vectoriel normé E est complet pour la norme || . || si toute suite
de Cauchy est convergente (pour cette norme,).

Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Définition 1.1.4. (Application Lipschitzienne)
Soit E un espace vectoriel normé, de norme || . ||. Une application f de E dans E
est dite Lipschitzienne de constante K > 0 si elle vérifie :

Vu,v € E, || f(u) = f(0) [SK[u—-v].

L’application Lipschitzienne f est dite contractante si K € ]0;1].

Définition 1.1.5. (Opérateur linéaire)
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K.
Un opérateur A défini de E dans F' est dit linéaire, sil satisfait a :

Vo, B € KiVr,y € E: Aax + By) = aA(z) + BA(y).
Exemple 1.1.1. ['opérateur A défini comme suit :
A: (Cla,

b,R) — R
f~>A<f>=/01f(x>dx

est linéaire.

Définition 1.1.6. (Opérateur compact)

Soit D C E. Un opérateur F': D — E est dit compact si pour tout ensemble borné
S C D, F(S) est relativement compact. de plus, F' est compléetement continu s’il est
continu et compact.

1.1.2 Espace des fonctions continues (C ([a;b];R) )

Définition 1.1.7. (Application continue)
Soit E un espace vectoriel normé, de norme || . ||. Une application f de E dans E
est dite continue au point a si elle vérifie :

Ve>0,3p>0Vee E:|lz—all<p=]| f(x)— f(a)l<e

Théoréme 1.1.1. (Caractérisation séquentielle de la continuité)
f est continue en a si et seulement si, pour toute suite (x,) qui converge vers a,
alors f (x,) converge vers f (a).

13



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

1.1.3 Espace L?

Soit [a,b] (—oo < a < b < +00) un intervalle fini ou infini de R.

Définition 1.1.8. Soit p € R avec 1 < p < oo. On note par LP |a,b] l'espace des
classes d’équivalence de fonctions de puissance p-intégrables sur [a,b] a valeurs dans

C:

LP ([a,b]) = {f : [a,b] — C; fmesurable,et || f ||Lr< oo}

avec

b :
1 f 2oy = (/ \f(w)lpdw> -

L’espace LP [a,b] muni de la norme || . ||» est un espace de Banach.

Sip =2, alors L* ([a,b]) est l’espace des classes d’équivalence de fonctions me-
surables de carré intégrable sur [a,b).

Le produit scalaire sur L ([a,b]) est défini pour toutes f,g € L? ([a,b]) par
b —
Dy = [ F(e) g0

L’espace L* ([a,b]) muni de la norme

b 3
I f lle2ain= </ \f(x)lgdfc>

est un espace de Hilbert.

Lemme 1.1.1. /3] (Compacité dans L?)

Soit F' un ensemble borné dans LP ([0, 1]) avec 1 < p < 0o, supposons :
}Lir% | 7nf — f |l,= 0 uniformément sur F

—

alors, F' est relativement compact dans L ([0, 1]).

14



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

1.1.4 Espace L%

L’espace des fonctions essentiellement bornées noté L°°, muni de la norme :

I f pee 0= supess|u (x) |

z€[a,b]

ol supess|u (z) | = inf{M : |u(z)| < M, p.p dans[a,b]}.
x€la,b]

1.1.5 Espace des fonctions absolument continues (AC)

Soit [a,b] (—oo < a < b < +00) un intervalle fini de R.

Définition 1.1.9. On note par AC ([a,b])) lespace des fonctions absolument conti-
nues sur [a, b] constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue-
sommables i.e :

f € AC ([a,b])) < Jp € L' ([a,b]) tellque f = c+/ o (t)dt.

Ainsi, toute fonction f absolument continue posséde une dérivée sommable ' = ¢,
presque partout sur |a,b], et donc c = f(a).

Définition 1.1.10. On note par AC™ ([a,b]),n € N* l’espace des fonctions f définies
sur [a,b] a valeurs dans C qui ont des dérivées continues sur [a,b] jusqu’a 'ordre
n—1 et telles que f"V € AC ([a,b])) i.e.

feAc™ ([a,b]) ={f:Q—=C, f®eC(ab]), k=0...,n—1, fO Y e AC ([a,b])}

Remarque : On a AC' ([a,b]) = AC ([a,b])

Une caratérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1.2. Une fonction f € AC" ([a,b]) ,n € N* | si et seulement si elle est
représentée sous la forme

@ o) (g
f(x):ﬁ/a (z —t)" " f™ (t)dt—i—%f k:!( )(x—a)k.

15



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Définition 1.1.11. Un sous-ensemble X d’un espace vectoriel E est dit convexe si
et seulement si :

Ve,y e X,VA € [0,1],(1 =N x+ Iy € X.

Autrement dit, un ensemble est convexe s’il contient tout segment passant par
deuz de ses points.

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler

On peut définir par I'intégration par partie la fonction factorielle comme suivant :
+oo
/ t"etdt = n!, Vn € N. (1.1)
0

La fonction Gamma 'une des fonctions de base du calcul fractionnaire qui permet
de prolonger la fonction factorielle aux valeurs non entieres, la fonction gamma est
appelée aussi fonction factorielle généralisée.

Définition 1.2.1. [14/[17] La fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale
suvante :

+0o0
I'(z) = / t*~letdt, Re(z) > 0. (1.2)
0
Propriétés de la fonction Gamma
1. T'(z+1)==2I"(2),Re(2) > 0.
22T (z4+n)=2E+1)(z+2)....(z+n—-1)(z2).

3.T(n)=Mm-1),n>1.

16



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Preuve
1.
F(z+1):/+ootze_tdt
= [—tze*t}goo + /+Oo 2t e tdt = 2T (2).
2.
F'(z4n)=+n-1I'(z+n-1)
=(z+n—-1)(z+n—-2)T'(z+n—2)
=(z+n—1)(z4+n—2) e 2l (2)
=z(z+1D)(z2+2) i, (z+n—-1)T(2).
3. Ona:

F(z+n)=z2(+1)(z+2)...(2+n—-1)T(2).

Posons : 2 =1

alors :

Donc :

T 1) = 2

17



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Preuve :
L D(1) = [t e tdt = [[etdt = [ ™ = 1.

2. T (3) = fy "t 2etdt = [ .

Posons : p )
—Vi=Y - o gt=2vtd
Y it~ 2/i Y
Donc :
1 e o
=) =2 e Vdt = /.
2 0
3. On a:
F'(z4+n)=z2(z+1)(2+2)....(z+n—-1)T(2).
Posons:z:%.
Alors :

(e ) L () () () ()
() G- () 6)

CIX3X5X .. (2n —1) x 2 X 4 X 6..... X2nF<1>
2X2X 2 X2X2x4X6..... X 2n
2n!

T on % 2n x

(2n)! Jr

~ 220y

1.2.2 Fonction Béta d’Euler

L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Béta d’Eu-
ler.

18



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Définition 1.2.2. [14]/[17] La fonction Béta est définie par l'intégrale suivante :

1
B (2 w) = / £ (1= ) dt, (2> 0,w>0). (1.3)
0
Remarque 1.2.1. On a :

1. la relation entre la fonction Gamma et Béta est donnée par :

[T (w)

B (z,w) = m (1.4)

2. la fonction Béta est symétrique i.e :

5(zaw):ﬂ(waz)'

1.3 Quelques théoremes du point fixe

Les théoremes du point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident a
établir I'existence de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point
fixe consiste a transformer un probleme donné en un probleme de point fixe. Les
points fixes du probleme transformé sont ainsi les solutions du probleme donné.
Dans cette section nous rappelons les théoremes célebres du point fixe que nous
allons utiliser pour obtenir des résultats d’existence variés. Nous commengons par
la définition d’un point fixe.

Définition 1.3.1. Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme. On ap-
pelle point fize de f tout point u € E tel que f (u) = u.

Le principe de contraction de Banach, qui garantit I'existence d'un point fixe
unique d’une contraction d’un espace métrique complet a valeurs dans lui-méme,
est certainement le plus connu des théoremes du point fixe. Ce théoreme prouvé en
1922 par Stefan Banach est basé essentiellement sur les notions d’application Lip-
schitzienne et d’application contractante.

Théoréme 1.3.1. [10] (Banach 1922)
Soit E un espace métrique complet et soit f : E — E une application contractante,
alors f posséde un point fize unique.

19



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Le deuxieme théoreme du point fixe qu’on va énnoncer est celui de Schauder.

Théoréme 1.3.2. [10] (Schauder 1930)
Soit C' une partie convexe, bornée et fermée d’un espace de Banach E et soit
f:C — C un opérateur continu et compact . Alors f posséde au moins un point

fize.

20



Chapitre 2

Quelques opérateurs fractionnaires et

outils de base

Dans ce chapitre, nous présentons différentes approches de généralisation de la

notion de différentiation et intégration.

2.1 Intégrale répétée n-fois

Définition 2.1.1. [14]

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, l'intégrale répétée n-fois de f est

définie comme suit :

I"f (2) = / ’ / h / . / " ) dwdiy . dy

= ;)'/m (x—s)""" f(s)ds.

(n—1)!

Preuve :

Pour n=2on a:

I2f(x):/ar/atf(s)dsdt:/axl/atf(s)dsdt.

21
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CHAPITRE 2. QUELQUES OPERATEURS FRACTIONNAIRES ET

OUTILS DE BASE
= { } / t.f (t)dt

foe
_ / s)ds — / f () dt
/ ds—/ f(s)ds

~ [[@-91s

Pour n=3o0on a:

P :/// ) dsdzdt
:/ (/ dsdz)dt
://(t—s 5) dsdt
:/at/tf dsdt—//sf ) dsdt

f(S)dSL—/ F@at— [ =5 () ds

a

f(s)ds—/a z—f( )ds—l—/ax(sz—x.s).f(s)ds

I I

8 —

| & [\glm
g\ag\

2 2
1 /7 9
—§/a (a: + s —Q.xs)
:%/ (= ) f () ds.

En générale pour n € N

" (2) = — ) /x(x—s)"lf(S)dS-

(n—1"/,

On peut montrer cette égalité par récurrence :

22



CHAPITRE 2. QUELQUES OPERATEURS FRACTIONNAIRES ET
OUTILS DE BASE

Pourn=1

Posons :

et montrons que :

2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville

Définition 2.2.1. [17][1}]

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction f continue d’ordre
a >0, notée IS f (t) est définie par
1

1P =5 | =0 ) as 2.1)

23



CHAPITRE 2. QUELQUES OPERATEURS FRACTIONNAIRES ET
OUTILS DE BASE

Théoreme 2.2.1. L'opérateur intégrale IS est linéaire.

Preuve : D’apres la linéarité de l'intégrale.

Proposition 2.2.1. Soit f une fonction continue, alors on a :
— limaor (13) (2) = f (2) .
— I¢ (1) = Ig7Fa, B> 0.

— A f(x)=127"f(z),a > 0.

Exemple 2.2.1. 1. f(x)=(x—a)".

f(t)dt

/ (z—t)* " (t —a) dt.

On effectue le changement de variable :

t=a+(r—a)T,

— stt=a=7=0
— sit=z=717=1
— dt = (z —a) dr.

Alors on a :

24



CHAPITRE 2. QUELQUES OPERATEURS FRACTIONNAIRES ET

OUTILS DE BASE

I°f (z

t—a—(z—a)7)* " (x—a)" 7T (x —a)dr

1
(a

X
iy

,1

z—a)* " (1=7) """ (z—a)T dr

’“’1

_—IF(Q) 7/0 (1—7)* " dr

@)™ f o+ )

e

(
' (a)
(2 =)™ T ()T (y+1)

T()T(aty+1)
a)”T (y+1)

['(a+~v+1)

T al ()

c(x—a)”

IMa+1)"

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

Définition 2.3.1. [14][17]
Soitn—1 < a <n, la dérivée fractionnaire d’ordre o« au sens de Riemann-Liouville
de la fonction f est définie par la relation suivante :
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1= () 1) @) (22)
Propriétés :
— Linéarité : DY (Af () + pug (1)) = ADSf () + uDgg (1) .

— En général on a :
D7 (DIf (1)) # D (D f (8) # Dy £ (t).
— Dg(I3f (1) = Dg (D f () = [ (1)

Exemple 2.3.1.

1 f(x)=(z—a)’.

pif )= (1) N

_(i)” (¢ —a)™ T (3 +1)
- \dx F'n—a+pg+1)
L(B+1) d\" ot
T(n—a+pB+1) (%) (z—a)
I'(B+1) F'n—a+p+1)

“Th-atp+l) T(B-a+l) (o)™

= M (x _ a)ﬂ—a
rp—a+1) ’
car

d m m—1
i =m
d2
@xm =m(m—1).2m2
—" = X
dxn (m —n)!
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OUTILS DE BASE

Donc

d\* 5 T(@B+1) Y
(@> TR

pifo) = (1) (rn) @

(&) (=)

~ o () 0

B c F(n—a+1)( i
“Th-atl) T(l-a o ¢
:m(iﬁ—&)ia.

Remarque 2.3.1. La dérivée fractionnaire d’une constante au sens de Riemann
n’est jamais nulle.

Lemme 2.3.1. [14]
Soient a« >0 et n = [a] + 1. Si f € AC™ | alors la dérivée fractionnaire DS f existe
presque partout sur |a, b].

2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.4.1. [1/] Soit « € R™, on appelle dérivée de f au sens de Caputo la
fonction définie par :

(D2 f) (x) = (17~ f™) () = ﬁ / T (A (2.3)
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Proposition 2.4.1.
— D (IS f) = f.
— I (Df) (@) = f (@) + X0y SO (a).

— Linéarité : °D3. (Mf (x) + pg (x)) = XD f (x) + puDey g ().

Exemple 2.4.1. 1 f(z)=(z—a).

Dy f (x) = I, f") (x)

(g v

| T(B+D B—n
e {F(ﬁ—nﬂ)(x_a) }
_ F(B‘{'l) n—a( _a)ﬁ—a
r—-—nmn+1)“

(B +1) [(B—n+1)
I'(B—n+1)I'(n—a+B—n+1)
_ e+ (z — a)f
rB—-—a+1) '

)

(r—a

2. f(x)=c
Dy f(x) =17 f" () = I;7*(0) = 0.

Remarque 2.4.1. La dérivée fractionnaire d’une constante au sens de Caputo est
toujours nulle.
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Lemme 2.4.1. [1/]
Soit o > 0. St f € AC™ , alors la dérivée fractionnaire DS f existe presque partout
sur [a, b].

2.5 Espace de Banach dérivé E,”
Définition 2.5.1. (Voir : [13] [16] )
Soient 1 < p < oo et 0 <y <1. On appelle espace de Banach dérivé fractionnaire,

et on note EJ" 'adhérence de D ([0,1]) dans LP par la norme suivante :

1
Il llggr= (Il wlly + 11° Dgu [7) " (2:4)

Remarque 2.5.1.

E37 = {u(t) € 17 (10,1, R") , (“DJu) (1) € L7 ([0.1],R") ,u (0) = u (1) = 0}.

Lemme 2.5.1. [13/[16]

L’espace EJ" est un espace de Banach, séparable, et réflexif.

Preuve
On sait que (Lp 0,1] ,]RN) est un espace de Banach réflexif et séparable.

Alors, le produit cartésienne :
(L5[0,1],RY) = (L?[0,1] ,RY) x (L [0,1],RY), (2.5)

est aussi un espace de Banach réflexif et séparable par la norme :

2 7
| v llze= (Z | vi Hip) : (2.6)
=1
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ou (’Ul, UQ) € (Lg [0, 1] ,RN>.

Considérons l'espace Q = {(u,“ DJu) Vu € EJ*} qui est un sous-ensemble fermé
de (L5[0,1],RY). En effet :

(tn,® Dyuy) — (u,v), Vn — +oo.
Soit
T B — L

u —° Dju.

T est continue, en effet :

S

I Tu e =11 Dgw llr< (1 Dou 7o + [ w lI7)7 =[l v llggr -

T est linéaire et continue alors (u,v) = (u,* D7u).
Dong, 2 est aussi un espace de Banach réflexif et séparable par la norme (2.6).

Soit I'opérateur :
AEJ? — Q
u — (u," Diu) .

Il est évident que :
| [y = Au ||L§ .

Alors A est un isomorphisme isométrique et les deux espaces Fj”* et € sont iso-
morphes, isométriques, donc EJ” est un espace de Banach réflexif et séparable.

Lemme 2.5.2. [13/
Soient 0 < v <1 etl1<p<oo. Pourtoute f € L? ([0,1]), nous avons :
1

I Do f 1< Th+D I f s -
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Proposition 2.5.1. [13/[16]
Pour tout uw € EJ* tel que Q=10,1] On a :

1
U |pS =———=
S Ty

I Do |lp - (2.7)
Preuve

Pour 0 <~ <1,

ona: Dy .Diu(t)=u(t) —u(0)=mu(t).

En utilisant le lemme 2.5.2, nous obtenons :
1

=||Dy".cDJu (t < —||°* D] .
[ull, =[1 Dy ou () [lp < T(1+7) 1 Dou I,
u ST 1) qu |, -

Lemme 2.5.3. La norme || DJu ||, est équivalente a celle de EJ™.

Preuve

On a:

RS

Fullgge= (Il wllp + 19 Dgu [7) " =l w o=l w I} + I Dy I} .

ce qui implique que

I Dou [lp<I[ w [l gy - (2.8)

D’autre part, on a :

1
U|lp < =————
el < Fgmy |

|© Dou | ,
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ce qui implique que

1 C
L2+ ¢ Diu |2 < ( >) I Dy 2 + I Dyu |l

ra
I\qu+\|Du|£§<(r S) 1) I pgey
lulsge < () +1) I o3l

=

Donc
lullgg» < C-I° Dou |l -
D’apres (2.8) et (2.9), on trouve :

1 D llp<[l wllgg»< C. | Dgu [l -

Dans la suite, on note X l'espace produit EJ” x EJ*? muni de la norme :

| (&) lx=maz (Il « gz, |y ll5ge)

32
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Chapitre 3

Résultat d’existence pour un systeme
fractionnaire dans un espace de Banach
dérivé

3.1 Position du probleme :

On considere le systeme différentiel fractionnaire suivant :

(3.1)

ou 2<a,f<3;0<vy<1; f,g:[0,1]]xRxR — R sont des fonctions continues
et °Df est la dérivée de Caputo.

Préliminaire :

Lemme 3.1.1. Soient « € R et t € [0, 1].
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Lemme 3.1.2. Le probleme des équations différentielles fractionnaires :

i 1) =
z(0) ==z (1
" (0) = 0;

fty @), Doy (t));
) =0;

est équivalent a l’équation intégrale :

w@:AGw@f@M%W&@MS

avec

R (B TS Gy
Gi(t,s) = T (@) {_t(l—s)al t<s<l1

De méme,le probléeme des équations différentielles fractionnaires :

“Dyy (t) = g (t,x (1) “ Dy (1))
y(0) =y (1) =0;
y/l(o) 707

est équivalent a l’équation intégrale :

v = [ Galt.9)(s.2(5) * Dia () ds
o 1 =)t =) 0<s <t
G ¢, )_m{—t(l—s)ﬂ_l t<s<l

Preuve :

On a: Dz (t) = f(t,y(t),c Dy (t)),

donc, d’apres le lemme 3.1.1 :

Zz (t) = I(()Jéf (t7 Yy (t) ,c Dgy (t)) + ¢co + Clt + C2t2

1 t _
:—/ (t —s)” 1f(s,y(s) ,CDgy(s))ds+co+clt+02t2.
0

['(a)
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D’apres les conditions :

Zz (0) =Cy = 0
P () =y [ =7 () £ Dy () s+ ea+es
W (1) =152 f (1 (6) 7 DYy (1) + 2
1 a—3 c Y
iy [ T (o) 7 DR () s+ 2
" (0) =2¢y =

donc :
= [ (=5 sy(5) £ Dy (s)) ds.
Alors :
1 ' a—1 c Ny
o) =gy [ (=97 () Diy(s) ds—
t ' a—1 c Y
f@54<rw> F (5,5/(5) © Dy (s)) ds—
t ! a1 .y
f@5[<kw> f (5,5/(5) £ Dy (s)) ds
Donc )
w@=AGw@f@M$W&@M$

L [T e 0<ss
Gl(t’s)_F(a){—t(l—s)a_l t<s<l.
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De méme, on trouve :

y(t) = /0 Gy (t,s) g (s,x(s), Diz(s))ds,

avec B-1 p-1
_ 1 Ju-9)T -9 0<s<t
GQ(taS)—F(ﬂ){_t(l_s)ﬁl t<s<l

Lemme 3.1.3. Supposons que f, g : [0,1]x RxR — R sont des fonctions continues ;
alors (z,y) € X est solution de le systéme 3.1 si et seulement si (x,y) est un point
fixe de l'opérateur défini par :

T:-X—-X
(@ (t),y (1) = (T (= @),y (1), Ta (x (1) ,y (1)),

ot

Ty (1) y (1)) = / Gy (t,5) f (5. () DYy (s)) ds,
Ty (2 (t) () = / Ga (t,5) g (5,9 (5) . Dyy () ds.
Preuve :

. La condition est nécessaire :

D’aprés le lemme 3.1.2, (x(t),y(t)) est une solution du systeme 3.1 alors
(z (t),y (t)) est un point fixe de 'opérateur 7.

. La condition est suffisante :
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On a
1 w1 §
m/ (t—s) (s)."Dgy (s)) ds
t w1 X
F—a)/ (1-9 (5) Djy (5)) ds
z(t) =f) (ty (),  Day (1) =t (I°f) (1,y (1), Doy (1))

Ce qui donne

‘Do (t) =° D [(I°f) (t,y (), Dgy () — ¢t (17 f) (1,5 (1), Dgy (1))]
= [ty (). Doy (1))

Les conditions aux limites :

2 (0) =0
P =iy [ 0= F () D ) s
it [ 0= ) Dy ) ds =0
(1) =5 (1 (. (1. Dy () — £1°F (Ly (1) £ D3y (1))
ey | = ) DR e s
2 (0) =0.
Alors, on a :

De méme pour y (t).
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Lemme 3.1.4. (Voir [2])
1. ’Gl (ta 8) ’ < ﬁ'
2 (Ga (1) ] < 2.

d'G «a 1 _
3. |96 (1,5) | < e + 1y = .

G 8 1 _
4| i (t,s)] < T(B—) + r2—) — ly.

Preuve :
1. On a:
_ 1 (t—s) " —t(1—9)"" 0<s<t
Gl(t,S)_F(Q){_t(l_S)a—l fos<1,
donc :
Sio<s<t
G (19 < s (10— 907+ e =5
< 2
Sit<s<l1
G (1.9)] < g (1t 1= ")
< 1
T T
< 2
~ T(a)
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2. Tout abord, pour 0 < s <7<t ,ona:

°Dy (t —s)* ' <¢ DJte L.

En effet
1 ¢ . 02
F<1_7)/0(t—7) (a=1).(1—=9)" "dr
1 ! — a—2
_F(l_v)/o(t—T) (a—1).(r)* 2dr
Alors :
Sio<s<t

DGy (¢, s)] < (1°Dg (¢ = )" +](1 = )" “Dgt])

< %a) (]°Dgt*=| + (1 — s)* " Dgt])
1 r (O./) a—1—v s a—1 I (2) 1—v
< v (e | oo )
I'(a) 1
< +

Fla=v) T@-9)

Sit<s<l1
DI (¢, 9)] < ﬁ (|1 — s)* e Dyt))
L — 3 a—1 F(2) 1—v
Sr«x(%l S rE )
1
=Te—v
< I'(«) 1
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3.2 Existence de solution via le théoréme de Schau-
der

Théoreme 3.2.1. On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

(H)y =1 f (2, y)] < wn (@) + e (2] + [y]);

(H)y :1g (t,2,y)] < ws () +co (J2] + |y[) ;

1 1
H), K = ki, ko) <1: tq: ki =1,. — + 1) ke =1,. — +1);
(H), max (ki, ke) < 1; tq: ki 101(11(1_'_7)4‘)7 2 262<F(1+7)+>’

ou :wy (t),wy (t) € LY[0,1] et ¢1, co sont des constantes.
Alors : le systeme 3.1 admet au moins une solution dans [0, 1].

Preuve :

Nous allons montrer que le systeme 3.1 possede au moins une solution en utili-
sant le théoreme 1.3.2. Ceci, nécessite plusieurs étapes

Etape 1
Tout d’abord, on définit Br comme suit :
Br ={(z,y) € X :f| (z,y) [[< R}, (3.4)
ou :

B> Lol wy [l +lo || we ||1.
- 1—- K

Il est évident que Bpg est convexe, bornée et fermée. Maintenant nous montrons
que : T'(Bg) C By :

Soit (x,y) € Bg
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1T (2,) [lgr= I DoTh (2, 9) (oo -

On a

1
°D3T: (2, )| = / “DIGH (1,5) f (5,9 (s) £ DYy (s))| ds

< </ o <s>|ds+/01c1 |y<s>|ds+/01c1|CD3 v (sllas)

<h [lwy |y Al (I y oo + 11 Doy o)

I° D3y llze + | DYy ||Lq)

w .C
U1 1|1 1-¢1 F (1 )

1
©DIT; <] ly. — +1 Q< k a .
1° DgTh (z,y) [|lze < 1o || w1 |1+ (F(1+7)+ )||y||Ew_ L wr [l +k |y e

De la méme maniere nous montrons que :

1 DoTa (2, y) o< by | wa [l 4k | 2 [ -

Par conséquent, on obtient :

1° DTy (2, 9) e < D [l wy [l 4l | we [y +max (ky, ko) max (|| @ [[gve, | y [|50)
1 DT (,9) e <l [Fws [l 412 || ws (|2 +max (ky, ke) max (|| @ [, || g | z0a) -

Donc :
| T (z,y) Ix< 1 || wy ||y +2 || we |2 +K.R < R.

D’ou :
T (Br) C Bg .
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Etape 2
Etablissons maintenant que T est continu, on a :

Soit (z,,y,) une suite de Bg telle que (z,,y,) — (z,y) lorsque n — oo dans X
ie: x, — x dans EJ" et y, — y dans EJ"

Soit y, — y dans EJ?, alors :

Yn — Y dansL?
‘DVy, —¢ D7y dansL9.
Alors :
Yn — Y p.p
DYy, =Dy pp.
Donc :

F (8,90 (8),S DYy, (8)) = f(s,y(s),“ D"y (s)) p.p comme f est continue.

Ce qui donne :

| (yn (8) S D7yn (8)] < w1 (1) + 1 (Jyn (O] + [“D7yn ()])
< un (t) +hy+hy. iwy € Llhl,hg e LY
< wy (t) + hy + hy. : wi, hi, hy € L' comme : LY C L'

Donc, d’apres le théoreme de convergence dominée :

f (5,0 (5)° Dyn (5)) = f (5,5 (s) D7y (s)) dans L',
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De méme, Soit z,, — = dans Ej”*.
alors :

g (s,2,(s),Dx, (s)) = g (s,2(s),°DVz (s)) dans L' .

Alors, pour t € [0,1], on a :

1T (2, yn) =T (2, 9) [|x= | (T2 (2ns yn) , T (0, 90)) = (T (2,9), T2 (2,9)) [1x
= [ (T2 (#n, yn) = T1 (2, 9)) 5 (T2 (2n, yn) — T2 (2,9)) [ x
=max (|| 71 (#n, yn) — T1 (2,9) 5z | To (2, yn) — T2 (2, 9) llmg) -

Puisque

|| Tl (xnayn> - Tl (Jf,y) ||Eg’p:|| CDg (Tl (xmyn) - Tl (f,y)) ||Lp .

|CD3 (Tl (xmyn) - Tl ($, y))|

/0 DG (1) (f (5 (5) £ DYy (5)) — £ (5,9 (5) DYy (5))) ds

s / £ (5,0n (5) . DYua () — f (5, (5) < Dy (s))] ds.

On aboutit

| Ty (20, yn) — T1 (z,y) ||ggr tend vers 0 lorsque n tend vers Uinfini.
De méme

| T2 (X0, yn) — T2 (2, y) || gg» tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

Par conséquent 'opérateur 71" est continu.
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Etape 3

Il nous reste a montrer que 1" est compact pour pouvoir appliquer le théoreme
du point fixe de Schauder.

Pour établir la compacité de 'opérateur T'. 1l suffit de montrer que 7' (Bg) est
relativement compact c’est-a-dire : T} (Bg) et Ty (Bg) sont relativement compacts.

On sait que

I T3 (o (e 1),y (E 4 1) = T 2 (), y (1) [l o=
I D3 (T3 w6+ )y (E+ 1) = T (2 (8) oy () o

Do (T (x (t+h),y (E+h) =Ti (x (1), y (1)))]

< / DY (G (t + by 5) — Gy (£, )| | (5,9 () DJy (s))] ds

< sup[Dg (G (¢ + by 5) = Gi (L, 9))] /0 [/ (5,9 (s) " Dgy (s))] ds.

Cela revient & dire

lim D3 (Ty (& (t 4+ 1),y 4+ 1) = T (2 (1), (1))
< lim sup "D (G (¢ + b ) = G (1) [ wr [l +e (L y 1o+ 11° Dy 1)

D’ou,
I Dg (Ty (z (E+h),y (t+h) =Ty (z (1) ,y (t))) [[Lo—> 0.

D’aprés lemme 1.1.1, T} (Bg) est compact.
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De la méme maniére, on peut montrer que 75 (Bg) est compact.
Nous concluons d’apres ce qui précede qu’en vertu du théoreme du point fixe de

Schauder I'opérateur T possede au moins un point fixe. Le systéme 3.1 admet au
mois une solution dans [0, 1].

3.3 Existence et unicité de solution via la contrac-
tion de Banach

Théoreme 3.3.1. On suppose que les hypotheses suivantes sont vérifiées :
(H), o | f @ (8) 30 (8) = f (L2 (1), y2 ()] < ex (| () — 22 (O] + 1 (1) — y2 (D)) ;

(H')y 1 (81 (8) 91 (8) = g (822 () 92 ()] < eo (Joa () = 22 (O] + |ya (8) — w2 (1)) ;

1 1
H),: K = <1 raroy )i k=l ytl):
(H), : max (ki, k2) tq: k1 =h.ca (F(l—i—’y) T )’ ko = b0y (F(l—i—’y) * )7

O1 : cq,co sont des constantes assez petites.

Alors : le systeme 3.1 admet une solution unique dans [0, 1].

Preuve

Nous allons montrer que le systéeme possede une solution unique en utilisant le
théoreme 1.3.1.

On montre que 'opérateur 1" est contractante i.e :

Vi(zi(t),y1 (1), (x2 (1), 92 (1) € X, IK < 1:
1T (21 () sv1 (1) =T (22 (1) s y2 (1)) lx < K|l (21 (1) 91 (1) — (22 (8) 92 (1)) || x-
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1.e:

1T (21 (1) 91 (8) = T (22 () ,y2 (1)) [ x
= (T1 (z1 (¢) ,y1 (1) s To (1 (8) () — (T (22 (1) s w2 (1)) s To (22 (8) w2 (1)) [ x
= max (||Ty (1 (¢ t)) = Ta (z2 (), y2 () [l gy, 1T (21 () 91 () — To (22 (1), 92 (1)) Nl )
<K| (21 (t) 91 (t o (1), 2 (1)) ||x

n

)
)

—_—~

) —

— Premierement, On a :
171 (21 (8) sy (1) = Th (22 (1) 92 (1) [l mge < Kallyr — yollmpe-

En effet,

1Ty (21 (8) 01 (8) — Th (22 () w2 () 11
= Dy (T1 (21 (), y1 (1) = T1 (22 () , 92 (1)) [l v,

et

°Dg (T (1 (1), 91 (1) = Th (22 (F) , 12 (1))

1

; ‘DG (t,s) (f (5,41 (s), Doy (s)) = f (5,42 (s) , Dy (5))) ds

1
< / 1 (5,3 (5) £ DYy (5)) — f (5,2 (5) . DYy ()] ds

< 0111/ ly1 — 2| + [“Dgyr —° Dgye| ds

< aly (lyr = v2llee + “Dgys = Diyel|re)
1

<t (Frey 1) 198 = Dl

< Eillyr — yall e
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Cela revient a dire

B =

(/01 1°Dg (Ty (1 (8) , 91 (8) — T4 (22 (1), y2 (D))]P ds)

< Fallyr — vl gy

Donc :

17y (21 (2) 40 (8) = Ta (22 (8) 92 (1) | g < Fallyn = wall e

— Deuxiemement, de la méme maniere on peut montrer que :
1T (21 (8) s y1 (1) — To (22 (2) w2 (8) [lmgw < Fallzn — 22| gpe.

D’ou :

1T (21 (8) 91 (1) = T (22 (¢) ,y2 (1)) [ x

< max (i, kg) max (|21 — all gy, 11 — v2ll o)
< K[ (z1 —22), (11 — v2) [Ix

< K[ (z1,91) — (w2, 92) || x-

Puisque K < 1, opérateur T est une contraction; Ainsi, selon le principe de
contraction de Banach, le systéme 3.1 a une solution unique dans [0, 1].

3.4 Exemples illustratifs

Exemple 3.4.1. (Via Schauder)
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On considere le systeme différentiel fractionnaire suivant :

t2+72
cDg 7’y (t) = sin (t) + wes"f;p (a (t) +¢ Dy (1)) ;
z(0) ==z (1) 0; (3.5)
y(0) =y (1) =0;
(2" (0) = y" (0) = 0;

avec
1 )
ftzy) = m51ﬂ($+y)
—t
) exXp
t = t :
et

a=25 =27 ¢ =—=; ca=10"% v =0.5; w; =0; || wy |[;=0
V728

wy =sint; || wsy |[1=1—cos1 = 0.4597 .

En utilisant toutes les données fournis de notre probléeme 3.5, on obtient

55 (=l + [v)

£}

|f (t,z,y)] <
g (t,z,y)| < nt+ (| 4 Jyl) -

Par conséquent, pour tout t € [0,1], les hypothéses (H), et (H), sont satisfaites.
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avec

I 1 TEs) . 1
ey TTeoy T T@ TTas o BT

G 1LoTEen, 1
"TTE-y) TTe-y Ty tas 0

.C .
! . F(l —l—’y)

1
ky =ly.co | ————— + 1) =5.3854 x 107°
: 262<F(1+7) )

K = max (kl, k2) B ]{31 = 0.1939.

Donc, Uhypothése (H), est satisfaite.

Remarque : Nous pouvons utiliser le logiciel © MATLAB ° pour faire le calcul.
Par exzemple, on calcule (I1) comme suit :

>> gamma (2.5) /gamma (2) + 1/gamma (1.5).

On a

ll ” wq H1 +l2 H Wo H1 2.5303 x 0.4597
1-K 1 —10.1939

Si on prend R =2, on a

S Lol wy ||y +o || we ||y .

f2 1-K

Alors, d’apres le théoréme 1.8.2, Nous concluons que l'opérateur T : By — Bs est
complétement continu, donc le systéme 3.5 admet au moins une solution dans [0, 1].
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Exemple 3.4.2. (Via Banach)

On considere le systeme différentiel fractionnaire suivant :

rctan (y (t) +¢ DY°y (¢));

\/m ar
D57y () = ey (¢ (1) +° Dg°x (1)) ;
z(0) =z (1) =0; (3.6)
y(0) =y (1) =0;

avec
F(t,2,y) = ——— arctan (z + )
,x,Yy) = ———— arctan (x ;
V= et 28 Y
exp_t
t - - .
et 1
a=25 =27 ¢ = c =105 v=05.
B 1 \/m 2 Y

En utilisant toutes les données fournis de notre probléeme 3.6, on obtient
|f (o (), yn (1) = f (22 (1) g2 (D)] < g (loa (1) — 2 (O] + 31 () — 92 (1))

lg (&, 20 (£) 51 (1) — g (8,22 (£) 92 (1)) < 1077 (g (2) — w2 ()] + |ya (8) — w2 (£)]).

Par conséquent, pour tout t € [0,1], les hypothéses (H’), et (H’), sont satisfaites.

avec

. T(a) 1 T(25) I
ll_r(a—7)+r(2—7)_ I (2) +r(1.5)_2'4577'
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G 1 reTn . 1
“TTG-y) ey Tey Tay 0

1
by =loy (= +1) =0.1939
=t (mre )

1
ky =1ly.co | ————— + 1) =5.3854 x 1077
=t ()

K = max (k’l,]{?Q) =k =0.1939 < 1.

Donc : Uhypothése (H’), est satisfaite.

Alors, d’apres le théoreme 1.3.1, nous concluons que l'opérateur T est une contrac-
tion, donc le systéme 3.6 admet une solution unique dans [0, 1].
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Conclusion

L’apport de notre travail consiste principalement en un point qui est le suivant :

L’étude d’un systeme des équations différentielles fractionnaires avec des condi-
tions aux limites dans un espace de Banach dérivé. Nous avons pu donner une
représentation intégrale de notre probleme qui nous a permis de transformer celui-ci
en un probleme du point fixe. Les théoremes du point fixe de Schauder et Banach
furent la clé de I’analyse de notre probleme.

Les exemples numériques confirment les résultats obtenus.
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