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Résumé

Cette théme a pour but d�étudier le systéme de Bresse-Timoshenko non linéaire uni-

dimensionnel avec second son, la condition thermique donnée par la loi de cattaneo

est e¤ective dans la seconde équation. nous prouvons que le systéme est exponentiel-

lement stable en utilisant la méthode de l�énergie qui nécessite la construction d�une

fonctionnelle de lyapunov appropriée en exploitant la méthode des multiplicateurs.

De plus, le résultat ne dépend d�aucune condition des coe¢ cients du systéme.

Mots clés :

Systéme non linéaire de Bresse-Timoshenko, second son, décroissance exponentielle,

méthode de l�énergie.
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Abstract

This theme aims to study the one dimensional nonlinear Bresse-Timoshenko system

with second sound where the heat condition given by Cattaneo�s law is e¤ective in

the second equation. We prove that the system is exponentially stable by using the

energy method that requires constructing a suitable Lyapunov functional through

exploiting the multipliers method. Furthermore, the result does not depend of any

condition on the coe¢ cients of the system.

Key words :

Nonlinear Bresse-Timoshenko system, second sound, exponential decay, energy me-

thod
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Introduction

Dans ce travail nous détaillons le papier [46], qui parle sur l�astabilité au sens de

lyaponov considérons le probléme non linéaire unidimensionnel avec deuxième son

suivat :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

�1'tt � � ('x +  )x � �1't = 0; x 2 (0; 1)� (0;1) ;

��2'tt � b xx + � ('x +  ) + 
�x + f ( ) = 0; x 2 (0; 1)� (0;1) ;

�3�t + �qx + 
 tx + �� = 0; x 2 (0; 1)� (0;1) ;

�0qt + �q + ��x = 0; x 2 (0; 1)� (0;1) ;

(1)

avec les conditions initiales et aux limites

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

' (x; 0) = '0 (x) ; 't (x; 0) = '1 (x) ;  (x; 0) =  0 (x) ; x 2 (0; 1) ;

 t (x; 0) =  1 (x) ; 0 (x; 0) = �0 (x) ; q (x; 0) = q0 (x) ; x 2 (0; 1) ;

' (0; t) = ' (1; t) =  x (0; t) =  (1; t) = q (0; t) ;

q (1; t) = � (0; t) = � (1; t) = 0; t 2 (0;1) ;

(2)

où t 2 (0;+1) ; dé�nit la variable temporelle et x 2 (0; 1) la variable spatiale

sont-elles liées au faisceau de longueur : ';  ; �; q et f ( ) fonctions spéci�ques

de con�guration d�équilibre représentent respectivement le déplacement transversal
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Introduction

du faisceau, l�angle actalis, les températures ferentes, le �ux thermique et le terme

de forçage. Les coe¢ cients �1; �2; �3; �1 ; �0 ; �; 
; b; � et � sont des constantes

positives qui représentent les paramètres constatatifs dé�nissant le couplage entre

les matériaux.

Du point de vue physique, il est bien connu que le modèle utilisant le laser de

Fourier clamar conduit au paradoxe physique de la vitesse in�nie de propagation

de la chaleur. De nombreuses thèses ont �nalement émergé, pour surmonter ces

obstacles physiques tout en gardant les caractéristiques d�un processus d�aspiration

de chaleur. Dont l�apparition des seconds e¤ets sonores observés expérimentalement

dans les matériaux à un niveau très élevé lorsque la chaleur est transportée par un

processus de propagation d�ondes au lieu du deuren habituel. Cette théorie suggère de

remplacer la loi classique de Founars 
�x + q. où 
 est le coe¢ cient de conductivité

thermique al est le premier repère par une loi modi�ée de régulation thermique

appelée loi de Cattaneo 
�x + q + �qt Ici le paramètre � > 0 représente le temps de

relaxation décrivant le temps enregistré dans la réponse de �ux de chaleur vers un

gradient de température. Le système thermique obtenu est de type hyperbolique et

élimine donc automatiquement le paradoxe des vitesses in�nies. Parmi les travaux

qui ont été réalisés dans ce domaine. on renvoie le lecteur dans la �gure suivante,

on introduit les déplacements et l�angle de rotation dans le plan (x1; x3) ainsi que

la distribution de température avec sa contribution à la déformation de la poutre

comme le montrent de nombreux ouvrages pour invance

2



Introduction

où

-u = u (x1; t) : le long tudinal d placement des peintures se trouvant sur l�axe des x1:

- =  (x1; t) : l�angle de rotation de la normale à l�axe x1.

� le développement de Taylor pour la distribution de température en pouces ( x1; x3)

-plan ( avec x2 = 0)

�(x1; x3; t) = � (x1; 0; x3; t) = �1 (x; t) + x3�3 (x; t)

où �1, et �3, sont des composants de température ( fonctionnels qui peut représenter

les écarts de température par rapport à la température de référence �0 dans les

directions long itudinale et verticale.

Elishako�.ont donné une brève description du modèle de poutre en une dimension

pour les vibrations de poutre. L�équation di¤érentielle classique de Bernoull Eula

en�amme l�inertie de rotation. et déformation alwar. Elle est donnée par

EI'xxxx + �A'tt = 0; (3)

où E est le module d�élasticité,I est le moment d�inertie, ' (x; t) est le déplacement

transversal, x est le cocaïne axial, t est le temps, � est la densité du matériau. A est

l�aire de la section transversale.

Plus tard, Bresse et Rayleigh ont étendu et corrigé l�équation de Bernoulli-Euler (??),

en prenant en compte le mouvement de rotation des éléments de poutre. L�angle de

rotation est égal à la pente de dé�exion. courbe 'x, l�accélération angulaire escociée

est 'xtt. En conséquence le moment d�inertie du clément autour d�un axe passant

par son centre de masse est égal à plode �I'xttdx et selon le principe de D�Alembert

, on obtient
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� V +Mx � �I'xtt = 0; (4)

ware V (x; t) le sheng aze et M (x; t) le moment de �exion.

En remplaçant cette équation dans le cas d�un équilibre dynamique par les forces de

vibration tacaverse que nous avons

Vx = ��A'tt = (Mx � �I'xtt) (5)

Physiquement à partir de la théorie élastique, nous avons M = EI'xx dit dans un

Rayirigl, un modèle pour le s que

EI'xxxx + �A'tt � �I'xtt = 0 (6)

nous cali Equation (6) l�inertiel rotatif.

Aferwands Timoshenko a terminé la équation (6) en ajoutant l�impact de la défor-

mation en cisaillement, exprimant la pente de la courbe de dé�exion dans les parties

'x = � + �; (7)

 l�ectation des cassetiens avec le négligence de la déformation par cisaillement et

de l�angle associé à la déformation par cisaillement à l�assise neutre dans la même

section transversale. Sur la mécanique des solides on peut écrire

M = EI x; (8)

V = �1�AG = �1�AG ('x +  ) ; (9)
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avec �1 les coe¢ cients de cisaillement et G est le module de cisaillement.

L�état d�équilibre dynamique des forces dans les directions verticales est donné par

�A'tt � Vx = 0; (10)

Dérivant par rapport à une Equation (7) et en substituant dans l�équation d�équili-

nam dynamique du mouvement (4), voir get

� V +Mx + �I tt = 0; (11)

Le système de Timoshenko, a été obtenu en substituant respectivement (9) et (8) ito

10 et (11), on obtient

� �1AG ('x +  )x + �A'tt = 0; (12)

�1AG ('x +  ) + EI x + �I tt = 0; (13)

où

�1 = �A est la densité du masse.

�2 = �I le moment d�inertie.

b = EI est le coe¢ cient de rigidité (de la section transversale),

� = �1AG est le module de casticité en cisaillement.

Ensuite, le système de Timoshenko prend la forme suivante

�
�1'tt � � ('x +  )x = 0;

�2 tt � b xx + � ('x +  ) = 0;
(14)

Il convient de noter que mentionné le problème joue un rôle crucial dans les appli-
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cations d�ingénierie Et pour plus de détails sur les précieuses ressources qui ont été

réalisées concernant le système Timoshenko,

Elishako¤, en di¤érenciant les hypothèses de Timoshenko (7) par rapport à t; nous

obtenir

 tt = �'ttx (15)

En insérant (15) dans (14), nous obtenons le système bien connu de Bresse Ti-

meshenko en combinant le concept d�équilibre dynamique de d�alembert avec les

hypothèses de Timoshenko pour obtenir le système de lodowang �bike

�
�1'tt � � ('x +  )x = 0;

��2'ttx � b xx + � ('x +  ) = 0;
(16)

De nombreuses recherches ont été réalisées concernant le comportement asympto-

tique de la solution du système de Brense Timoshenko. Parmi elles, nous citons les

travaux d�almeida et Blancos, qu�ils ont considéré comme suit

�
�1'tt � � ('x +  )x = 0;

��2'ttx � b xx + � ('x +  ) + �1 t = 0;
(17)

où ils ont montré que l�amortissement visqueux agissant sur la rotation angulaire du

système ci-dessus est su¢ samment fort pour provoquer une décroissance exponen-

tielle de la solution, ont considéré le système suivant :

�
�1'tt � � ('x +  )x + �1 t = 0;

��2'ttx � b xx + � ('x +  ) = 0;
(18)

et ils ont montré que le daesping mécanique donné par l�amortissement visqueux

agissant sur le déplacement transversal du faisceau se stabilise de façon exponentielle

.
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Introduction

Zenit et al ont étudié le système non linéaire de Bresse Timoshenko suivant

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�1@tt'� � ('x +  )x + �1@t' = 0;

��2@tt'x � � xx + � ('x +  )� �1�x

��2�x + �2g (@t ) = 0;

c@t� + d@t�� ��xx � �1@t x = 0;

d@t� + r@t�� h�xx � �2@t x = 0;

(19)

Les auteurs ont prouvé la bonne position du système en utilisant les approximations

classiques de Faede Galerki et ont montré un résultat de désintégration générale du

système.

Motivés par les travaux précédents, nous donnons dans cet article des résultats d�exis-

tence et de régularité globale, qui peuvent être prouvés en utilisant la méthode stan-

dard de Feado-Galerkin. De plus, nous montrons que la dissipation donnée par le

deuxième son est su¢ samment forte pour donner une stabilité exponentielle de solu-

tion du système (1) en utilisant la méthode énergétique, ce qui nécessite de construire

une fonctionnelle de Lyapunov appropriée qui nous permet d�estimer l�énergie du sys-

tème (1) et de montrer qu�il décroît de manière exponentielle avec toutes conditions

sur les coe¢ cients du système. L�importance de ce contrôle complémentaire et son in-

�uence sur le comportement asymptotique de la salation apparaît dans de nombreux

travaux pour les di¤érents types de problèmes tels que [14, 18] . En�n, certains ré-

sultats de simulation numérique sont obtenus à l�aide du logiciel MATLAB. La suite

de cet article est organisée comme suit : nous rappelons quelques préliminaires, nous

énonçons sans preuve un résultat global d�existence et de régularité du problème (1).

en�n, nous établissons le résultat de stabilité exponentielle.

Préliminaires et principaux résultats

Dans cette section, nous présentons et rappelons quelques notions mathématiques à

utiliser pour la preuve du résultat de stabilité

7
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jf ( 2)� f ( 1)j � �0
�
j 1je + j 2je

�
 1 j 1 �  2j et  1 2 R;  2 2 R; (20)

où �0 > 0; ` > 0. De plus, nous supposons que

0 � bf ( ) �  f ( ) implique � f ( ) � � bf ( ) � 0;  2 R (21)

avec

bf ( ) =  Z
0

f (s) ds (22)

Voici les inégalités fonctionnelles qui nous aident A �n d�atteindre notre résultat de

stabilité, nous rappelons dans ce qui suit l�inégalité de Yong donnée par

ab � jajp
p
+ jbjq

q
; 8a; b 2 R

�
1
p
+ 1

q
= 1; p > 1; q > 1

�
D�après l�inégalité de Young, pour tout " > 0, et p = q = 2; nous obtenons

ab � "a2 +
1

4"
b2; (23)

Ensemble avec l�inégalité de Poincaré donnée par

R
1
u2dx � C

R
1
u2xdx; 8u 2 H1

0 (I) ; (24)

où I est un intervalle rebondi et C est une constante ( dépendant de jIj <1):

Remarque 0.0.1 On a

�2 ('x +  ) � ('x +  )2 +  2;

8
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et , d�autre part , on a aussi

('x +  �  )2 = ('x +  )2 +  2 � 2 ('x +  ) � 2 ('x +  )2 + 2 2

Finalement , en intégrant et en utilisant l�inégalité de Poincaré, on obtient l�inégalité

suivante

Z 1

0

'2xdx � 2
Z 1

0

('x +  )2 dx+

Z 1

0

 2xdx (25)

ou

C =
1

jIj � 0;

Par souci d�exhaustivité nous énonçons sans preuve le résultat global d�existence et

de régularité suivant qui peut être prouvé en utilisant la méthode standard Feado-

Galerkin, pour cela nous renvoyons le lecteur à [26, 29].

9



Chapitre 1

Préliminaires et rappels

L�objectif de ce chapitre est de rappeler l�essentiel des notations et resultats utilisés

tout au long de ce travail de chapitre est organisé comme suit : Le premier lieu nous

rappelons quelques dé�nitions et résultats sur les espaces ( Lp, espace de soboLev

,.....) rapide.

1.1 Espace de lebegue LP (
)

Dé�nition et propriété sélémentaires des espaces LP (
)

Dé�nition 1.1.1 Soit 
 un ouvert de RN et p 2 R avec 1 � p � 1;on dé�nit :

Lp(
) =

8<:f : 
! R mesurable et
Z



jf(x)jp dx � +1

9=;
Dé�nition 1.1.2 on dé�nit sur Lp(
) la norme :

kfkLp(
) =

24Z



jf(x)jp dx

35 1
p

10



Chapitre 1. Préliminaires et rappelst

Dé�nition 1.1.3 on pose :L1(
) = ff : 
! R mesurable et il existe une constante C telle que : jf(x)j � C p:p, sur 
g ;

on note :kfkL1 = inf fC; jf(x)j � C p:p sur 
g ;

k:k
L1

est une norme.

Remarque 1.1.1 l�espace L2(I) muni du produit scalaire

(u; v) =

bZ
a

uvdx; u; v 2 L2(I)

est un espace de Hilbert.

Lp est un espace de banach pour tout 1 � p � +1

Lemme 1.1.1 (Inégalité de Young) soient a; b � 0 deux réels, Alors

ab � ap

p
+
bq

q
:

En particulier si u; v 2 L2(
): alors

Z



juvj dx � "

Z



juj2 dx+ 1

4"

Z



jvj2 dx; 8" � 0:

Démonstration.

La conclusion est évident si a = 0 ou b = 0;donc on peut suppose que a; b � 0. la

fonction exp est convexe ce qui veut dire que pour tout x; y et pour tout � 2 [0; 1] ;

nous avons

exp(�x+ (1� �)y) � � exp(x) + (1� �) exp(y):

En particulier :

11



Chapitre 1. Préliminaires et rappelst

ab = exp

�
1

p
ln ap +

1

q
ln bq

�
� 1

p
exp (ln ap) +

1

q
exp (ln bq)

� ap

p
+
bq

q
:

Théorème 1.1.1 (Inégalité de Hölder) soit f 2 Lp et g 2 Lq avec 1 � p � 1;

Alors f; g 2 L1 et Z



jfgj dx � kfkLp kgkLq :

Démonstration.

La conclusion est evident si p = 1; p =1, Autrement, nous appliquons l�inégalité de

Young

jf j jgj � jf j
p

p

+
jgjq

q
p:p;

il en résulte que f; g 2 L1 et que

Z



jf j jgj � 1

p
kfkpLp +

1

q
kgkqLq

remplaçant f par �f(� � 0);il vient

Z



jf j jgj � �p�1

p
kfkpLp +

1

�q
kgkqLq

on choisit � = kfk�1Lp kgk
q
p

Lq ; la preuve est achevée.

Corollaire 1.1.1 (Inégalité de Minkoviski) soit 1 � p � 1 pour f; g mesu-

12
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rable

kf + gkLp � kfkLp kgkLp

Démonstration.

Les cas p = 1; et p =1 sont faciles.

supposons maintenant que 1 � p � 1 comme l�inégalité est triviale si kf + gkLp = 0

on peut supposer que kf + gkLp 6= 0; Alors

Z



jf + gjp dx �
Z



jf + gjp�1 jf j dx+
Z



jf + gjp�1 jgj dx:

en appliquant successivement l�inégalité de Hölder à jf + gjp�1 avec l�exposant p0 et

f avec l�exposant p puis g avec l�exposant p; on obtient

kf + gkpLp � kf + gkp�1Lp (kfkLp kgkLq)

ce qui pouve l�inégalité.

Dé�nition 1.1.4 soit f : 
 ! C une fonction mesurable, on dit que f loclement

intégrable si f 2 L1 (K) pour tout compact K de 
: on note L1loc (
) l�espace des

classes des fonctoins localement intégrables sur 
;ie

L1loc (
) =

8<:f : 
! C;
Z
K

jf(x)j dx � 1, pour tout K de 


9=;
Dé�nition 1.1.5 soit 1 � p � +1 on dit qu�une fonction f : 
 ! C appartient à

Lploc (
) si f1K 2 Lp(
) pour tout compact K � 


Dérivée faible

13



Chapitre 1. Préliminaires et rappelst

soit I un ouvert de R une fonction u 2 L1loc (I) a une dérivée faible dans L1loc (I) s�il

existe v 2 L1loc (I) tellque pour tout ' 2 C10 (I) on ait

bZ
a

u (x)'
0
(x) dx = �

bZ
a

v (x)' (x) dx:

Cela revient à dire que v est la dérivée de u au sens des distrubitions, on écrira

u
0
= v

1.2 Rappels sur les espaces de Sobolev en dimen-

sion un

Les espaces de sobolev sont des espaces vectoriels normés qui sont bien adaptés

à la résolution de nombreux problémes d�équation di¤érentielles aux dérivées par-

tielles.par ailleurs les problémes concret rencontres en physique, mécanique, com-

portent en général des conditions au bord du domaine.

Espace de sobolev W 1;p (I)

Dé�nition 1.2.1 soit I = ]a; b[ un intervalle borné ou non et soit p 2 R avec

1 � p � 1 un espaces de sobolev W 1;p (I) est dé�ni par :

W 1;p (I) =

8<:u 2 Lp (I) ; 9g 2 Lp (I) telle que
Z
I

u'
0
dx =

Z
I

g'dx; 8' 2 C1c (I)

9=;
on pose :

H1 (I) =W 1;2 (I) ;

14



Chapitre 1. Préliminaires et rappelst

Notation 1.2.1 l�espace W 1;p est muni de la norme :

kukW 1;p = kukLp +



u0




Lp
;

l�espace H1 est muni du produit scalaire :

(u; v)H1 = (u; v)Lp +
�
u
0
; v

0
�
Lp

la norme associé :

kukH1 =

�
kuk2L2 +




u0


2
L2

� 1
2

est équivalente à la norme de W 1;2:

Exemple 1.2.1 soit I = ]�1; 1[ : véri�er à titre d�exercice que :

1. La fonction u (x) = 1
2
(jxj+ x) appartient à W 1;p (I) pour tout 1 � p � 1 et

que u
0
= H où

H (x) =

8><>: +1 si 0 � x � 1

0 si � 1 � x � 0

plus généralement une fonction continue sur I et continument dérivable par

morceaux sur I appartient à W 1;p (I) pour tout 1 � p � 1:

2. La fonction H n�appartient pas à W 1;p pour tout 1 � p � 1;

Théorème 1.2.1 (Densité) soit u 2 W 1;p (I) avec 1 � p � 1; Alors il existe une

suite un dans C1c (R) tellque unnI ! u dans W 1;p (I) :

Corollaire 1.2.1 (Intégration par parties) soient v; u 2 W 1;p (I) avec 1 � p �

1.Alors v; u 2 W 1;p (I) et (uv)
0
= u

0
v + uv

0
: De plus. on a la formule d�intégration

15
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par parties

yZ
x

u
0
v = �u (x) v (x) + u (y) v (y)�

yZ
x

uv
0
; 8x; y 2 I :

Espace de Sobolev Wm;p (I)

Dé�nition 1.2.2 Étant donnés un entier m � 2 et un réel 1 � p � 1, on dé�nit

par récurrence l�espace

Wm;p (I) =
n
u 2 Wm�1;p (I) ; u

0 2 Wm�1;p (I)
o

on pose

Hm (I) =Wm;2 (I)

l�espace Wm;p est muni de la norme :

kukWm;p = kukLp +
mX
�=1

kD�ukLp

et l�espace Hm est muni du produit scalaire :

(u; v)Hm = (u; v)L2 +

mX
�=1

(D�u;D�v)

Espace de Sobolev Wm;p
0 (I)

Dé�nition 1.2.3 Ètant donné 1 � p � 1 et m 2 N . on désigne par Wm;p
0 (I) la

fermuture de Cm
c (I) dans W

m;p (I) on note Hm
0 (I) =Wm;p

0 (I) :

l�espace W 1;p
0 muni de la norme induit par W 1;p est un espace de banach séparable,

il est de plus ré�exif pour 1 � p � 1:

l�espace H1
0 muni du produit scalaire induit par H

1 est un espace de Hilbert séparable
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Remarque 1.2.1 lorsque I = R on sait que C1c (R) est dense dans W 1;p (R) et par

conséquent W 1;p
0 (R) =W 1;p (R) :

Théorème 1.2.2 soit u 2 Wm;p (I) alors u 2 Wm;p
0 (I) si seulement si u = 0 sur

@I:
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Chapitre 2

Rappels sur quelque théorie des

semi-groupes

Dans ce chapitre nous donnons quelque théories importants (théorie demi-groupe,...........,

Feodo-GaLarkin)

2.1 Quelques dé�nitions.

Dé�nition 2.1.1 Soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire (:; :) et de

norme associée k:k et soit A : D (A) � H ! H un opérateur linéaire non-borné.O

n ditque A est dissipatif si

8x 2 D (A) ; (Ax; x) � 0

Dé�nition 2.1.2 Une famille fS (t)gt�0 d�opérateurs linéaires continus est dite semi-

groupe fortement continu (ou C0-semi-groupe) sur H si elle satisfait les propriétés

suivantes :

i) S (0) = Id;

18
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ii) S (t+ s) = S (t)S (s) ; 8t; s � 0;

iii) Pour chaque x 2 H est continue sur [0;+1[ ie

lim
t!0+

kS (t)x� xkH = 0

Dé�nition 2.1.3

On appelle générateur in�nité si mal du C0-semi-groupe fS (t)gt�0, tout opérateur

A dé�ni sur l�ensemble

D (A) =

�
x 2 H; lim

t!0+
S(t)x�x

t
existe

�

par

Ax = lim
t!0+

S(t)x�x
t

8x 2 D (A)

Parfois on note
�
eAt
	
t�0 pour fS (t)gt�0.

Dé�nition 2.1.4

Un semi-groupe fortement continue fS (t)gt�0 sur H est dit de contrac-tions si

kS (t)kL(H;H) � 1 ; 8t � 0

Exemple 2.1.1

On considère l�espace L2 ]0;+1[ ,1 � p � +1 L�espace L2 ]0;+1[ muni de la norme

kfk2 =
�Z +1

0

jf (x)j2 dx
� 1

2

est une space de Hilbert.On dé�nit :

(S (t) f) (x) = f (t+ x) ;8t � 0 et x 2 ]0;+1[

19



Chapitre 2. Rappels sur La théorie des semi-groupes

Evidemment S(t) est un opérateur linéaire et en plus, on a :

kS (t) fk22 =
Z +1

0

jf (t+ x)j2 dx =
Z +1

t

jf (y)j2 dy �
Z +1

0

jf (y)j2 dy = kfk22

Donc S(t) est un opérateurs linéaires continus.Il est facile de véri�er que S(0) = Id

et

S(t+ s) = S(t)S(s);8t; s0;

et d�autre part, on a

lim
t!0+

kS (t) f � fk2 = lim
t!0+

�Z +1

0

jf (t+ x)� f (x)j2 dx
� 1

2

= 0

Par conséquent fS (t)gt�0 est un C0-semi-groupe d�opérateurs linéaires bornés sur

L2 ]0;+1[

A : D (A) � L2 ]0;+1[! L2 ]0;+1[

le générateur in�nité si mal du C0-semi-groupe fS (t)gt�0. Si f 2 D(A), alors ona

Af (x) = lim
t!0+

f (t+ x)� f (x)

t
= f

0
(x)

uniformément par rapport à x. Par conséquent

D (A) �
n
f 2 L2 ]0;+1[ : f 0 2 L2 ]0;+1[

o
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Si f 2 L2 ]0;+1[ telque f 0 2 L2 ]0;+1[ ; alors





S (t) f � f

t
� f

0




2
2

=

Z +1

0

����S (t) f � f

t
� f

0
����2 dx

=

Z +1

0

����1t [f (s)]t+xx � 1
t

h
f
0
it+x
x

����2 dx
=

Z +1

0

����1t
Z t+x

x

f
0
(s)� 1

t
f
0
(x) ds

����2 dx! 0

uniformément par rapport à x quand t! 0+. Donc

n
f 2 L2 ]0;+1[ : f 0 2 L2 ]0;+1[

o
� D (A)

Par conséquent

Af = f
0
et D (A) =

n
f 2 L2 ]0;+1[ : f 0 2 L2 ]0;+1[

o

Dé�nition 2.1.5

�
eAt
	
est dit exponentiellement stable s�il existe des constantes posi-tives � et M

telles que 

eAt

L(H;H) �Me��t ; 8t � 0

Dé�nition 2.1.6

�
eAt
	
est dit analytique si eAt admet une extension T (�) pour � 2 4� = f� 2 C; jarg (�)j � �g

pour certain � � 0 telle que �! T (�) est analytique et

8><>: lim�24�!0 kT (�) z � zk = 0;8z 2 H

T (�+ �) = T (�)T (�) ;8�; � 2 4�
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ou de manière équivalente (voir le Théorème 5.2 dans le livre de Pazy),il existe une

constante K > 0 telque 

eAt

 � Kt�1;8t � 0

2.2 C0-Semi-groupe généré par un opérateur dis-

sipatif

Supposons que l�opérateur linéaire A génèreun C0-semi-groupe
�
eAt
	
t�0 sur un es-

pace de Hilbert H: Alors, nous avons

Théorème 2.2.1 (Hille-Yosida) Un opérateur linèaire (non borné) A : D(A) �

H ! H est le générateur in�nitésimal d�un C0-semi-groupe de contractions fS (t)gt�0si

et seulement si

i) A est un opérateurfermé et D(A) = H,

ii) L�ensemble résolvant %(A) de A contient R+ et pour tout � > 0



(�I � A)�1


 � 1

�

Théorème 2.2.2 (Lumer-Phillips) Soit A : D(A) � H ! H un opérateur li-

néaire et D(A) est dense dans H. Alors A est le générateur in�nitésimal d�un C0-

semi-groupe de contractions si et seulement si

i) A est dissipatif,

ii) Il existe � > 0 tel que Im (�I � A) = H (A est maximal ).

Remarque 2.2.1 Dans l�espace un idimensionnel, sous certaines hypothèses, le sys-
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tème linéaire de base s�écrit comme suit :8><>: utt � �uxx + 
�x = f

��t � ��xx + 
utx = g;

et le système non linéaire peut s�écrire comme les système suivant :

8><>: utt � a (ux; �)uxx + b (ux; �) �x = f

c (ux; �) �t � d (ux; �) �xx + b (ux; �)utx = g;

Remarque 2.2.2 Dans le cas 1�D linéaire, le systéme de base donné par :

8>>>><>>>>:
utt � �uxx + ��x = f;

c0�t � 
qx + �utx = g;

�qt + q + ��x = 0;

et dans le cas n! D(n = 2; 3) par :

8>>>><>>>>:
utt � ��u� (�+ �)r (div u) + �r� = f;

c0�t � 
 div q + � div ut = g;

�qt + q + �r� = 0;

Un autre modèle de propagation de la chaleur considère que q est aussi dépendant

de l�e¤et de mémoire. Dans les matériaux à mémoire, la loi classique de Fourier du

�ux de chaleur est remplacée par la formule suivante :

q = ��
�

Z t

�1
e�

1
�
(t�s)r� (x; s) ds; (2.1)
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où � > 0 est le temps de relaxation,.Il en résulte facilement de (2.1) que l�on obtient

l�équation de Maxwell-Cattaneo

�qt + q + �r� = 0;

en plus, nous tenons à prendre en compte la conductivité de Fourier (q), où

q = �� (�)r� � �0

Z t

�1
e�

1
�
(t�s)r� (x; s) ds; �0 = constant.

A la �n du siècle dernier, Green et Naghdi [6][7] ont introduit trois types de la

théorie thermoélastique fondés sur une égalitéentropique au lieu de l�inégalitéen-

tropiquehabituelle. Dans chacune de ces théories, le �ux thermique est donné par

une hypothèse de comportement di¤érent. En conséquence, les trois théories sont

obtenues et ont été appelées thermoélastique de typeI, type II et de type III, res-

pectivement. Ce développement est e¤ectué d�une manière rationnelle à �n d�obte-

nir une théorie entière-mentcompatible, qui intégrera la transmission d�impulsinon

thermiquen d�une manière très logique et élève le paradoxe de la vitesse in�nie de

propagation de la chaleur induite par la théorie classique. Lorsque ces théoriess ont

linéarisées, le type I conduit à la conduction de la chaleur habituelle par la loi de

Fourier (??), le type II conduit à une équation du télégraphe

�tt +
1

�
�t = c2�� (2.2)

qui est hyperbolique et transmet des on des à une vitesse �nie c, et le type III

conduit à l�equation de type de Je¤rey

�qt + q + �r� + ��1r�t = 0;
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Les deux théories de types II et III pour le �ux de chaleur dans un solide rigide �xe

accommodent la vitesse d�on dé�nie, mais seulement le type II n�implique aucune

dissipation d�énergie. conformément à la classi�cation utilisée dans [6] pour le �ux de

la chaleur dans un solide rigide�xe, la dérivation de Green et Naghdi [7] est appellé

thermo élasticité classique (ou thermoélasticité de type I). Cependant, la procédure

qu�ils ont utilisé pour le développement d�équations constitutives est basée sur la

procédure proposée dans [?],qui emploie une loi de balnce de l�entropie et exige la

satisfaction de l�équation d�énergie réduite avant d�imposer toute autre restriction

résultant de la seconde loi de la thermo dynamique. En outre, il sont considéré dans

une autre théorie thermoélastique, la partie thermique qui résulte de la transmission

de la chaleur sous forme d�ondes et est analogue à cellede la réponse d�un matériau

élastique dans une théorie mécanique. Ils se sont référés à lui comme thermo élasticité

sans dissipation d�énergie (thermoélasticité de type II), car il ne comporte aucune

dissipation d�énergie.Les modèlesen 1�D et n�D sont

8><>: utt � �uxx + ��x = 0;

�tt � ��xx + �uttx = 0;
(2.3)

et

8><>: utt � ��u� (�+ �)r (div u) + �r� = 0;

�tt � ��� + � div utt = 0
(2.4)

respectivement.Equations (2.3), (2.4) permettent la propagation des ondes sans amor-

tissement (damping).

Plus tard dans [11], Greenet Naghdi dérivent des modèles de thermo élasticité de type

III pour les milieux isotrope en utilisant les équations constitutives développées dans

[6].
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Le système 1! D est donnée par :

8><>: utt � �uxx + ��x = 0;

�tt � ��xx � ��txx + �uttx = 0;
(2.5)

et dans n! D par :

8><>: utt � ��u� (�+ �)r (div u) + �r� = 0;

�tt � ��� � ��t� div utt = 0;
(2.6)

2.2.1 Systèmes de Timoshenko

En 1921, un modèles impledécrivant la vibration transversa le d�une poutre a été

développé. Ce modèle est donné en conformité avec les équations suivantes :

8><>: �A'tt (x; t) = Sx (x; t) ;

�I tt (x; t) =Mx (x; t)� S (x; t) ;
(2.7)

où t désigne la variable temporelle, et x est la distance le long de la lignemoyenne

de la poutre. La fonction ' représente le déplacement transversal de la poutre  

et l�angle derotation du �lament de la poutre. Nous utilisons pour la densité, M

pour le moment dezexion, S pour la force decisaillement, A pour l�aire de la section

transversale et I pour le second moment de la section transversale de la poutre.

Les relations entre déformations et contraintes pour le comportement élastique de la

poutre entexion sont donnés par :

M (x; t) = EI x (x; t) ; (2.8)

S (x; t) = �AG ('x +  ) (x; t) ; (2.9)
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où E représente le module de Young, G le module de rigidité,et k le facteur de

forme. Considérant le couplage des équations (2.6), (2.7) et (2.8),(2.9), Timoshenko

établitles équations aux dérivées partielles suivantes pour les vibrations mécaniques

dans les poutre splanes sans la présence de mécanismes dissipatifs :

8><>: �1'tt � � ('x +  )x = 0;

�2'tt � b xx + � ('x +  ) = 0;
(2.10)

en posant �1 = �A,�2 = �I,� = �AG et b = EI. La stabilité des systèmes de type-

Timoshenko (dans des domaines bornés ) à reçu beaucoup d�attention ces dernières

années, et plusieurs résultats concernant l�existence et le comportement asympto-

tique de l�énergie ont été établies .F on damentalement, trois types demécanismes

dissipatifs (ou des combinaisons de ceux-ci) ont été envisagés :

1. La dissipation parfrottement obtenue nintroduisant unamortissement (dam-

ping) par frottement qui peut agir soit sur le bort soit au voisinage du bord

2. La dissipation thermique qui est obtenue par la conduction de la chaleur comp-

tetenu de la loi de Fourier ou de la loi de Cattaneo.

3. La dissipation viscoélastique donnée par les e¤ets de mémoire.

Muñoz Rivera et Racke ont étudié le système de Timoshenko avec dissipation thermo

élastique e¢ cace dans l�équation de moment de zexion, ce qui signi�e qu�il sont

considéré M = b x + 
�, produit par la loi de Fourier.Plus précisément, le sauteur

sont considéré le système d�évolution suivant :

8>>>><>>>>:
�1'tt � � ('x +  )x = 0;

�2'tt � b xx + � ('x +  ) + 
�x = 0;

�3�t � e��xx + 
 tx = 0;

(2.11)

Les auteurs ont montré que le système (2.11) est exponentiellement stable si et seule-
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mentsi � = 0 (avec � = �
�1
� b

�2
).

Le système de Timoshenko avec la loi de Cattaneo est particulièrement intéressant

car le comportement du système de Timoshenko en thermoélasticité du second son

est di¤érent de celui dethermo élasticité classique .En fait, le premier exemple dans

ce sens a été donné dans [?] ; Fernández Sare et Rackeont étudié le système

8>>>>>>><>>>>>>>:

�1'tt � � ('x +  )x = 0;

�2'tt � b xx + � ('x +  ) + 
�x = 0;

�3�t � 
qx + � tx = 0;

�qt + q + ��x = 0

(2.12)

Il sont montré que ce système n�est pas exponentiellement stable, même si les vitesses

des deux première séquations (2.12) sont égales(i.e. �
�1
� b

�2
).

Un résultat en core plus surprenant est que le couplage de Cattaneo " détruit " même

la stabilité exponentielle.Plus précisément, Muñoz Rivera et Fernández Sare [?] ont

considéré un système de type Timoshenko avec un termemémoire agissant dans une

seule équation. Il sont examiné le problème suivant :

8><>: �1'tt � � ('x +  )x = 0;

�2'tt � b xx +
R +1
0

g (t) xx (t� s; :) ds+ � ('x +  ) = 0;
(2.13)

avec des conditions aux limites homogènes dans un domaine borné, et il sont montré

que la dissipation donnée par le termemémoire est su¢ samment forte pour stabiliser

le système (2.13) de façon exponentielle si et seulement si et la fonction de relaxation

g décroit exponentiellement. Alors que la loi de Cattaneo "détruit" cette propriété,

comme [?]. Pour cette raison, certain stermes d�amortissement supplémentaires pour

raient être nécessairespourr établir lastabilité exponentielle du système (2.12). Cette

situation a été étudiée par Messaoudi et autres, où une version non linéaire du
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système (2.12) a été également examiné et unterme d�amortissement de la forme t à

été introduite. A savoir, il sont examiné le problème suivant :

8>>>>>>><>>>>>>>:

�1'tt � � ('x +  )x + �'t = 0;

�2'tt � b xx + � ('x +  ) + ��x = 0;

�3�t � 
qx + � tx = 0;

�qt + q + ��x = 0

(2.14)

, et la fonction non linéaire est supposée être su¢ samment lisse et satisfait

�'x (0; 0) = � (0; 0) = �

et

�'x'x (0; 0) = �'x (0; 0) = 0

Concernant les systèmes de Timoshenko pour les matériaux à mémoire �nie, Ammar-

Khodjaetal.[20] ont étudié le système linéaire de la forme

8><>: �1'tt � � ('x +  )x = 0;

�2'tt � b xx + � ('x +  ) +
R +1
0

g (t) xx (x; t� s) ds = 0;
(2.15)

avec des conditions aux limites homogènes, et il sont montré, en utilisant la mé-

thode des multiplicateurs, que le système (2.15) est exponentiellement stables si et

seulement si = 0 et g décroit exponentiellement.Précisément, sous certaines condi-

tions techniques supplémentaires sur g; et g;;, ils ont établi un résultat de décroissance

exponentielle (respectivement polynomial) pour g décroit de façon exponentielle (res-

pectivement polyno-miale).Cedernier résultat a ensuite été obtenu par Guesmia et

Messaoudi [?] avec des conditions plus faibles quecelles qui sont considérées dans

[20].En outre, Messaoudi et Mustafa ont discuté (2.15), pour la fonctions de relaxa-
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tion satisfait

g
0
(t) � �� (t) g (t) ;8t � 0 (2.16)

où � : R+ ! R+ est une fonction di¤érentiable non croissante, et ils ont donné un

résultat de décroissance plus générale, à partir du quel, les résultat shabituels de

décroissance exponentielle et polynomialene sont que des cas particuliers.La stabilité

de (2.15) ; dans le cas où les vitesses des on des sont di¤érentes, à été étudiée par

Guesmia et Messaoudi sous la condition

g
0
(t) � �� (t) gp (t) ;8t � 0

où p > 1, et une estimation de décroissance générale pour l�énergie de solutions

régulières a été prouvée.

Dans [?], Guesmia et Messaoudiont considéré le système 2.13, où la fonction de re-

laxation g satisfait la relation (2.16) : Sous la même hypothèse sur g et imposée pour

le cas de mémoire �nie,il sont établi des résultats de décroissance générale dans les

cas où les vitesses de propagations ont égales et di¤érentes. Ces résultat sont per-

mis d�améliorer certains des taux de décroissance connus. Guesmia [?] a considéré

un système de type Timoshenko avec un terme mémoire et un a mortissement par-

frottement agissant seulement dans l�équation de l�angle de rotation.Il a examinéle

problème suivant

8><>: �1'tt � �1 ('x +  )x = 0;

�2'tt � �2 xx + �1 ('x +  ) + b (x)h ( t) +
R +1
0

g (t) (a (x) x (t� s))xds = 0;

et il à montré que la dissipation donnée parces contrôles complémentaires est a

ssezforte pour garantir la stabilité du système en ce qui concerne les vitesses de pro-

pagation sont égales, ainsi que dans le cas contraire. Un résultats imilaire à ce lui
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trouvé par Guesmia et Messa oudi [?] dans le cas où le terme mémoire et l�amor-

tissement parfrottement agissant dans l�équation du déplacement transversal. Dans

[?], Guesmia a étudié le système deTimoshenko avec une mémoire in�nie et un re-

tard distribué (distributedtimedelay) à la fois agissant sur l�équation de l�angle de

rotation8><>: �1'tt � �1 ('x +  )x = 0;

�2'tt � �2 xx + �1 ('x +  ) +
R +1
0

g (t) xx (t� s) ds+
R +1
0

g (t) t (t� s) ds = 0;

Il a donné des estimations de décroissance pour les deux cas devitesses.L est aux de

décroissance obtenus dépendent des noyaux de la mémoire et le retard à l�in�ni.Dans

le cas d�inégalité de vitesse,le taux de décroissance dépendégalement de la régula-

rité des données initiales.Laconstante est un nombre important qui caractérise le

comportementasympto-tiquedessolutionsau système Timoshenko.Cela a été prouvé

pour le comportement viscoélastiques dans [19],[20],[21],[22], pour le comportement

thermoélastique avec la loi de Fourier et aussi à la dissipation thermo élastique de

type III, et le système Timoshenko avec dissipation aux limites dans [25].

Plusieurs résultats de décroissance exponenti elle pour les deux caslinéaires et non

linéaire sont été établiessans l�hypothèse Pour le système deTimoshenko pur (c�est-

à-dire sans conduction de chaleur) dans le domaine borné, il existe une vastelit-

térature.Lelecteurinté ressé est appelé à regarder [29], pour les systèmes de Timo-

shenko avec amortissement par frottement, et [20], pour les systèmes deTimoshenko

avec amortissement viscoélastique.

2.2.2 Systèmes de Bresse

Le problème de l�arcdecercle est également connu comme le système de Bressse. Les

structures élastiques de type arc sont des objets d�étude largement exploités dans
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l�ingénierie, l�architecture, l�ingénieriemarine, l�aéronautique et d�autres. En parti-

culier,les vibrations libres sur les structures élastiques sont un sujet de recherche

important dans l�ingénierie et aussien mathématiques. Dans le domaine de l�analyse

mathématique,il est intéressant de connaître les propriétés qui concernentle compor-

tement de l�énergie associée au modèle dynamique respectif. Pour les lois derétroac-

tion (feedback), par exemple,nous pouvons de mander à quelles conditions à propos

du modèle dynamique doit être assuré l�obtention de la décroissance de l�énergie des

solutions dans le temps t:En ce sens, la propriété des tabilisation a été étudiée pour

des problèmes dynamiques dans les structures élastiques sont traduits en fonction de

séquations aux dérivées partielles.

Le système de Bresse original est donné par les équations suivantes(voir [14]) :

8>>>><>>>>:
�1'tt = qx + lN + F1;

�2 tt =Mx� q + F2;

�3!tt = Nx � lq + F3;

(2.17)

où Fi sont les forces extérieure set N , Q et M désignent la force axiale, la force de

cisaillement et le moment de tenxion, respectivement. Ces forces sont les relations

contrainte-déformation (stress-strain) pour le comportement élastique et elles sont

données par :

N = �0 (!x � l') (2.18)

q = � ('x + l! +  )

M = b x

où �1 = �A,�2 = �I,� = �AG,�0 = EA,b = EI et l = R�1 est la densité du matériau,

E est le module d�élasticité,G est le module decisaillement, k est le facteur de cisaille-
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ment, A est la sur face en coupetrans versale, I est le second moment de la section

transversale et R est le rayon de courbure.Les fonctions ';  et ! désignent,respecti-

vement, le déplacement transversal, l�angle de rotation d�un �lamentet le déplace-

ment longitudinal de la poutre Considérant le couplage des équations (2.17) et (2.18),

nous obtenons 8>>>><>>>>:
�1'tt � � ('x + l! +  )� �0l (!x � l') = F1;

�2 tt � b xx + � ('x + l! +  ) = F2;

�3!tt � �0 (!x � l')x + �l ('x + l! +  ) = F3;

Il y a un bon nombre de publications relatives à la stabilisation du système de Bresse

[15], et [18]. En particulier, Liu et Rao ont étudié la stabilisation du système de

Bresse avec deux lois di¤érentes de dissipation thermique agissant sur les équations

concernant le déplacement longitudinal et la rotation angulaire.Sous la condition

d�égalité des vitesses de propagation des ondes, il sont établi un taux de décroissance

exponentiel de l�énergie. Dans le cas contraire, ils ont montré que la solution lisse

décroit polynomialement vers zéro avec des taux t1=2 ou t1=4 pour les conditions aux

limites de type Dirichlet-Neumann-Neumann ou Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet respec-

tivement. Dans [18], Fatori et Rivera ont considéré le système de Bresse avec une loi

de dissipation de température globale agissant sur l�équation de rotation angulaire.Il

sont établile même taux de décroissance exponentielle de l�énergie dans le cas d�éga-

lité des vitesses de pro-pagation de sondes. Dans le cas contraire, ils ont montré que

la solution lisse décroit polynomialement vers zéro avec des taux t
�1
3 :

Remarque 2.2.3 Si R! +1, alors l! 0, et ce modèle se réduit aux équations de

poutre deTimoshenko.
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2.3 Méthode de Faedo-Galerkin pour un probléme.

La méthode de Faedo-Galerkin qui consiste à réaliser les trois étapes suivantes :

1_Solutions approchées.

L�espace V est séparable, il existe une suite W1, W2, ..., Wm, ayant les propriétés

suivantes : 8>>>><>>>>:
Wi 2 V; 8i;

8m; W1;W2; :::;Wm sont linéairement indépendants ;

Vm =< fW1;W2; :::;Wmg > est dense dans V .

(2.19)

2_Estimations a priori.

3_ Passage à la limite.
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Chapitre 3

Décroissance exponentielle et

solution du système non linéaire

de Bresse - Timoshenko avec

deuxième son

En ce chapitre nous pouvons l�astabiLité de ce propléme (1).

Théorème 3.0.1 Soit ('0; '1) 2 H1
0 (0; 1)�L2 (0; 1) ; ( 0;  1) 2 H1

0 (0; 1)�L2 (0; 1)

et (�0; q0) 2 L2 (0; 1)�L2 (0; 1) soient donnés. Supposons que (A) soient satisfaits,

alors le problème .(1)_(2) solution unique de réglage giebal satisfaisant

';  2 C
�
R+; H1

0 (0; 1)
�
\ C1

�
R+; L2 (0; 1)

�
;

�; q 2 C1
�
R+; L2 (0; 1)

�
:
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3.1 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous utilisons la méthode énergétique pour établir la stabilité

exponentielle du système (1)_(2). Pour atteindre notre objectif, nous énonçons et

privons les lemmes suivants.

Lemme 3.1.1 Soit (';  ; !; �; q) la solution de (1)- (2). Alors la fonction énergie

" (t), dé�nie par

" (t) =
1

2

Z 1

0

h
�1'

2
t + � ('x +  )2 +

�1�2
�

'2tt + �2'
2
tx + b 2x

i
dx

+
1

2

Z 1

0

h
�3�

2 + �0q
2 + 2 bf ( )i dx

dont le théorème isotoniquement nouveau théorème la section

"
0
(t) = ��1

Z 1

0

'2tdx�
�1�2
�

Z 1

0

'2ttdx� �

Z 1

0

q2dx� �

Z 1

0

�2dx � 0 (3.1)

Preuve .Multiplication (1)1 ,(1)2; (1)3; et (1)4 avec 't ,  t , � and q repectivement

, et un intégration par partie (1) on obtient

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

R 1
0
't [�1'tt (x; t)� � ('x +  )x (x; t)]

+
R 1
0
't [�1't (x; t)] dx = 0 dans (0; 1)� (0;1) ;R 1
0
 t [��2'ttx (x; t)� b xx (x; t)] dx = 0

+
R 1
0
 t [� ('x +  ) (x; t)] dx

+
R 1
0
 t [
�x (x; t) + f ( ) (x; t)] dx = 0 dans (0; 1)� (0;1) ;R 1

0
� [�3�t (x; t) + �qx (x; t) + 
 tx (x; t)] dx

+
R 1
0
� [�� (x; t)] dx = 0 dans (0; 1)� (0;1) ;R 1

0
q [�0qt (x; t) + �q (x; t) + ��x (x; t)] dx = 0 dans (0; 1)� (0;1) ;

(3.2)
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En utilisant l�intégration par partie dans 3.2, et les condition aux limites 2, on obtient

3:21 ,
�1d

2dt

Z 1

0

'2tdx+ �

Z 1

0

('x +  )2 'txdx+ �1

Z 1

0

'2tdx = 0: (3.3)

3:22 ,
bd

2dt

Z 1

0

 2xdx+ �

Z 1

0

('x +  )2  tdx+ �2

Z 1

0

'tt txdx

, +


Z 1

0

�x tdx+
d

dt

Z 1

0

bf ( ) dx = 0: (3.4)

3:23 ,
�3d

2dt

Z 1

0

�2dx+ �

Z 1

0

qx�dx� 


Z 1

0

�x tdx+ �

Z 1

0

�2dx = 0: (3.5)

3:24 ,
�0d

2dt

Z 1

0

q2dx� �

Z 1

0

qx�dx+ �

Z 1

0

q2dx = 0: (3.6)

par l�équation (1)1, on obtient

 tx =
�1
�
'tt (x; t) +

�1
�
'tt (x; t)� 'tt (x; t) : (3.7)

En remplaçant maintenant (3.7) dans (3.4), nous obtenons

, �1�2
2�

d

dt

Z 1

0

'2ttdx+
�2
2

d

dt

Z 1

0

'2txdx+
b

2

d

dt

Z 1

0

 2xdx

+ �

Z 1

0

('x +  )2  tdx+
�1�2
�

d

dt

Z 1

0

'2ttdx

+ 


Z 1

0

�x tdx+
d

dt

Z 1

0

bf ( ) dx (3.8)

= 0: (3.9)

En sommant les équations (3.3), (3.5), (3.6), et (3.8), on a
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d

2dt

�
�1

Z 1

0

'2tdx+ �

Z 1

0

('x +  )2 dx+
�1�2
�

Z 1

0

'2ttdx

�
+

d

2dt

�
�2

Z 1

0

'2txdx+ b

Z 1

0

 2xdx+ �3

Z 1

0

�2dx+ �0

Z 1

0

q2dx+ 2 bf ( )�
+ �1

Z 1

0

'2tdx+
�1�2
�

Z 1

0

'2ttdx+ �

Z 1

0

q2dx+ �

Z 1

0

�2dx (3.10)

= 0: (3.11)

par (3.10), on obtient (3.1). La preuve du lemme est terminée.

Tout d�abord, nous devons introduire des lemmes l�auxiliaires.

Laisser

F1 (t) = �
�1
2

Z 1

0

'2tdx� �

Z 1

0

'tx'xdx

F2 (t) = ��2
Z 1

0

'tx dx+
�1
2

Z 1

0

'2dx+ �1

Z 1

0

't'dx

+
�2�3



Z 1

0

't�dx

Lemme 3.1.2 Soit (';  ; !; �; q) la solution de (1)- (2). Alors la fonctionnelle F1 (t)

F1 (t) = �
�1
2

Z 1

0

'2tdx� �

Z 1

0

'tx'xdx (3.12)

satisfait pour tout "1 > 0;l�estimation suivant

F
0

1 (t) � ��
Z 1

0

'2txdx+ �"1

Z 1

0

 2xdx+

�
�1 +

�

4"1

�Z 1

0

'2ttdx (3.13)

Preuve Di¤érenciant F1, on obtient

F
0

1 (t) = ��1
Z 1

0

't'ttdx� �

Z 1

0

'ttx'xdx� �

Z 1

0

'2txdx (3.14)
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en utilisant (1)1, et en intégrant par parties, on obtient

F
0

1 (t) = �1

Z 1

0

'2ttdx� �

Z 1

0

'tt xdx� �

Z 1

0

'2txdx (3.15)

preuve Calcul direct par intégration par parties, on obtient

F
0

1 (t) = ��1
Z 1

0

't'ttdx� �

Z 1

0

'ttx'xdx� �

Z 1

0

'2txdx (3.16)

en utilisant (3.16), et le fait que

't (x; t) = �
�1
�1
'tt (x; t) +

�

�1
('x +  )x (x; t) ;

on obtient

F
0

1 (t) = �1

Z 1

0

'2ttdx� �

Z 1

0

('x +  )x dx� �

Z 1

0

'2txdx

� �

Z 1

0

'ttx'xdx

= �1

Z 1

0

'2ttdx�+

Z 1

0

'ttx'xdx� �

Z 1

0

'2txdx

� �

Z 1

0

'ttx'xdx+ �

Z 1

0

'ttx'xdx

= �1

Z 1

0

'2ttdx� �

Z 1

0

'ttx'xdx� �

Z 1

0

'2txdx

En utilisant les inégalités de Young nous obtenons (3.13). En appliquant l�inégalité

de Young (23), on obtient (3.13).

Lemme 3.1.3 Soit (';  ; �; q) la solution de (1) - (2). La fonctionnelle I3 est dé�nie

par
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F2 (t) = ��2
Z 1

0

'tx dx+
�1
2

Z 1

0

'2dx+ �1

Z 1

0

't'dx

+
�2�3



Z 1

0

't�dx (3.17)

satisfait, pour tout 8t � 0;

F
0

2 (t) � ��
Z 1

0

('x +  )2 dx� b

2

Z 1

0

 2xdx+

�
�1 +

��2
2


�Z 1

0

'2tdx

+
�2�3
2


Z 1

0

'2ttdx+
��2
2


Z 1

0

'2txdx+
��2
2


Z 1

0

q2dx

+

�

2

2b
+
�2
2

(�3 + �)

�Z 1

0

�2dx�
Z 1

0

 bf ( ) dx (3.18)

Preuve . En di¤érenciant F2, on obtient

F
0

2 (t) = �1

Z 1

0

'2tdx+ �1

Z 1

0

''tdx+ �1

Z 1

0

't'ttdx� �2

Z 1

0

'ttx dx

� �2

Z 1

0

'tx tdx+
�2�3
2


Z 1

0

'tt�dx+
�2�3
2


Z 1

0

't�tdx (3.19)

En utilisant (1)1; (1)2; (1)3;et on intégrant par parties, on obtient

F
0

2 (t) = �1

Z 1

0

'2tdx+ �2

Z 1

0

't txdx� b

Z 1

0

 2xdx

� �

Z 1

0

('x +  )2 dx+ 


Z 1

0

� xdx+
�2�3
2


Z 1

0

'tt�dx

+
�2�3
2


Z 1

0

't�tdx�
Z 1

0

 f ( ) dx (3.20)

en exploitant (21) dans le dernier terme de (3.20), on peut écrire
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F
0

2 (t) � �1

Z 1

0

'2tdx� �

Z 1

0

('x +  )2 dx� b

Z 1

0

 2xdx�
�2�




Z 1

0

'txqdx

+ 


Z 1

0

� xdx+
�2�3
2


Z 1

0

'tt�dx�

�2



Z 1

0

't�dx�
Z 1

0

bf ( ) dx

et en appliquant l�inégalité de young (23), nous obtenons (3.18). Di¤érencier F2 et

intégration par parties, nous avons

F
0

2 (t) = �1

Z 1

0

'2tdx+ �1

Z 1

0

''ttdx+ �1

Z 1

0

''tdx� �2

Z 1

0

'ttx dx

� �2

Z 1

0

'tx tdx+
�2�3



Z 1

0

'tt�dx+
�2�3



Z 1

0

't�tdx (3.21)

D�un autre coté, nous avons

8>>>>>>><>>>>>>>:

't (x; t) = � �1
�1
'tt (x; t) +

�
�1
('x +  )x (x; t) ;

'ttx (x; t) = � b
�2
 xx (x; t) +

�
�2
('x +  ) (x; t) + 


�2
�x (x; t)

+ 1
�2
f ( ) (x; t)

 tx (x; t) = ��3


�t (x; t)� �



qx (x; t)� �



� (x; t)

(3.22)

(3.21)_(3.22) implique que

F
0

2 (t) = �1

Z 1

0

'2tdx+ �2

Z 1

0

't txdx� b

Z 1

0

 2xdx

� �

Z 1

0

('x +  )2 dx+ 


Z 1

0

� xdx�
Z 1

0

 f ( ) dx

+
�2�3
2


Z 1

0

'tt�dx�
Z 1

0

't�tdx
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alors

F
0

2 (t) = �1

Z 1

0

'2tdx� �

Z 1

0

('x +  )2 dx� b

Z 1

0

 2xdx

+ �2

Z 1

0

't

�
��3


�t �

�



qx �

�



�

�
dx+ 


Z 1

0

� xdx�
Z 1

0

 f ( ) dx

+
�2�3
2


Z 1

0

'tt�dx+
�2�3
2


Z 1

0

't�tdx (3.23)

Les inégalités de cauchy_schwarz et de poincaré conduisent à

Z 1

0

jf ( ) j dx �
Z 1

0

j j` j j j j dx

� k k`2(`+1) k k2(`+1) k k dx

� c1

Z 1

0

 2xdx (3.24)

pour certains �1 > 0; �2 > 0; c1 > 0; c2 > 0

A ce stade, nous distinguons deux cas.

cas 1 : si H est linéaire sur [0; "]. Dans ce cas, en utilisant l�hypothése, on peut

écrire

�2

Z 1

0

f ( )2 dx � �2

Z 1

0

�
 2 + f ( )2

�
dx � �2

Z 1

0

 f ( ) dx � ��3"
0
(t) ;

cette inégalité implique que

�
Z 1

0

f ( )2 dx � �
Z 1

0

 bf ( ) dx (3.25)
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D�aprés (3.23) et (3.25), on obtient

F
0

2 (t) � �1

Z 1

0

'2tdx� �

Z 1

0

('x +  )2 dx� b

Z 1

0

 2xdx�
�2�




Z 1

0

'txqdx

+ 


Z 1

0

� xdx+
�2�3
2


Z 1

0

'tt�dx�

�2



Z 1

0

't�dx�
Z 1

0

bf ( ) dx
alors

F
0

2 (t) � ��
Z 1

0

('x +  )2 dx� b

2

Z 1

0

 2xdx+

�
�1 +

��2
2


�Z 1

0

'2tdx

+
�2�3
2


Z 1

0

'2ttdx+
��2
2


Z 1

0

'2txdx+
��2
2


Z 1

0

q2dx

+

�

2

2b
+
�2
2

(�3 + �)

�Z 1

0

�2dx�
Z 1

0

 bf ( ) dx (3.26)

en choisissant on obtient (3.18). Finalement nous obtenons l�estimation (3.18).

Maintenant, nous dé�nissons la fonctionnelle de lyaponov L (t) ;par

L (t) = N" (t) +N1F1 (t) +N2F2 (t) (3.27)

ou N;N1; et N2 sont des constants positives.

Lemme 3.1.4 Soit (';  ; !; �; z) une solution pour (1) - (2) Alors il existe deux

constants positives 
1et 
2; telles que la fonctionnelle de lyaponov (3.27) satisfait,


1" (t) � L (t) � 
2" (t) ;8t � 0; (3.28)

et

L0
(t) � ��1" (t) ;8t � 0; (3.29)

Preuve . d�apres (3.27), on obtient
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jL (t)�N" (t)j � N1�1
2

Z 1

0

'2tdx+N1�

Z 1

0

j'tx'j dx

+
N1�1
2

Z 1

0

'2dx+
N2�2�3



Z 1

0

j't�j dx

+N2�1

Z 1

0

j't�j dx+N2�2

Z 1

0

j'tx j dx (3.30)

en appliquant les inégalités de Young (23), de poincarré (24),et en exploitant (25),

on arrivé a

jL (t)�N" (t)j � �1

Z 1

0

'2tdx+ �2

Z 1

0

'2txdx+ �3

Z 1

0

('x +  )2 dx

+ �4

Z 1

0

'2ttdx+ �5

Z 1

0

 2xdx+ �6

Z 1

0

�2dx

+ �7

Z 1

0

q2dx+ �8

Z 1

0

bf ( ) dx
� C" (t) (3.31)

dans laquelle �i (i = 1; :::::; 8) sont des constantes positives comme dans [?, ?, ?].

cela donne donc (N � C) " (t) � L (t) � (N + C) " (t) ; en choisissant N (dépendant

de N1; N2) su¢ samment grant on obtient (3.28).

Maintenant, en di¤érenciant L (t), en exploitant (3.13),(3.18), et en dé�nissant "1 =
1
N1
, nous obtenons

Preuve.nous dé�nissons une fonctionnelle de lyaponov appropriée comme

L (t) = N" (t) +N1F1 (t) +N2F2 (t)
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- Timoshenko avec deuxième son

ou N;N1; et N2 sont des constants positives à choisir correctement ultérieurement.

L0
(t) � �

�
�1N �

�
�1 +

��2
2


��Z 1

0

'2tdx

�
�
�N1 �

��2
2


N2

� Z 1

0

'2txdx

� �N2

Z 1

0

('x +  )2 dx�N2

Z 1

0

bf ( ) dx
�
�
�1�2
�

N �
�
�1 +

�N1
4

�
N1 �

�2�3
2


N2

� Z 1

0

'2ttdx

�
�
b

2
N2 � �"1N1

� Z 1

0

 2xdx

�
�
�N �

�

2

2b
+
�2
2

(�3 + �)

�
N2

� Z 1

0

�2dx

�
�
�N � ��2

2

N2

� Z 1

0

q2dx

en �xant "1 = 1
N1
, on arrive à suivre

L0
(t) � �

�
�1N �

�
�1 +

��2
2


��Z 1

0

'2tdx

�
�
�N1 �

��2
2


N2

� Z 1

0

'2txdx

� �N2

Z 1

0

('x +  )2 dx�N2

Z 1

0

bf ( ) dx
�
�
�1�2
�

N �
�
�1 +

�N1
4

�
N1 �

�2�3
2


N2

� Z 1

0

'2ttdx

�
�
b

2
N2 � �

� Z 1

0

 2xdx�
�
�N � ��2

2

N2

� Z 1

0

q2dx

�
�
�N �

�

2

2b
+
�2
2

(�3 + �)

�
N2

� Z 1

0

�2dx (3.32)

on choisit N2 su¢ samment grant pour qu�ensuite

b

2
N2 � � > 0;
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on prenne N1 su¢ samment grant pour.

�N1 �
��2
2


N2 > 0;

une fois N2 et N1 �xés, on choisit N su¢ samment grand (reste valide) tel que

�1N �
�
�1 +

��2
2


�
N2 > 0;

�1�2
�

N �
�
�1 +

�N1
4

�
N1 �

�2�3
2


N2 > 0;

�N �
�

2

2b
+
�2
2

(�3 + �)

�
N2 > 0;

et

�N � ��2
2


N2 > 0;

Finalement, on obtient

L0
(t) � ��1" (t) ;8t � 0; (3.33)

ou �1 est une constante positive.

nous sommes maintenant préts à éonncer et à prouver le résultat de stabilité expo-

nentielle suivant .
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