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Résumé

Cette théme a pour but d’étudier le systéme de Bresse-Timoshenko non linéaire uni-
dimensionnel avec second son, la condition thermique donnée par la loi de cattaneo
est effective dans la seconde équation. nous prouvons que le systéme est exponentiel-
lement stable en utilisant la méthode de I’énergie qui nécessite la construction d’une
fonctionnelle de lyapunov appropriée en exploitant la méthode des multiplicateurs.

De plus, le résultat ne dépend d’aucune condition des coefficients du systéme.

Mots clés :

Systéme non linéaire de Bresse-Timoshenko, second son, décroissance exponentielle,

méthode de 1’énergie.
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Abstract

This theme aims to study the one dimensional nonlinear Bresse-Timoshenko system
with second sound where the heat condition given by Cattaneo’s law is effective in
the second equation. We prove that the system is exponentially stable by using the
energy method that requires constructing a suitable Lyapunov functional through
exploiting the multipliers method. Furthermore, the result does not depend of any

condition on the coefficients of the system.

Key words :

Nonlinear Bresse-Timoshenko system, second sound, exponential decay, energy me-

thod
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Introduction

Dans ce travail nous détaillons le papier [46], qui parle sur lastabilité au sens de

lyaponov considérons le probléme non linéaire unidimensionnel avec deuxiéme son

suivat :

pl@tt_“(¢r+¢>x_ulgotzov LS (071) X (0,00),
—p2ptt — ae + K (0o + ) + 90, + f () =0, 2 €(0,1) x (0,00),

p30; + Kqe + Y + A0 =0, x€(0,1) x (0,00),

(1)

Loqt+5q+"{0w:0a JZG(O,l)X(0,00),

avec les conditions initiales et aux limites

(

SO(ZE?O) :@O(x)’¢t(x70) = ¢1 (ZU)#ZJ(%O) :1/]0($)7 S (071)7
P (x,0) =y (2),0(2,0) =6y (x),q(2,0) =qo(x), x€(0,1),
@(Oat) :90(1’t> :wx((),t) :w(Lt) :q(0>t)7

q(1,t)=0(0,t)=0(1,)=0, te(0,00),

ou t € (0,400), définit la variable temporelle et = € (0,1) la variable spatiale

sont-elles liées au faisceau de longueur : ¢, 1, 6,q et f(¢) fonctions spécifiques

de configuration d’équilibre représentent respectivement le déplacement transversal



Introduction

du faisceau, I'angle actalis, les températures ferentes, le flux thermique et le terme
de forcage. Les coefficients p1, p2, p3, p1 , to, 9, 7,0, K et A sont des constantes
positives qui représentent les parameétres constatatifs définissant le couplage entre

les matériaux.

Du point de vue physique, il est bien connu que le modele utilisant le laser de
Fourier clamar conduit au paradoxe physique de la vitesse infinie de propagation
de la chaleur. De nombreuses théses ont finalement émergé, pour surmonter ces
obstacles physiques tout en gardant les caractéristiques d’un processus d’aspiration
de chaleur. Dont ’apparition des seconds effets sonores observés expérimentalement
dans les matériaux a un niveau tres élevé lorsque la chaleur est transportée par un
processus de propagation d’ondes au lieu du deuren habituel. Cette théorie suggere de
remplacer la loi classique de Founars 76, + ¢. ol v est le coefficient de conductivité
thermique al est le premier repére par une loi modifiée de régulation thermique
appelée loi de Cattaneo 70, + q + 1q; Ici le paramétre « > 0 représente le temps de
relaxation décrivant le temps enregistré dans la réponse de flux de chaleur vers un
gradient de température. Le systéme thermique obtenu est de type hyperbolique et
élimine donc automatiquement le paradoxe des vitesses infinies. Parmi les travaux
qui ont été réalisés dans ce domaine. on renvoie le lecteur dans la figure suivante,
on introduit les déplacements et ’angle de rotation dans le plan (xy, z3) ainsi que
la distribution de température avec sa contribution & la déformation de la poutre

comme le montrent de nombreux ouvrages pour invance

Nplacemnants. rotation angle and temperature dstribation in e

Ly plame
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ol
-u = u (x1,t) : le long tudinal d placement des peintures se trouvant sur 'axe des x;.
-1h =1 (z1,t) : Pangle de rotation de la normale a 'axe ;.

© le développement de Taylor pour la distribution de température en pouces ( 1, x3)

-plan ( avec z = 0)

S} (l’l,l'g,t) =0 (1'1,0,.1’3,15) = 91 (iC,t) + 33'3(93 (l’,t)

ou 6y, et 05, sont des composants de température ( fonctionnels qui peut représenter
les écarts de température par rapport a la température de référence ©y dans les

directions long itudinale et verticale.

Elishakofi.ont donné une bréve description du modeéle de poutre en une dimension
pour les vibrations de poutre. L’équation différentielle classique de Bernoull Eula

enflamme 'inertie de rotation. et déformation alwar. Elle est donnée par

Eloppee + pApy = 0, (3)

ou E est le module d’élasticité,] est le moment d’inertie, ¢ (z,t) est le déplacement
transversal, x est le cocaine axial, t est le temps, p est la densité du matériau. A est

Paire de la section transversale.

Plus tard, Bresse et Rayleigh ont étendu et corrigé I’équation de Bernoulli-Euler (?7?),
en prenant en compte le mouvement de rotation des éléments de poutre. L’angle de
rotation est égal & la pente de déflexion. courbe ¢, 'accélération angulaire escociée
est .. En conséquence le moment d’inertie du clément autour d’un axe passant
par son centre de masse est égal a plode pl . dx et selon le principe de D’Alembert

, on obtient
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ware V (z,1) le sheng aze et M (x,t) le moment de flexion.

En remplacant cette équation dans le cas d’un équilibre dynamique par les forces de

vibration tacaverse que nous avons

V= —PASOtt = (Mx - P[S%tt) (5)

Physiquement a partir de la théorie élastique, nous avons M = Ely,, dit dans un

Rayirigl, un modéle pour le s que

nous cali Equation @ I'inertiel rotatif.

Aferwands Timoshenko a terminé la équation @ en ajoutant l'impact de la défor-

mation en cisaillement, exprimant la pente de la courbe de déflexion dans les parties
1 Vectation des cassetiens avec le négligence de la déformation par cisaillement et

de l'angle associé a la déformation par cisaillement & 1’assise neutre dans la méme

section transversale. Sur la mécanique des solides on peut écrire

M = EI,, (8)

V = k1(AG = k1CAG (901 + w) ) (9)
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avec k1 les coefficients de cisaillement et G est le module de cisaillement.

L’état d’équilibre dynamique des forces dans les directions verticales est donné par

pApy — V=0, (10)

Dérivant par rapport a une Equation @ et en substituant dans ’équation d’équili-

nam dynamique du mouvement , voir get

—V + M, + plipy = 0, (11)

Le systéme de Timoshenko, a été obtenu en substituant respectivement ([9)) et ito

et (11]), on obtient

— k1AG (g, + ), + pApy = 0, (12)

K1AG (¢ + ) + EIY, + plthy = 0, (13)

ou

p1 = pA est la densité du masse.

p2 = pl le moment d’inertie.

b= EI est le coefficient de rigidité (de la section transversale),
k = k1 AG est le module de casticité en cisaillement.

Ensuite, le systéme de Timoshenko prend la forme suivante

{ P1Ptt — K (9050 + ¢)x =0, (14)

p2¢tt - bwazw + K ((;0$ + 7/)) = Oa

Il convient de noter que mentionné le probléme joue un réle crucial dans les appli-
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cations d’ingénierie Et pour plus de détails sur les précieuses ressources qui ont été

réalisées concernant le systeme Timoshenko,

Elishakoff, en différenciant les hypothéses de Timoshenko @ par rapport a t, nous

obtenir

Vit = —Pita (15)

En insérant dans , nous obtenons le systéeme bien connu de Bresse Ti-
meshenko en combinant le concept d’équilibre dynamique de d’alembert avec les

hypothéses de Timoshenko pour obtenir le systeme de lodowang —bike

{ P1Pu — K (9058 + w)ax =0 (16)

—P2Pttx — b7~/1rx + K (pr + w) - 07

De nombreuses recherches ont été réalisées concernant le comportement asympto-
tique de la solution du systéme de Brense Timoshenko. Parmi elles, nous citons les

travaux d’almeida et Blancos, qu’ils ont considéré comme suit

{ p1pw — B (902 + w)x =0, (17)
—pP2Ptte — wam + 6 ((px + ¢) + let = 07

ou ils ont montré que I'amortissement visqueux agissant sur la rotation angulaire du
systéme ci-dessus est suffisamment fort pour provoquer une décroissance exponen-

tielle de la solution, ont considéré le systéme suivant :

{ prow — B (pz + 1), + pathy = 0, (18)

—P2Pite — wax + 6 (901‘ + w) = 07

et ils ont montré que le daesping mécanique donné par ’amortissement visqueux

agissant sur le déplacement transversal du faisceau se stabilise de fagon exponentielle
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Zenit et al ont étudié le systeme non linéaire de Bresse Timoshenko suivant

;

P10up — K (@ + 1), + 010k =0,
P20tz — e + K (z + 1) — G,
—Copr + 028 (019) = 0, (19)
O + doyp — KOy — (1O, = 0,
doy0 + 10ip — hpee — (00, = 0,

Les auteurs ont prouvé la bonne position du systéme en utilisant les approximations
classiques de Faede Galerki et ont montré un résultat de désintégration générale du

systéme.

Motivés par les travaux précédents, nous donnons dans cet article des résultats d’exis-
tence et de régularité globale, qui peuvent étre prouvés en utilisant la méthode stan-
dard de Feado-Galerkin. De plus, nous montrons que la dissipation donnée par le
deuxiéme son est suffisamment forte pour donner une stabilité exponentielle de solu-
tion du systéme (|1f) en utilisant la méthode énergétique, ce qui nécessite de construire
une fonctionnelle de Lyapunov appropriée qui nous permet d’estimer 1’énergie du sys-
téeme et de montrer qu’il décroit de maniére exponentielle avec toutes conditions
sur les coefficients du systeme. L’importance de ce controle complémentaire et son in-
fluence sur le comportement asymptotique de la salation apparait dans de nombreux
travaux pour les différents types de problemes tels que [14] [18] . Enfin, certains ré-
sultats de simulation numérique sont obtenus & ’aide du logiciel MATLAB. La suite
de cet article est organisée comme suit : nous rappelons quelques préliminaires, nous
énoncons sans preuve un résultat global d’existence et de régularité du probléme .

enfin, nous établissons le résultat de stabilité exponentielle.
Préliminaires et principaux résultats

Dans cette section, nous présentons et rappelons quelques notions mathématiques a

utiliser pour la preuve du résultat de stabilité

7
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[f (@) = F(@N] < ko ([0 + W2°) 0t [t —?| et @' €R, 9% €R,

ol kg > 0,¢ > 0. De plus, nous supposons que

0< f() <uf () implique —f () < —f(1) <04 €R

avec

(20)

(21)

(22)

Voici les inégalités fonctionnelles qui nous aident A fin d’atteindre notre résultat de

stabilité, nous rappelons dans ce qui suit 'inégalité de Yong donnée par

ab< 9 L Py, e R (%+3:1,p>1,q>1)

D’apres I'inégalité de Young, pour tout ¢ > 0, et p = ¢ = 2, nous obtenons

1
ab < ea® + —1?,
4e

Ensemble avec I'inégalité de Poincaré donnée par

JivPde < C [[uide, NYue Hj(I),

ou I est un intervalle rebondi et C' est une constante ( dépendant de |I| < 00).

Remarque 0.0.1 On a

—2(pr + ) < (0 +0)° + 92,

(24)
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et , d’autre part , on a ausst
(0o + 9 =) = (po +9)° + 0" = 2(po + )¢ < 2 (00 +9)" +2¢°

Finalement , en intégrant et en utilisant 'inégalité de Poincaré, on obtient I'inégalité

suivante

1 1 1
2dz < 2 .+ ) d 2d 25
/O%x_/()(ww) x+/0w (25)

ou

1
CZHZO»

Par souci d’exhaustivité nous énoncons sans preuve le résultat global d’existence et
de régularité suivant qui peut étre prouvé en utilisant la méthode standard Feado-

Galerkin, pour cela nous renvoyons le lecteur a [26, 29].



Chapitre 1

Préliminaires et rappels

L’objectif de ce chapitre est de rappeler ’essentiel des notations et resultats utilisés
tout au long de ce travail de chapitre est organisé comme suit : Le premier lieu nous

rappelons quelques définitions et résultats sur les espaces ( LP, espace de soboLev

1.1 Espace de lebegue L"(Q)

Définition et propriété sélémentaires des espaces LY ()

Définition 1.1.1 Soit Q un ouvert de RN et p € R avec 1 < p < 00,0n définit :
LP(Q2) =< f: Q — R mesurable et / |f(x)]P dz < +o00
Q

Définition 1.1.2 on définit sur LP(S2) la norme :

Sl

1l = / @) d
Q

10



Chapitre 1. Préliminaires et rappelst

Définition 1.1.3 on pose :L>*°(Q) = {f : Q@ — R mesurable et il existe une constante C' telle que
on note || f||;» = inf {C,|f(z)| < C p.p sur Q},

] . est une norme.

Remarque 1.1.1 ’espace L*(I) muni du produit scalaire
b
(u,v) = /uvd:c, u,v € L*(I)

est un espace de Hilbert.

LP est un espace de banach pour tout 1 < p < +o00

Lemme 1.1.1 (Inégalité de Young) soient a,b > 0 deux réels, Alors

ab b
ab < —+ —.
p q

En particulier si u,v € L*(Q). alors

1
/]uv!dm§€/|u\2dx+4—/\v]2da:, Ve >~ 0.
£
Q Q Q

Démonstration.

La conclusion est évident si a = 0 ou b = 0,donc on peut suppose que a,b > 0. la
fonction exp est convexe ce qui veut dire que pour tout z,y et pour tout A € [0,1],

nous avons

exp(Az + (1 — N)y) < Aexp(z) + (1 — N) exp(y).

En particulier :

11



Chapitre 1. Préliminaires et rappelst

1 1
ab = exp <— Ina’ + —1n bq)
b q

1 1
< —exp(Ina?) + —exp (In 07)
p q

ab b
< — 4+ —.
p q

Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Holder) soit f € LP et g € L avec 1 < p < o0,

Alors f,g € L' et
[ 1751dz <1710 gl
Q

Démonstration.

La conclusion est evident si p = 1, p = oo, Autrement, nous appliquons 'inégalité de

Young

17 gl
gl < el
p q

il en résulte que f,g € L' et que

1 1
Q/ 1ol < 2 110+ sl

remplacant f par Af(\ > 0),il vient

JIE NI, + gl
J gl > D P Y 9l e

q
on choisit A = || f||» |lgl|Z. , la preuve est achevée.

Corollaire 1.1.1 (Inégalité de Minkoviski) soit 1 < p < oo pour f,g mesu-

12
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rable

1f =+ gl < If1 o lgll o

Démonstration.
Lescas p=1, et p= oo sont faciles.

supposons maintenant que 1 < p < oo comme l'inégalité est triviale si || f + g[/;, =0

on peut supposer que || f + g||;, # 0, Alors
[1s+aras< [1r+grisides [17 497 loldo
Q Q Q

en appliquant successivement I'inégalité de Holder a |f + g|” ~! avec exposant p’ et

f avec 'exposant p puis g avec I’exposant p, on obtient
-1
1f +allze < IIf + 9l (Nl lgllza)

ce qui pouve l'inégalité.

Définition 1.1.4 soit f : Q@ — C une fonction mesurable, on dit que f loclement
intégrable si f € L' (K) pour tout compact K de . on note L}, () 'espace des
classes des fonctoins localement intégrables sur €,ie

Ll

loc

(Q) = f:Q—>C,/]f(x)|dx<oo, pour tout K de
K

Définition 1.1.5 soit 1 < p < +00 on dit qu’une fonction f : Q — C appartient a
LP

loc

(Q) si fixk € LP(Q) pour tout compact K C §)

Dérivée faible

13



Chapitre 1. Préliminaires et rappelst

soit I un ouvert de R une fonction u € L}, (I) a une dérivée faible dans L}, (1) s'il

existe v € L. (I) tellque pour tout p € C§° (I) on ait

loc

1.2 Rappels sur les espaces de Sobolev en dimen-

sion un

Les espaces de sobolev sont des espaces vectoriels normés qui sont bien adaptés
a la résolution de nombreux problémes d’équation différentielles aux dérivées par-
tielles.par ailleurs les problémes concret rencontres en physique, mécanique, com-

portent en général des conditions au bord du domaine.

Espace de sobolev W7 (I)

Définition 1.2.1 soit I = ]a,b[ un intervalle borné ou non et soit p € R avec

1 < p < oo un espaces de sobolev WP (I) est défini par :

WP () =S uwe LP(I);3g € LP (1) telle que /ug@ldx:/ggpdx, Vi € O (I)
T T

on pose !

H' (1) = W' (D).

14



Chapitre 1. Préliminaires et rappelst

Notation 1.2.1 [’espace WP est muni de la norme :

’
u

el = lullo + |

?

Lp

lespace H' est muni du produit scalaire :
(u, ) g = (u, ), + (u U )LP

la norme associé :

S

2 !
foll = (Il + [

2
L2

est équivalente a la norme de W12,

Exemple 1.2.1 soit [ = |—1,1]. vérifier a titre d’exercice que :

1. La fonction u(z) = 1 (|z| 4+ x) appartient & WP (I) pour tout 1 < p < oo et
que v = H o
+1 st 0<x<1
H(z) =
0 st —1<x<0

plus généralement une fonction continue sur I et continument dérivable par

morceauz sur I appartient & WP (I) pour tout 1 < p < 0.

2. La fonction H n’appartient pas & WP pour tout 1 < p < oo,

Théoréme 1.2.1 (Densité) soit u € W (I) avec 1 < p < oo, Alors il existe une

suite u, dans C (R) tellque un; — u dans WP (I).

Corollaire 1.2.1 (Intégration par parties) soient v,u € W' (I) avec 1 < p <

0o. Alors v,u € W (I) et (wv) = u'v+w'. De plus. on a la formule d’intégration

15



Chapitre 1. Préliminaires et rappelst

par parties

Espace de Sobolev W™ (])

Définition 1.2.2 Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit

par récurrence l’espace
W (1) = fue W (1), W' e W (1))

on pose

H™ (1) = W™2(I)

l’espace W™P est muni de la norme :

m
ullyyrms = [Jull Lo + Z [ D%ul|
a=1

et l’espace H™ est muni du produit scalaire :

m

(u, 0) gm = (u,v) 2 + Z (D%, D)

a=1
Espace de Sobolev W;"" (1)
Définition 1.2.3 Etant donné 1 < p < oo et m € N . on désigne par Wi" (I) la
fermuture de C™ (I) dans W™P (I) on note HJ* (I) = Wy"" (I) .

1 . . . .
Uespace Wy* muni de la norme induit par WP est un espace de banach séparable,

il est de plus réflexif pour 1 < p < oc.

Iespace H} muni du produit scalaire induit par H' est un espace de Hilbert séparable

16



Chapitre 1. Préliminaires et rappelst

Remarque 1.2.1 lorsque I = R on sait que C! (R) est dense dans WP (R) et par
conséquent Wy* (R) = W (R).

Théoréme 1.2.2 soit u € W™ (I) alors w € Wy" (I) si seulement si uw = 0 sur

ol.

17



Chapitre 2

Rappels sur quelque théorie des

semi-groupes

Dans ce chapitre nous donnons quelque théories importants (théorie demi-groupe,...........

Feodo-GaLarkin)

2.1 Quelques définitions.

Définition 2.1.1 Soit H un espace de Hilbert muni de produit scalaire (.,.) et de

norme associée |.|| et soit A: D (A) C H — H un opérateur linéaire non-borné.O

n ditque A est dissipatif si

Vee D(A) , (Az,z) <0

Définition 2.1.2 Une famille {S ()}, d’opérateurs linéaires continus est dite semi-
groupe fortement continu (ou Cy-semi-groupe) sur H si elle satisfait les propriétés

sutvantes :
i) S(0) = Id,

18



Chapitre 2. Rappels sur La théorie des semi-groupes

ii) S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s >0,

iii) Pour chaque x € H est continue sur [0, +o0] ie
li S(t)x — =0
Jim [[S(t) 2 — 2l

Définition 2.1.3

On appelle générateur infinité si mal du Cy-semi-groupe {5 (t)},-,, tout opérateur

A défini sur ’ensemble

t—0t t

D(A)Z{xEH, lim 20— existe}

par
Az = lim 222wy ¢ D (A)
t—0t+
Parfois on note {4} _ pour {S (£)},5.

Définition 2.1.4

Un semi-groupe fortement continue {S (t)},., sur H est dit de contrac-tions si

1S Ol ey <15 V220

Exemple 2.1.1

On considére I'espace L?]0, +oo[ ,1 < p < +oo L'espace L?]0, +o0o[ muni de la norme

= ([ 15 (@;2@;);

est une space de Hilbert.On définit :

(S f)(x)=f(t+2z),Vt>0et ze]0,+00]
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Evidemment S(t) est un opérateur linéaire et en plus, on a :

—+00

||5(t)f\|§:/O+oo|f(t+x)|2dx:/

t

2 oo 2 2
)| dys/o F W) dy = |If1

Donc S(t) est un opérateurs linéaires continus.Il est facile de vérifier que S(0) = Id
et

S(t+s)=S(t)S(s); Vt; s0;

et d’autre part, on a

t—0t+

1
+o00 b
i 1507 = b= i ([ 170 - s @F ) —o
- 0
Par conséquent {S(t)},5, est un Cyp-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur
L*]0, +oo|
A:D(A) C L*]0,+o00[ — L?]0, +oo]
le générateur infinité si mal du Co-semi-groupe {5 (¢)},,. Si f € D(A), alors ona

Af (z) = nmf(t”i_f(“') — ' (2)

t—0t

uniformément par rapport & x. Par conséquent

D(A) C {f € 120, +oo| : f € L?]0, +oo[}
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Si f € L?]0, +oo| telque f € L?]0, +oo]; alors

HS(t)f—f ,2_/+°° sWf-f I
2 Ty = 2 T e
t . Jo t
+oo t+a|?
- [ e ]
_/om %/me'(s)_%f’(x)ds dr — 0

uniformément par rapport & x quand ¢ — 0*. Donc
{f € 1210, +oo[ : f € L2]0, +oo[} c D(A)
Par conséquent
Af = f et D(A) = {f € 1210, +o0| : f € L2]0,+oo[}
Définition 2.1.5

{eAt} est dit exponentiellement stable s’il existe des constantes posi-tives o et M

telles que

HeAt”E(H’H) < Me™™ | Vt>0
Définition 2.1.6

{eA} est dit analytique si e!" admet une extension T'(\) pour A € Ay = {X € C, |arg (\)| < 6}

pour certain 6 > 0 telle que A — T' () est analytique et

limyep,—o [|T7(N) 2 —2|| =0,Vz € H
TA+p)=TNT (1), YA 1€ Dy
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ou de maniére équivalente (voir le Théoréme 5.2 dans le livre de Pazy),il existe une
constante K > 0 telque

|e¥|| < Kt vt =0

2.2 Cj)-Semi-groupe généré par un opérateur dis-
sipatif

Supposons que 'opérateur linéaire A généreun Cy-semi-groupe {eAt} 40 SUT un es-

pace de Hilbert H. Alors, nous avons

Théoréme 2.2.1 (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire (non borné) A : D(A) C
H — H est le générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe de contractions {S (t)},,si

et seulement st

i) A est un opérateurfermé et D(A) = H,

ii) L’ensemble résolvant o(A) de A contient R et pour tout A > 0

Ly 1
|(AL = A)7H] < 3

Théoréme 2.2.2 (Lumer-Phillips) Soit A : D(A) C H — H un opérateur li-
néaire et D(A) est dense dans H. Alors A est le générateur infinitésimal d’un Cy-

semi-groupe de contractions si et seulement si

i) A est dissipatif,

ii) Il existe A > 0 tel que Im (A] — A) = H (A est maximal ).

Remarque 2.2.1 Dans l’espace un idimensionnel, sous certaines hypothéses, le sys-

22



Chapitre 2. Rappels sur La théorie des semi-groupes

téme linéaire de base s’écrit comme suit :

Uy — TUgy + ’70:16 = f

00y — Kbpy + YUy = g,

et le systéme non linéaire peut s’écrire comme les systéme suivant :

Ut — @ (Ugy 0) Ugy + 0 (ug, 0) 0, = f
& (uxa ‘9) Qt —d (Ux, 0) eacac +b (ua:y 0) Uty = G,

Remarque 2.2.2 Dans le cas 1 — D linéaire, le systéme de base donné par :

Ut — AUgy +66)m — f;
coly — Vqz + Buiy = 9,
T(]t‘I'CJ‘f‘/f@x :07

et dans le cas n — D(n = 2,3) par :

g — pAu — (pp+ A) V (divu) + gVE = f,
coby — ydivg + fdivu, = g,

Tq +q+ kVO =0,

Un autre modeéle de propagation de la chaleur considére que ¢ est aussi dépendant
de l'effet de mémoire. Dans les matériaux & mémoire, la loi classique de Fourier du

flux de chaleur est remplacée par la formule suivante :

t
q= _f/ P GO vs (x,s)ds, (2.1)

T

—00
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ou 7 > 0 est le temps de relaxation,.Il en résulte facilement de ([2.1)) que I'on obtient

I’équation de Maxwell-Cattaneo
th—l—q+/<aV9:O;

en plus, nous tenons & prendre en compte la conductivité de Fourier (g), ou

t
q=—r(0)VO— ao/ e =9Ivg (x,s)ds, ap = constant.

— 00

A la fin du siecle dernier, Green et Naghdi [6][7] ont introduit trois types de la
théorie thermoélastique fondés sur une égalitéentropique au lieu de l'inégalitéen-
tropiquehabituelle. Dans chacune de ces théories, le flux thermique est donné par
une hypothése de comportement différent. En conséquence, les trois théories sont
obtenues et ont été appelées thermoélastique de typel, type I1 et de type 111, res-
pectivement. Ce développement est effectué d’une maniere rationnelle a fin d’obte-
nir une théorie entiére-mentcompatible, qui intégrera la transmission d’impulsinon
thermiquen d’une maniére trés logique et éléve le paradoxe de la vitesse infinie de
propagation de la chaleur induite par la théorie classique. Lorsque ces théoriess ont
linéarisées, le type I conduit a la conduction de la chaleur habituelle par la loi de

Fourier (?7), le type I1 conduit & une équation du télégraphe
1 2
gtt + —Qt =C AH (22)
T

qui est hyperbolique et transmet des on des a une vitesse finie ¢, et le type I11

conduit a I’equation de type de Jeffrey

7q; + g+ kVO + 75,V = 0;
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Les deux théories de types Il et 111 pour le flux de chaleur dans un solide rigide fixe
accommodent la vitesse d’on définie, mais seulement le type I1 n’implique aucune
dissipation d’énergie. conformément a la classification utilisée dans [6] pour le flux de
la, chaleur dans un solide rigidefixe, la dérivation de Green et Naghdi [7] est appellé
thermo élasticité classique (ou thermoélasticité de type I'). Cependant, la procédure
qu’ils ont utilisé pour le développement d’équations constitutives est basée sur la
procédure proposée dans [?],qui emploie une loi de balnce de I'entropie et exige la
satisfaction de 1’équation d’énergie réduite avant d’imposer toute autre restriction
résultant de la seconde loi de la thermo dynamique. En outre, il sont considéré dans
une autre théorie thermoélastique, la partie thermique qui résulte de la transmission
de la chaleur sous forme d’ondes et est analogue & cellede la réponse d’un matériau
élastique dans une théorie mécanique. Ils se sont référés a lui comme thermo élasticité
sans dissipation d’énergie (thermoélasticité de type 1), car il ne comporte aucune

dissipation d’énergie.Les modeélesen 1 — D et n — D sont

Uy — QU + B0, =0,

ett - K'Hm: + Buttx = 07

et

gy — pAu — (p+ N) V (divu) + VO = 0,
Qtt — kA0 + 5diVUtt =0

(2.4)

respectivement.Equations ([2.3)), (2.4]) permettent la propagation des ondes sans amor-

tissement (damping).

Plus tard dans [11], Greenet Naghdi dérivent des modeles de thermo élasticité de type

111 pour les milieux isotrope en utilisant les équations constitutives développées dans

I6].
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Le systéeme 1 — D est donnée par :

Ust — QUge + B0, =0,
" (2.5)

ett - Kﬁx:{: - 69:‘,9:36 + 5Utm = 07

et dans n — D par :

g — pAu — (pp+ A) V (divu) + gVE = 0,
Qtt — /{/AQ - 59756 div Ut = 07

(2.6)

2.2.1 Systémes de Timoshenko

En 1921, un modéles impledécrivant la vibration transversa le d’une poutre a été

développé. Ce modele est donné en conformité avec les équations suivantes :

pApy (x,t) = S, (x,1),
plhy (z,t) = M, (x,t) — S (x,t),

(2.7)

ou t désigne la variable temporelle, et x est la distance le long de la lignemoyenne
de la poutre. La fonction ¢ représente le déplacement transversal de la poutre ¥
et I’angle derotation du filament de la poutre. Nous utilisons pour la densité, M
pour le moment defexion, S pour la force decisaillement, A pour I'aire de la section
transversale et I pour le second moment de la section transversale de la poutre.
Les relations entre déformations et contraintes pour le comportement élastique de la

poutre entexion sont donnés par :

M (z,t) = EIY, (z,t), (2.8)

S(x,t) = KAG (z + ) (,1) (2.9)
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ou E représente le module de Young, G le module de rigidité,et k le facteur de

forme. Considérant le couplage des équations (2.6)), (2.7) et (2.8),(2.9), Timoshenko

établitles équations aux dérivées partielles suivantes pour les vibrations mécaniques

dans les poutre splanes sans la présence de mécanismes dissipatifs :

prow — k(o +9), =0,
PPt — bwzx + K ((;Oac + ¢) - 07

(2.10)

en posant p; = pA,py = pl,k = KAG et b = EI. La stabilité des systémes de type-
Timoshenko (dans des domaines bornés ) a requ beaucoup d’attention ces derniéres
années, et plusieurs résultats concernant l'existence et le comportement asympto-
tique de I’énergie ont été établies .F' on damentalement, trois types demécanismes

dissipatifs (ou des combinaisons de ceux-ci) ont été envisagés :
1. La dissipation parfrottement obtenue nintroduisant unamortissement (dam-
ping) par frottement qui peut agir soit sur le bort soit au voisinage du bord

2. La dissipation thermique qui est obtenue par la conduction de la chaleur comp-

tetenu de la loi de Fourier ou de la loi de Cattaneo.

3. La dissipation viscoélastique donnée par les effets de mémoire.

Munoz Rivera et Racke ont étudié le systeme de Timoshenko avec dissipation thermo
élastique efficace dans I’équation de moment de fexion, ce qui signifie qu’il sont
considéré M = bip, + ~6, produit par la loi de Fourier.Plus précisément, le sauteur

sont considéré le systéme d’évolution suivant :

P11t — K (P2 + ), =0,
P2t — ey + K (r + ) + 70, =0, (2.11)

p30t - ’/%Qxac + ’sz)tw = 07

Les auteurs ont montré que le systéme (2.11]) est exponentiellement stable si et seule-

27



Chapitre 2. Rappels sur La théorie des semi-groupes

. o _ Kk b
mentsi x =0 (avec x = - — 7).
Le systéme de Timoshenko avec la loi de Cattaneo est particuliérement intéressant
car le comportement du systéme de Timoshenko en thermoélasticité du second son

est différent de celui dethermo élasticité classique .En fait, le premier exemple dans

ce sens a été donné dans [?]; Ferndndez Sare et Rackeont étudié le systéme

p1o — K (0e + 1), =0,
p2pu — bibuy + K (0x + ) + 70, = 0,
P30 — Ve + 0 = 0,
T¢ +q+ Kb, =0

(2.12)

Il sont montré que ce systéme n’est pas exponentiellement stable, méme si les vitesses

des deux premiére séquations {D sont égales(i.e. & — 2,

1 p2

Un résultat en core plus surprenant est que le couplage de Cattaneo " détruit " méme
la stabilité exponentielle.Plus précisément, Munoz Rivera et Ferndandez Sare [?] ont
considéré un systéeme de type Timoshenko avec un termemémoire agissant dans une

seule équation. Il sont examiné le probleme suivant :

prow — k(g +9), =0,

(2.13)
PPt — b¢xw + f0+00 g (t) 77ij9[: (t - S, ) ds + K (9030 + ?/’) = 07

avec des conditions aux limites homogéenes dans un domaine borné, et il sont montré
que la dissipation donnée par le termemémoire est suffisamment forte pour stabiliser
le systéme de facon exponentielle si et seulement si et la fonction de relaxation
g décroit exponentiellement. Alors que la loi de Cattaneo "détruit" cette propriété,
comme [?]. Pour cette raison, certain stermes d’amortissement supplémentaires pour
raient étre nécessairespourr établir lastabilité exponentielle du systeme . Cette

situation a été étudiée par Messaoudi et autres, ol une version non linéaire du

28



Chapitre 2. Rappels sur La théorie des semi-groupes

systéme (2.12)) a été également examiné et unterme d’amortissement de la forme t a

été introduite. A savoir, il sont examiné le probléme suivant :

p1ps — 0 (z + ), + ppr = 0,
p2pu — bibuy + K 0z + ) + 0, = 0,
P30t — ¥qz + 0y = 0,

T¢ +q+ kb, =0

(2.14)

, et la fonction non linéaire est supposée étre suffisamment lisse et satisfait
s (07 0) = 0y (07 O) =K

et

Tpupn (0,0) = 04, (0,0) = 0

Concernant les systémes de Timoshenko pour les matériaux a mémoire finie, Ammar-

Khodjaetal.[20] ont étudié le systéme linéaire de la forme

pr1ow — k(. +9), =0,

(2.15)
P2Ptt — bwmx + K (Som + ¢) + f0+00 g (t) ¢m¢ (ZL’,t - S) ds = 0,

avec des conditions aux limites homogeénes, et il sont montré, en utilisant la mé-
thode des multiplicateurs, que le systéme est exponentiellement stables si et
seulement si = 0 et g décroit exponentiellement.Précisément, sous certaines condi-
tions techniques supplémentaires sur ¢’ et g7, ils ont établi un résultat de décroissance
exponentielle (respectivement polynomial) pour g décroit de fagon exponentielle (res-
pectivement polyno-miale).Cedernier résultat a ensuite été obtenu par Guesmia et
Messaoudi [?] avec des conditions plus faibles quecelles qui sont considérées dans

[20].En outre, Messaoudi et Mustafa ont discuté (2.15)), pour la fonctions de relaxa-
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tion satisfait

g () <—C(t)g(t),vt>0 (2.16)
ou ¢ : Ry — R, est une fonction différentiable non croissante, et ils ont donné un
résultat de décroissance plus générale, & partir du quel, les résultat shabituels de
décroissance exponentielle et polynomialene sont que des cas particuliers.La stabilité
de (2.15) ; dans le cas ou les vitesses des on des sont différentes, a été étudiée par

Guesmia et Messaoudi sous la condition
g () <—Ct)g"(),vt>0

ou p > 1, et une estimation de décroissance générale pour I’énergie de solutions
régulieres a été prouvée.

Dans [?], Guesmia et Messaoudiont considéré le systéme ou la fonction de re-
laxation ¢ satisfait la relation : Sous la méme hypothése sur g et imposée pour
le cas de mémoire finie,il sont établi des résultats de décroissance générale dans les
cas ou les vitesses de propagations ont égales et différentes. Ces résultat sont per-
mis d’améliorer certains des taux de décroissance connus. Guesmia [?] a considéré
un systéme de type Timoshenko avec un terme mémoire et un a mortissement par-
frottement agissant seulement dans I’équation de ’angle de rotation.Il a examinéle

probléme suivant

P1Pu — K1 (9090 + ¢)x =0,
p2pu — Fatlas + k1 (0 + ) b () h (%) + [ g () (a(2) e (t = 5))ads = 0,

et il & montré que la dissipation donnée parces controles complémentaires est a
ssezforte pour garantir la stabilité du systéme en ce qui concerne les vitesses de pro-

pagation sont égales, ainsi que dans le cas contraire. Un résultats imilaire & ce lui
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trouvé par Guesmia et Messa oudi [?] dans le cas ou le terme mémoire et I’amor-
tissement parfrottement agissant dans 1’équation du déplacement transversal. Dans
[?], Guesmia a étudié le systéme deTimoshenko avec une mémoire infinie et un re-
tard distribué (distributedtimedelay) a la fois agissant sur I’équation de l'angle de

rotation

prow — k1 (pz + ), =0,
ot — Koo + K1 (00 + ) + [T g (8) Yo (t — 8)ds + [ g (£) 1 (t — 5)ds = 0,

Il a donné des estimations de décroissance pour les deux cas devitesses.L est aux de
décroissance obtenus dépendent des noyaux de la mémoire et le retard a 'infini.Dans
le cas d’inégalité de vitesse,le taux de décroissance dépendégalement de la régula-
rité des données initiales.Laconstante est un nombre important qui caractérise le
comportementasympto-tiquedessolutionsau systéme Timoshenko.Cela a été prouvé
pour le comportement viscoélastiques dans [19],[20],[21],[22], pour le comportement
thermoélastique avec la loi de Fourier et aussi a la dissipation thermo élastique de

type 111, et le systétme Timoshenko avec dissipation aux limites dans [25].

Plusieurs résultats de décroissance exponenti elle pour les deux caslinéaires et non
linéaire sont été établiessans I'hypothése Pour le systéme deTimoshenko pur (c’est-
a~dire sans conduction de chaleur) dans le domaine borné, il existe une vastelit-
térature.Lelecteurinté ressé est appelé a regarder [29], pour les systémes de Timo-
shenko avec amortissement par frottement, et [20], pour les systémes deTimoshenko

avec amortissement viscoélastique.

2.2.2 Systémes de Bresse

Le probleme de ’arcdecercle est également connu comme le systeme de Bressse. Les

structures élastiques de type arc sont des objets d’étude largement exploités dans
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I'ingénierie, ’architecture, I'ingénieriemarine, I’aéronautique et d’autres. En parti-
culier,les vibrations libres sur les structures élastiques sont un sujet de recherche
important dans I’ingénierie et aussien mathématiques. Dans le domaine de ’analyse
mathématique,il est intéressant de connaitre les propriétés qui concernentle compor-
tement de 1’énergie associée au modéle dynamique respectif. Pour les lois derétroac-
tion (feedback), par exemple,nous pouvons de mander & quelles conditions & propos
du modele dynamique doit étre assuré 'obtention de la décroissance de 1’énergie des
solutions dans le temps t.En ce sens, la propriété des tabilisation a été étudiée pour
des problémes dynamiques dans les structures élastiques sont traduits en fonction de

séquations aux dérivées partielles.

Le systéme de Bresse original est donné par les équations suivantes(voir [14]) :

P1Pit = 4z + lN+ F17
pzi/Jtt = MI—Q+F2, (217)

P3Wi = Naz —ZQ+F3>

ou F'i sont les forces extérieure set N, () et M désignent la force axiale, la force de
cisaillement et le moment de tenxion, respectivement. Ces forces sont les relations
contrainte-déformation (stress-strain) pour le comportement élastique et elles sont

données par :

N = ko (wy — lp) (2.18)

q= k(s +lw+1))

M =W,

ol p1 = pA,py = pl,k = KAG kg = EAb = El et | = R™! est la densité du matériau,

E est le module d’élasticité, G est le module decisaillement, k est le facteur de cisaille-
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ment, A est la sur face en coupetrans versale, I est le second moment de la section
transversale et R est le rayon de courbure.Les fonctions ¢, et w désignent,respecti-
vement, le déplacement transversal, ’angle de rotation d’un filamentet le déplace-

ment longitudinal de la poutre Considérant le couplage des équations ([2.17)) et (2.18)),

nous obtenons

prow — K (0o + lw + 1) — kol (we — lp) = F1,
Pzﬁ’tt - bqujarac + K ((7033 + lw + 7/’) = FQ?
P3Wit — Ro (wz - l@)x + Kl (QO:B +lw+ TP) = F37

Il y a un bon nombre de publications relatives a la stabilisation du systeme de Bresse
[15], et [I8]. En particulier, Liu et Rao ont étudié la stabilisation du systéme de
Bresse avec deux lois différentes de dissipation thermique agissant sur les équations
concernant le déplacement longitudinal et la rotation angulaire.Sous la condition
d’égalité des vitesses de propagation des ondes, il sont établi un taux de décroissance
exponentiel de I’énergie. Dans le cas contraire, ils ont montré que la solution lisse
décroit polynomialement vers zéro avec des taux t1=2 ou t'=* pour les conditions aux
limites de type Dirichlet-Neumann-Neumann ou Dirichlet-Dirichlet-Dirichlet respec-
tivement. Dans [18], Fatori et Rivera ont considéré le systéme de Bresse avec une loi
de dissipation de température globale agissant sur I’équation de rotation angulaire.Il
sont établile méme taux de décroissance exponentielle de I’énergie dans le cas d’éga-
lité des vitesses de pro-pagation de sondes. Dans le cas contraire, ils ont montré que

D . . ] -1
la solution lisse décroit polynomialement vers zéro avec des taux ¢ .

Remarque 2.2.3 Si R — 400, alors | — 0, et ce modeéle se réduit aux équations de

poutre deTimoshenko.
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2.3 Meéthode de Faedo-(zalerkin pour un probléme.

La méthode de Faedo-Galerkin qui consiste & réaliser les trois étapes suivantes :

1 _Solutions approchées.

L’espace V' est séparable, il existe une suite Wy, W, ..., W,,, ayant les propriétés
suivantes :
Wi S ‘/, VZ,
Vm, Wi, Wa, ..., W,, sont linéairement indépendants ; (2.19)

Vin =< {W1, Wy, ..., W,,} > est dense dans V.

2 Estimations a priori.

3 Passage a la limite.
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Chapitre 3

Décroissance exponentielle et
solution du systéme non linéaire
de Bresse - Timoshenko avec

deuxiéme son

En ce chapitre nous pouvons 'astabiliité de ce propléme .

Théoréme 3.0.1 Soit (po, 1) € Hp (0,1)x L?(0,1), (v, %1) € Hy (0,1)x L?(0,1)
et (0o, q0) € L*(0,1) x L?(0,1) soient donnés. Supposons que (A) soient satisfaits,

alors le probléme ._ (@) solution unique de réglage giebal satisfaisant

¢, € C(Ry, Hy (0,1)) N C* (Ry, L*(0,1)) ,

0, € C* (R4, L?(0,1)) .
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Chapitre . Décroissance exponentielle et solution du systéme non linéaire de Bresse
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3.1 Stabilité exponentielle

Dans cette section, nous utilisons la méthode énergétique pour établir la stabilité
exponentielle du systéme _. Pour atteindre notre objectif, nous énoncons et

privons les lemmes suivants.

Lemme 3.1.1 Soit (¢,¢,w,0,q) la solution de (1)- (3). Alors la fonction énergie

e (t), définie par

1 [t p1p
e(t) = 5/ [p1s0?+%(<px+w)2 - 2s03t+pzwm+bw§ da
0

+ % /O 1 [pgfﬂ + g +2f (¢)] dx

dont le théoréme isotoniquement nouveau théoréme la section

, 1 Uip 1 1 1
€ (t)z—m/ prdr — = 2/ goftdas—(S/ q2dx—)\/ 0%dx < 0 (3.1)
0 K Jo 0 0

Preuve .Multiplication (I); ,(I)2, (I)s, et (14 avec ¢, , ¢ , 6 and g repectivement

, et un intégration par partie on obtient

Jo eelorou (x,0) — k(9o +0), (2,1)]
+ [V o [ (@, 8) de = 0 dans (0,1) x (0,00),
Jo e [=papus (2,1) = bbag (2,1)] d = 0
+ [ [k (e + ) (2,1)] da
+ Jo e [16s (2, 8) + £ () (x,)]dz = 0 dans (0,1) x (0,00),
Jo O01psth (2,1) + ks (2,1) + Vouz (2, 1)] do

—I—fo (A0 (z,t)]de =0 dans (0,1) x (0,00),

(3.2)

fo q[toqe (x,t) + 0q (2, t) + KO, (x,t)]de =0 dans (0,1) x (0,00),
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En utilisant I'intégration par partie dans[3.2] et les condition aux limites[2], on obtient

1

1 1
@@th/ ?da:—l—/{/ (90a:+¢)2wxdx+m/ p2dz = 0.
0

1 1
B2 < th/ Y2dx + H/O (02 +1)° ¢td$+02/0 Ot de

(:)—1-7/ I%dm%——/ F

1
B2 < p3d/ 0%dx + /i/ q.0dr — / O prdx + )\/ 6*dx = 0.
0 0 0

2dt

d 1 1
B2, < LO—/ ¢*dx — /i/ ¢0dx +6 | ¢*dx = 0.

par ’équation 1, on obtient
Y1z = &%t (z,t) + i SOtt (z,1) — @i (,1).

En remplacant maintenant (3.7) dans (3.4)), nous obtenons

pp2 d [ pa d / 2
e el d
< o di J, +2dt +2dt Yl

! d
+n/<%+wfmm “f2t/ e
0

dt
+vAm%M+—/f

=0.

En sommant les équations (3.3 - -, et (3.8), on a
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d

! ! 2 P1P2 !
2
i [Pl/o @fdf+’f/0 (o + 1) dx + T ; %tﬂw}

d 1 1 1 1 .
T [Pz [ et [ wtanp [ $dnri [ fdoof w)}
th 0 0 0 0

1 iips [ 1 1
+ 1 / p2dx + =2 / 2dr + 5/ ¢ dx + )\/ 0*dx (3.10)
0 kJo 0 0

=0.

(3.11)

par (3.10)), on obtient (3.1)). La preuve du lemme est terminée.

Tout d’abord, nous devons introduire des lemmes 'auxiliaires.

Laisser

p ! !
0 0

1 1 1
By (t) = —pz/ sotxwdwr%/ sozd:erm/ rpda
0 0 0

1
+ _p2 Ps gotde
v

0

Lemme 3.1.2 Soit (¢, 1, w,0,q) la solution de (1)- (3). Alors la fonctionnelle Fy (t)

1 1
Ft)=-" [ tde—n [ pupuds (3.12)
0 0

satisfait pour tout 1 > 0,l’estimation suivant
, 1 1 o 1
F () < —KZ/ @2 dr + Iﬁél/ Yidr + ( p1+ — / oz dx (3.13)
0 0 de1/) Jo
Preuve Différenciant F}, on obtient

/

1 1 1
Fi(t) = —Ml/ Prprdr — /‘i/ Ptz PrdT — /‘i/ o7, dx (3.14)
0 0 0
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en utilisant 1, et en intégrant par parties, on obtient

1 1 1
F(t) = pl/ 02 dr — li/ Ot dr — Ii/ @2 dx (3.15)

0 0 0

preuve Calcul direct par intégration par parties, on obtient

/

1 1 1
F(t) = —ul/ Oropdr — /1/ OptePrdr — /<;/ gofl,d:v (3.16)
0 0 0
en utilisant (3.16), et le fait que
K
e (2,1) = =P ou (@,1) + (g + ), (,8),
H1 H1

on obtient

1 1 1
=M / %%tdx"f + / Ptz P2 dT — /‘0/ SO?xdx
0 0 0

1 1
- /i/ (Pttx@xdl' + /i/ Sotta:(pxdx
0 0
1 1 1
= /01/ (p?tdl‘ - H/ @ttdf‘pxdl‘ - H/ (p?zdfﬂ
0 0 0

En utilisant les inégalités de Young nous obtenons (3.13). En appliquant I'inégalité

de Young (23), on obtient (3.13).

Lemme 3.1.3 Soit (p,1,0,q) la solution de - (9). La fonctionnelle Iy est définie

par
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+ % p0dz (3.17)

satisfait, pour tout ¥t >0,

’ ! 2 b ! 2 /\,02 ! 2
)<=k | (pot¥)de—5 [ dpde+ (pi+ = pyda
0 0 2y 0

1
P203 Kp2 Kp2 2
—_— d — d — d

+ 2/, + 2y + 2y q T

+ (gb+&(p3+>\)/ 92d:c—/ Y f (¥ (3.18)

Preuve . En différenciant F5, on obtient

1 1 1 1
Fy (t) = / pidr + pr / popdr + ul/ prpudr — Pz/ Pratpda
0
— p2 / e + 222 u0de + 2222 [ p0,de (3.19)
2v Jo 2v Jo

En utilisant (| .1, .2, 3,et on intégrant par parties, on obtient

/ 1 1 1

Fy(t) =pi / pidr + /02/ 1rdr — b ¢§dl’
0 0

1
—n/ (<Pa:+w)2da:—|—’y/ 9%dm+p2p3 oufda
0 27 0

+ pQ—SP’ oibrdr — / Wf (4 (3.20)

en exploitant dans le dernier terme de (3.20]), on peut écrire
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1
RO <[ dx—n/ (soxw dx—b/wd sotquw
0 0

+ 7/ O dr + —— P03 ppbdr — ap2 g0t0dx — / f
27 Jo 0

et en appliquant I'inégalité de young , nous obtenons (3.18]). Différencier F; et

intégration par parties, nous avons

1 1 1 1
Fy(t) = p / oz + pr / ©oudr + [y / opidx — ps / Prapda
0 0 0 0

- Pz/ Gz Prdr + % oubddr + —— P2ps
0

0 Y Jo

D’un autre coté, nous avons

pr(x,1) = =Ly (x,1) + 3% (0o +0), (,17),
Prto (7,1) = — 2t (2,1) + 25 (00 +0) (2,8) + 20, (2,1)
o f (W) (z,1)
\ Viz (,1) = =20, (,1) — Zq. (2, 1) — 20 (2, 1)

(3.22)

(3-21) _(3.22)) implique que

1 1 1
Fy (t) = p / pidr + py / Prthrodr —b [ Y2dx
0 0 0

1 1 1
2
_“/o (s + ) dl’+’7/0 ewxdx—/o bf () da

1
+% @ttedlﬁ—/ pi0ydx
2y 0
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alors

1 1 1
F2’<t>=p1/ sofdm—ff/ (%+¢)2d1—b/ YRde
0 0 0

1 p3 K \ 1 1
+p2/ O <__9t_ —Qy — —9) dar+7/ H%dar—/ Vf(Y)de
0 v v Y 0 0

1 1
+ P2P3 Spttedx + P2P3 @t@da? (323)
27 Jo 27 Jo

Les inégalités de cauchy schwarz et de poincaré conduisent a

1 1
/!f(ww\dms/ Wl 9] 1] da
0 0

l
< Nllagerny 19Ny 101 e

1
Scl/ Vido (3.24)
0

pour certains k1 > 0,k > 0,1 > 0,¢c0 > 0
A ce stade, nous distinguons deux cas.

cas 1 : si H est linéaire sur [0,¢]. Dans ce cas, en utilisant I’hypothése, on peut

écrire
1 ) 1 ) 1 ,
o [ F@Pdr<n [ [P @ dr<n [ 0f @)de < —ne 0,
0 0 0
cette inégalité implique que

[rwrez- [ wiwe (3.25)
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D’aprés ) et - on obtient

1
Fé(t)ém/ dx—n/ (soxw dx—b/wd sotquw
0 0

+ 7/ O dr + —— P03 ppbdr — ap2 g0t0dx — / f
27 Jo 0

alors

/

! 2 b ! 2 Ap2 ! 2
)<=k [ (pat+) de—o | pde+ {pr+ 5= prda
0 0 2y 0

208 [ 2 B2 [ 2 gy B2
27 Jo 2y

' (;b+ﬁ<p3+x) / Pdr / e (3.26)

en choisissant on obtient (3.18]). Finalement nous obtenons 'estimation (3.18)).

p2 q2d.f17

Maintenant, nous définissons la fonctionnelle de lyaponov L (t) ,par

L(t) = Ne(t) + NiFy (t) + NoFy (t) (3.27)
ou N, Ny, et Ny sont des constants positives.

Lemme 3.1.4 Soit (p,1,w,0,2) une solution pour - (@ Alors il existe deux

constants positives i et o, telles que la fonctionnelle de lyaponov satisfait,

e (t) < L () < e (£), ¥ > 0, (3.28)

et

L (t) < —pie(t),Vt >0, (3.29)

Preuve . d’apres (3.27)), on obtient
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Nlﬂl ! 2 !
£ - N0 < T [ ot Now [ ol
0 0
N 1 N. 1
I 1#1/ chdx—i— 2,0203/ |<pt9|dm
2 0 v 0

1 1
+N2p1/ \gpteldx—l—Ng,oz/ |prt)| dx (3.30)
0 0

en appliquant les inégalités de Young (23)), de poincarré (24),et en exploitant ([25)),

on arrivé a

1

1 1
|L(t) — Ne(t)] <& / gofdx + 52/ gofxda: + (53/ (o + w)2 dx
0 0 0

1 1 1
+ 54/ 2 dx + 65 / Yidx + 56/ 0*dw
0 0 0

1 1
+57/ q2d:c—|—(58/ 7 () dw
0 0

< Ce(t) (3.31)

dans laquelle ¢; (i =1, .....,8) sont des constantes positives comme dans [?, 7, 7].

cela donne donc (N — C)e(t) < L(t) < (N +C)e(t), en choisissant N (dépendant
de Ny, Ny) suffisamment grant on obtient (3.28)).

Maintenant, en différenciant £ (), en exploitant (3.13)),(3.18]), et en définissant ¢; =

L nous obtenons
N

Preuve.nous définissons une fonctionnelle de lyaponov appropriée comme

L (t) = Ne¢ (t) + N1F1 (t) + N2F2 (t)
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ou N, Ny, et N, sont des constants positives a choisir correctement ultérieurement.

- N 1
L 0

b
_ §N2—/<;£1N1]/ widaz

- Lt 2
- (L )] [

r 1
— 5N—@N2]/ P
L 2y 0

en fixant 1 = on arrive & suivre

N Y

/ Ap2 ! 2
L)< —|mN-—{p+ o / prdx
Y 0

1
— |:K}N1 — @N2:| / @2 dv
2y 0

1 1/\
—HNQ/O o+ 0o =N, [ F0)do

- 1
H1p2 kN1 P23 2
_ [Py GEATR Y SR TR Y d
e ( p1+ 1 ) 1 2 2}/0 P AT

- 1 1
— éNg — /{] / Vidr — {61\7 — @N2:| / ¢ dx
|2 2y 0

_ :)\N— @b +&( 3+/\)) ]/0 02dz (3.32)

on choisit N, suffisamment grant pour qu’ensuite

b
§N2—I{>O,
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on prenne N; suffisamment grant pour.

KNy — 222N S0,
2y

une fois Ny et Np fixés, on choisit N suffisamment grand (reste valide) tel que

A
N — (Pl—i‘ﬁ) Ny > 0,

2y
N
H1p2 p1+/€ 1 Nl—p2p3N2>0,
K 4 2
2
v P2
AN — | — 4+ — A) | Na>0
et
SN — P2 N, > 0,
2y
Finalement, on obtient
L (t) < —pre(t) ¥t >0, (3.33)

ou (31 est une constante positive.

nous sommes maintenant préts a éonncer et a prouver le résultat de stabilité expo-

nentielle suivant .
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