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Notations

 : ouvert borné de RN :


 : L�adhérence de 
 .

RN : Espace euclidien de dimension N; N � 2:

h:; :i : Produit scalaire de L2 (
) :

@
 : Frontière de 
:

dx : mesure de Lebesgue de dimension N .

ru : Gradient de u:ru =
�
@u
@x1
; @u
@x2
; :::; @u

@xN

�
:

�u : Laplacien de u: �u =
�
@2u
@x1
; @

2u
@x2
; :::; @

2u
@xN

�
C10 (
) :Espaces des fonctions de classe C

1 (
) à support compact inclus dans 
.

Ck;� : Espace des fonctions Holeriennes de classe k dans 
:

C0;� : Espace des fonctions Holeriennes sur 
:

Lp (
) : L�espace des fonctions p-intégrables.

W 1;p (
) : Espace de Sobolev standart sur 
 d�exposant p:

W 1;p
0 (
) : Adhérence de D (
) dans W 1;p (
) pour la norme k:kW 1;p(
) ; i.e C

1
0 (
)

W 1;p(
)
:

W�1;p0 (
) : Dual topologique de W 1;p
0 (
) :

! : convergence forte:

* : convergence faible:

p:p : Presque partout.

X ,! Y : L�injection continue de X dans Y:

X ,!c Y : L�injection compacte de X dans Y:

df (a) : La di¤érentielle de f au point u:

W s;p (
) : Espace de Sobolev fractionnaire pour s dans (0; 1) :

W s;p
0 (
) : la fermeture de C10 (
) dans W

s;p (
) :

�su : Laplacien fractionnaire de u:

(�)sp u : p-Laplacien fractionnaire de u:
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Résumé

Dans ce mémoire, on s�intéresse à l�étude d�un problème aux valeurs propres faisant in-

tervenir le laplacien fractionnaire de la forme :8<: ��su = �u sur 


u = 0 sur @u

où 
 est un ouvert borné de Rn et s 2 (0; 1) :

Le but principal de ce travail est d�étudier l�existence de la première valeur propre et

d�examiner ses di¤érentes propriétés, ainsi que l�existence d�une suite de valeurs propres

qui tend vers l�in�ni.

Mots clés :

Laplacien Fractionnaire, Valeur propre, Principale, Point critique, Opérateur compact.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the study of an eigenvalue problem involving the

fractional Laplacian of the form :

8<: ��su = �u sur 


u = 0 sur @u

where 
 is a bounded open set of Rn and s 2 (0; 1):

The main objective of this work is to study the existence of the �rst eigenvalue and to

examine its di¤erent properties, as well as the existence of a sequence of eigenvalues which

tends to in�nity.

Key words :

Fractional Laplacian, Eigenvalue, Principal, Critical point, Compact operator.
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 ملخص                                                                         

 
في هذه الأطروحة ، نحن مهتمون بدراسة مشكلة القيمة الذاتية التي تنطوي على كسور لابلاسيان من 

 النموذج:

{
−∆𝑠𝑢 = 𝜆𝑢   𝑠𝑢𝑟 𝛺

𝑢 = 0   𝑠𝑢𝑟   𝜕𝑢
 

𝑠 .و ℝⁿمن  محدود و مفتوح و ميدانه Ωحيث  ∈ (0, 1)  

ندرس الوجود والخصائص المختلفة للقيمة الذاتية الأولى بالإضافة إلى وجود سلسلة من القيم الذاتية التي  

 تميل إلى اللانهاية.

 الكلمات الدالة:  

 .مؤثر متراصنقطة حرجة ، , رئيسي  كسور لابلاسيان ، قيمة ذاتية ، 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Introduction
L�étude des équations fractionnaires a connu un avancement notable ces dernières

années grâce a la contribution de plusieurs mathématicien. L�un des résultats clé dans

l�analyse du laplacien fractionnaire est sans doute le résultat de Ca¤arelli-Sylvestre [5].

les auteurs ont prouvé une "correspandance" entre l�opérateur non local (��s) dé�ni dans

RN ; et un opérateur local divergentiel dé�ni dans RN+1: Cette correspondance a permis

de prouver plusieurs résultats de régularité et de dé�nir des extensions "naturelles" des

notions jusqu�à la limitée au cas du laplacien comme la notion de périmètre, courbure

moyenne,..., au cas local [4] :

les opérateurs non locaux tels que le laplacien fractionnaire (��)s apparaissent natu-

rellement dans la mécanique des continuums, les phénoménes de transition de phase, la

dynamique de la population et la théorie des jeux voir par exemple Ca¤arelli [6]. Plus

précisément on considère un opérateur pseudo di¤érentiel de la forme :

(��)s u(x) = 2 C(N; s) lim
"!0+

Z
RNnB(x;�)

(u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy;8x 2 RN :

où s 2 (0; 1) et C(N; s) la constante de normalisation.

L�opérateur peut être aussi dé�ni en utilisant la Transformée de Fourier

(��)s u = F�1
�
j�j2s Fu

�
où Fu désigne la Transformée de Fourier.

Dans ce travail nous étudions le problème de valeurs propres de l�opérateur laplacien

fractionnaire 8<: ��su = �u sur 


u = 0 sur @


où 
 un ouvert de Rn:

Notre objectif dans ce travail est consacré à l�étude de l�existence de la première valeur

propre ainsi que la fonctions propre associée.

Gherib Aicha 8 Université El-Tarf



Ce travail est réparti principalement en trois chapitres :

Dans le chapitre préliminaire, on rappelle les di¤érentes dé�nitions et résultats qui seront

utilisés dans ce qui suit.

Au deuxième chapitre nous donnons un rappel sur les espaces fractionnaires qui sont le

cadre fonctionnel des equations liés au laplacien fractionnaire, ensuite nous introduisons

la dé�nition du laplacien fractionnaire et quelques de ses propriétés.

Et en�n dans la troixième chapitre nous étudions l�existence et les di¤érentes propriétés

de la première valeur propre de notre problème.

Gherib Aicha 9 Université El-Tarf



Chapitre 1

Préliminaire

Ce chapitre a pour objet la présentation des notions et quelques outils necessaires pour

comprendre la suite de ce travail comme ( les espaces de sobolev classique, Inégalité

poincaré, Point critique,...etc).

Dans toute la suite 
 est un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue dx:

10



Chapitre 1. Préliminaire

1.1 L�espace Lp

Dé�nition 1.1. Soit p 2 R avec 1 � p <1; on pose :

Lp (
) =

�
f : 
! RN f est mesurable et

Z



jf (x)jp dx <1
�
:

C�est un espace vectoriel sur RN , on le muni de la norme :

kfkLp(
) =
�Z




jf (x)jp dx
� 1
p

Pour p = +1; on pose :

L1 (
) =
�
f : 
! RN ; f est mesurable et 9C > 0 telle que jf (x)j � C p.p sur 


	
:

C�est un espace vectoriel sur RN , on le muni de la norme :

kfk1 = inf fC > 0 tq jf (x)j � C p.p sur 
 g :

Pour 1 � p � 1; on pose :

Lploc (
) =
�
f : 
! RN ; f est mesurable / f:�k 2 Lp (
) ; 8k compact � 


	
:

Théorème 1.1. [9]

Lp(
) est un espace de Banach pour tout 1 � p � +1:

Lp(
) est un espace séparable pour tout 1 � p < +1:

Lp (
) est un espace ré�exif pour tout 1 < p < +1:

Lp (
)est un espace uniformement convexe pour tout 1 < p < +1

Inégalité de Hôlder

Théorème 1.2. [7] Soit f 2 Lp (
) et g 2 Lp0 (
) avec 1 � p <1 alors f:g 2 L1 (
) et

on a : Z



jf:gj � kfkLp kgkLp0

Gherib Aicha 11 Université El-Tarf



Chapitre 1. Préliminaire

1.2 Espace de sobolev classique Wm;p, m 2 N

Soient m � 2 un entier et soit p un réel avec 1 � p � +1: On dé�nit par récurrence

Wm;p (
) =

�
u 2 Wm�1;p (
) ;

@u

@xi
2 Wm�1;p (
) 8i = 1; 2; :::; N

�
Il revient au même d�introduire

Wm;p (
) =

8<: u 2 Lp (
) ; 8� avec j�j � m 9g� 2 Lp (
) tel queR


uD�' = (�1)j�j

R


g�' 8' 2 C1c (
)

9=;
On note D�u = g�:

L�espace Wm;p (
) muni de la norme

kukWm;p =
X

0�j�j�m

kD�ukLp

est un espace de Banacch.

On note Hm (
) =Wm;2 (
) ; Hm (
) muni du produit scalaire

hu; viHm =
X

0�j�j�m

(D�u;D�v)L2

est un espace de Hilbert.

Théorème 1.3. [9]

Wm;p (
) est un espace de Banach pour tout 1 � p � +1:

Wm;p (
) est un espace séparable pour tout 1 � p < +1:

Wm;p (
) est un espace ré�exif pour tout 1 < p < +1:

Wm;p (
) est un espace uniformement convexe pour tout 1 < p < +1

L�espace de sobolev W 1;p (
)

Dé�nition 1.2. Soit 
 � RN , on dé�nit l�espace de sobolev W 1;p (
) par :

W 1;p (
) =

�
u 2 Lp (
) ; 9g 2 Lp (
) telle que

Z



ur' = �
Z



g'; 8' 2 C10 (
)
�

Gherib Aicha 12 Université El-Tarf



Chapitre 1. Préliminaire

muni de la norme

kukW 1;p = kukp + krukp

L�espace de sobolev W 1;p
0 (
)

Dé�nition 1.3. Etant donné 1 � p <1; on désigne par W 1;p
0 (
) la fermeture de D (
)

dans W 1;p (
) ; c�est à dire

W 1;p
0 (
) = D (
)

W 1;p(
)
:

On note

H1
0 (
) =W 1;2

0 (
)

L�espace W 1;p
0 (
) est muni da la norme induite par W 1;p (
) ; l�espace H1

0 (
) est muni

du produit scalaire induit par H1 (
) :

Théorème 1.4. [2] Soit u 2 W 1;p (
) ; alors u 2 W 1;p
0 (
) si et seulement si u = 0 sur

@u:

1.3 Les injections dans l�espace de Sobolev

Injection continue

Théorème 1.5. [3]Soit I = ]a; b[ � R; il existe une constante C (dépend seulement de I) ;

telle que :

kukL1(I) � C kukW 1;p(I) 8u 2 W 1;p (I) ; 8 1 � p < +1:

Autrement dit W 1;p (I) � L1 (I) avec injection continue.

Injection compacte

Dé�nition 1.4. L�injection compacte de X dans Y signi�e que la boule unité de X est

relativement compacte dans Y. c�ést-à-dire BX (0; 1) est compacte dans Y.

Gherib Aicha 13 Université El-Tarf



Chapitre 1. Préliminaire

Théorème 1.6. [3] (Injection compacte) : Supposons que I est un intervalle ouvert borné,

on a :

L�injection W 1;p (I) � C
�
I
�
est compacte pour p > 1:

L�injection W 1;q (I) � Lq (I) est compacte pour 1 � q < +1:

1.3.1 Inégalité de poincaré

Proposition 1.1. Soit 
 un ouvert borné; alors il existe C > 0 telle que :

kukLp � C krukLp , 8u 2 W
1;p
0 (
) (1 � p <1) :

Théorème 1.7. Autrement dit, sur W 1;p
0 (
) la quantité krukLp est une norme équiva-

lente à la norme usuelle de W 1;p (
) :

Théorème 1.8. [3] (théorème de convergence dominée dans Lp (
))

Soit (E;A; �) un espace mesuré et 1 � p < +1: Soit (fn)n2N une suite d�éléments de

Lp (
) telle que :

1. fn ! f p.p.

2. 9g 2 Lp telle que jfnj � g p.p. Pour tout n 2 N: Alors fn ! f dans Lp (
) c�est-à-direR


jfn � f jp d�! 0 quant n! +1:

Théorème 1.9. [3] (théorème de représentation de Riesz ) :

Soit 1 < p < +1 et soit ' 2 (Lp)0 ; Alors il existe u 2 Lp0 unique tel que :

h'; fi =
Z



uf ; 8f 2 Lp:

De plus on a :

kukLp0 = k'k(Lp )0 :

Lemme 1.1. [4] E un espace de Banach uniformement convexe, alors toute suite (un) de

E telle que un converge faiblement vers u dans E alors

kukE � lim
n!+1

inf kunkE (1.1)

Gherib Aicha 14 Université El-Tarf



Chapitre 1. Préliminaire

1.3.2 Di¤érentiabilité

Dé�nition 1.5. Soit f une fonction dé�nie sur un ouvert U de Rn à valeur dans Rd; et

soit a un point de U: On dit que f est di¤érentiable en a s�il existe une application linéaire

L de Rd telle que :

f (a+ h) = f (a) + L (h) + o (khk)

et

limh!0o (khk) = 0

L�application L, si elle existe est unique et s�appelle di¤érentielle de f en a, ou application

linéaire tangente de f en a. On la note dfa:

1.3.3 Point critique

Dé�nition 1.6. Soit 
 un ouvert d�un espace de Banach E. Supposons que I 2 C1 (
;R) :

On dit que u 2 
 est un point critique de I, si

I 0 (u) = 0

Si u n�est pas un point critique, alors on dit que u est un point régulier de I:

Si c 2 R, alors on dit que c est une valeur critique de I; s�il existe u 2 
 tel que :

I (u) = c et I 0 (u) = 0

Si c n�est pas valeur critique, alors on dit que c est une valeur régulière de I

Dé�nition 1.7. Une suite minimisante d�une fonctionnelle J : X! ]�1;+1[ est une

suite (xn) ; telle que :

lim
n!+1

J (xn)! inf
X
J

Gherib Aicha 15 Université El-Tarf



Chapitre 1. Préliminaire

La convergence faible et forte

Dé�nition 1.8. Soit (xn)n�1 une suite d�élément de l�espace vectoriel normé (E; k:kE)

et soit E0 son dual topologique. On dit que (xn) converge faiblement vers x dans E; s�il

existe un élément x 2 E tel que :

8f 2 E 0; limn!+1 f (xn) = f (x) ou (hf; xni ! hf; xi) :

on notera xn * x dans E;c�est un dire la convergence faible dans E:

De même pour la convergence forte, on notera xn ! x dans E (la convergence en norme) :

Fonction Holdérienne

Dé�nition 1.9. Soit 
 un ouvert de Rd; et 0 � � � 1: On dit qu�une fonction u est

holdérienne d�exposant � au voisinage de x0 2 
 si

9�;M > 08x 2 
 \B (x0; �) ; ju (x)� u (x0)j �M jx� x0j�

On désigne par Ck;� (
) les fonctions de classe Ck (
) telles que les dérivées d�ordre k

sont holdérienne d�exposant � au voisinage de tout point x0 2 
:

Si f : 
! R est bornée et continue, on écrit :

kfkC(
) = sup
x2


jf (x)j

La semi-norme d�ordre � de la fonction f : 
! R est :

jf jC0;�(
) = sup
x;y2

x 6=y

jf (x)� f (y)j
jx� yj�

:

La norme d�ordre � de la fonction f : 
! R est :kfkC0;�(
) = kfkC(
) + jf jC0;�(
)

Gherib Aicha 16 Université El-Tarf



Chapitre 2

Espace de sobolev fractionnaire

W s;p(
)

Nous allons subdiviser ce chapitre en deux parties : dans la première partie on commence

par présenter les espaces de sobolev fractionnaires W s;p (
) et leurs propriétés pour

0 < s < 1 et s > 1, ensuite nous donnons une dé�nition alternative de l�espace Hs via

la tranformée de Fourier pour s est un réel. Dans la deuxième partie nous introduisons la

dé�nition du laplacien fractionnaire et quelques de ses proriétés.

17



Chapitre 2. Espace de sobolev fractionnaire W s;p(
)

Dé�nition 2.1. Soit s 2 ]0; 1[ et p 2 [1;+1[ : On dé�nit l�espace fractionnaire de sobolev

W s;p (
) par :

W s;p(
) =

�
u 2 Lp (
) :

Z



Z



ju(x)� u(y)j
jx� yjN+sp

dxdy <1
�

muni de la norme suivante :

kukW s;p(
) =
�
kukplp(
) + [u]

p
s;p

� 1
p
:

où le terme [u] s;p est la semi norme de Gagliardo dé�nit par :

[u] s;p =

�Z



Z



ju(x)� u(y)jp

jx� yjN+sp
dxdy

� 1
p

est un espace de Banach.

Exemple 2.1. x! jxj� 2 W s;p(
) où 
 = ]0; 1[ avec sp < 1 en e¤et :

On pose I = jxj� avec � = 1;

I =

Z 1

0

Z 1

0

jx� yjp

jx� yjsp+1
dxdy

=

Z 1

0

Z 1

0

jx� yjp�sp�1 dxdy

=

Z 1

0

�Z y

0

(y � x)p�sp�1dx+

Z 1

y

(x� y)p�sp�1dx

�
dy

=

Z 1

0

�
� 1

p� sp
(y � x)p�sp

�y
0

+

�
1

p� sp
(x� y)p�sp

�1
y

dy

=

Z 1

0

�
1

p� sp
yp�sp +

1

p� sp
(1� y)p�sp

�
dy

=

�
1

p� sp

��
1

p� sp+ 1

��
yp�sp+1

�1
0
+

�
1

p� sp

��
1

p� sp+ 1

��
(1� y)p�sp+1

�1
0

=
1

(p� sp)(p� sp+ 1)
+

1

(p� sp) (p� sp+ 1)

=
2

(p� sp) (p� sp+ 1)
� 1:
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Chapitre 2. Espace de sobolev fractionnaire W s;p(
)

Quelques propriétes de W s;p(
) pour 0 < s < 1 :

Proposition 2.1. Soit 
 un ouvert de RN ; et soient p 2 [1;+1 [ et 0 < s � s0 < 1.

Alors :

W s0;p(
) ,! W s;p(
)

est continue. C�est à dire, il existe une constante C1 (N; s; p) � 1. Tel que :

kukW s;p � C1(N; s; p) kukW s0;p , 8u 2 W s0;p(
):

En particulier : W s0;p(
) � W s;p(
):

premièrement nous avons :

Démonstration.Z



Z

\[jx�yj�1]

ju (x)j
jx� yjN+sp

dxdy �
Z



�Z

\[jzj�1]

1

jzjN+sp
dz

�
ju (x)jp dx

où 1

jzjN+sp est intégrable puisque N + sp > N: Alors :Z



Z

\[jx�yj�1]

ju (x)� u (y)jp

jx� yjN+sp
dxdy � 2p�1

Z



Z

\[jx�yj�1]

ju (x)jp � ju (y)jp

jx� yjN+sp
dxdy:

� 2p C (N; s; p) kukpLp(
) (2.1)

D�autre part :Z



Z

\[jx�yj�1]

ju (x)� u (y)jp

jx� yjN+sp
dxdy �

Z



Z

\[jx�yj�1]

ju (x)� u (y)jp

jx� yjN+s0p
dxdy (2.2)

car N + sp < N + s0p et jx� yj < 1, alors (2:1) et (2:2) impliquent

Alors :Z



Z



ju (x)� u (y)jp

jx� yjN+sp
dxdy � 2p C (N; s; p) kukpLp(
) +

Z



Z



ju (x)� u (y)jp

jx� yjN+s0p
dxdy

kukps;p � 2p C (N; s; p) kukpLp(
) +
Z



Z



ju (x) + u (y)jp

jx� yjN+s0p
dxdy

� C (N; s; p) kukps0;p

d�où le résultat.
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Proposition 2.2. Soient p 2 [1;+1[ et s 2 ]0; 1[, Soit 
 un ouvert de RNde classe C0;1,

de frontiére borné. Alors :

W 1;p(
) ,! W s;p(
)

est continue. C�est à dire, il existe une constante C2 (N; s; p) � 1. Tel que :

kukW s;p � C2(N; s; p) kukW 1;p ; 8u 2 W 1;p(
).

En particulier W 1;p(
) � W s;p(
):

Proposition 2.3. Soit 
 un ouvert de RN, p 2 [1;+1[ et s 2 ]0; 1[, nous avons alors :

1) W s;p(
) est un espace séparable, et de Banach pour tout 1 � p < +1:

2) W s;p(
) est un espace ré�exif pour tout 1 < p < +1:

3) W s;p(
) est un espace uniformement convexe pour tout 1 < p < +1:

2.1 Espace de sobolev fractionnaireW s;p(
) pour s > 1

Dé�nition 2.2. Soit 
 un ouvert de RN et soit s 2 RnN, avec s > 1 et p 2 [1;+1[ :

L�espace W s;p(
) est dé�nie par :

W s;p(
) =
�
u 2 W [s];p(
) Tq D� 2 W s�[s];p; 8�; j�j = s

	
(2.3)

ou [s] désigne la partie entiére de s:

C�est un espace vectoriel, on le muni de la norme :

kukW s;p(
) =

0@kukp
W [s];p(
)

+
X
j�j=[s]

kD�ukp
W

s�[s];p(
)

1A 1
p

Si s = [s] alors l�espace W s;p(
) est coincide avec l�espace de sobolev classique.�
W s;p(
); kukW s;p(
)

�
est un espace de Banach.
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)

Quelques propriétes de W s;p(
) pour s > 1 :

Proposition 2.4. Soit 
 un ouvert de Rnde classe C0;1, et soit p 2 [1;1[ et s0; s > 1.

Alors si s0 > s :

W s0;p(
) � W s;p(
).

Théorème 2.1. [1]

Pour s > 1, l�espace C10 (Rn) est dense dans W s;p(Rn):

Pour 
 un ouvert de Rnet s > 1, on pose : ws;p(
) = C10 (
) dans W
s;p(
).

Nous avons d�aprés le théorème W s;p
0 (Rn) =W s;p(Rn).

Toutes les résultats précédent sont valable dans l�espace W s;p(
) avec s > 0:

2.2 Prolongement d�une fonction de W s;p :

Comme il est bien connu lorsque s est un entier (c-à-d le cas ouW s;p est l�espace de sobolev

classique), sous certains hypothèses de régularité sur le dommaine 
, toute fonction dans

W s;p(
) peut être prolonger à une fonction de W s;p(RN). Les résultats du prolongement

sont assez important dans les applications, et sont nécessaires pour améliorer certains

théorèmes d�intégrations dans le cas classique ainsi dans le cas fractionnaire.

Lemme 2.1. [9] Soit 
 un ouvert de RN ; et u 2 W s;p(
) avec 0 < s < 1 et p 2 [1;+1[,

s�il existe un compact k � 
 telle que u � 0 dans 
 n k, alors :

le prolongement eu dé�ni par :
eu(x) =

8<: u(x) ; x 2 


0 ; x 2 RNn


appartient à W s;p(RN) et keukW s;p(RN ) � C kukW s;p(
) où C est une constante positive

dépend de N; s; p;K et 
.
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)

2.3 Injection de sobolev

Théorème 2.2. [3]
�
injection continue pour 
 = RN

�
Soit p 2 ]1;+1[, s 2 ]0; 1[ : Alors

Si sp < N; W s;p(RN) ,! Lq(RN) pour tout q < Np= (N � sp) :

Si sp = N; W s;p(RN) ,! Lq
�
RN
�
pour tout q <1:

Si sp > N; W s;p(RN) ,! L1
�
RN
�
est plus précisément

W s;p(RN) ,! C
0;s�N=p
b

�
RN
�
:

On introduit une dé�nition équivalente de l�espace de sobolev fractionnaire via la trans-

formée de Fourier.

2.4 Espace de sobolev Hs (Rn) pour s 2 R

L�espace de schwartz

Dé�nition 2.3. On note S l�espace des fonctions à décroissance rapide i.e l�ensemble

des fonctions f 2 C1 (Rn) ; tq f et toutes ses dérivées sont à décroissance rapide. Cette

derniére propriété signi�e que � et � étant des multi-indices d�ordre n :

8 (�; �) ; limx!1x
� j@�f (x)j = 0:

Transformation de Fourier

Dé�nition 2.4. la transformée de Fourier Fde f que l�on note f^ou F (f) est la fonction

sur Rn dé�nie par :

8� 2 Rn;8f 2 S (Rn) f^ = F (f) (�) =

Z
Rn
e�2i��x f (x) dx:
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)

Espace Hs (Rn)

Dé�nition 2.5. Soit un réel, pour s > 0. On pose :

Hs (Rn) =
�
u 2 L2 (Rn) ;

Z
Rn

�
1 + j�j2

�s jF (u) (�)j2 d� <1� :
Hs (Rn) est un espace de Hilbert muni de la norme

kukHs =

�Z
Rn

�
1 + j�j2

�s jF (u) (�)j2 d�� 1
2

; u 2 Hs (Rn) :

pour u et v dans Hs (Rn) ; on pose :

(u; v)Hs =

Z
Rn

�
1 + j�j2

�s
û (�) ^v (�)d�; u; v 2 Hs (Rn)

Proposition 2.5. pour s < 0; on pose

Hs (Rn) =
�
u 2 S 0 (Rn) :

Z
Rn

�
1 + j�j2

�s jû (�)j2 d� <1�

2.5 Opérateur Laplacien Fractionnaire

Dé�nition 2.6. Soient s 2 ]0; 1[ et p 2 ]1;+1[ alors on dé�nit le p-laplacien fraction-

naire par :

(��)sp u(x) = 2P:V
Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy; 8 x 2 RN

avec

P:V

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy = lim

"!0+

Z
RNnB(x;")

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy

Remarque 2.1. Si p 6= 2, (��)sp est non linéaire.

Cet opérateur est appelé non local, en ce sens que la valeur de p-laplacien fractionnaire

u(x) à tout point x 2 
 dépend non seulment des valeurs de x sur l�ensemble, mais en

fait sur tout RN .
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Cette dé�nition est une généralisation de l�opérateur laplacien fractionnaire lorsque p = 2,

est dé�nie par

(��)s u(x) = 2 C(N; s) P:V
Z
RN

(u(x)� u(y))

jx� yjN+sp
dy

avec une normalisation d�un constant C = C (N; s).

la proposition suivante donne la relation entre (��)sp et (��)
s :

Proposition 2.6. (��)sp ! (��)s quant s ! 1�. Où la convergence est dans l�espace

dual de W s;p
0 (
).

Proposition 2.7. Soit s 2 ]0; 1[ et p 2 ]1;+1[ ; Alors :

(��)sp : W
s;p
0 (Rn)! (W s;p

0 (Rn))0

est bien dé�nie, et de plus :

1) 8u ; v 2 W s;p
0 (Rn) nous avons :

h(��)sp u; vi =
Z
RN

Z
RN

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y)) (v(x)� v(y))

jx� yjN+sp
dxdy

2) 8u ; v 2 W s;p
0 (Rn)

h(��)sp u; vi � kuk
p�1
W s;p
0
kvkW s;p

0

et par suite :



(��)sp u




W�s;p0
0

� kukp�1
W s;p
0
.

Dé�nition 2.7. Soit s 2 ]0; 1[ ; alors on dé�nit le Laplacien fractionnaire via la trans-

formée de Fourier par :

(��)s u (x) = F�1
�
j�j2sFu (�)

�
(x) ; 8x 2 RN :

où F�1 est transformée de Fourier inverse, alors

F�1' (x) =
1

(2�)
N
2

Z



eix:�' (�) d�
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Proposition 2.8. Soit s 2 ]0; 1[. Alors :

(��)s u (x) = �1
2
C (N; s)

Z
RN

u (x+ y) + u (x� y)� 2u (x)
jyjN+2s

dy;8x 2 RN

et C (N; s) est le constante de normalisation (positive) suivant :

C (N; s) =

�Z
RN

1� cos (�1)
j�jN+2s

d�

��1
(2.4)

Proposition 2.9. Soient s 2 ]0; 1[ et C (N; s) est la constante dé�nie en (2:4) puis, pour

toute � 2 RN ; l�égalité Z
RN

1� cos (�:y)
jy:jN+2s

dy = C (N; s)�1 j�j2s

Corollaire 2.1. Soient s 2 ]0; 1[ et C (N; s) est la constante dé�nie en (2:4) puis, pour

toute u 2 Hs
�
RN
�
; l�égalité :

[u]2Hs(RN ) = 2C (N; s)
�1
Z
RN
j�j2s jFu (�)j2 d�:

De plus Hs
�
RN
�
= \Hs (RN)
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Chapitre 3

Problème de valeur propre pour le

Laplacien Fractoinnaire

Dans ce chapitre nous étudions le probléme de valeurs propres suivant :

8<: ��su = �u sur 


u = 0 sur @u
(3.1)

où s 2 (0; 1), 
 un ouvert borné de Rn:

Où nous montrons l�existence d�un suite de valeurs propres tendant vers l�in�ni telle que

la première valeur propre qui est la plus petite représente le minimum du quotient de

Rayleigh :

�1 = inf
u2Hs

0(
)=f0g

kuk2Hs
0(
)

kuk2L2(
)
et que la fonction propre associée est de signe constant.
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Chapitre 3. Problème de valeur propre pour le Laplacien Fractoinnaire

Dé�nition 3.1. On dit que u est une solution faible de (3.1) si u 2 Hs
0 (
) telle que :Z

Rn

Z
Rn

(u(x)� u(y)) (v(x)� v(y))

jx� yjN+2s
dxdy = �

Z



u(x)v(x)dx; 8v 2 Hs
0 (
) (3.2)

Dé�nition 3.2. Soit s 2 (0; 1), On dit que � est une valeur propre de l�opérateur laplacien

fractionnaire, s�il existe une solution faible u 2 Hs
0 (
), u 6= 0 du probléme (3.2). La

solution faible u s�appelle fonction propre associée à �:

Remarque 3.1. Remarquons que si on remplace v par u 2 Hs
0 (
) dans (3.2) on obtient

� comme le quotient suivant :

� =

R
Rn
R
Rn

(u(x)�u(y))
jx�yjN+2sdx

2
dxdyR



ju(x)j2 dx

Ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

3.1 Existence de la première valeur propre

Dé�nition 3.3. La première valeur propre de l�opérateur Laplacien fractionnaire notée

par �1 est dé�nie par :

�1 = inf
u2Hs

0(
)=f0g

R
Rn
R
Rn

(u(x)�u(y))
jx�yjN+2sdx

2
dxdyR



ju(x)j2 dx

= inf
u2Hs

0(
)=f0g

kuk2Hs
0(
)

kuk2L2(
)

Le résultat d�existence de la première valeur propre est donné par le théorème suivant.

Théorème 3.1. [4] Soit s 2 (0; 1), 
 est un ouvert borné de Rn, alors le problème admit

une fonction propre asociée à la première valeur propre �1 > 0 qui caractérisée comme

suite :

�1 = inf
u2Hs

0(
)
kukL2(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

(u(x)� u(y))

jx� yjN+2s dx

2

dxdy (3.3)
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Chapitre 3. Problème de valeur propre pour le Laplacien Fractoinnaire

pour montrer ce théorème on utilise la méthode de minimisation d�une fonctionnelle. On

dé�nit la fonctionnelle suivante :

J : Hs
0 (
) �! R

u !

R
Rn
R
Rn

(u(x)�u(y))
jx�yjN+2sdx

2
dxdyR



ju(x)j2 dx

D�où �1 représente le minimum de J:

Théorème 3.2. [4] Soit 
 un ouvert de Rn, avec n � 2 alors la fonction J : Hs
0 (
) �! R

est di¤érentiable sur Hs
0 (
)

Démonstration. Soit u 2 Hs
0 (
) nous avons : u 2 L2(
), alors :

kukHs
0(
)

< +1 et kukL2(
) < +1

alors J (u) est bien dé�nie.

On montre que J : u 2 Hs
0 (
) = f0g est di¤érentiable en u 2 Hs

0 (
) = f0g c-à-d

J (u+ v) = J (u) + Lu:v + o (v) ; 8v 2 Hs
0 (
)

où L : Hs
0 (
) = f0g ! R est une application linéaire continue.

En e¤et, 8u 2 Hs
0 (
) on pose :

I (u) =

Z
Rn

Z
Rn

(u(x)� u(y))

jx� yjN+2s dx

2

dxdy, K (u) =
Z
Rn
juj2 dx

1. Pour I (u)

Nous avons
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I (u+ v) =

Z
Rn

Z
Rn

((u+ v) (x)� (u+ v)(y))

jx� yjN+2s
2

dxdy

=

Z
Rn

Z
Rn

((u(x)� u(y)) + (v(x)� v(y)))

jx� yjN+2s dx

2

dxdy

=

Z
Rn

Z
Rn

(u(x)� u(y))2 + 2(u(x)� u(y))(v(x)� v(y)) + (v(x)� v(y))2

jx� yjN+2s dx
dxdy

= I (u) + 2

Z
Rn

Z
Rn

((u(x)� u(y))(v(x)� v(y)))

jx� yjN+2s dx
dxdy + kvk2Hs

0

= I (u) + Lu:v + o (v)

telle que

Lu:v = 2

Z
Rn

Z
Rn

((u(x)� u(y))(v(x)� v(y)))

jx� yjN+2s dx
dxdy

et

o (v) = kvk2Hs
0

donc I (u) est di¤érentiable et

hI 0 (u) ; vi = Lu:v = 2

Z
Rn

Z
Rn

((u(x)� u(y)) + (v(x)� v(y))

jx� yjN+2s dx
dxdy

2. Pour K (u)

nous avons

K (u+ v) =

Z



ju+ vj2 dx = K (u) + 2hu; viL2(
) + kvk2
L2(
)

= K (u) + Lu:v + o (v)

telle que

Lu:v = 2hu; viL2(
)

et
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o (v) = kvk2
L2(
)

car kvk
L2(
)

� C kvkHs
0
; donc kvk2

L2(
)
� C kvk2Hs

0
= o (v)

donc K (u) est di¤érentiable et

hK 0 (u) ; vi = Lu:v = 2

Z



uvdx

3.Pour J (u) ;

on a J (u) = I(u)
K(u)

;

d�autre part on a

K (u+ v) = K (u)

�
1 +

2

K (u)
hu; vi+ o (v)

�
on pose

X =
2

K (u)
hu; vi+ o (v)

donc

K (u+ v) = K (u) (1 +X)

avec X ! 0 quant v ! 0 donc o (X) = o (v)

d�ou
1

K(u+ v)
=

1

K (u) (1 +X)
=

1

K (u)
(1�X + o (X))

=
1

K (u)
� 2

K (u)2
hu; vi+ o (v)

donc

J (u+ v) =
�
I (u) + 2hu; viHs

0(
)
+ o (v)

�
�
�

1

K (u)
� 2

K (u)2
hu; vi+ o (v)

�
=

I (u)

K (u)
+

2

K (u)
hu; vi

Hs0(
)
� 2 I (u)

K (u)2
hu; viL2 + o (v)

donc J (u) est di¤érentiable en u et

Lu:v =
2

K (u)

�
hu; vi

Hs0(
)
� I (u)

K (u)
hu; viL2(
)

�
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Remarque 3.2. Tout point critique de J est une solution faible de (3.1), i.e tout point

critique u de J nous avons

hJ 0(u); vi = 0;8v 2 Hs
0 (
)

et par suite : Z
Rn

Z
Rn

((u(x)� u(y))(v(x)� v(y))

jx� yjN+2s dx
dxdy = �

Z



u(x)v(x)dx

Preuve du théorème (3.1)

D�abord on montre que

�1 = inf
u2Hs

0(
)
kukL2(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

(u(x)� u(y))

jx� yjN+2s dx

2

dxdy

On a

�1 = inf
u2Hs

0(
)=f0g

kuk2Hs
0

kuk2L2(
)
� inf

u2Hs
0(
)

kukL2(
)=1

kuk2Hs
0

(3.4)

car
n
u 2 Hs

0 (
) ; kukL2(
) = 1
o
� fu 2 Hs

0 (
) = f0gg :

Pour u 2 Hs
0 (
) ;

on pose

v =
u

kuk L2(
)
2 Hs

0 (
) , kuk L2(
) = 1

alors

u(x)� u(y) = kuk L2(
) (v(x)� v(y))

donc R
Rn
R
Rn

kuk2
L2(
)

(v(x)�v(y))
jx�yjN+2s

2

dxdyR


ju (x)j2 dx

=

Z
Rn

Z
Rn

(u(x)� u(y))

jx� yjN+2s
2

dxdy .

d�où
kuk2Hs

0(
)

kuk2L2(
)
= kukpHs

0(
)
� inf

u2Hs
0(
)

kukL2(
)=1

kuk2Hs
0(
)
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Ce qui implique

inf
u2Hs

0(
)=f0g

kuk2Hs
0(
)

kuk2L2(
)
� inf

u2Hs
0(
)

kukL2(
)=1

kuk2Hs
0(
)

(3.5)

de (3.4) et (3.5) on obtient :

inf
u2Hs

0(
)=f0g

kuk2Hs
0(
)

kuk2L2(
)
= inf

u2Hs
0(
)

kukL2(
)=1

kuk2Hs
0(
)

Pour montrer le théorème on utilise la méthode directe de minimisation.

pour u 2 Hs
0 (
) ;

�1 = inf
u2Hs

0(
)=f0g

kuk2Hs
0(
)

kuk2L2(
)
D�aprés l�inégalité de Poincaré

9C > 0 : kuk2
L2(
)

� C kuk2Hs
0

Par conséquent �1 � 1
C
> 0:

Soit fungn2N est une suite minimisante, telle que

8n > 0; 9un : �1 <
kuk2Hs0(
)
kuk2

L2(
)

< �1 +
1
n
: Alors

kuk2Hs
0(
)

kuk2L2(
)
! �1:

C�est-à-dire

kun (x)k2L2(
) = 1 et kunk2Hs
0(
)

! �1

alors fungn2N est bornée dans Hs
0 (
) ; donc il existe un sous suite H

s
0 (
) et u 2 Hs

0 (
)

telle que :

un ! u faiblement dans Hs
0 (
) :

Par le lemme (1:1), On obtient

kuk2Hs
0(
)

� lim
n!+1

inf kunk2Hs
0(
)

= �1
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alors kuk2Hs
0(
)

= �1:

D�o¼u

kuk2Hs
0(
)

= inf
v2Hs

0(
)=f0g
kvk2Hs

0(
)

donc u est un point minimum.

Posons

I (u) =

Z
Rn

Z
Rn

(u(x)� u(y))

jx� yjN+2s dx

2

dxdy

K (u) =

Z



ju (x)j2 dx;

et nous dé�nissons le quotient J : Hs
0 (
) = f0g ! Rn par

J (u) =
I (u)

K (u)

alors

�1 = inf
u2Hs

0(
)
kukL2(
)=1

J (u)

Ainsi 9 u 2 Hs
0 (
) = f0g et J (u) = �1: Et on a la fonction J est di¤érentiable d�après le

théorème (3.2), et on a

hJ 0(u); vi = 2

K (u)

�
hI 0(u); vi � I (u)

K (u)
hK 0(u); vi

�
Comme u est un point minimum de J donc J 0(u) = 0; et par concéquent

hI 0(u); vi = I (u)

K (u)
hK 0(u); vi = �1hK 0(u); vi:

Alors u est une solution faible de (3.2).
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3.2 Propriété de la première fonction propre

3.2.1 valeur propre principale

Proposition 3.1. [2] Soit s 2 ]0; 1[ et n > 2s, alors il existe une fonction non négative

e1 2 Hs
0 (
) : Qui est une fonction propre associée à �1, est le minimum dans (3.3).

C�est-à-dire ke1k L2(
) = 1 et

�1 =

Z
Rn

Z
Rn

(e1 (x)� e1(y))

jx� yjN+2s
2

dxdy (3.6)

Démonstration. il su¢ t de montrer que e1 est de signe constant

D�abord, on montre que

Si e est une fonction propre associée à �1; alors e et jej est le minimum dans (3.3) ; c�est

-à-dire e � 0 ou e � 0:

D�après les formules (3.2) et (3:6); on obtient :Z
Rn

Z
Rn

(e1 (x)� e1(y))

jx� yjN+2s
2

dxdy = �1 =

Z
Rn

Z
Rn

(e1 (x)� e1(y))

jx� yjN+2s
2

dxdy

et d�aprés l�inégalité triangulaire, 8x; y 2 Rn

jje (x)j � je (y)jj � je (x)� e (y)j

mais, si x 2 fe > 0g et y 2 fe < 0g ; on a

jje (x)j � je (y)jj = je (x)� e (y)j = max fe (x) + e (y) ; e (x) + e (y)g

< e (x)� e (y) = je (x)� e (y)j

alors nous avons

Z
Rn

Z
Rn

(je (x)j � je (y)j)
jx� yjN+2s

2

dxdy �
Z
Rn

Z
Rn

(e1 (x)� e1(y))

jx� yjN+2s
2

dxdy
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et Z
Rn

Z
Rn

(je (x)j � je (y)j)
jx� yjN+2s

2

dxdy <

Z
Rn

Z
Rn

(e1 (x)� e1(y))

jx� yjN+2s
2

dxdy

si jfe > 0gj 6= 0 et jfe < 0gj 6= 0

comme e est le minimum alors : �1 = kek Hs
0(
)

� kek Hs
0(
)

ce qui implique

kjejk Hs
0(
)

= kek Hs
0(
)

= ke1k Hs
0(
)

si jfe > 0gj = 0 ou jfe < 0gj = 0

Alors e1 est de signe constant.

3.2.2 Simplicité

Nous montrons dans cette section que la fonction propre associée à la première valeur

propre est unique à une constante multiplicative prés.

Théorème 3.3. [2] La première valeur propre �1est simple, c�est-à-dire si u 2 Hs
0 (
) est

une solution faible de (3.1) alors u = Ce1, avec C 2 R ;

Démonstration. On suppose que f 1 2 Hs
0 (
) non nul, une autre fonction propre associée

à �1; avec f 1 6= e1, alors nous avons f1 � 0 ou f 1 � 0. Considérons le cas

f1 � 0:

On pose ef1 = f1
kf1k L2(
)

et g1 = e1 � ef1:
On montre que

g1 = 0:

On raisonne par l�absurde, en supposant que

g1 6= 0:
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On a g1 = e1 � ef1; alors g1 est une fonction propre associée à �1; alors nous avons g1 � 0
ou g1 � 0:

Ce que implique e1 � ef1 ou e1 � ef1; et on suppose que e1 non négative, donc
e21 � ff 2

1 ou e21 � ff 2
1 .

D�autre part, on aZ



(e21 (x)� ff 2
1 (x))dx = ke1k

2
L2(
) �




ef1


2
L2(
)

= 1� 1 = 0:

Alors e21 � ff 2
1 = 0 donc e1 = ef1;

d�où g1 = 0 c�est une contradiction.

Donc, on obtient f1 est proportionnelle à e1:

3.3 Existence d�une suite de valeurs propres

Dans cette section montrons qu�ils existe une suite de valeurs propres positive qui tend

vers l�in�ni pour l�opérateur Laplacien fractionnaire .

Lemme 3.1. (orthogonalité) [2] Soient �; e� deux valeurs propres di¤érentes du probléme
(3.2); avec des fonctions propres e et ee 2 Hs

0 (
) ; respectivement, alors

he; eeiHs
0(
)

= 0 =

Z



e (x) ee (x) dx
Démonstration. Pour e 6= 0 et ee 6= 0:
Posons f = e

kekL2(
)
; ef = ee

keekL2(
) qui sont des fonctions propres aussi, dans (3.2) on
remplace u par f et on remplace v par ef , on obtient

�

Z



f (x) ef (x) dx =

Z
Rn

Z
Rn

(f(x)� f(y))( ef(x)� ef(y)
jx� yjN+2s dx

dxdy

= e� Z



f (x) ef (x) dx
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alors les valeurs propres �
�� e��Z




f (x) ef (x) dx = 0:
Avec � 6= � donc Z




f (x) f (x) dx = 0

d�ou D
f; efE

Hs0(
)

=

Z
Rn

Z
Rn

(f(x)� f(y))( ef(x)� ef(y)
jx� yjN+2s dx

dxdy = 0:

Théorème 3.4. [2] L�ensemble des valeurs propres du problème (3.1) forment une suite

croissante f�kgn2N avec :

0 < �1 < �2 � ::: � �k � �k+1 � :::

et

�k ! +1 quantk ! +1

de plus, pour tout k 2 N; les valeurs propres sont caractérisées comme suit

�k+1 = min
u 2 pk+1

kukL2(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

(u(x)� u(y))

jx� yjN+2s dx

2

dxdy (3.7)

où

Pk+1 =
n
u 2 Hs

0 (
) tq hu; ejiHs
0(
)

= 0 8j = 1; :::; k
o
;

Démonstration. On dé�nit �k+1 comme dans (3.7) existe, de plus, pk+1 � ppk � Hs
0 ; On a

0 < �1 � �2 � ::: � �k � �k+1 � :::

On montre que,

�1 6= �2:

On pose e2 2 p2 aussi une fonction propre associée à �1 donc, d�après le théorème de

simplicité e2 = c e1, avec c 2 R , et c 6= 0;et e2 6= 0; puisque e2 2 p2 alors
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0 = he2; e1i
Hs0(
)

= c kek2Hs
0(
)

Ce que implique e � 0: C�est une contradiction

Donc

�1 6= �2:

- Pour tout ' 2 pk+1 ; on aZ
Rn

Z
Rn

(ek+1 (x)� ek+1(y)) (' (x)� ' (y))

jx� yjN+2s
dxdy = �k+1

Z



ek+1 (x)' (x) dx

On montre que ek+1est une fonction propre associée à �k+1, pour tout ' 2 Hs
0 (
) :

C�est-à-dire on montre que la formulation faible est valable pour tout ' 2 Hs
0 (
) non

seulement dans pk+1:

On procède par récurrence

C�est-à-dire on suppose qu�elle est vrai pour 1; :::; k et on la démontre pour k + 1

On utilise la décomposition en somme directe.

Hs
0 = span fe1; :::; ekg � fspan fe1; :::; ekgg> = span fe1; :::; ekg � pk+1

Donc, pour tout ' 2 Hs
0 (
) ; nous écrivons ' = '1 + '2, avec '2 2 pk+1 et

'1 =
kX
i=1

ciei

Pour c1; :::; ck 2 R: Alors la formulation faible avec ' une fonction test, nous avons,

Z
Rn

Z
Rn

(ek+1 (x)� ek+1(y)) (' (x)� ' (y))

jx� yjN+2s
dxdy � �k+1

Z



ek+1 (x)' (x) dx

=

Z
Rn

Z
Rn

(ek+1 (x)� ek+1(y)) ('1 (x)� '1 (y))

jx� yjN+2s
dxdy � �k+1

Z



ek+1 (x)'1 (x) dx

=

kX
i=1

ci[

Z
Rn

Z
Rn

(ek+1 (x)� ek+1(y)) (ei (x)� ei (y))

jx� yjN+2s
dxdy � �i

Z



ek+1 (x) ei (x) dx]
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d�autre part, pour i = 1; :::; k nous avons

Z
Rn

Z
Rn

(ek+1 (x)� ek+1(y)) (ei (x)� ei (y))

jx� yjN+2s
dxdy = �i

Z



ek+1 (x) ei (x) dx

d�après le lemme (3:1)on obtient

Z
Rn

Z
Rn

(ek+1 (x)� ek+1(y)) (ei (x)� ei (y))

jx� yjN+2s
dxdy = 0 = �i

Z



ek+1 (x) ei (x) dx

d�où Z
Rn

Z
Rn

(ek+1 (x)� ek+1(y)) (' (x)� ' (y))

jx� yjN+2s
dxdy � �k+1

Z



ek+1 (x)' (x) dx = 0:

Alors ek+1est une fonction propre associée à �k+1:

Pour h; k 2 N; k 6= h; alors

hek; ehiHs
0(
)

= 0 =

Z



ek (x) eh (x) dx;

On montre que

�k+1 ! +1 quant k ! +1:

On suppose que �k ! c; tq c 2 R: Alors �k est borné dans R, puisque kekk2Hs
0(
)

= �k ,

alors d�après le théorème d�injection compacte il existe une sous suite ek, tq :

ekj ! e dans L2 (
)

comme kj ! +1; et e 2 L2 (
) : En particulier,

ekj est une suite de cauchy dans L
2 (
) :

d�autre part on a ekjet eki sont orthogonal Dans L
2 (
) ;alors



ekj � eki


2
L2(
)

=


ekj

2L2(
) + kekik2L2(
) = 2

C�est une contradiction.

Maintemant, nous montrons que la suite des valeurs propres construite en (3.7) c-à-d

toute valeur propre du problème (3.2) s�écrit sous la forme (3.7).
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On raisonne par l�absurde, supposons qu�il existe une valeur propre � telle que :

� =2 f�kgk2N

soit e 2 Hs
0 (
) est une fonction propre associée à �, alors kekL2(
) = 1:

Donc on a Z
Rn

Z
Rn

(e(x)� e(y))

jx� yjN+2s dx

2

dxdy = �:

Comme est le minimum , on a � = kek2Hs
0(
)

� ke1k2Hs
0(
)

= �1

on a � =2 f�kgk2N et �k ! +1; implique qu�il existe k 2 N telle que

�k < � < �k+1:

Alors

e 2 pk+1:

Si e 2 pk+1; on déduire que � = kek2Hs
0(
)

� �k+1:

Alors contradiction, donc e 2 pk+1: Ce que implique il existe i 2 f1; :::; kg telle que

he; eiiHs
0(
)

6= 0: C�est une contradiction, et donc la preuve de � =2 f�kgk2N est faux, alors

toutes les valeurs propres appartiennent à la suite f�kgk2N :

Remarque 3.3. Pour tout k 2 N; il existe une fonction ek+1 2 pk+1; qui est une fonction

propre associée à �k+1; réalise le minimum en (3.7), c�est-à-dire kek+1kL2(
) = 1 et

�k+1 =

Z
Rn

Z
Rn

(ek+1 (x)� ek+1(y))
2

jx� yjN+2s
dxdy

Théorème 3.5. [4]La suite fekgk2N de fonction propre correspondant à f�kg est une base

orthonormale de L2 (
) est une base orthogonale de Hs
0 (
) :

Démonstration. D�abord on montre que fekgk2N est une base de Hs
0 (
) :

On montre que

Si v 2 Hs
0 (
) telle que hv; ekiHs

0(
)
= 0 pour tout k 2 N

Alors v � 0
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On raisonne par l�absurde, on suppose qu�il existe v 2 Hs
0 (
) non trivial satisfait :

hv; ekiHs
0(
)

= 0 pour tout k 2 N

alors, on peut supposer kvkL2(
) = 1 et on a �k+1 ! +1 et k ! +1 donc il existe k 2 N

telle que

kvk2Hs
0(
)

< �k+1 = min
u 2 pk+1

kukL2(
)=1

Z
Rn

Z
Rn

(u(x)� u(y))

jx� yjN+2s dx

2

dxdy

donc v 2 pk+1 et il existe j 2 N telle que hv; ejiHs
0(
)

6= 0 ce qui contradiction, alors

fekgk2N est une base de Hs
0 (
) :

Théorème 3.6. [4] Chaque valeur propre �k a une multiplicité �nie, plus précisément, si

�k est telle que :

�k�1 < �k = ::: = �k+h < �k+h+1

pour h 2 N0; alors l�ensemble de toutes les fonctions propres correspondant à �k correspond

à

span fek; ::; ek+hg :

Démonstration. Soit h 2 N0 telle que �k�1 < �k = ::: = �k+h < �k+h+1 est vrai.

On a : chaque élément de span fek; ::; ek+hg est une fonction propre de problème (3.2)

correspondant à �k = ::: = �k+h:

Donc montrer que toute fonction propre  6= 0 correspondant à �k appartient à span fek; ::; ek+hg :

On écrire

Hs
0 = span fek; ::; ek+hg � (span fek; ::; ek+hg)? :

Et donc  =  1 +  2, avec

 1 2 span fek; ::; ek+hg et  2 2 (span fek; ::; ek+hg)
? :

En particulier

h 1;  2iHs0(
) = 0:
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Puisque  est une fonction propre correspondant à �k; alors  véri�er la formulation faible

et on pose la fonction test  , on obtient

�k k k2L2(
) =

Z
Rn

Z
Rn

( (x)�  (y))

jx� yjN+2s dx

2

dxdy

= k k2
Hs0(
)

= k 1k
2

Hs0(
)
+ k 2k

2

Hs0(
)

donc

�k k k2L2(
) = k 1k
2

Hs0(
)
+ k 2k

2

Hs0(
)
: (3.8)

De plus on a ek; ::; ek+h sont fonctions propres correspondant à �k = ::: = �k+h; et donc

 1est aussi un fonction propre correspondant à �k. Alors  1véri�e la formulation

faible et on pose la fonction teste  2; on obtient

�k

Z



 1 (x) 2 (x) dx =

Z
Rn

Z
Rn

( 1 (x)�  1(y)) ( 2 (x)�  2 (y))

jx� yjN+2s
dxdy

= h 1;  2iHs0(
) = 0

alors Z



 1 (x) 2 (y) dx = 0

donc

k k2L2(
) = k 1 +  2k
2
L2(
) = k 1k

2
L2(
) + k 2k

2

L2(
)
(3.9)

On écrire

 1 =
k+hX
i=k

ciei

avec ci 2 R: D�après l�orthoganalité de Hs
0 (
) et L

2 (
) ; on obtient

k 1k
2
Hs
0(
)

=
k+hX
i=k

c2i keik
2

Hs0(
)
=

k+hX
i=k

c2i�i = �k

k+hX
i=k

c2i = �k k 1k
2
L2(
) : (3.10)

On a  est une fonction propre correspondant à �k; et  1 est aussi une fonction propre

correspondant à �k; alors on déduit que  2 est aussi un fonction propre correspendant à

�k alors d�après le lemme (3:1), on obtient

h 2; e1iHs0(
) = ::: = h 2; ek�1iHs0(
) = 0:
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Donc

 2 2 (span fek; ::; ek+hg)
? = pk+h+1:

On montre que

 2 � 0

On suppose que,  2 6= 0: Alors

�k < �k+h+1 = min
u2pk+h+1

R
Rn
R
Rn

(u(x)�u(y))
jx�yjn+2s

2
dxdyR



ju (x)j2 dx

(3.11)

�

R
Rn
R
Rn

( 2(x)� 2(y))
jx�yjn+2s

2
dxdyR



j 2 (x)j

2 dx

=
k 2k

2
Hs
0(
)

k 2k
2
L2(
)

:

Alors (3.8),(3.9),(3.10) et (3.11), on obtient

�k k k2L2(
) = k 1k
2

Hs0(
)
+ k 2k

2

Hs0(
)

> �k k 1k
2

L2(
)

+ �k k 2k
2

L2(
)

= �k k k2L2(
) :

C�est une contradiction, alors  2 � 0: D�où

 =  1 2 span fek; ::; ek+hg :
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié un problème typique aux valeurs propres faisant

intervenir l�opérateur laplacien fractionnaire dans un ouvert borné de Rn:

Nous avons montré l�existence de la première valeur propre via la théorie des points

critiques et nous avons montré qu�elle est simple et principale .

Notre problème peut être généralisé : en remplacant l�opérateur ��su par le p-laplacien

fractionnaire (��)sp tel que :

(��)sp u(x) = 2 lim"!0+

Z
RNnB(x;�)

ju(x)� u(y)jp�2 (u(x)� u(y)

jx� yjN+sp
dy;8x 2 RN :
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