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Notations

Q : ouvert borné de RY.

Q : L’adhérence de () .

RY : Espace euclidien de dimension N, N > 2.
(.,.) : Produit scalaire de L? ().

0} : Frontiére de ).

dx : mesure de Lebesgue de dimension N.

Vu : Gradient de u.Vu = (8—“ Ou - ﬂ) .

Ox1’ Oxa? ) Oz N
. : _ (Pu Pu Pu
Aw : Laplacien de u. Au = <8$1, Boa) -+ 8$N)

Cg (92) :Espaces des fonctions de classe C*° (£2) a support compact inclus dans €.
C*« : Espace des fonctions Holeriennes de classe k dans €.
C% : Espace des fonctions Holeriennes sur €.

LP () : L’espace des fonctions p-intégrables.
WP (Q) : Espace de Sobolev standart sur £ d’exposant p.
Wy” () : Adhérence de D () dans W' () pour la norme -y » - Ce (Q)
W1 (Q) : Dual topologique de W, 7 ().

WLr(Q)

— : convergence forte.

— : convergence faible.

p.p : Presque partout.

X — Y : L’injection continue de X dans Y.

X —.Y : L’injection compacte de X dans Y.

df (a) : La différentielle de f au point w.

We=r () : Espace de Sobolev fractionnaire pour s dans (0, 1).
WP (Q) : la fermeture de Cg° (2) dans WP (Q) .

A*u : Laplacien fractionnaire de wu.

(A), u : p-Laplacien fractionnaire de w.
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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a ’étude d’un probléme aux valeurs propres faisant in-

tervenir le laplacien fractionnaire de la forme :

—A%uy =M u sur ()

u=0 sur OJu

ou 2 est un ouvert borné de R™ et s € (0,1).

Le but principal de ce travail est d’étudier ’existence de la premiere valeur propre et
d’examiner ses différentes propriétés, ainsi que 'existence d’une suite de valeurs propres
qui tend vers I'infini.

Mots clés :

Laplacien Fractionnaire, Valeur propre, Principale, Point critique, Opérateur compact.
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Abstract

In this thesis, we are interested in the study of an eigenvalue problem involving the

fractional Laplacian of the form :

—A®u = Au sur €
u=0 sur OJu
where 2 is a bounded open set of R™ and s € (0,1).
The main objective of this work is to study the existence of the first eigenvalue and to
examine its different properties, as well as the existence of a sequence of eigenvalues which
tends to infinity.
Key words :

Fractional Laplacian, Eigenvalue, Principal, Critical point, Compact operator.
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Introduction

L’étude des équations fractionnaires a connu un avancement notable ces derniéres
années griace a la contribution de plusieurs mathématicien. L'un des résultats clé dans
I'analyse du laplacien fractionnaire est sans doute le résultat de Caffarelli-Sylvestre [5].
les auteurs ont prouvé une "correspandance" entre ’opérateur non local (—A?®) défini dans
RY . et un opérateur local divergentiel défini dans RY*!. Cette correspondance a permis
de prouver plusieurs résultats de régularité et de définir des extensions "naturelles" des
notions jusqu’a la limitée au cas du laplacien comme la notion de périmeétre, courbure
moyenne,..., au cas local [4] .
les opérateurs non locaux tels que le laplacien fractionnaire (—A)° apparaissent natu-
rellement dans la mécanique des continuums, les phénoménes de transition de phase, la
dynamique de la population et la théorie des jeux voir par exemple Caffarelli [6]. Plus
précisément on considére un opérateur pseudo différentiel de la forme :

(—A)*u(z) =2 C(N,s) lim w@) = ulW) 4 o e RV,

N-+s
=0+ JrM\Be |z —y[ TP

ou s € (0,1) et C(N,s) la constante de normalisation.

L’opérateur peut étre aussi défini en utilisant la Transformée de Fourier
(=AY u=F(|¢* Fu)

ou F'u désigne la Transformée de Fourier.
Dans ce travail nous étudions le probléme de valeurs propres de 'opérateur laplacien

fractionnaire

—A%u = Au sur €2
u = 0 sur 0f)
ou ) un ouvert de R".
Notre objectif dans ce travail est consacré a ’étude de 'existence de la premiére valeur

propre ainsi que la fonctions propre associée.

Gherib Aicha 8 Université El-Tarf



Ce travail est réparti principalement en trois chapitres :

Dans le chapitre préliminaire, on rappelle les différentes définitions et résultats qui seront
utilisés dans ce qui suit.

Au deuxiéme chapitre nous donnons un rappel sur les espaces fractionnaires qui sont le
cadre fonctionnel des equations liés au laplacien fractionnaire, ensuite nous introduisons
la définition du laplacien fractionnaire et quelques de ses propriétés.

Et enfin dans la troixiéme chapitre nous étudions 'existence et les différentes propriétés

de la premiére valeur propre de notre probléme.

Gherib Aicha 9 Université El-Tarf



Chapitre 1
Préliminaire

Ce chapitre a pour objet la présentation des notions et quelques outils necessaires pour
comprendre la suite de ce travail comme ( les espaces de sobolev classique, Inégalité
poincaré, Point critique,...etc).

Dans toute la suite 2 est un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue dz.

10



Chapitre 1. Préliminaire

1.1 L’espace L?

Définition 1.1. Soit p € R avec 1 < p < 00, on pose :
LP(Q) = {f :Q — RY f est mesurable et / |f ()P dx < oo} :
Q

C’est un espace vectoriel sur RY, on le muni de la norme :

1l = [ [1sr dx] ”

Pour p = +o00, on pose :
L>*(Q) = {f :Q — RY ; f est mesurable et 3C > 0 telle que |f (x)] < C p.p sur Q}
C’est un espace vectoriel sur RN, on le muni de la norme :
[flleo =inf{C >0 tq [f(z)] <C p.p surQ }.
Pour 1 <p < oo, on pose :

LP

loc

() ={f:Q—R"; f est mesurable / f.x;, € L” (Q), Vk compact C Q}.

Théoréme 1.1. [9]

LP(QY) est un espace de Banach pour tout 1 < p < 4o00.
LP(Q2) est un espace séparable pour tout 1 < p < +o0.
LP (€2) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +o00.

()
LP (Q)est un espace uniformement convexe pour tout 1 < p < +00

Inégalité de Hoélder

Théoréme 1.2. [7] Soit f € LP (Q) et g € L” (Q) avec 1 < p < oo alors f.g € L' (Q) et

on a :

/Q o0l < 11w Nl

Gherib Aicha 11 Université El-Tarf



Chapitre 1. Préliminaire

1.2 Espace de sobolev classique WP, m € N

Soient m > 2 un entier et soit p un réel avec 1 < p < 4+00. On définit par récurrence

WP (Q) = {u e W™ (Q); % e W™ P (Q) Vi=1,2, N}

Il revient au méme d’introduire
u € LP (), Va avec |a] < m dg, € LP () tel que
- (©) o <. 3. € 22 el

JouD% = (1) [ gatp Vi € CZ° ()
On note D%u = g,.
L’espace WP (€2) muni de la norme

[ullyymn = Z 1 D%ul|

0<|ar|<m
est un espace de Banacch.
On note H™ () = W™2 (Q); H™ () muni du produit scalaire
(U, V) g = Z (D%, D*v) ;-
0<|a|<m

est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.3. [9]

WP () est un espace de Banach pour tout 1 < p < 4o00.
WP () est un espace séparable pour tout 1 < p < +00.
Wme

)
(Q) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +oo.
WP (Q) est un espace uniformement convexe pour tout 1 < p < 400

L’espace de sobolev W7 (Q)

Définition 1.2. Soit Q C RY, on définit I’espace de sobolev WP (Q) par :

W (Q) = {u e L7 (Q), g € LP(Q) telle que /uw = —/gso, Vp € Cp° (Q)}
Q Q

Gherib Aicha 12 Université El-Tarf



Chapitre 1. Préliminaire

munt de la norme

[ellwrs = llull, + Vel

L’espace de sobolev 1, (Q)

Définition 1.3. Etant donné 1 < p < oo, on désigne par W, (Q) la fermeture de D (Q)

dans WP (Q), c’est a dire

wer@) =n) .

On note

Hp (Q) = Wy ()

L’espace Wy (Q) est muni da la norme induite par W (Q), Uespace H} (Q) est muni

du produit scalaire induit par H* ().

Théoréme 1.4. [2] Soit u € W' (Q), alors u € Wy (Q) si et seulement si u = 0 sur

ou.

1.3 Les injections dans ’espace de Sobolev

Injection continue

Théoréme 1.5. [3]Soit I = Ja,b] C R, il existe une constante C' (dépend seulement de I);

telle que :
”UHLoo(I) <C HUHWLP(I) Yue WH(I), ¥V 1<p<+oo.

Autrement dit W' (I) C L> (I) avec injection continue.

Injection compacte

Définition 1.4. L’injection compacte de X dans Y signifie que la boule unité de X est

relativement compacte dans Y. c’ést-a-dire Bx (0,1) est compacte dans Y.

Gherib Aicha 13 Université El-Tarf



Chapitre 1. Préliminaire

Théoréme 1.6. [3] (Injection compacte) : Supposons que I est un intervalle ouvert borné,
on a:

L’injection W' (I) C C (I) est compacte pour p > 1.

L’injection Wh4 (I) € L4 (I) est compacte pour 1 < q < +oo.

1.3.1 Inégalité de poincaré

Proposition 1.1. Soit Q un ouvert borné, alors il existe C' > 0 telle que :
lull pp < CIVull,, YueWg?(Q)  (1<p<oo).

Théoréme 1.7. Autrement dit, sur Wy* (Q) la quantité |Vu|,, est une norme équiva-

lente & la norme usuelle de WP (Q).

Théoréme 1.8. [3] (théoréme de convergence dominée dans LP (2))

Soit (E, A, i) un espace mesuré et 1 < p < 400. Soit (fn),cn une suite d’éléments de
LP (Q) telle que :

1. fo— f p-p.

2. dg € L? telle que | f,| < g p.p. Pour tout n € N. Alors f,, — f dans L? (2) c’est-a-dire
Jo lfo = fIP dp — 0 quant n — +oo.

Théoréme 1.9. [3] (théoréme de représentation de Riesz ) :

Soit 1 < p < +o0 et soit o € (LP)", Alors il existe u € LP unique tel que :

(o0 f) = /Quf Vfer

De plus on a :

[ll o = Nlepll 0y -

Lemme 1.1. [4] E un espace de Banach uniformement conveze, alors toute suite (u,) de

E telle que u,, converge faiblement vers u dans E alors

lull s < T in | (11)

Gherib Aicha 14 Université El-Tarf



Chapitre 1. Préliminaire

1.3.2 Différentiabilité

Définition 1.5. Soit f une fonction définie sur un ouvert U de R™ & valeur dans R?, et
soit a un point de U. On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire
L de R? telle que :

fla+h)=f(a)+ L(h)+o([h])

et
limp—po (|[h]]) =0

L’application L, si elle existe est unique et s’appelle différentielle de f en a, ou application

linéaire tangente de f en a. On la note df,.

1.3.3 Point critique

Définition 1.6. Soit Q un ouvert d’un espace de Banach E. Supposons que I € C* (Q,R).

On dit que u € € est un point critique de I, si
I'(u) =0

St u n’est pas un point critique, alors on dit que u est un point régulier de I.

Si ¢ € R, alors on dit que ¢ est une valeur critique de I, s’il existe u € ) tel que :
I(uy=cetI (u)=0
Si ¢ n’est pas valeur critique, alors on dit que ¢ est une valeur réquliére de I

Définition 1.7. Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : X— |—o00, 00| est une
suite (), telle que :

lim J(z,) — inf J
X

n—-+0o00

Gherib Aicha 15 Université El-Tarf



Chapitre 1. Préliminaire

La convergence faible et forte

Définition 1.8. Soit (z,,),>, une suite d’élément de l’espace vectoriel normé (K, ||.| )
et soit E1 son dual topologique. On dit que (x,) converge faiblement vers x dans E, s’il

existe un élément x € E tel que :

VfEE, limnioo f(xn) = f(2) ou ({f,zn) = (f,2)) -

on notera x, — x dans E, c’est un dire la convergence faible dans E.

De méme pour la convergence forte, on notera x,, — = dans F (la convergence en norme) .

Fonction Holdérienne

Définition 1.9. Soit Q un ouvert de R, et 0 < o < 1. On dit qu’une fonction u est

holdérienne d’exposant o au voisinage de xq € € si

30, M > OVx € QN B (20,0) ;|u(z) — u(xg)| < M |z — x0]"

On désigne par C** (Q) les fonctions de classe C* (Q) telles que les dérivées d’ordre k
sont holdérienne d’exposant o au voisinage de tout point xy € ).

Si f Q) — R est bornée et continue, on écrit :

I£lle(a) = supf (@)

La semi-norme d’ordre o de la fonction f:Q — R est :

_ |f (@) — f ()]
|f|co,a(§) = j%pg W

La norme d’ordre a de la fonction f:Q — R est :HfHCO,Q(ﬁ) = Hfl\c(§> + ]f\co,a@)

Gherib Aicha 16 Université El-Tarf



Chapitre 2

Espace de sobolev fractionnaire

WSP(Q)

Nous allons subdiviser ce chapitre en deux parties : dans la premiére partie on commence
par présenter les espaces de sobolev fractionnaires W*? () et leurs propriétés pour

0 < s <1ets > 1, ensuite nous donnons une définition alternative de I’espace H® via
la tranformée de Fourier pour s est un réel. Dans la deuxiéme partie nous introduisons la

définition du laplacien fractionnaire et quelques de ses proriétés.

17



Chapitre 2. Espace de sobolev fractionnaire W*(Q)

Définition 2.1. Soit s € ]0,1] etp € [1,400[. On définit ’espace fractionnaire de sobolev
WP (Q) par :

W&p(Q):{u e 17(Q) ;/Q i

munt de la norme suivante :

1
lllyesay = (lullay + [ o) "

ou le terme [u] ;, est la semi norme de Gagliardo définit par :

([ )

Exemple 2.1. z — |z|" € W*P(Q) ot Q =]0, 1] avec sp < 1 en effet :

S =

est un espace de Banach.

On pose I = |z|” avec a = 1,

p
r—y
I / / P Slﬂdxdy
- //’x—y!pspldﬂﬁdy
01 ° Y 1
= [ [ et [ rraday
0 0 Y
! 1 o]’ 1 o]
= / {— (y — )" ”} +{ (z —y)’ ”} dy
o L p—sp o Lp—sp y

'r 1
= / { Y+ (1- y)p‘gp] dy
o p—sp p—sp

- (P —1519) (p - slp + 1) o <p —18p> (p - slp + 1) (- y)p_spﬂ}‘l)

1 1
T -t w-sp)p—spt 1)
2

T e —spr1)
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Chapitre 2. Espace de sobolev fractionnaire W*(Q)

Quelques propriétes de W*P(Q)) pour 0 < s < 1:

Proposition 2.1. Soit Q un ouvert de RY, et soient p € [1,+00 [ et 0 < s < s < 1.
Alors :
WP (Q) — WP (4)

est continue. C’est a dire, il existe une constante Cy (N, s,p) > 1. Tel que :
lullyer < C1(N,5,0) [[ullypers , Yu € WP(S).

En particulier : W*?(Q) C W*P(Q).

premiérement nous avons :

Démonstration.

|u ()| / (/ 1 )
—————dzdy < ———dz | |u(x)” dz
//Qm[z y|>1] ‘x _y‘N+sp Q Qn=[>1] |Z|N+sp | ( )|

ol |Z‘N+sp est intégrable puisque N + sp > N. Alors :

P P P
[ By o [ [ O,
onflz—y>1] |z — Y| Qnflz—y|>1] —

— QPC(N,S,p) HuHLP(Q) (21)

D’autre part :

p p
/ / |“ v) ~ N+Sp| dady < / / |“ z) - foji' dedy — (2.2)
Qn(lz—y|<1] — | onflz—yl<1] |z — Y|

car N+sp < N+ s'pet \x —y| < 1, alors (2.1) et (2.2) impliquent
Alors :

|u y)I’ p p |u )
N+sp d:z:dy S rC (Nv Sap) ||u||LP( N+sp d:cdy
P< 9 CO(N y |“ W g
||u||s7p — ( 7S7p) ||u||LP(Q) _I_ N+3p x y

¢ (N7 S7p) HuH]sj’,p

IN

d’ot le résultat. ]

Gherib Aicha 19 Université El-Tarf



Chapitre 2. Espace de sobolev fractionnaire W*(Q)

Proposition 2.2. Soient p € [1,+oo| et s € ]0, 1], Soit Q un ouvert de RN de classe C°*,

de frontiére borné. Alors :

WP (Q) — WP(Q)
est continue. C’est a dire, il existe une constante Co (N, s,p) > 1. Tel que :

ullyyes < Co(N,5,p) |ullyprs , Yu € WH(Q).

En particulier W'P(Q) C W*2(Q).

Proposition 2.3. Soit Q un ouvert de RY, p € [1,+o0| et s € ]0,1[, nous avons alors :
1) W=P(Q) est un espace séparable, et de Banach pour tout 1 < p < +oc.
2) WsP(Q) est un espace réflexif pour tout 1 < p < 400.

3) W*P(Q) est un espace uniformement conveze pour tout 1 < p < +00.

2.1 Espace de sobolev fractionnaire W*?()) pour s > 1

Définition 2.2. Soit Q un ouvert de RY et soit s € R\N, avec s > 1 et p € [1,+00].
L’espace WP (Q) est définie par :

W P(Q) = { uwe WEP(Q) Tg D* € WP Vo, |a| = s } (2.3)

ou [s] désigne la partie entiére de s.

C’est un espace vectoriel, on le muni de la norme :

hSA

fulleny = { Hall? o+ D2 1Dl e

|a|=1s]

Si s = [s] alors l’espace W*P(§) est coincide avec l’espace de sobolev classique.

(WS,P(Q), ||u||WS,p(Q)> est un espace de Banach.

Gherib Aicha 20 Université El-Tarf



Chapitre 2. Espace de sobolev fractionnaire W*(Q)

Quelques propriétes de W*?(Q)) pour s > 1:

Proposition 2.4. Soit Q un ouvert de R"de classe C%', et soit p € [1,00] et s',s > 1.

Alors si s' > s :

WeP(Q) C W*P(Q).

Théoréme 2.1. [1]

Pour s > 1, l’espace C§°(R™) est dense dans W*P(R").

Pour Q un ouvert de R"et s > 1, on pose : w**(Q) = C(Q) dans WP(Q).
Nous avons d’aprés le théoréeme Wi*(R™) = WP(R").

Toutes les résultats précédent sont valable dans l’espace WP () avec s > 0.

2.2 Prolongement d’une fonction de W*? :

Comme il est bien connu lorsque s est un entier (c-a-d le cas ou W*? est 1’espace de sobolev
classique), sous certains hypothéses de régularité sur le dommaine (2, toute fonction dans
W*P(Q) peut étre prolonger a une fonction de W*P(R¥). Les résultats du prolongement
sont assez important dans les applications, et sont nécessaires pour améliorer certains

théorémes d’intégrations dans le cas classique ainsi dans le cas fractionnaire.

Lemme 2.1. [9] Soit Q un ouvert de RN, et u € WP(Q) avec 0 < s <1 et p € [1,+o0],
s’il existe un compact k C Q telle que u =0 dans Q\ k, alors :

le prolongement u défini par :

u(z) , ze

u(zr) =
0 , zeRMQ

appartient & W*P(RY) et [allen@ny < Cllullyeng ot C est une constante positive

dépend de N, s,p, K et 2.

Gherib Aicha 21 Université El-Tarf



Chapitre 2. Espace de sobolev fractionnaire W*(Q)

2.3 Injection de sobolev

Théoréme 2.2. [3] (injection continue pour Q2 = RY)

Soitp € |1,400[, s € ]0,1[. Alors

Si sp < N, WsP(RN) — LI(RY) pour tout ¢ < Np/ (N — sp) .
Si sp= N, WsP(RN) — L4 (RN) pour tout ¢ < oo.

Si sp> N, WsP(RN) «— [ (RN) est plus précisément

Ws,p(RN) N 0278—N/p (RN) ‘

On introduit une définition équivalente de I’espace de sobolev fractionnaire via la trans-

formée de Fourier.

2.4 Espace de sobolev H? (R") pour s € R

L’espace de schwartz

Définition 2.3. On note S [’espace des fonctions o décroissance rapide i.e l’ensemble
des fonctions f € C® (R™), tq f et toutes ses dérivées sont a décroissance rapide. Cette

derniére propriété signifie que B et o étant des multi-indices d’ordre n :

V (B, q), limg_sox® |0°f ()| = 0.

Transformation de Fourier

Définition 2.4. la transformée de Fourier Fde f que l'on note f~ou F (f) est la fonction

sur R"™ définie par :

WERNVESRY) [ =F()Q)= [ e [

n
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Espace H* (R")

Définition 2.5. Soit un réel, pour s > 0. On pose :

o) = {ue @), [ (@4 IF @ ©Fd < oo}

H? (R™) est un espace de Hilbert muni de la norme

foll: = ([ (1)1 ) <<>r2d<)5, we ' (RY).

pour u et v dans H* (R™), on pose :

(o) = [ (116" (0) VG, wv € B (R)

Proposition 2.5. pour s < 0, on pose

m ) ={ues®): [ 1+ O G < oof

2.5 Opérateur Laplacien Fractionnaire

Définition 2.6. Soient s € |0,1] et p € |1,4+00]| alors on définit le p-laplacien fraction-

naire par :
] B Ju(z) — u(y) "~ (u(z) — u(y)) s e RV
(—A), u(x) = 2P.V/RN g dy, VzxeR
Ju(z) — u(y)"~* (u(z) — u(y)) : Ju(z) — u(y)"~* (u(z) — u(y))
PV dy = lim d
/RN | —y [V TS fanate jz —y| VT !

Remarque 2.1. Si p # 2, (—A), est non linéaire.
Cet opérateur est appelé non local, en ce sens que la valeur de p-laplacien fractionnaire
u(z) a tout point x € Q dépend non seulment des valeurs de x sur l’ensemble, mais en

fait sur tout R,
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Cette définition est une généralisation de l’opérateur laplacien fractionnaire lorsque p = 2,
est définie par

(u(z) — u(v)) ,

N+sp

(—A) u(z) = 2 C(N, s) P.V/

RN [z =yl
avec une normalisation d’un constant C' = C (N, s).

la proposition suivante donne la relation entre (—A) et (—A)°.

Proposition 2.6. (—A)) — (=A)° quant s — 17. Ot la convergence est dans l'espace

dual de W5* (Q).

Proposition 2.7. Soit s € ]0,1] et p € |1,400[, Alors :
(=), W™ (R") — (W5 (R™))

est bien définie, et de plus :
1) Yu ,v € WP (R™) nous avons :

)P (u(z) — u(y)) (v(x) — v(y))
(=4),u.0) /]RN /RN |z —y| N trdy

2)Vu ;v e Wg* (R™)
(=2);u,0) < Jullfysn vl

et par suite H<_A);’UH o S Hu||Wp

Wo

Définition 2.7. Soit s € 10,1, alors on définit le Laplacien fractionnaire via la trans-

formée de Fourier par :
(=A) u (@) = F7H (| Fu(0) (x), Vo € RY.

o, =1 est transformée de Fourier inverse, alors

-1 ) = 1 eix.(
R R RRGL
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Proposition 2.8. Soit s € ]0,1[. Alors :

(—A) u(z) = —%c (N, s) /RN ul@+y) +|Z|(§+;y> —2u@) b v e RY

et C' (N, s) est le constante de normalisation (positive) suivant :

e (] 1TQT(“dc) 2.4)

Proposition 2.9. Soient s € |0,1] et C' (N, s) est la constante définie en (2.4) puis, pour
toute ¢ € RN, I’égalité

/ 1 —cos (Cy) dy _ C(N,S)il |C|2S
RN

’y.’N+2s

Corollaire 2.1. Soient s € 10,1 et C' (N, s) est la constante définie en (2.4) puis, pour
toute u € H* (RY) , Uégalité :

[0l ey = 2C (N, )™ / ¢ |Fu () d.

RN

—

De plus H* (RY) = H* (RN)
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Chapitre 3

Probléme de valeur propre pour le

Laplacien Fractoinnaire

Dans ce chapitre nous étudions le probléme de valeurs propres suivant :

—A%u = Au  sur §2
(3.1)
u=20 sur Ju
ot s € (0,1), 2 un ouvert borné de R".
Ou nous montrons 'existence d’un suite de valeurs propres tendant vers I'infini telle que

la premiere valeur propre qui est la plus petite représente le minimum du quotient de

Rayleigh :

77 @)
— in TO
weH§(@)/10} [|ull g

et que la fonction propre associée est de signe constant.
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Chapitre 3. Probléme de valeur propre pour le Laplacien Fractoinnaire

Définition 3.1. On dit que u est une solution faible de (3.1) si w € H§ () telle que :

/n / >> (vl) = 0)) g4, — / u(@yo(z)de; Yo € Hy (Q)  (3.2)

—y

Définition 3.2. Soit s € (0,1), On dit que X est une valeur propre de l’opérateur laplacien
fractionnaire, s’il existe une solution faible u € H(2), u # 0 du probléme (3.2). La

solution faible u s’appelle fonction propre associée a A.

Remarque 3.1. Remarquons que si on remplace v par u € HS (Q) dans (3.2) on obtient

A comme le quotient suivant :

fR" fR" \ZU(;;EW) dzdy

fﬂ lu(z | dx

Ce quotient est appelé le quotient de Rayleigh.

3.1 Existence de la premiére valeur propre

Définition 3.3. La premiére valeur propre de l’opérateur Laplacien fractionnaire notée

par A\ est définie par :

)—u(y)) 2 2
fR"fRn‘ mNiL?gd dxdy , HUHHS(Q)

in = Mz
weHg(9)/{0} Jo lu(z)|* dz el @10 [[ulffa g

A=

Le résultat d’existence de la premiére valeur propre est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 3.1. [4] Soit s € (0,1), Q est un ouvert borné de R", alors le probléme admit

une fonction propre asociée a la premiére valeur propre Ay > 0 qui caractérisée comme

_ u(y)) *
A1 = UGHS /n /n P N+2s . dxdy (3.3)

flwll L2(Q)=1

suite :
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pour montrer ce théoréme on utilise la méthode de minimisation d’une fonctionnelle. On

définit la fonctionnelle suivante :
J : H;(Q) —R
u\xr)—u 2
fR" fR” |§3*(?/‘)N—+§§Zl)x d.fl'dy
Jo lu() ? dx

D’ot Ay représente le minimum de J.

Théoréme 3.2. [4] Soit 2 un ouvert de R", avec n > 2 alors la fonction J : H§ () — R
est différentiable sur H (2)

Démonstration. Soit u € HS (2) nous avons : u € L?(Q2), alors :

[ll g ) < +00 et [Jul 2(q) < +00

alors J (u) est bien définie.

On montre que J : u € H () / {0} est différentiable en v € H§ () / {0} c-a-d

J(u+v)=J(u)+ L,v+o(v); Yve H;(Q)

ou L: Hf () /{0} — R est une application linéaire continue.

En effet, Vu € H{ (2) on pose :

B A TC) T %) R SO
1= [ ] Sl ey k) = [ ufa

Rn

1. Pour I (u)

Nous avons
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Huto = [ [ =0 mﬁi”“ D 4zay

_ W) + (v(@) —v(®)*
a /n/n y|N+2$ dx ddy
. / [ ) =) 2t) =)o) = ) (00 =
- @ — y’N+2s I
= ) + 2/n /n ﬁjszgf)d; U<y)))da:dy + ||v| ilg
= IT(u)+ Lyv+of(
telle que
_ ((u(z) —u(y))(v(z) —v(y)))
Luv—2/n/n | y[NHde dxdy
et
o (v) = vl

donc I (u) est différentiable et

0o = L= [ [ 00D 4 0l) o),

|x_y|N+2Sdaj
2. Pour K (u)
nous avons
K(utv) = /|u+v| do = K (u) + 20,0} + ol
= u) + Ly.v + 0 (v)
telle que
Lyv = 2(u,v) 120
et

Gherib Aicha 29 Université El-Tarf



Chapitre 3. Probléme de valeur propre pour le Laplacien Fractoinnaire

2
o) = I,
2 2
car o], < Cllollyy - done o], < CllelE; =o()

donc K (u) est différentiable et

(K' (u) ,v) = L,v= 2/qudm

3.Pour J (u),

I(u)
K(u)?

onaJ(u)=

d’autre part on a

K(u+v) = K (u) (1+K2( S v)—l—o(v))
on pose ,
X = K(U)(u,v)—i-o(v)
donc

K(u+v)=K(u)(l+X)

avec X — 0 quant v — 0 donc o (X) = o (v)

d’ou
1 1
Kuto) K@iix) KXo
1
%W K@ (u,v) + o0 (v)
donc

Ju+v) = (I(u)+2(u,v)gs@) +o(v)) X (K

I (u) 2 5 1 (u)
K () + % o) (u,v) 2

HE () K (U>2
donc J (u) est différentiable en u et

O
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Remarque 3.2. Tout point critique de J est une solution faible de (3.1), i.e tout point

critique u de J nous avons
(J'(u),v) = 0,Yv € Hg ()

et par suite :

[ )|3v(f§f V=D daay = [ ooty

Preuve du théoréme (3.1)

= inf / / uy)) 2ala:dy
'LLEHO " " |x_ N+28d

D’abord on montre que

flell L2(0)=1
On a
el
= inf < inf [l (3.4)
u€H(Q)/{0} ||u|| 120 | ﬁH H(Y)
Ull2(Q)=1
car {u € Hy (), |lullaey = 1} € {u € H (2) / {0}
Pour v € H§ (),
on pose
U
v=———¢€ Hy (), ||ul =1
[ull r2(0) ’ P
alors
w(@) —u(y) = [[ull 12 (@) —v(y))
donc
el (v(z)—v
fRn fR" L2a(30) N da:dy / / ) o
J"Q |U | dl’ n ” N+28 U
e Julf?
Ulg©) . 2
Tz ||U|§JS(Q) > inf ()
HUH L2(Q) ’ ||Zﬁ£§$:)1
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Ce qui implique

el s 0
inf  ——= > inf  |ul%. 3.5
we i@/} ||ull’2q)  weHz@) el o 39
H“HLQ(Q):l
de (3.4) et (3.5) on obtient :
||“|i13(9) inf | |2
in —2—" = in wl5rs
u€Hg(Q2)/{0} ||u||2L2(Q) u€Hg () H5 (<)
||u||L2(Q):1

Pour montrer le théoréme on utilise la méthode directe de minimisation.

pour u € Hj (),

[ s
_ in 2—O
u€ Hg (2)/{0} ||u| L(Q)

D’aprés I'inégalité de Poincaré

2 2
30> 0: Jul, , < Clully,

Par conséquent \; > % > 0.

Soit {uy, },,cy €st une suite minimisante, telle que

l[uall 7
Vn > 0, Hun:/\1<W¢<A1+%.Alors
L2(Q)
2
I H3 (@) A
—— )
[l L2()

C’est-a-dire

2 2
[tn (2)]| 72y =1 et [un] my@) M

alors {uy}, .y est bornée dans Hj (€2), donc il existe un sous suite Hg (2) et v € Hg (£2)

telle que :

u, — u faiblement dans H; (Q2).

Par le lemme (1.1), On obtient

2
@) =M

2 . .
I @) = nkﬁloomf [t ]

Gherib Aicha 32 Université El-Tarf



Chapitre 3. Probléme de valeur propre pour le Laplacien Fractoinnaire

alors ||u| 28(9) = A1
D’ou

2
Uu s g
by =, _inf o Wl

donc u est un point minimum.

Posons

y))?
/n /n |ZE N+25d dl'dy
/ ju (2) 2 d,

Q

et nous définissons le quotient J : Hy (©2) / {0} — R” par

alors

A= inf  J(u)
u€H(Q)
||uHL2(Q):1

Ainsi 3u € H§ () /{0} et J (u) = A\;. Et on a la fonction J est différentiable d’apres le

théoréme (3.2), et on a

00 = e (W) = (R ). )

Comme u est un point minimum de .J donc J'(u) = 0, et par concéquent

(I'(u),v) = 7775 (K (), v) = M (K (u), v).

Alors u est une solution faible de (3.2).
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3.2 Propriété de la premiére fonction propre

3.2.1 valeur propre principale

Proposition 3.1. [2] Soit s € ]0,1] et n > 2s, alors il existe une fonction non négative
er € Hy (). Qui est une fonction propre associée & i, est le minimum dans (3.3).

C’est-a-dire |le1| p2q) =1 et

A = // 2l _iizs)) dxdy (3.6)

Démonstration. il suffit de montrer que e; est de signe constant

D’abord, on montre que
Si e est une fonction propre associée a Aq, alors e et |e| est le minimum dans (3.3) ; c’est
-a-dire e > 0 ou e < 0.

D’apres les formules (3.2) et (3.6), on obtient :

/n/n e ( _J\?-li-28>) dedy = )\ _/n/n (€|1x(:18_)y—|]§igs)) drdy

et d’aprés l'inégalité triangulaire, Vo, y € R"

le (@)] = le @) < e (z) —e(y)]

mais, siz € {e >0} ety € {e <0}, ona

le@)=le@Il = le(x) —e(y)|l = max{e () +e(y),e(@)+ely);

< e(@)—e(y) =le(r) —e(y)l

alors nous avons

/ﬂ /n (Je (x y‘N+(28)|) drdy </n/n (€|1x(93_)y—|£1r(2§g))2dxdy
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et
2 2
[ [y, [ [ @ -a,
nJre =y nJrn |z =yl
si [{e>0}#0 et [{e<0}|#0
comme e est le minimum alors : A; = ||¢]| Hs(@) < lle]| Hg (o) C€ qui implique

Helll s @) = llell mz) = lleall o) st He >0} =0 ou [{e <0} =0

Alors e; est de signe constant.

3.2.2 Simplicité

Nous montrons dans cette section que la fonction propre associée a la premiére valeur

propre est unique & une constante multiplicative prés.

Théoréme 3.3. [2] La premiére valeur propre \jest simple, c’est-a-dire siu € H§ (Q) est

une solution faible de (3.1) alors u = Ce;y, avec C' € R ;

Démonstration. On suppose que f 1 € H§ (2) non nul, une autre fonction propre associée

a A\, avec f 1 # e, alors nous avons f; >0 ou f 1 < 0. Considérons le cas

Ji>0.
On pose
a fl B ~
fl_ —— et gl—el—fl.
11l L2y
On montre que
g1 = 0.

On raisonne par I’absurde, en supposant que

g1 # 0.
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On a g; = e; — f1, alors ¢; est une fonction propre associée & A, alors nous avons g; > 0
oug; <0.

Ce que implique e; > f; ou e; < f1, et on suppose que e; non négative, donc
2 72 2~ 12
ey = fifou el < fy

D’autre part, on a

— 2
2 _ 2 _ 2 _ — 1 _ 1=
@@= @)is = el ~ A, =1-1-0
Alors €2 — ]?15 = 0 donc e; = fy,
d’ott g; = 0 c’est une contradiction.
Donc, on obtient f; est proportionnelle a e. O

3.3 Existence d’une suite de valeurs propres

Dans cette section montrons qu’ils existe une suite de valeurs propres positive qui tend

vers l'infini pour 'opérateur Laplacien fractionnaire .

Lemme 3.1. (orthogonalité) [2] Soient A, X deus valeurs propres différentes du probléme

(3.2), avec des fonctions propres e et e € H{ (), respectivement, alors

() sy = 0 = / e (2)% (2) da

Q

Démonstration. Pour e # 0 et € # 0.

Posons f = ——, f =

qui sont des fonctions propres aussi, dans (3.2) on
HeHLQ(Q)’ ) !

_e
”e”LQ(Q

remplace u par f et on remplace v par f, on obtient

7 _ (f(=) = F)(f(2) - fly)
)\/Qf(x)f(x)dx = /n/n EETn dxdy

|z —y

- A/Qf(w)f(x)dw
3
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alors les valeurs propres

(A—X)/Qf(x) F@)dz = 0.
/Qf(w)f(w)dwz()

Avec A # ) donc

d’ou

]

Théoréme 3.4. 2| L’ensemble des valeurs propres du probléme (3.1) forment une suite

croissante { A}, oy avec :
O<)\1<)\2§...§/\k§/\k+1§...

et

Ay — +00 quantk — 400

de plus, pour tout k € N, les valeurs propres sont caractérisées comme suit

L u(y)) *
MNer1 = min /n /n o s dxdy (3.7)

H“HL2(Q)—1

ol

Powr={u € H3(9) tq (n,e)ysi0) =0 V) = 1. i}

Démonstration. On définit Ay, comme dans (3.7) existe, de plus, pr+1 C ppr € Hf, On a
0<)\1§)\2§§)\k§)\k+1§

On montre que,

A1 # Do

On pose e; € po aussi une fonction propre associée a A\; donc, d’aprés le théoréeme de

simplicité ey = ¢ e1, avec ¢ € R, et ¢ # 0,et es # 0, puisque ey € ps alors
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2
0= <€2a61>H3(Q) =c He”Hg(Q)

Ce que implique e = 0. C’est une contradiction

Donc

A1 # Ao
- Pour tout ¢ € pg41, 0n a

/ / (n1 (@) —een®) (0 @) = W) o0\ / ek (2) ¢ (2) da
. . |l' . y|N+2s QO

On montre que e est une fonction propre associée a A1, pour tout ¢ € Hg ().
C’est-a-dire on montre que la formulation faible est valable pour tout ¢ € H§ (€2) non
seulement dans pg.1.

On procede par récurrence

C’est-a-dire on suppose qu’elle est vrai pour 1, ..., k et on la démontre pour k + 1

On utilise la décomposition en somme directe.
HS = span {617 R ek} ©® {Span {617 ) ek}}T = span {617 ) ek} D Pr+1
Donc, pour tout ¢ € H§ (€2), nous écrivons ¢ = ¢, + @y, avec @, € pgiq €t
k
Y11= Z Ci€i
i=1

Pour ¢y, ..., ¢, € R. Alors la formulation faible avec ¢ une fonction test, nous avons,

/ / (er+1 (2) — ena(y) (0 (2) = (y)) &y — Aes / e (2) 0 (2) da

- @ — g 0

_ / / (er+1 (¥) — ers1(y) (01 (®) — 4 <y>)dxdy et / ens1 () @y () do
- i — y|N+25 0 1

k
5, (ns1 () = eknr) (e @) —es @),
= Z[// o dady A,/Q o1 (2) € () da]
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d’autre part, pour ¢ = 1, ..., kK nous avons

[ [ Cn@ e a6 gy, [ g o)eslo)a
. |x_y|N+25 " Jo ’

d’apres le lemme (3.1)on obtient

/ / (ery1 (z) — erp1(y)) (€ () — € (y))dxdy =0= )\i/ er+1(2) € () dx
. o — [V Q
d’ou

Q

/n /n (ert1 (x) — T;+_(Z;|)]2IS_<2PS($) — ¥ (y))dxdy — Net1 / ers1 () p () dx = 0.

Alors ey, 1est une fonction propre associée & Agiq.

Pour h,k € N, k # h, alors
(e, 6h>H§(Q) =0= / e (z) e (x) dz,
Q
On montre que

Ak+1 — 400 quant £ — 4o00.

On suppose que A\, — ¢, tq ¢ € R. Alors \; est borné dans R, puisque ||ey| 125’8(9) =\,

alors d’apres le théoréeme d’injection compacte il existe une sous suite e, tq :
er; — e dans L? (1)

comme k; — +o0, et e € L? (Q2) . En particulier,
e, est une suite de cauchy dans L? (Q).

d’autre part on a ey et ep; sont orthogonal Dans L?(Q) ,alors

2 B 2 2 _9
H% - ekin(Q) = ||€kj||L2(n) +llewill e =

C’est une contradiction.
Maintemant, nous montrons que la suite des valeurs propres construite en (3.7) c-a-d

toute valeur propre du probleme (3.2) s’écrit sous la forme (3.7).
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On raisonne par 'absurde, supposons qu’il existe une valeur propre \ telle que :

A g—f {)‘k}keN

soit e € Hg (§2) est une fonction propre associée & A, alors [e|| 2q) = 1.

Donc on a )
(e(x) — e(y))
s dxdy = A.
/n/n |z — |V da Y
Comme est le minimum , on a A = HeHiIg(Q) > HelHiIS(Q) =)\

on a A& { A}y et Ax — 400, implique qu’il existe k& € N telle que
A <A< Apaq-

Alors

€ € Pi+1-

Si e € pgi1, on déduire que \ = ||¢] ?18(9) > Akt
Alors contradiction, donc e € pgyiq. Ce que implique il existe i € {1,...,k} telle que
(e, e;) ns(e) 7 0. Cest une contradiction, et donc la preuve de A ¢ { Ak }ey est faux, alors

toutes les valeurs propres appartiennent a la suite {A}, oy - O]

Remarque 3.3. Pour tout k € N, il existe une fonction ex 1 € pri1, qui est une fonction
propre associée G A1, réalise le minimum en (3.7), c’est-a-dire ||€k+1||L2(Q) =1et

2

Théoréme 3.5. [4] La suite {e}}, .y de fonction propre correspondant o {\,} est une base

orthonormale de L? () est une base orthogonale de Hj () .

Démonstration. D’abord on montre que {ey}, .y est une base de H§ (€2) .

On montre que

Siv € Hg () telle que (v,e)pysq) =0 pour tout k € N

s
0

Alors v = 0
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On raisonne par I’absurde, on suppose qu’il existe v € Hy (§2) non trivial satisfait :
(v, ek>H3(Q) = 0 pour tout k € N

alors, on peut supposer [[v[| 2y = 1 et on a Ags1 — 400 et k — +o0 donc il existe k € N

telle que

u € Pk+1
HuHLZ(Q):l

2 - (u(x) — u(y)) *
g <= min, [ [ (e o

donc v € pryq et il existe j € N telle que (v, ¢e;) @ # 0 ce qui contradiction, alors

Hg
{ex}ren st une base de Hj (92) . O

Théoréme 3.6. [4] Chaque valeur propre \ a une multiplicité finie, plus précisément, si

A, est telle que :

A1 < A= oo = Mg < Al

pour h € Ny, alors l’ensemble de toutes les fonctions propres correspondant a \j, correspond

span{ek, .., exin}t -

Démonstration. Soit h € Ny telle que A\p_1 < Ap = ... = A\ < Apane1 est vrai.

On a : chaque élément de span {ey, .., ex1p} est une fonction propre de probléme (3.2)

correspondant a A\ = ... = \ppp.
Donc montrer que toute fonction propre ¢ # 0 correspondant & A, appartient a span {ex, .., €x1n} -
On écrire

HE = span{ey, ... expn} ® (span {eg, .., exin}) .

Et donc ¢ = ¢, + 15, avec

Wy € span{eg, .. exin} €t 1y € (span{eg, .. exin}) "

En particulier

=0.

HS(Q)

<¢17 7ﬂ2>
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Puisque v est une fonction propre correspondant & A, alors ¢ vérifier la formulation faible

et on pose la fonction test v, on obtient

Mol = [ [ L o,

= W, = ||¢1|| ol
donc

Ak ’WHL?(Q) - le‘ H5(9) |W2’ S(Q) (3-8)
De plus on a ey, .., €54, sont fonctions propres correspondant a Ay = ... = Ap4p, et donc

1y est aussi un fonction propre correspondant a \;. Alors v, vérifie la formulation

faible et on pose la fonction teste 1,, on obtient

)\k/ﬂ'% (2) 0y () dz = /n/n (Y (z ()) <%igf)_¢2(y)>dxdy

—
- ¢17¢2 -
alors
/le (2) 6y (y) dir = 0
donc
191720 = 191+ ¥allia@) = 1¥1l720) + 121, (3.9)
On écrire
k+h

¢1 = Z Ci€;
i=k

avec ¢; € R. D’apres l'orthoganalité de Hi (Q) et L? (), on obtient

k+h k+h k+h
2 2
[Willige = Do lel? =S dN=nd o = Mlliag- (310
i=k i=k i=k

On a 1 est une fonction propre correspondant a Ay, et ) est aussi une fonction propre
correspondant & A, alors on déduit que 1, est aussi un fonction propre correspendant a

Ai alors d’apres le lemme (3.1), on obtient

<¢2a€1>H8(Q) = = <w2a€k—1>H8(m =
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Donc

Yy € (span {eg, .., ekJrh})L = Pk+h+1-

On montre que
Py =0

On suppose que, ¥, # 0. Alors

fRn fR" |z— \n+2s d:z:dy

A < Ak+h+1=u€g;1+12“ [ Jewlds (3.11)
o S
B fQ |¢2 | dx
¥l
 WallFee

Alors (3.8),(3.9),(3.10) et (3.11), on obtient

2 2
)‘kkum(Q) = [[¢]l , ”¢2” s
HE HE(Q)
> A le”m + Ak HT%HLQ(Q)
= X[l 72

C’est une contradiction, alors 1, = 0. D’ou

Y =, € span{ey, .., epin} -
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudié un probléme typique aux valeurs propres faisant

intervenir I'opérateur laplacien fractionnaire dans un ouvert borné de R".

Nous avons montré l'existence de la premiére valeur propre via la théorie des points

critiques et nous avons montré qu’elle est simple et principale .

Notre probléme peut étre généralisé : en remplacant 'opérateur —A®u par le p-laplacien

fractionnaire (—A) tel que :

— p—2 —
(~A) u(z) =2 lim lue) Zul)l”_(ule) Zuly) y, v e Y.
0 JrV\B(oo) [ =y
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