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Résumeé

Ce mémoire présente une application en finance d'un type particulier d’équa-
tions aux dérivées partielles utilisé généralement en physique théorique. Il s’agit
de I’équation de la chaleur. Cette derniere est intéressante puisque I'on connait sa
solution explicite ce qui n’est pas toujours le cas pour un grand nombre d’équa-
tions aux dérivées partielles.

Le but principal de ce travail est de mettre en exergue le lien entre le modele de
Black-Scholes et I’équation de la chaleur puis de développer les méthodes numé-
riques permettant de calculer les prix des options financieres. Ce travail comprend
d’abord une introduction aux mathématiques financieres et calcul stochastique.
Puis une présentation du modele de Black-Scholes et les démarches mathéma-
tiques de conversion de ’EDP de Black-Scholes a 1’équation de la chaleur. Enfin,
nous nous intéressons a la résolution de 1’équation de Black-Scholes par la ré-
solution numérique de 1’équation de la chaleur qui est en effet plus simple et il
est possible de se ramener de I'une a 'autre par des changements de variable et
une discrétisation du domaine d’étude choisi par la méthode des différences finies.

Mots clés :
Black-Scholes, Options, EDP d’évaluation, équation de la chaleur, discrétisation.



Abstract

This thesis presents an application in finance of a particular type of partial
differential equations generally used in theoretical physics. This is the heat equa-
tion. The latter is interesting since we know its explicit solution, which is not
always the case for a large number of partial differential equations.

The main purpose of this work is to highlight the link between the Black-
Scholes model and the heat equation and then to develop numerical methods for
calculating the prices of financial options. This work first includes an introduc-
tion to financial mathematics and stochastic calculus. Then a presentation of the
Black-Scholes model and the mathematical steps for converting the Black-Scholes
PDE to the heat equation. Finally, we are interested in the resolution of the Black-
Scholes equation by the numerical resolution of the heat equation which is indeed
simpler and it is possible to reduce from one to the other by changes of variable
and a discretization of the field of study chosen by the method of finite differences.

Keywords :
Black-Scholes, PDE, Options, Heat equation, discretization.
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Introduction générale

Découvert en 1973, le modele Black-Scholes est un modele mathématique du
marché et qui est souvent considéré comme une avancée fondamentale pour la
finance moderne. Ce modele permet d’évaluer les prix des actifs financiers et
notamment des options. Dans ce modele, le prix de I'action est un processus
stochastique en temps continu et I’équation aux dérivées partielles est homogene
du second ordre.

Les méthodes d’évaluation d’options sont diverses et font intervenir plusieurs
disciplines mathématiques qui ne sont pas facile et des fois impossible. D’ou I'inté-
rét de 'approximation numérique qui se présente comme un remede qui remplace
tres souvent la simulation expérimentale qui est plus cotiteuse.

Dans ce travail, nous nous intéressons a la résolution d’un probleme interve-
nant dans la finance, dit équation de Black-Scholes, par la résolution numérique
de I’équation de la chaleur. En effet, il est possible de se ramener de I'une a 'autre
par des changements de variable que ’on est capable de résoudre assez facilement
de fagon numérique.

Ce travail s’inscrit dans le cadre de 'application du cours de méthodes nu-
mériques en finance. Le premier chapitre est dédié aux rappels mathématiques et
financiers et aux notions générales nécessaires pour la compréhension de I’étude.
Le deuxieéme chapitre a pour objectif de nous familiariser davantage au modele
de Black-Scholes et au processus d’évaluation d’options a travers ’équation aux
dérivées partielles satisfaite par le prix d’une option européenne ainsi que de nous
présenter la démarche mathématique de conversion de 1’équation de ce modele a
I’équation de la chaleur. Ensuite, le troisieme chapitre est consacré a la résolution
numérique ’équation aux dérivées partielles de Black-Scholes. Nous nous inté-
ressons a la résolution numérique de 1’équation de la chaleur vu que sa solution
est connue et qu’elle plus simple que ’équation de Black-Scholes. Pour ce faire,
nous utiliserons la méthode des différences finies. Puis, nous montrons qu’il est
possible de se ramener de 'une a 'autre par des changements de variable. Enfin,
une conclusion est tirée a la fin sur ’étude.



Chapitre 1

Introduction aux mathématiques
financieres et calcul stochastique

1.1 Marché financier

Appelé aussi Bourse des valeurs, est le lieu ou se rencontrent les agents a
capacité de financement et les agents a besoin de financement. C’est un marché
de capitaux a long terme sur lequel s’échangent des produits financiers telles que
les valeurs mobiliéres, actions et obligations [5].

1.2 Equilibre du marché

Un marché est a I’équilibre concurrentiel si tous les acheteurs et vendeurs sont
preneurs de prix, et si, au prix en vigueur sur le marché, la quantité offerte est
égale a la quantité demandée [5].

1.3 Produit dérivé

Comme son nom l'indique, est un instrument financier dont le prix ou la valeur
est calculé par rapport a la valeur d’autres actifs ou instruments présents sur le
marché [24].

1.4 Actif sous-jacent

Un actif sous-jacent est un actif financier servant de référence a un produit

dérivé. Il peut s’agir d’un instrument financier (devise, action, indice, obligation,
contrat a terme, option, etc.) ou physique (matiéres premiéres agricoles ou miné-
rales).
Il peut porter sur tout type d’actifs financiers, il sert au calcul de la valeur et
du rendement du produit financier dérivé concerné et détermine principalement
son prix. La variation du prix d’un actif sous-jacent entraine immédiatement une
fluctuation du prix du produit dérivé auquel il se rapporte [24].
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1.5 Option

Une option est un produit dérivé qui donne le droit mais pas 'obligation
d’acheter ou de vendre un actif sous-jacent [25] (les sous-jacents des options
peuvent étre des actions, des matieres premieres, des devises, des indices tels
que CAC40, DAX, S&P 500, Nikkei et des paniers etc...), & un prix K précisé a
I'avance (prix d’exercice ou strike) et a une échéance convenue 7' (la date maxi-
male & laquelle le droit peut étre exercé est la date d’échéance). Il existe deux
types d’options :

— Une option d’achat dite call : elle donne a son détenteur le droit d’acheter
une certaine quantité d’un actif sous-jacent a une date future donnée a un certain
prix convenue.

— Une option de vente dite put : elle donne a son détenteur le droit de vendre
une certaine quantité d’un actif sous-jacent a une date future donnée a un certain
prix convenue.

Si 'exercice peut survenir a tout moment jusqu’a la date d’échéance, 1'op-
tion est dite américaine. Par contre si 'option ne peut étre exercé qu’a la date
d’échéance elle est dite européenne.

Le détenteur peut décider d’exercer ou non l'option qu’il détient en fonction
de I'évolution du prix de I'actif sous-jacent par rapport au prix d’exercice K de
I'option. Il existe globalement quatre profils de gain en fonction des stratégies :
I’achat d’un call, la vente d'un call, ’achat d’un put, la vente d’un put.

1. L’acheteur d'un call paie la prime Cj au vendeur : il anticipe ainsi une
hausse de la valeur de 'actif sous-jacent. Si le prix de I'actif sous-jacent
St est inférieur au prix d’exercice K de 'option, I’acheteur n’a pas intérét a
exercer son option ( il perd donc ici la valeur de la prime payée au vendeur).
Deés que le prix de I'actif sous-jacent .S; dépasse le prix d’exercice de 'option
K, Pacheteur a intérét a exercer son option. Son profit sera positif lorsque
le prix de l'actif sous-jacent dépassera le prix d’exercice de I'option plus le
montant de la prime payée.

La perte de I'acheteur du call est limitée au montant de la prime versée
cependant son gain est potentiellement illimité.

Le point mort de 'option est atteint des que le gain généré par la levée
de loption est égal a la prime payée : le profit pour 'investisseur est ainsi
nul.

A la date d’échéance T, la valeur du call C; est donnée par la relation :

Ct = maX(St — K,O)

2. Le vendeur d’un call : Le profil de gain du vendeur du call est symétrique
a celui de 'acheteur. Le vendeur percoit la prime Cy versée par ’acheteur.
Il anticipe de ce fait une baisse de la valeur de 'actif sous-jacent. Si le
prix de I'actif sous-jacent S; est inférieur au prix d’exercice K de 'option,
le vendeur n’a pas a livrer 'actif a ’acheteur. Mais deés que le prix de
I’actif sous-jacent S; dépasse le prix d’exercice de l'option K, ’acheteur
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a intérét a exercer son option. Le vendeur doit donc livrer la quantité de
I'actif défini dans le contrat.

Le gain du vendeur d’un call est limité au montant de la prime obtenue
cepandant sa perte est potentiellement illimitée.

3. L’acheteur d'un put paie la prime Fy au vendeur : il anticipe ainsi une
baisse de la valeur de l'actif sous-jacent. Si le prix de I'actif sous-jacent S
est inférieur au prix d’exercice K de 'option, I’acheteur a intérét a exercer
son option : il achetera l'actif sur le marché a un prix inférieur au prix
d’exercice de l'option, pour le revendre au vendeur de l'option. Des que
le prix de l'actif sous-jacent S; dépasse le prix d’exercice de l'option K,
I’acheteur n’a pas intérét a exercer son option.

La perte de 'acheteur du put est limitée au montant de la prime versée;
son gain n’est cependant pas illimité, puisque le prix de 'actif ne peut étre
négatif.

A la date d’échéance T, la valeur du put P, est donnée par la relation :

P, = max (K — S;,0)

4. A Dinverse, le vendeur du put anticipe une hausse de la valeur de lactif
sous-jacent. Il percoit de ce fait la prime F, : son profil de gain est symé-
trique a celui de I'acheteur du put. Si le prix de l'actif sous-jacent S; est
inférieur au prix d’exercice K de I'option, le vendeur doit payer la quotité
de l'actif a l'acheteur, car celui-ci a intérét a lever son option. Mais des
que le prix de D'actif sous-jacent S; dépasse le prix d’exercice de 'option
K, Vacheteur n’a plus intérét a lever son option. Le gain du vendeur d’un
put est limité au montant de la prime obtenue; sa perte n’est cependant
pas illimitée, puisque le prix de l'actif ne peut étre négatif [9].

1.6 Prix d’exercice (strike)

Le prix d’exercice (ou strike) est le prix auquel un contrat peut étre exercé et
le prix auquel un actif sous-jacent peut étre acheté ou vendu. Pour une option
call, un actif sous-jacent peut étre acheté des lors qu’il atteint le prix d’exercice.
Pour une option put, un actif sous-jacent peut étre vendu des lors qu’il atteint le
prix d’exercice. Pour qu’une option puisse étre exercée, elle doit atteindre son prix
d’exercice avant sa date d’échéance. Plus I'actif dépasse son prix d’exercice, plus
le gain généré sera important. Lorsque 'actif sous-jacent d’une option atteint son
prix d’exercice, l'option est dite « a parité », « a la monnaie » (at the money).
Lorsqu’il dépasse le prix d’exercice, elle est « dans la monnaie » (in the money).
Le prix d’exercice comparé au cours actuel du marché est un facteur clé dans la
détermination de la prime facturée pour une option [9].
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1.7 Date d’exercice

C’est la date a laquelle I'option perd toute valeur et disparait, elle correspond
au dernier jour auquel 'option peut étre exercée, plus la date d’exercice de I'option
est lointaine plus le prix de l'option est élevé [9].

1.8 Prime d’option

Une prime d’option est le prix actuel du marché d'un contrat d’option. Il
s’agit donc du revenu pergu par le vendeur (émetteur) d’'un contrat d’option a
une autre partie. Les primes des options dans le cours sont composées de deux
facteurs : la valeur intrinseque et la valeur extrinseque. Les primes des options
hors du cours consistent uniquement en valeur extrinseque [9].

1.9 Pay-off d’une option

Le pay-off d’une option est son résultat a I’échéance. Le pay-off d’'une option
est équivalent a sa valeur intrinseque ce qui signifie pour un call, que son pay-off
est égal a la différence entre le prix du sous-jacent et le prix d’exercice et pour un
put, au prix d’exercice diminué du prix du sous-jacent. Le pay-off d’'une option
implique aussi de déduire la prime payée pour acquérir 'option [9].

1.10 L’évaluation financieéere

L’évaluation financiere est 'estimation de la valeur (c¢’est-a-dire du prix poten-
tiel) des actifs et engagements financiers (actions, obligations, options, contrats
d’épargne) [22].

1.11 Absence d’opportunité d’arbitrage (AOA)

Dans un marché parfait I'hypothese d’Absence d’opportunité d’arbitrage in-
cite qu’il n’est pas possible d’obtenir un gain strictement positif avec une proba-
bilité strictement positive pour un investissement nul [18].

1.12 Autofinancement

L’autofinancement pour une entreprise consiste a recourir a sa propre tréso-
rerie pour financer un investissement. L’entreprise utilise les profits dégagés au
cours des années précédentes, et qui n’ont pas été distribués aux associés (ou
prélevés par 'entrepreneur) [24]. Il existe différents types d’autofinancement :
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1.12.1 L’autofinancement de maintien

Il s’agit d’un autofinancement visant a maintenir la capacité de production
d’une entreprise.

1.12.2 L’autofinancement d’enrichissement

Il s’agit d’un autofinancement qui constitue une expansion des ressources de
I’entreprise.

1.13 Marché complet et viable

Il existe deux hypotheéses portant sur le marché qui sont tres utilisées dans
les différents modeles d’évaluation de produits dérivés a savoir marché complet
et marché viable [2].

Définition 1. On dit que le marché est viable s’il n’existe pas de stratégie d’ar-
bitrage.

Définition 2. Marché est dit complet si tout produit dérivé est simulable cad,
s’il existe une stratégie autofinancée répliquant le pay-off en date d’échéance pour
chacun des produits dérivés .

1.14 Parité Put-Call

La parité Put-Call fait référence a une condition d’équilibre élémentaire entre
le prix d'un call et le prix d’un put, tous deux de type européen [2], dotés d'une
méme échéance et d'un prix d’exercice égal :

C+Ke™m=p+8

Ou

- C' : Prix du call

- K : Prix d’exercice

- r : Rendement de 'actif sans risque

- T : Durée de vie de I'option

- P : Prix du put

- S : Prix de I'action

Si cette relation n’était pas respectée, cela créerait des opportunités d’arbitrage.

1.15 La volatilité

La volatilité en finance est 'ampleur des variations du cours d’un actif finan-
cier. Elle sert de parametre de quantification du risque de rendement et de prix
d’un actif financier. Lorsque la volatilité est élevée, la possibilité de gain est plus
importante, mais le risque de perte I'est aussi. C’est par exemple le cas de 'action
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d’une société plus endettée, ou disposant d’un potentiel de croissance plus fort et
donc d’un cours plus élevé que la moyenne. Si la croissance des ventes est moins
forte qu’espérée ou si I'entreprise peine a rembourser sa dette, la chute du cours
sera tres forte [17].

1.16 Processus stochastique

Un processus stochastique (ou processus aléatoire) représente une évolution,
généralement dans le temps, d'une variable aléatoire.

On appelle processus stochastique a temps continu et a valeurs dans un espace
E muni d'une tribu w, une famille (X;), p+ de variables aléatoires sur un espace
de probabilité (2, F, P) a valeurs dans l'espace mesurable (E,w) [20].

Notons qu’en fait un processus est une application :

{X: OxT—>E
(w,t) — X (w)

tel que

-a chaque instant ¢ € 7', Papplication (w,t) — X, (w) est une variable aléatoire.
- pour chaque élément w € 2, application ¢t — X; (w) est une fonctionde 7' — E
qui s’appelle trajectoire associée a 1I’élément w.

1.17 Filtration

Définition 3. Soit (2, F, P) un espace de probabilité. Une filtration sur cet espace
est une famille croissante [15] , (F}) o<t<oo de sous-tribus de F'. On a alors, pour
tous 0 < s <t:

FyCF,CF,CF,CF

1.18 Mouvement Brownien

En mathématiques financieres, les processus d’évolution des prix sont mieux
représentés par des mouvements Browniens (ou des processus plus compliqués
encore). Un exemple particulierement important de processus stochastique est le
mouvement brownien, il servira de base pour la construction de la plupart des
modeles d’actifs financiers et du taux d’intérét [26].

Définition 4. On appelle Mouvement Brownien un processus stochastique a va-
leurs réelles, (Xy),~, qui est un processus & accroissements indépendants et sta-
tionnaires dont les trajectoires sont continues. Ce qui signifie que :

- Continuité : P p.s.la fonction s — X, (w) est une fonction continue.

- Indépendance des accroissements : si s < t, X; — X, est indépendant de la tribu
Fs=0(X,u<s).

- Stationnarité des accroissements : si s < t, la loi de X; — X, est identique a
celle de X,_s — Xo.
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1.19 Martingale
Soit (2, F,{F; > 0}, P) un espace probabilisé filltré [26].

Définition 5. On appelle une martingale tout processus stochastique (M;)
vérifiant :

1. (My)t > 0 est Ft-mesurable, pour tout t,

2. F (M) < o,

3. E(M;/F;) = My, pour tout s > t,

4. Si E(Mg/Fy) < My, on dit que M, est une sur-martingale,

5. E(Mg/Fy) > M, , on dit que M, est une sous-martingale.

teT

1.20 Intégrale stochastique pour toutes fonctions

L’intégrale stochastique de f € L2 [«, ] est définie comme la limite en proba-
bilité de [ f, (t)dW (t) ou f, est une suite de fonctions étagées dans L2 [«, 3]
(e8]

[7], ie .
[ 5w @) = im S 70 (W (1) —w— W (1), Pps

T—00
[a 5] Tr—r-+00

1.21 Equations différentielles stochastiques

Le but des équations différentielles stochastiques est de fournir un modele
mathématique pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire

7].

Définition 6. On appelle équation différentielle stochastique toute équation dé-
finie sur R? de drift b et de diffusion o, donnée par :

{ dX, =b(t,X,)dt + o (t,X,)dW,, Vte[0,T],
XO = 57

ou T est un réel strictement positif b: [0, T] x R — R™ et o : xR" — R™? sont
deuz fonctions boréliennes, (W;),s, un mouvement brownien standard sur R? dé-
fini sur un espace filtré (0, F, (Fi>o) , P) et & est une variable aléatoire quelconque
indépendante du mouvement brownien, appartient R™.

1.21.1 Existence et unicité de la solution

Pour I'existence et 'unicité de la solution, on a les résultats suivants :

Théoréme 7. Supposons que

1. a(t,x) et b(t,x) sont mesurables dans [0,T] x R .
2. la(t,x) —a(t,y) < Ki|lx—y|et|b(t,z)—b(t,y)| < Kilr—yl.
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3. Ja(t,x)] < Ky (1+|z|) et|b(t,z)| < Ko (1+ |z|), (K et Ky des constantes
quelconques).

Si &y est un vecteur aléatoire en dimension n indépendant de o (W (t),0 <t < T
tel que E |£|2 < oo alors, il existe une solution unique dans M?2.

L’unicité est comprise au sens des trajectoires, i.e., si & (t) et & (t) sont deux
solutions, alors :

P{& (1) =& (1)t €[0,T]}

Théoréme 8. Supposons que les hypotheses du théoreme précédent sont vériées.
De plus, soient a et b deuz fonctions continues dans [0, +00] xR™ alors, la solution
de l’équation est un processus de diffusion de drift a(.,.) et de matrice de diffusion

U(t,x):b(t,:c)bt(t,x),(UU (t,z) Xn: bir (t, ) bjp, tx))

k=1

1.21.2 Solution fortes et faibles

Il existe deux types de solution d’'une EDS; les solutions fortes et les solutions
faibles.
On considere ’équation différentielle stochastique

{ dE(t) =a(t,E())dt+b(t, () d(t), tel0,T]

£(0) =&,
telle que
LP[E(0) =& =1,
2. P [f; (la(s

<m+w §(9)°) ds < 00| =1,
Ja(s€

3. e(t) =&(0)+ §(s)dt + [y b(s,& () dW (s) P-pas.,

1.21.2.1 Solution forte

Commencons d’abord par définir les solutions fortes.
Définition 9. On dit que l’équation différentielle stochastique admet une solution
forte, si pour tout espace probabilisé filtré (Q, F (Ft>t20 , P) et pour tout mouve-

ment brownien (W <t)t20)f il existe un processus continu & = (f (t)tzo) tel que
les propriétés 1, 2 et 3 soient vérifiées.

1.21.2.2 Solution faible

Maintenant, on va définir les solutions faibles.
Définition 10. On dit que l’équation différentielle stochastique admet une solu-
tion faible (ou en loi), si on peut trouver un espace probabilisé filtré (Q, F, (Ft)tzo , P),

un mouvement brownien (W (t)t>0) et un processus continu § = (f (t)t>0) tels que
les propriétés 1, 2 et 3 soient vérifiées. Donc une solution faible est une collection

d'objets (2, F, (F)mg, Py W ()29 ,€ (£)5) -
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1.22 Formule d’Ito

On appelle processus d’It6 a valeurs réelles tout processus (X), <t< & valeurs
dans R tel que :

t t
X =Xy +/ Lsds ~|—/ 0sdBs, pourt € [0;T] P-p.s
0 0

avec X est Fo-mesurable (fu4)y<,<p €t (0¢)gc,cq deux processus adaptés a Fy;
vérifiant les conditions d’intégrabilités [16] :

T
EV |s| ds
0

La notation infinitésimale de cette relation est :

< 00

T
< oo et El/ los|” ds
0

dXt = /,Ldt + O'tdBt
X (0) = X,

Soit (X¢),ep+ un (F1),cp+ processus d’It6 et f: [0,7] xR — R une fonction deux
fois continument dérivable en x et dérivable en t, alors pour ¢ € [0, 7] la formule
d’Tto s’écrit :

107, = X0 g T 107 0.X)

d(X,X),
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Chapitre 2

Black-Scholes et EDP

2.1 Introduction

Le modele de Fisher Black et Myron Scholes est un modele d’évaluation d’op-
tion en temps continue. Publié en 1973, il constitue un prolongement des travaux
réalisés par Paul Samuelson et Robert Merton. L’intuition fondamentale de Black
et Scholes fut de mettre en rapport le prix implicite de I'option et la variation
du prix de Dactif sous-jacent [14]. Leur découverte eu trés rapidement une in-
fluence considérable et des résultats de leur modele sont utilisées dans tous les
compartiments des marchés financiers. Des 1977, Oldrich Vasicek s’en inspirait
pour fonder la théorie moderne des taux d’intérét et Merton et Scholes regurent
en 1997 le prix Nobel d’économie pour leur travaux quant a Fisher Black était
malheureusement mort en 1995.

2.2 L’&volution des cours

Le modele proposé par Black-Scholes pour décrire ’évolution des cours est un
modele a temps continu avec un actif risqué (une action) de prix S; a 'instant ¢
et un actif sans risque de prix SP a l'instant ¢ [14]. On suppose I'évolution de S?
régie par 1'équation différentielle (ordinaire) :

dSY = rSPdt (2.1)

ou r est une constante positive (cela signifie que le taux d’intérét sur le marché
des placements sans risque est constant et égale a r (noter qu’ici r est un taux
d’intérét instantané)).

On pose S§ = 1 de sorte que SY = €™ pour t > 0 et on suppose aussi que
I’évolution du cours de 'action est régie par ’équation différentielle stochastique
(EDS) :

dS; = Sy (pdt + odBy) (2.2)
ou,
p est la dérive (tendance ou drift) supposée constante.
o est la volatilité de ’action supposée constante.
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B, est un mouvement Brownien standard.
T est la date d’échéance de 'option que 'on se propose de traiter.
L’équation (2.2) a pour solution explicite :

2
Sy = Sy exp (ut - %t + aBt> Vt € (0,7 (2.3)

ou Sy est le cours observé a la date 0. Il en résulte en particulier que, dans
cemodele, la loi de S; est une loi log-normale (c’est-a-dire que son logaritheoreme
suitune loi normale).

Plus précisément, on voit que le processus S; vérifie une équation du type
(2.2) si et seulement si le processus (log (S:)) est un mouvement Brownien (pas
nécessairement standard). Cela signifie que le processus (S;) vérifie les propriétés
suivantes :

- Continuité des trajectoires.

- Indépendance des accroissements relatifs : si u < ¢, ( S;/S, ou (ce qui re-
vient au méme) 'accroissement relatif (S; —S,) /S,. est indépendant dela tribu
0 (Sy,v <)

- Stationnarité des accroissements relatifs : si u < ¢, la loi de (S; —S,) /S, est
identique a celle de (S; —u — Sp) /So.

Ces trois propriétés traduisent de facon concrete les hypothéses de Black-Scholes
sur I’évolution du cours de 'action.

2.3 Hypotheses du modele

Sur le marché, on suppose que [18] :

1. Le prix du sous-jacent est un mouvement brownien géométrique;
2. La volatilité est connue a 'avance;

3. Il est possible d’acheter et de vendre le sous-jacent a tout moment et sans
frais ;

Les ventes a découvert sont autorisées ;
Il n’y a pas de dividende;

Le taux d’intérét est constant et connue a 'avance ;

NS Ot e

L’exercice de 'option ne peut se faire qu’a la date d’échéance, pas avant
(option européenne) ;

2.4 EDP d’évaluation de Black- Scholes

Soient 'espace probabilisé (€2, F, P) muni de la filtration naturelle (F}) .t
du Mouvement Brownien standard (B;),.,«; et le taux d’intérét (r # cte) n’est
pas supposé fixe. o

Soit v; la valeur d’'une option sur action ne versant pas de dividentes, qui
est modelisée comme une fonction dépendant du temps ¢t et du prix de 'action
sousjacente S; [10, 27].
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Le prix de 'action est modelisé par I’équation différentielle stochastique :

dSt = ,LLStdt + O'StdBt (24)

Utilisant la formule d’It6 pour calculer la variation de la valeur de 'option dv suite
a une variation du temps de longueur dt et d'une variation du prix de 'action dS
sur cet intervalle de temps dt :

ov av 1 Po
- 7 2.
[ Ov 8 9 n 07U Jv
= (dt ,LLStaSt St6$t>dt+ast85’td3t

D’une part, soit un portefeuille P qui contient une quantité A d’actions et d’un
Call de maturite T, sa valeur est donnée par :

Pt = )\St — UVt Vit c [O,T] (26)

Sa variation s’exprime donc :

B Ov ov 1 2 28 Ov

Pour que ce portefeuille soit sans risque, il faut que son terme aléatoire soit nul
e ([]dB=0):

oC oC
— —— | = = — 2.
<U>\St UStaSt> 0= A aSt ( 8)

D’autre part, un portefeuille sans risque sur un marché parfaitement arbitré pro-
cure un rendement égale au taux sans risque r. Sur une période de dt, la valeur
de ce portefeuille est donnée par :

En utilisant I’équation (2.5), la variation du portefeuille devient :

2
(?9? 15,9C 0—520 C)dt

59 t 552 (2.10)

dPt = <)\,U5t

Par identification (équation (2.9) et (2.10) ) et en utilisant le fait que A = 2%
et P, = AS; — vy , on obtient I’équation aux dérivées partielles (EDP) de Black-

Scholes :

v v o ,0%
(as TSt@S St w) =Truv (2].1)

La résolution de cette équation nécessite une condition terminale. Cette condition
est simplement le pay-off de l'option Call :

Or = (Sy — K)*
ou bien le pay-off de I'option Put :
Pp= (K —5Sp)*"
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2.5 Equivalence entre I’équation de Black-Scholes
et I’équation de la chaleur

Dans cette section, on va développer les démarches nécéssaire afin de montrer
que ’équation de Black-Scholes est équivalente a 1’équation de la chaleur avec un
changement de variables.

En effet, d’apres les secctions précédentes 'EDP de Black-Scholes est du type

[4] -
2 2

gg, - 0253252 + rStgg — v (2.12)

Notre objectif est d’obtenir une équation du type :

0%v ov

—(S5,t) = —(S5,t 2.13

L (5.0 = (s, (213)
avec les conditions 0 < s, 0 < t < T et une fonction de valeur terminale

v(S,T)=¢(9).

Dans ce qui suit on va montrer que 1’équation (2.12) est équivalente a I’équa-
tion de la chaleur. L’objectif est de montrer que I’équation de Black-Scholes peut
étre transformer en I’équation la chaleur en faisant quelques transformations. Ce
qui permet d’utiliser les propriétés et résultats classiques de cette derniere a fin
d’obtenir une solution v en fonction de o(S).

Pour commencer, on va placer ’équation de Black-Scholes dans la classe des
équations aux dérivées partielles homogene de second ordre. Elle est de second
ordre car la dérivée partielle la plus élevée est de second ordreet linéaire car les
dérivées partielles vy, v, v4 sont multipliées par des fonctions a variables indé-
pendantes (S et t ).

En général une EDP linéaire du second ordre pour une fonction u(z,t) prend
la forme :

AUz + by + cuy + du, +euy + fu+g =20 (2.14)

Les coefficients a = a(x,t),---,9 = g(z,t) sont des fonctions a variables in-
dépendantes lorsque g = 0 I’équation est dites homogene). Le probléme est de
trouver la ou les fonctions u (x,t) qui résolvent (2.14), pour (z,t) dans une cer-
taine région, généralement en association avec d’autre "conditions aux limites"
c’est-a-dire propriétés ou valeurs de la fonction qui sont spécifiées sur la frontiere
de la région. Pour 'EDS (2.2) la région qui nous intéresse est la bande verticale :

0<t<T e 0<S

et la condition aux limites afin d’avoir v (S,T") = ¢ (S) pour s > 0. Il n’y pas de
condition aux limites spécifiée pour S =0 (ou t = 0).

En supposont que a,b et e ne sont pas tous nuls (sinon 1’équation ne serait
pas du second ordre), les équations de la forme (2.14) sont généralement classées
dans I'un des trois types suivants : hyperbolique, parabolique, ou elliptique.

Les exemples les plus connus de chaque type sont les suivants :
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- L’équation d’onde (hyperbolique) : uz, — uy = 0
- L’équation de la chaleur (parabolique) : tz, —u; =0
- L’équation de laplace (elliptique) : Uz + Uy, =0

2.5.1 Les démarches de la conversion

On va suivre les démarches qui suivent en vue de convertir les solutions de
I'équation de Black-Scholes (2.12) en solution de I’équation classique de la chaleur.

Premieérement,

Posant y = log (S) et supposant que pour une fonction f (y,t), on a :

v (S’t) = f(yat) =f (log (S) ’t) (2'15)

Ainsi, les termes de 'EDP de Black-Scholes deviennent :

v v 10f of
— t) = — (y,t)| = S.==(1 t) = —(y,t 2.1
555 (5.0 =5 |5 o) =555 aoes).0-FL o @10
et
9 9 1 1
520 (5,1) = 57 |~ 5 1y 10(S):1) + 5. (108 (S) )] = i (1) = 1y (421
(2.17)
et la dérivée temporelle reste inchangée :
Ut (Sa t) = ft (y7 t) (218>
En remplagant ces substitutions dans (2.12), on trouve :
o? o? o?
?St?vss +rSwws —rv+ v = ?fyy + (r— ?)fy +fi—rf (2.19)

ou le coté gauche est évalué par rapport a (S,t) et le coté droit est évalué par
rapport a (y,t).

Donc en termes de la nouvelle variable y = log (S) , on trouve que v (S, t) = f (y,t)
résout 1’équation de Black-Scholes, si il seulement si, on résout 1’équation :

;O'nyy + (7“ — ;02> Jy+tfi—rf=0 (2.20)

Cela nous donne une équation a coefficients constants par opposition aux coffi-
cients variables de I’équation (2.12). Ainsi que —oo < S < 400 correspondant a
—00 < Yy < +00.
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Deuxiémement,

On va apporter d’autres modifications aux variables pour transformer 1’équa-
tion de Black-Scholes en I'équation de la chaleur.

L’étape suivante consiste a éliminer la dérivée du premier ordre (f,).
Faisant le changement de variable suivant :

[y, t) =g (y,1). (2.21)
Ceci implique :
ft = eclygt (222)
et
fy =c1eg(y, 1) + g, (2.23)
et
foy = cleg + c1eg, + c1eMg, + ey, (2.24)

En remplacant fi, f,, et f,, dans I’équation (2.20), on obtient :

2
o 2 ,c1 c1y c1 C1
5 (c1e?g + cregy + cre™Vgy + ey, )

+ (7‘ — ";) [c1eYg + e Wg,| + e Vg, (y,t) —re¥g =0

S e W[ 2 [Eg+ crgy + 10y + Gyy] + (r — %2) (cr9+9gy) + g0 — rg} =0
& ety ”—;gyy+ gy—l—gt%—(fc%—l—gr—(’;)cl—r)g}:O
& ey U—;gyy+ gy + g+ (a1 —1) 7“—1—01%2) g} =0

2
oler+r—%
2
0201+r—%

(2.25)
En posant ¢; = % — 73,la derniere équation devienne :
o? o?
?gyy + g+ (Cl - 1) T+ Cl? g=0 (2'26>
Troisiemement,
On élimine ensuite le terme g par un autre changement de variable :
9(y.t) =e*'h(y,1) (2.27)
On obtient les dérivées suivantes,
g = coe?th 4 e“th, (2.28)
et
gy = €“'hy, (2.29)
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et

Gyy = €'y, (2.30)
En remplagant g, g, et g, dans I’équation (2.26), on obtient :

%e”thyy + cpe?'h + e2'hy + (¢ — 1) (r — 01%2) e2th = ()

2.31
= 2! ("—;hyy+02h+ht+(cl—1) (r—cl";) h) =0 ( )
Posant ¢ = — (¢ — 1) (r +a %2) ,cela rend I’équation (2.31) équivalente a :
o2

Dernierement,

Maintenant , faisant le dernier changement de variables pour éliminer %0’2 et
inverser le signe de la dérivée temporelle.
Soit x = \/§% et 7=T —1,alors:

hy,t)=e ?Tu(x,7)=e2Tu <\/§y,T - t) (2.33)
o
ce qui mene a :
ou
hy = —e T — 2.34
! ¢ or (2:34)
et
V2\ ou
h,=e T | X2 ) = 2.
y =€ ( ) (2.35)
et
2 2
h’yy = £€_C2T <\/_> Uz (236)
o
En remplagant hy, h, et hy, dans I’équation (2.32), on trouve :
Uge (2, 7) —ur (2, 7) =0 (2.37)

Cette derniere est équivalente a 1’équation de la chaleur.
Maintenant mettant tout les changements de variables ci-dessus, on obtient :

v(s,t) = f(y,t)
= eWg (y,t)
= eVt (y, 1)
— ecly+02tefchu (.T, 7_)

(Cl %) T—CQT

=e u(x,T)

(2.38)
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Nottant que le role de e=“2T" dans la derniére démarche est simplement d’ob-
tenir tous les événementes de la combinaison T'— ¢t = 7. Ce 7 est la variable
de temps qu’on utilisera pour ’équation de la chaleur. Il est différent du ¢ dans
I’équation de Black-Scholes .

Posant, p = 01% et v = ¢y apres avoir simplifié les expressions pour p et v
on a :

v (s,t) = e’ Ty (2, 7) (2.39)
aveCS:e%, t=T—r, M:%(%_ﬁ et v=r-+

On indique que les variables v, S et t sont des variables financiéres et que
les variables u,x et t correspondantes aux variables de ’équation de la chaleur
telles que les fonctions sont définies par : v (S,t) : (0,00) X (=00, T] — R et
u(x,T): (—o00,00) x [0,T) = R.

Dans I’étude de la résolution numérique de ’équation de la chaleur, on com-
mence géneralement pour des valeurs de u par r = 0 prescrites par une fonction
de valeur initiale.

u(z,0) =1 () (2.40)

puis résoudre pour u a 7 une avance dans le temps . Cependant, pour 1’équation de
Black Scholes on commence avec des valeurs données a t =T par la fonction de
valeur finale v (s,T) = ¢ (5), et résolvons pour v comme ¢ recule dans le temps.
Remarquant que 1 (x) et ¢ (S) sont reliés par notre changement de variables :

o (S)=v(S,T)=e"u(x,0) = e (x) (2.41)
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Chapitre 3

Résolution numérique de
I’équation de la chaleur

3.1 Généralités sur la méthode des différences
finies

Les méthodes analytiques sont utilisées pour avoir la solution analytique
(exacte) tandis que les méthodes numériques sont utilisées pour le calcul d’ap-
proximations des solutions des problemes mathématiques qui serait difficile, voire
impossible d’obtenir par des moyens analytiques [7, 16]. Il existe plusieurs mé-
thodes numériques de résolution d’un probleme tel que la méthode de différences
finies.

Frontiére régulitre

FIGURE 3.1 — Maillage de domaine régulier.

3.1.1 Le développement de Taylor
3.1.1.1 Le développement en série de Taylor

Soient f une fonction indéfiniment dérivable au voisinage d'un point = = x,
(c’est-a-dire dans un intervalle ouvert contenant le point x = zg, 0 < |z — x¢| <
R)

On peut approcher la fonction f par une fonction polynomiale qui s’écrite
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sous la forme de série convergente qu’on appelle série de Taylor :

(.Z’ — %0)1 - 1'0)2

f(z) = f(ifo)ﬂLTf(l) (950)"'(:62!

(x — xo)"

T f (o) +

(3.1)

P (z0)+...+

Qui est équivalent a :

F) = £ (eo)+ 3 T2 ()

|
n=1 n.

3.1.1.2 Développement limité de Taylor (Formule de Taylor)

(x — x0)"
n!

(x — 1:0)2

ol f(n) (!Eo)—l—Rn

(3.2)
Ou, R, est appelé le reste ou l'erreur de troncature, est donné par la formule de
Lagrange

7]6(1) ($0)+ f(2) ($o)—|—...—|—

R :Mf(nﬂ)(g). r—zo<E<z+uw (3.3)
Cette erreur est notée par : o (x — )" .
La formule de Taylor est utilisée pour approcher les fonctions par des fonctions
polynomiales.

En posant, h = Az = x — xg, 'équation (3.2) devient :

1 2 n
f(xo+h) = f (o) +}i!f(1) (xo)+ Z!f@) (x0) +...~|—Z!f(”) (xo)+o0 (h"“) (3.4)

Pour la dérivée premiere, I’équation (3.4) s’écrit :

f(xo+h)=f(xo) + hf (xo) + erreur (3.5)

Le signe + est introduit pour tenir compte de Iallure (concave "erreur positive"
ou convexe "erreur négative") de la courbe donnée par f (z).
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3.1.2 La méthode de différences finies

FIGURE 3.2 — Discrétisation du domaine d’analyse de la frontiere “f”.

Pour la discrétisation, on adopte les notations suivantes : x <> z; (points
pivots), z;=x1+ (i —1)h, fi=f (), fixs=f(zips) = f(v:+h).
3.1.2.1 Expression des dérivées premieres
Différences finies décentrées a droite (progressives)

La formule de Taylor d’ordre 2 donne :

Fath) =) +hf @)+ L ©: n<fcan (30
donc
e il 7
avec o(h) Derreur de troncature tel que : o(h) = —2 sf(8); i <E<ai+h

La formule de la dérivée premiere s’écrit en notation indicielle :

[EEL s B0 (3.5)

Différences finies décentrées a gauche (régressives)

En changeant h en —h dans I’équation (3.6) on obtient :

2
Flo—h) = @) = hf' @)+ 5 () m—h<&<w  (39)
Donc
() = - LEINILE) o) qom =t 30)
Ainsi, en notation indicielle :
=t o) (311)
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Différences centrées

2 3 4
ot B) = F (@) 4 A (2 + o (@) + 5 1O () + 9@ (312)

h? h? h?
fwi=h) = f(2;) = hf (z;) + Ef” (z:) — gf(g) (z:) + 1]“4) (€) (3.13)

En soustrayant les deux dernieres équations, on obtient :

F i+ 1)~ F (= B) = 20" (1) + 20 0 (314

Ainsi,
f@i+h)—f(zi—h)

f' (i) = o +o(h?) (3.15)

ott, 0 (h?) = = f®) (¢) avec x; — h < & < a; + h.

Ainsi, en notation indicielle :

fl= fi“;hf"‘l +o(h?) (3.16)

3.1.2.2 Expression des dérivées secondes

Différences finies décentrées a droite (progressives)

Pt h) = £ () +hf (5 4 o () + o f 9 @) 1)
2 3
Pl 2h) = £ () 4B (@) + o () + o fO ) (319
Donc
2 3
f (@i +2h) = 2f (2: + h) = —f (@) + 2;, " (i) + iﬁf@ © 619
f// (l'z) _ f (xz) — 2f (xz + h) + f (%l + 2h) +o (h) (320)

12
Tel que : o (h) = —hf® (&) avec z; < € < z; + 2h.

En notation indicielle, on a :

Fas Ji—2fix1 + firo
i h2

+o0(h) avec o(h) = —hf® (€) (3.21)
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Différences finies décentrées a gauche (régressives)

Flai—h) = F@)—hf @)+ o @) -0 a2
=20 = )~ hf () + 0wy - g0 ) (323)
Donc
(e 20) = 2f () = —F () + 12 () RO (324
£ (1) = [ (@) = 2f (@i _h2h) + f (2 — 2h) +o(h) (3.25)

Tel que : o (h) = hf® (€) avec z; — 2h < € < z;.

En notation indicielle, on a :

1" i— —21‘_ i
:f 2 f 1+f+0

fi - (h) avec o (h) = hf® (&) (3.26)

Différences finies centrées

2

3 4
b h) = F () b () o 7 ) + 5 ) + W @) 32

h3

h2
o= h) = £ () = () + 507 (@) = 5O (@) + € (3.28)
Donc 4
f@it+h)+ fzi—h)=2f (x;) + W f7 (z;) + Efw &) (3.29)
f// (xl) _ f (SL‘@ + h) - 2fh(2xz) + f (Iz - h) +o (hZ) (330)
Tel que : o (h?) = —"2 f&) (¢) avec 2, — h < € < a; + h.
En notation indicielle, on a :
7z i-1—2Ji + Ji . h?
/= fiot th; *Jin +0(h?) olio(h?) = —ﬁf(‘*) (€) (3.31)

Passant maintenant en dimension deux. On considére maintenant f (x,y) une
fonction de deux variables de classe C*. Le principe d’approximation des dérivées
est exactement le méme [13, 1]. Si A tend vers 0 , on a :

Différence finie en avant (progressives) par rapport a la variable x :

f(!L‘—}—h,y)—f(iL’,y)
%(x’y): L

+o(h) (3.32)
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Différence finie en arriére (régressives) par rapport a la variable x :

af _f($7y)_f($_h7y)
%(Zt,y>— 3

Différences finies centrées pour par rapport a la variable x :

+o(h) (3.33)

of _f@+hy - flz—hy) 2
Différences finies centrées pour par rapport a la variable x :
a2f fx+hay _2f z,y —I—fﬂf—h,y
o (@) = ( ) ;2) ( >+O@ﬂ (3.35)

Il en est de méme pour les dérivées par rapport a la variable y (avec le pas k).
Ces formules permettent de comprendre la discrétisation qui va s’effectuer sur les
équations aux dérivées partielles [8, 11].

3.1.3 Résolution des probléemes Paraboliques
3.1.3.1 Formulation

Pour un probleme 1D, la formulation est donnée par ’équation Parabolique
6, 23] :

ou 9%u

E(Q?,t)—()é@ (l‘,t), yEQ:p,tv

u(0,t) = ya, t>0, (3.36)
U(L,t):yDa t>07

y(2,0) = f(x).

Q: = Q, ® Q domaine spatio-temporel tel que : 2, = {z,0 <z < L};Q =
{t,t > 0}, av est le coefficient de diffusion (propagation de chaleur dans le maté-
riau de milieu ).

Donc le probleme est de déterminer y(z;t) en point et a un instant donné
t dans le domaine €2, ;.

3.1.3.2 Le maillage

Le maillage du domaine 2, ; est construit a ’aide des relations connues m =
£ +1letn=2L 41, avec D est la durée du phénomene physique[12, 14].

Remarque 11. Pour la résolution du probleme parabolique, on peut citer princi-
palement : la méthode explicite et la méthode implicite.
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EDP discrétisée :
ndition
I'extrémité droite

7

{
,
I at

y EE
axe

FIGURE 3.3 — Le probleme Parabolique et sa discrétisation.

3.1.3.3 La méthode explicite (Schéma FTCS) (de l’anglais : Forward
Time Centered Space)

La différence finie centrée n’est pas considérée ici car elle conduit & un schéma
instable, donc on exprime la dérivée premiere temporelle a I'aide des différences
finies progressives :

dy _ Yig+1 — Y
5 = A7 + o (At) (3.37)

avec o (At) = =&ty (§) et t; <& < t; + At

Et la dérivée seconde spatiale est une différence centrale :

Ox? (Az)’
avec o (At)* = %O(At)Q y W (n) et z; — Az <n < x; + A

32 i .9 i 5 i .
Y _ Yi-1j — 2Wij + Yit1 +o(At)? (3.38)

Ainsi, 'équation (3.36) devient :

ij+1 = Yij i-1,j = 2Yij T Yiv1,
it ~tis _ s =2 s (a0 (0

At B (Az)?
aAt , . o
En tranquant I'erreur et on pose r = W, I'équation (3.36) se réécrit :
x
Yig1 —Yig _ At Yi-1, — 2Yij + Yir1
At - 2T A 2
(Ax) B X (Ax)
_ oy Vil — it Vi
At
Ce qui mene a :
Yijr1 = TYi—1j + (1= 2r) yij + rYir1 (3.39)

La solution recherchée y; ;11 a I'étape de temps actuel (j+1)At est explicitement
déterminée a partir des solutions ¥;_1;, ¥;; et yi+1,; connues a l'é¢tape de temps
précédent jAL.
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Le Schéma Numérique
Le schéma numérique de I'équation explicite peut se mettre sous la forme
moléculaire suivante [7, 3] :

= @ I r
-0

FIGURE 3.4 — Le probleme Parabolique et sa discrétisation.

Comme la condition initiale est connue, on peut trouver y;o a l'instant At,
puis avancer dans le temps pas par pas. Ce schéma ne nécessite pas d’inversion
de matrice.

[Teml P
@19 LT 12
@

' |
ol 4 Aal

FIGURE 3.5 — Schéma Numérique de la méthode explicite.

#1

3.1.3.4 Laméthode implicite (Schéma BTCS) (de ’anglais : Backward
Time Centered Space)

Le Schéma FTCS s’écrit :
Yij+1 = Yij _ ayiﬂ,j — 2Yij + Yiv1, To (At (Ax)2> (3.40)
At (Az)® ’

Pour formuler la méthode implicite, on évalué la dérivée seconde a ’étape (j + 1)
donc :

Yij+1 — Yij Yie1,j+1 — 2Yij+1 + Yir1+1 2
=« +o (At (Ax 3.41
En tronquant 'erreur et on pose r = (zé)tg donc :
Yij+1 — Yig At Yi-1j+1 — 2Yij+1 + Yir1,5+1
Sl v — 5 X O A7 5
_ oy Yimtin T 2Yi g1+ Yir1j01

At
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Donc
Yijg = Y1541+ (L+20) yijon + Yiv1j01 (3.42)
L’équation( 3.42) représente le schéma implicite en un point pivot (i; 7).
tel que : A I'étape (j + 1); les solutions y; j41 sont inconnues et a 'étape "j";
Yi; est connue.

FIGURE 3.6 — Schéma numérique de la méthode implicite 2.

3.2 Equation de la chaleur

L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles parabolique
pour décrire le phénomene physique de conduction thermique, introduite initia-
lement en 1811 par Jean Baptiste Joseph Fourier. Cette équation permet d’avoir
une grande amélioration a la modélisation mathématique des phénomenes a la
fois physique et mathématiques, sur plus d’un siecle.

L’équation de la chaleur en une dimension est donnée par I’équation différen-
tielle partielle suivante :

ou 0%u

= (1) = 2= (x,1) =0, r €]0,1[,t €]0,T],

u&(f:r, 0) = uoa(xx) : Vo €0, 1], (3.43)
u(0,t) =u(l,t) =0, vt € 10,7

ou u est une fonction inconnue réelle de deux variables z et t.

Ici, u = u(w,t) est la température dans un conducteur d’une dimension. La
valeur de u (z,t) dépend du temps t > 0 et de la position = et en général, la
valeur de u (z,t) en t = 0 est donnée. :

3.2.1 Résolution numérique de I’équation de la chaleur -
cas général -
Théoréme 12. (Existence et unicité)
Siug € C*(]0,1[;R), alors il existe une unique solutionu € C? (]0,1[ x |0, T[; R)

qui vérifie (3.43).
Siug € C*(]0,1[;R) , ceci appelé effet "régularisant” de l’équation de la
chaleur.
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3.2.1.1 Principe du maximum

Sous les hypotheéses du théoréme précédent, soit u la solution du probleme
(3.43).
Siug (z) > 0 pour tout z € ]0, 1], alors u (x,t) > 0 pour tout ¢t > 0 et x € |0, 1].

3.2.1.2 Discrétisation du probleme

La discrétisation consiste a donner un ensemble de points t,,, pour m = 0, ..., M
de T'intervalle [0,7] et un ensemble de points x, pour n = 0,...,N + 1. Pour
simplifier, on considére un pas constant en temps et en espace.

Soient Ax = ﬁ le pas de discrétisation en espace et At = % le pas de
discrétisation en temps.

On pose : t,, = mAt pour m = 0,..., M et x,, = nAx pour n =0,..., N + 1.
Les inconnus discrétes sont notées : u;';n=1,.... N etm=1,....,M .

L’approximation en temps par la méthode d’Euler explicite consiste a écrire
la premiére équation de (3.43) en chaque point x, et en temps t,,. Ainsi,

ug (T, tm) est approché par le quotient différentiel

u ('TTH tm+1) — U (I‘n, tm)

3.44
At ) ( )
et —Ugy (T4, t5)
1
N 2u (Tp, tm) — U (Tpa1, b)) — u (Tp_1, b)) . (3.45)
On obtient le schéma suivant
™t —ym 1 o .
R (2up —wry —uy) =0, n=1,..,Nim=0,.,M—1,
ug:u(](xn)a :17 7N7
uy' = uy =0, m=1..M
(3.46)

3.2.1.3 Consistance du schéma

Soit @ = u(xy,t,) la valeur de la solution exacte en x,, et t,,. 'erreur de
consistance R!" en (x,,t,) peut s’écrire comme des erreurs de consistance en
temps et en espace

R™=R™+ R™, (3.47)

~ —m+1_—m ~ um_gm . _—_gm
m _ Up u mo_ 2un —unt Uyt
avec Ry = “—m — Uy (T, tm) €6 Ry = =570 — Uy (T T -

Proposition 13. Le schéma (5.46) est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre
2 en espace,c’est-a-dire qu’il existe ¢ € Ry ne dépendant que de u tel que

IR <c (At + AIQ)
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Démonstration. Grace a la formule de Taylor pour les deux termes de 1’équa-
tion, on obtient

n unm+1 — Uy, 2uy' — up'yy — up'
Ri e T — Ug (In, tm) + AmQ — Ugy (:Un,t )
uerl —um uerl —um
Al A Tl
2upt —upt g —un 2wy —ugt ) — Uy
Az? Az? +o(A1)
= 0(At)+0(At)§c(At+Aa:2) — 0
(Az,At)—(0,0)

le schéma est consistant .

3.2.1.4 Stabilité du schéma

D’apres la proposition précédente la solution exacte vérifie :

HumHLOO(]O,l[X]O,T[) < ||U0HL°°(}0,1[)' (3.48)

Si on choisi correctement le pas d’espace, on va voir qu’en avoir I’équivalent discret
sur la solution.

Définition 14. On dit qu’un schéma est L>=-stable si la solution approchée est
bornée dans L*° indépendamment du pas du maillage.

Proposition 15. Si la condition de stabilité X = % < 1 est vérifiée alors, le

=3
schéma (3.46) est L*-stable au sens ou

sup  Juy'| < HUOHLoo(]o,l[).

n=1,...,

Démonstration. On peut écrire le schéma (3.46) sous la forme

m+1 _ = m m m m
uy =, —A(Qun _“n+1_“n71)-

Soit encore
™ = (1= 20) ull + Al + Aul' . (3.49)
Sio< \N< %, ona > 0et(l—-2)\) > 0, le schéma (3.49) est donc une

combinaison convexe de u;'; uy’ et u;’ ;.

Soit M™ = max u;' on a alors

n=1...
w < (1= 20) M™ 4 AM™ 4+ AM™.

et donc

u™ < M™Vn,1....,N = max u” < max u""!
n=1,...,.N n=1,...,N

On montre de la méme maniere que
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min_u™t < min ™.
n=1,...,N n=1,....N
On en déduit par récurrence
max vt < max ul.
n=1,...,.N n=1,...,.N
et
min v < min_wu).
n=1,...,N n=1,....N
Alors
max ‘u?“‘ < max ’ugl
n=1,...,.N n=1,...,N
C’est-a-dire
2 = ]
u < ||lu . 3.50
H n co oo ( )

3.2.1.5 Convergence

Définition 16. Soit u la solution du probléme (3.43) et (ul') n=1,..n la solution
m=1,....

du schéma (3.46), on appelle erreur de discrétisation au points (x,,t,,) la quantité

en' =u (T, ty) — up (3.51)

(Solution exacte - solution approchée au point (x;,t,)).

Théoréme 17. Sous les hypothéses du théoréme 12 (d’ezistence et unicité) et
sous la condition de stabilité il existe c € R ne dépend que de u telque

lem | < ||e%]| . + Te (At + As?) (3.52)
pour toutn=1,....N ,m=1..,. M —1
Ainsi que si ||€°|| . = 0, Alors max |em™!| = [lemt]|_ — 0, pour

(Az,At)—(0,0)
toutm=1,... M — 1.
Le schéma est converge

Démonstration. On note 4 = u (x,,t,) On a donc, par définition de l'erreur
de consistance
~m+1 _ ~m
u, u, 1

At Ag2

(2ay — ., — @y ) =Ry, n=1.,Netm=1,.,M~-1
(3.53)

D’autre part le schéma numérique s’écrit :

At + Ax?

m+1 _ . m 1
A (2w~ —up ) =0, n=1.,Netm=1,M-1

’ (3.54)
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Soustryant (3.53) et (3.54) :

(! =) = (@ —uy) 1

At . +A$2 (2 (U —up') — (ﬁnm-l—l - Uﬂl) - (ﬁnm—l — Uy
m+1 _ ,m
— +At er + A;Q (26;” —eply — enm_1> =R
soit donc
et = (1 —2\) el + Xel., + Ael' | + kR (3.55)
Or
‘(1 —2X\) eyt + eyl q + )\6211‘ < 18X, le™] = HemHHOO :
donc, comme le schéma est consistant
lem | = (1= 2\) e + Aely + Ay + kR
< max_|e| + cAt (At + AmQ)
n=1,...,N
— Hem+1HOO <|le™], + cAt (At + Ax2) (3.56)

Par récurrence

lem | < llemlla + At (k+ A2?), (MAE=T) et (°=0)  (3.57)

3.2.2 Résolution de I’équation de Black-Scholes par la ré-
solution numérique de I’équation de la chaleur

D’apres la section précédante, on a pu établir le lien entre I’équation de Black—
Scholes et I’équation de la chaleur. En effet, en partant de 1’équation de Black-
Scholes et en lui appliquant quelques transformations de variables on obtient une
équation de la chaleur, que 'on est capable de résoudre assez facilement de fagon
numérique. Si on considere le cas d’une option d’achat Call du type européenne,
on a les conditions suivantes :

La condition finale, a I'instant ¢ = T correspondant a 1’échéance de 'option,
la valeur du call est donnée par la formule :

(S, T) = max(S — E,0), VS (3.58)

En effet, si S est inférieur au prix d’exercice au terme de l'option, il est ininté-
ressant d’exercer 1'option (sous peine de perdre £ — S). Dans le cas contraire, le
bénéfice du call est S — E.

Le domaine d’étude en "espace" (variable S) est théoriquement [0, +o0], et il
faut donc fixer les conditions aux limites sur la fonction C'.
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Si S = 0, alors le bénéfice a terme est forcément nul. I1 n’y a donc aucun
intérét a exercer 'option d’achat dans ce cas, méme s’il reste du temps avant son
expiration. On a donc la condition suivante :

C0,t) =0, Wt

Si au contraire le prix de I'action augmente considérablement (S — +00),
il est clair que l'option sera exercée et que le prix d’exercice de l'option sera
négligeable. On a donc la condition suivante :

C(S,t)~ S, S +oo (3.59)

L’ensemble des équations ci-dessus peut étre résolu afin de déterminer la valeur
d’une option d’achat (call).

La résolution de I’équation de Black-Scholes par la résolution numérique de

I’équation de la chaleur est en effet plus simple et il est possible de se ramener de
I'une a l'autre par des changements de variable.
Ainsi, pour résoudre numériquement I’équation de la chaleur, il faut en premier
lieu discrétiser le domaine d’étude choisi a savoir les variables de temps et d’es-
pace. On suppose que 'intervalle de temps (respectivement en espace) est découpé
suivant une grille avec un nombre fini de points et d’intervalles. On va calculer (et
considérer) la solution uniquement en ces instants-la. La difficulté consiste alors
a calculer les dérivées (ici, en temps) a partir de ces valeurs discreétes.

La discrétisation consiste a donner un ensemble de points t¢,, avec m =
0,..., M de l'intervalle de temps [0, %T} et un ensemble de points z,, avec n =
0,..., (N 4 1) de l'intervalle d’espace [N~, NT].

On considére le pas de discrétisation en temps (supposé constant ) :

A2 2
=T AT
At =2 — =
M 2M
et le pas de discrétisation en espace (supposé constant aussi ) :
Nt — N~
Ar=———
N
On pose :
t,, = mAt pour m=0,M
et

r, =nAzxz pour n=0,N+1
Dans toute la suite, on notera u* = u (z,, t,n) = u (nAt,mAz), la valeur de
la solution (u) au point de grille (nAz, mAt) (ou bien (x,,t,)) avecn = N=, N+
et m=0,M.
Si a l'instant ¢ donné, on suppose qu’on connait la solution u(z,t) et sou-

u ou
haite calculer la dérivée tomporelle s (z,t) ou les dérivées spatiales — (x, 1), et

supposant que la solution soit connue aux instants (¢t — At) et (¢t + At), alors il
existe plusieurs schémas aux différences finies pour aprocher la valeur de la déri-
vée tomporelle ou spatiale. Edem, pour les dérivées spatiales les schémas peuvent
étre utilisés.
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3.2.3 Schéma d’Euler implicite

Soit I'approximation par le schéma d’Euler Implicite. Ce dernier consiste a
utiliser le schéma de différences finies, décentré a gauche, pour le calcul d’aproxi-
mation de la dérivée partielle premiere en temps :

ou  umtt —ym

Frie A7 (3.60)

et le schéma de différences finies centrées pour le calcul de dérivée partielle seconde
en espace :

Pu ol —2ul +ul
= = L h 3.61
0x? Ax? ( )
Ainsi le schéma d’Euler implicite s’écrit :
um — um—l u™ L= 2um + um+1
At Ax? ( )

De facon équivalente, en augmentant m de 1, on obtient

m+1 m m+1 m+1 m+1
Uy, — Uy ~ Up—1 — 2un + Up41 (3 63)
At a A2 '
t

En notant o = &% , on peut réécrire (3.63) sous la forme :

—au™ + (14 2a)u™ — au?jll =ul (3.64)

En effet, le calcul de la solution a linstant ¢,,,1 = (m + 1)At et a l'instant
t, = mAt est implicite, puisque la partie droite de I’équation est également
inconnue. On ne peut donc pas calculer explicitement et séparément w1, w7+
ou ul"! en fonction de u™ . On doit donc résoudre cette équation d’une maniere
globale, afin de calculer en méme temps tous les u™*!, pour tout n.

3.2.3.1 Conditions initiales et aux limites

L’initialisation du schéma se fait a 'instant initial :

u(x,,0) =u =ug (nAx), avecn = N—, N+ (3.65)

En ce qui concerne les conditions aux limites, en chaque pas de temps, on utilisera
les conditions aux limites en (+00) et (—o0) :

ul- = Uu_oo(N"Az,mAt) et uls = uioo(NT2,mAt), V0 <m < M. (3.66)

3.2.3.2 Erreur d’approximation

L’erreur d’appproximation du schéma numérique est en o(At + Ax?). Le
schéma étant stable du moment que At < %sz, il est inutile de raffiner ex-
cessivement, et on prendra At du méme ordre que Ax? (par exemple 0,4Az?).
L’erreur est donc en o(Az?). On choisit donc Az en fonction de la précision

souhaitée, et du temps de calcul dont on dispose, puis on fixe At de 'ordre de
Ax?.
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3.2.3.3 Réécriture matricielle

On se fixe un m, on suppose que tous les u)" sont connus, et on souhaite

m+1

m+l . On rappelle que u}?

calculer tous les wu]

sont connus grace aux

conditions aux limites. On peut alors réécrire (3.64) de la maniere suivante :

Pour n=N~+1, ona:—ault + (1 +2a)u

m+1

m
N-41 ~ QUN—4 o = Un—1 -

— - . m~+1 m+1 m+1l . m
Pourn=N"+42, ona:—au + (1 + 20)uy™, — au (TCH,

N—+1

Pourn=N"+3, ona: —au?@fb + (14 2a0)u

Pour n = 0, ona: —au™™ + (14 2a)u

Pour n=NT -2, ona:—auli',+ (1+2a)

N—+3 ™

m+1

— m
N-+3 = QUN-14 = UN-11-

m+1

- _.m
auy = Uy -

m+1

N m
Un+_g = QUN+_ 1 = Un+_9-

Pour n=N*T -3, ona: —auﬁiz + (14 2a)uyi— | — auﬁil =ul .
Ainsi, I'écriture matricielle est sous la forme suivante :
_ e m+l m 1
1+ 2« a 0 0 Un- 4 UN- 41 —aut
—a 14+2a —a 0 : : 0
. c. . m+1 m
0 -« . . : U Ug + :
: —a : : 0
m—+41
0 —a 142« u?{‘,ﬁil u%iil —QUN
A Um+1 pm
(3.67)

On voit apparaitre la matrice tridiagonale, avec des 14 2« sur la diagonale, et

des —a sur et sous la diagonale, puis le vecteur d’inconnues constitué des u

m+1

n )

et dans le second membre, la partie connue les u]' ainsi que les conditions aux

DI m+1 m+1
limites uly™" et ulyy .

La résolution du schéma a chaque pas de temps revient donc a calculer la

solution d'un systéme linéaire de la forme

AU =,

(3.68)

oll A est la matrice tridiagonale, U™ contient les inconnues u™"!, et b™ est
le second membre connu. On obtient alors la solution & l'instant ¢ + At (les u™ )

en fonction de la solution & l'instant ¢ (les u]" ).

n

L’inconvénient de la méthode d’Euler implicite par rapport a la méhode ex-
plicite est I'apparente difficulté supplémentaire pour la résolution de ces systémes
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linéaires afin de calculer la solution. Toutefois, un avantage certain de la méthode
est qu’elle est intrinséquement stable. En effet, quelle que soit la valeur du para-
métre a > 0, la norme de la matrice A~! est inférieure & 1, assurant la stabilité
du schéma.

Une maniére a priori simple de résoudre les systémes linéaires (3.68) consiste
a inverser la matrice A, en remarquant qu’elle est constante au fil des pas de
temps. Mais 'inverse d’une matrice tridiagonale est pleine, ce qui représente un
cout de stockage important, au dela du cout de calcul de la matrice inverse. En
temps normal, l'inverse d’une matrice de taille N nécessite o(N*) opérations.
Le stockage de l'inverse de la matrice représente N? éléments, & comparer avec
seulement 3N éléments dans la matrice A.

La résolution d’un systéme linéaire peut se faire avec la traditionnelle méthode
du pivot de Gauss, qui consiste a itérer les opérations sur les lignes ou colonnes
de la matrice pour rendre le systéme triangulaire. La résolution d'un systéme
linéaire triangulaire est alors trés rapide. La matrice étant ici tridiagonale, il est
plus intéressant d’utiliser une décomposition LU.

3.2.3.4 Méthode LU pour la résolution du systéme linéaire

L’idée de la méthode LU consiste a décomposer la matrice A sous la forme
d’un produit A = LU, ou L est une matrice triangulaire inférieure (Lower), et
U une matrice triangulaire supérieure (Upper). Cette décomposition n’existe que
sous conditions de rang et de non nullité des mineurs principaux de la matrice.
Dans le cas de la matrice A présente, cette décomposition existe, et les matrices
L et U n’ont que deux diagonales non nulles :

1 o o0 --- 0 U, — o --- 0

L : 0 wu -« :
L=1o0 1, 1 : U= 0 us 0
: . 0 : LT~

0 -+ 0 Iy-1 1 0 ... 0 0 uy

ol les ccefficients se calculent par récurrence :

2

u = (14 2a), un:(l+2a)—ua : ln:u—
n—1 n

Il faut donc o(N) opérations pour "calculer' les matrices L et U. La résolution
du systéme (3.68) se fait alors en deux étapes :

Lz=0b", UU™!' =2 (3.69)

Chacun de ces deux systemes linéaires est triangulaire, avec seulement une sous-
(ou sur-) diagonale non nulle. Le premier systéme se résoud donc rapidement : la
premiere ligne donne directement z; = 07" . Puis la deuxiéme ligne donne 25 en
fonction de z; et by. Et ainsi de suite. De méme, on peut résoudre le deuxieme
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systéme linéaire, mais en partant de la derniére ligne, qui donne directement /5y

en fonction de zy.

Il faut donc o(NN) opérations pour résoudre chacun de ces deux systémes, et
donc pour résoudre . C’est tres clairement I'une des méthodes les plus efficaces
pour résoudre un systéme linéaire tridiagonal, d’autant plus que la décomposition
LU (ou le calcul des ceefficients de ces matrices) est fait une fois pour toutes, la
matrice étant indépendante du pas de temps considéré.

On voit donc qu’avec cette décomposition, le calcul de la solution a I'instant
(m + 1)At en fonction de la solution a I'instant mA¢t n’est pas particulierement
plus "long" que dans le cas de la méthode d’Euler explicite, avec la garantie de la
stabilité du schéma en plus.

Toutefois, la précision de la méthode est toujours en o(At + Ax?), ce qui
impose un pas de temps At tres petit si on veut garantir une certaine précision
a la solution calculée.
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Conclusion

L’étude de la compréhention de I’évaluation des prix des options constitue un
enjeu toujours plus important sur les marchés financirs .De nos jours les mathéma-
tiques cherchent a développer de nouveaux modeles plus précis pour représenter
les dynamiques aléatoires. La formule de Black-Scholes a permis de répondre a la
question de I’évaluation du prix d’une option europpéenne. L’étude du modele de
Black-Scholes est au coeur de ce mémoire ol nous avons présenté une solution nu-
mérique implicite grace aux résultats d’un type spécifique d’équation aux dérivées
partielles connu en physique sous le nom de I’équation de la chaleur. L’objet de ce
travail était de présenter la démarche mathématique de discrétisation du modéle
de Black-Scholes pour le pricing d’option par la méthode implicite d’EULER.
L’étude a permis par ailleurs de renforcer d’avantage nos connaissances dans ce
domaine.
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