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Abstract

It is noticeable in these recent years that the field of fractional calculus has been swee-
ping for research by many of mathematicians, due to its effectiveness in describing
many physical phenomena such as in rheology, viscoelasticity, electrochemistry, ...

etc.

In this note, we give an introduction about fractional calculus then study a relaxation
problem governed by differential equations of fractional order joined initial condi-
tions. The analysis is based on the fixed point theory,and specially the method of the

lower and upper solutions.



Résumé

Il est remarquables dans ces derniéres années que le domaine du calcul fractionnaire
a fait I’objet de beaucoup de recherches par de nombreux mathématiciens, en rai-
son de son efficacité a décrire des phénomenes physiques tels que la rhéologie, la

viscoélasticité, 1’électrochimie, ... etc.

Dans ce memoire, nous donnons une introduction au calcul fractionnaire puis étu-
dions un probleme de relaxation régi par des équations différentielles d’ordre frac-
tionnaire jointes aux conditions initiales. Notre analyse est basée sur la théorie du

point fixe, et spécialement la méthode des sous et sur solutions.
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Introduction

Au cours des derniéres décennies, le calcul fractionnaire a trouvé de nombreuses
applications dans divers domaines des sciences physiques tels que la viscosité élas-
ticité, diffusion, controle, processus de relaxation, ...etc, voir [8] [13] [14]. Le calcul
fractionnaire étant généralisation de l'intégration et la dérivation a I’ordre arbitraire
i.e. non entier, il est considéré d’une grande signification dans les dernieres décennies
en raison a la fois du développement intensif de la théorie du calcul fractionnaire

lui-méme et leurs applications dans différents domaines [11} 18].

L’étude de l'existence et I'unicité a été un domaine de recherche trés actif en ma-
thématiques [1} 9] 17, 20, 22]], et pour les équations différentielles fractionnaires on
ne fait pas 'exception [5} 12} 21]. L'objectif de ce mémoire est d’exposer cette mé-
thode de point fixe et d’expliquer, par des exemples concrets, son application et
illustrer quelques avantages en appliquant le principe de 'application contractante
et le théoreme de point fixe de Schauder. On s’apercevra que la méthode du point
fixe constitue un outil tres efficace pour étudier l'existence des solutions pour de
nombreux types d’équations et 1'équation de relaxation factionnaire sera I’exemple

dans ce mémoire.

Apres cette petite introduction, le contenu du mémoire se partage comme suit. Dans
le premier chapitre, on donne toutes les définitions et les outils indispensables de la
méthode du point fixe. Le deuxiéme chapitre est consacré a les fonctions spéciales.
On y donne une vision générale sur les fonctions spéciales de type Kummer ainsi
les fonctions d’Euler. Le troisiéme chapitre concerne le calcul fractionnaire. Dans ce
chapitre on s’apercoit nettement que la transformée de Laplace est surprenante dans

la résolution des équations factionnaires.

Finalement le quatrieme chapitre, on y présente le travail de A. Chidouh, A. Guezane-
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Lakoud et R. Bebbouchi [3], sur I'existence de la solution de 'équation de relaxation

factionnaire en utilisant la méthode de sur et sous solutions.

Nous terminons notre travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

Compléments sur la théorie du point

fixe

On doit le premier embryon de la théorie du point fixe au mathématicien francais
H. Poincaré (1854 — 1912). Il fut le premier a avoir utilisé une approche du point
fixe. Poincaré a aussi prévu lI'importance et I’avenir prometteur du point fixe dans
les problemes de 1’analyse mathématique. Aujourd’hui la théorie du point fixe se

rencontre pratiquement dans tous les domaines de la recherche en mathématiques.

Définition 1.0.1. (Point fixe) Soit A une application d'un ensemble X dans lui méme.
On appelle point fixe de A tout point y tel que Au = y. S’il existe un tel y on dit
que A possede un point fixe, ce qui est équivalent a dire que I'équation Ax —x =0
possede une solution.
Définition 1.0.2. Etant donnés deux espaces métriques (X,d) et (Y,p) et une appli-
cation A: X — Y. Alors

(i) A est k-lipschitzienne si Vy,v € X,p(A(y), A(v)) < k.d(y,v),

(i1) sik =1, A est dite non-expansive,

(iii) sik < 1, A est dite contractante,

(iv) A est contractive si Vy,v € X,y #v,0(A(y),A(v)) < d(y,v).

On a les implications suivantes :

A contractante sur X = A contractive sur X =
A non-expansive sur X = A l-lipschitzienne sur X =
A uniformément continue sur X = A continue sur X.



CHAPITRE 1. COMPLEMENTS SUR LA THEORIE DU POINT FIXE 9

Proposition 1.0.3
Soit (X,d) un espace métrique et soit A une application A : X — X. Si A est contractive sur

X, elle ne peut avoir qu'un seul point fixe.

Théoréme 1.0.4
(Théoréme du point fixe de Banach) Soit X un espace métrique complet, soit S une partie
fermée de X, et soit A : S — S une application contractante de constante 0 < k < 1 telle que
A(S)CS.Ona:

(i) Existence et unicité : il existe y € S un point fixe unique de A, i.e., A(y) = y.

(ii) Algorithme de calcul : la suite (yn)n>0 de points de S telle que y,11 = A(yy) et
Yo € X (choisi arbitrairement ), avec AV =Tdx,A"=AoAo..o A/ (itéréde A), et
Ynt1 = A(}/o).

(iii) Estimations de l'erreur : ¥n >0, 0ona :

(iii — 1) Estimation a priori: d(y,,y) < %d(yo,yl).

(iii —2) Estimation a posteriori : d(y,41,Yy) < 1—fkd(yn,y).
(iv) Vitesse de convergence : d(y,+1,y) < k.d(yn,y).

Remarque 1.0.5. Ce résultat est parfois appelé théoreme de point fixe des contractions, on
trouve également dans la littérature : théoréeme de Banach-Picard, théoréme de Banach-

Caccioppoli,...

Remarque 1.0.6. Ce théoreme représente en quelque sorte un idéal du point de vue de
I'analyse numérique. En effet, on a I'existence et 1'unicité et un algorithme de calcul
stable qui donne la solution (unique). De plus, on dispose de deux majorations, a

priori et a posteriori, de I’erreur et de la vitesse de convergence.

Théoréme 1.0.7
(Schauder) Soit X un espace de Banach, et M une partie non vide, convexe, bornée et fermée

de X. Alors toute application compacte M — M admet un point fixe.

Définition 1.0.8. Soit (E,d) un espace métrique. On dit que (E,d) est précompact (ou
bien : totalement borné) si : pour tout e > 0, il existe un recouvrement fini de E par
des parties finies de E dont le diametre est inférieur a e. Une partie A de E sera dite

précompacte dans (E,d) si le sous-espace métrique (A,dax 1) est précompact.
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Définition 1.0.9. Soit (E,d) un espace métrique. Une partie A de E sera dite relative-

ment compacte dans (E,d) si la ferméture A de A est compacte.
Proposition 1.0.10

Soit A un sous-ensemble d'un espace métrique X. Alors :

(a) Si A est relativement compact, A est précompact.

(b) Si A est précompact et X est complet, A est relativement compact.
Théoreme 1.0.11

(Ascoli-Arzela) Soit X = Cla,b] oo < a < b < oo, muni de la norme ||.||,, M C X. Si
M est

(i) uniformément borné, i.e., Ir > 0tq |jul|, <rVu e M,

(ii) équicontinu, i.e.,Ye > 0,36 > 0 tel que
lx —y|<detVx,ye M= |u(x) —u(y)| <e,

alors M est totalement borné (précompact).

Maintenant, on donne la définition d’un cone qu’on aura besoin dans le quatrieme

chapitre pour définir I'espace d’existence des solution.

Définition 1.0.12. Soit X est un espace de Banach. Un ensemble non vide convexe et
fermé P C X est appellé cone s’il satisfait les deux conditions suivantes :
(i) x € P, A > 0 implique Ax € P.

(ii) x € P, —x € P implique x = 0.



Chapitre 2

Fonctions spéciales

Dans ce chapitre, on va définir quelques fonctions spéciales qui jouent un role
tres important dans la théorie du calcul fractionnaire telles que les deux premieres
fonctions abordées sont d"une grande importance historique, elles ont été introduites
en 1772 par Euler. Historiquement et théoriquement, 1’étude de ces fonctions et de
leurs propriétés a donné un élan considérable a 1’étude et la compréhension des
aspects fondamentaux de I’analyse mathématique, y compris les limites, produits
infinis, et prolongement analytique. Ils ont également motivé le progrés de la théorie
de fonction complexe, comme les théorémes de Weierstrass et de Mittag-Leffler sur

les représentations des fonctions entiéres et méromorphes.

2.1 Les fonctions Gamma et Beta

La fonction Gamma d’Euler est une fonction complexe qui prolonge la factorielle aux

valeur reéls ou complex notée par I'.

2.1.1 La fonction Gamma

Définition 2.1.1. La fonction Gamma est une fonction qui prolonge naturellement

la factorielle aux nombres complexes. Pour z € C tel que Re(z) > 0, on définit la

11
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fonction Gamma par

T(z) = /O Yoty 2.1)

propriétés :
1. La fonction Gamma peut étre représentée par la limite :
nln®

[(z)= nh_r>noo SEESYNEETL avec Re(z) > 0.

2. La fonction Gamma est définie et continue sur |0, 4oo[.

3. La fonction Gamma est de classe C* sur R par :

—+00
r(z) = / #1(Int) " exp(—t)dt.
0
tel que Vz € R" et Vn € IN™.

4. Pour tout z € R, en intégrant par parties dans (2.1), on aura

I'(z+1) =2zI'(z),Re(z) > 0. (2.2)

en particulier Vn € IN*

La propriété (2.2) permet d’établir que
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I'(n+1)=n!,neN. (2.3)

Exemple 2.1.2. Cherchons (—3)!. Par définition

(—%)! :r(%) :/Ooot‘l/zdt.

Posons t = y2, on oura que

1 © 21 © 2
_) = -y - — -y e
F(Z) /0 e yZydy 2/0 e Vdy=VII,

ainsi

En utilisant la fonction Gamma, on peut aussi définir la fonction causale H, (t) comme

suit

a—1
_ t+

Hy(t) = T (2.4)

Cette fonction est utilisée pour donner un sens alternatif aux deux concepts; la

dérivation et I'intégration fractionnaires.

2.1.2 La fonction Betta

Définition 2.1.3. La fonction Beta est une intégrale d’Euler définie pour tous com-

plexes z et s par

B(z,s) = /01 *71(1 — t)*~1dt,Re(z) > 0,Re(s) > 0. (2.5)

Propriétés :

1. La fonction Gamma et Béta sont liées par la relation suivante :

B(z,w) = =————. (2.6)
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En effet, on a

+00 +o0
Irz)MNw) = ( x21exp(x)dx> (/y“’%xp(y)dy)
0
n

= //xz_ly“’_lexp(—x—y)dxdy.
0 0

4
M) = [ &7 =" exp(—p)dxdn
0

/
0
+o0 M
- /exp(—y) (/x21 (n— x)“’1dx) dy.
0

0

Sionpose x =ty et0 < pu <1onvatrouver:

M
1
/xz_1 (u—x) dx = yz+“’_1/ #1(1 — @14t
0
0

Alors,
I['(z)T(w) =B(z,w)l'(z+ w).

1. La fonctioon B est symétrique d’apes la premiére propriété c-a-d :

B(z,s) = B(s,z),Re(z) > 0,Re(s) > 0.

Remarque 2.1.4. A 1’aide de la fonction Béta, on peut obtenir quelques résultats utiles

sur la fonction Gamma :

T(z)[(1—z) = Sin?nz).
T(z)l(z 4+ %) — 212 /7T (22).
I'(z+ 1) = —(Zn)!\/ﬁ.

2 22ny!
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2.2 Série hypergéométrique et fonction de Kummer

Apres les fonctions eulériennes qui interviennent de facon universelle, ce sont sans
aucun doute les fonctions hypergéométriques, la fonction de Gauss et les fonctions
confluentes qui fournissent les exemples les plus simples de la mise en ceuvre des
processus fondamentaux de 'analyse. En effet, la fonction de Gauss, définie par une
série entiere, apparait comme une généralisation naturelle de la série géométrique
et releve ainsi des méthodes de la théorie des fonctions analytiques. On peut en
dire autant des fonctions confluentes, en particulier de la fonction de Kummer qui

généralise la fonction exponentielle.

Par définition, on appelle série hypergéométrique la série entiere :

y" (&l i—f,z ecC, (2.7)

«, B,y parametres réels ou complexes quelconques (sous réserve que y # —n, ),
(A)n symbole désignant (A)g=1;(A)y =AA+1)...(A+n—1),

de sorte que :

['(A+n)

()‘)n = W,

n > 0. (2.8)

Lorsque a ou B est un entier négatif ou nul, la série se réduit a un polyndme. En
dehors de ce cas, le rayon de convergence de la série est égal a un, comme on le voit
facilement a l'aide du critere de d’Alembert. La somme de la série est appelée
fonction hypergéométrique ou fonction de Gauss et notée F(a, 5;y;z) ; cette définition
n’est pas valable, a priori, que pour |z| < 1. En fait, il existe une fonction analytique
dans le plan muni de la coupure [1, +0c0] qui coincide avec la fonction de Gauss pour
|z] <1:c’estle prolongement analytique de la fonction hypergéométrique dans que

1’on notera toujours F(a, 3;7;z) dans ce domaine.

Définition 2.2.1. On appelle fonction de Kummer ou fonction hypergéométrique

confluente(de premiere espéce), la fonction ®(«,y;z) définie par la série :

(a,7;2) (2.9)
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2.2.1 Fonctions de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler est considérée comme généralisation directe de la
fonction expontielle en raison de la substitution de n! =T'(n 4 1) avec (an)! =T (an +
1). Les fonctions Mittag-Leffler apparaissent naturellement lorsque nous résolvons les
équations différentielles linéaires fractionnaires. Récemment les fonctions de Mittag-
Leffler ont été utilisé pour étudier des différents modeles en biologie en physique
...ect. Toutefois, certaines des propriétés des fonctions Mittag-Leffler semblaient étre

inconnues de nombreux chercheurs.

Définition 2.2.2. Une fonction a deux parametres de type Mittag-Leffler est définie

par la série :

n

Eop(z ;ﬁ(wwm 2€Q). (2.10)

Pour =1, on obtien la fonction de Mittag-leffler function a un seul parametre :

Exemples

Des cas particuliers de (2.10) representant des fonctions élémentaires

— E11(2) =
— Eq5(z) =
— E»1(2%) = cosh(z), z € C.
— Ezz(zz):smh ) zec.
— Ep1(—2%) =cosz, z € C.

— Eypq(£212) = *[1 + erf(£21/2)], z€C,
ou

erf(z _t2dt.

-5/
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Propriétés :
Pour tout x,y,A € Ret0<a <1, ona:

1.
Eo(Ax")Ea(Ay") = Ea(A(x +y)").

E,(ix") = cos,(x") + ising (x*),
ou

)k a2k _1)kxa(2k+1)

- oy v (
cosa et sing (x*) = .
Z T+ a2 5 ) = L F e 1)

2.2.2 Fonctions de Mainardi et Miller-Ross

On peut aussi représenter d’autres fonctions comme la fonction de Wright, la fonc-
tion de Mainardi, la fonction de Miller-Ross [15]], 1a fonction de Rabotnov [19] et

I’a—fonction exponentielle.

Définition 2.2.3. On appelle W-fonction ou fonction de Wright, tout série de la forme

suivante

o) Zn
W(za,p)=) ——— (@>0,>0,zcC). 2.11
(Z“lB) ;;)T(om—i—ﬁ)n' (DC ﬁ Z ) ( )
Cas particuliers :
W(z;0,1) =¢*,z € C). (2.12)

La W-fonction est une généralisation de la fonction exponentielle et des fonctions de

Bessel.

Définition 2.2.4. Soit «, z € C.Alors toute série de la forme suivante

ol (a, z€ C). (2.13)

s’appelle la M- fonction de Mainardi.



CHAPITRE 2. FONCTIONS SPECIALES 18

La fonction M est un cas particulier de la fonction W :

M(z;a) =W(—z,—a,v+1—a) (2.14)
1 1 -2
)= ——e4 . 2.1
M(z; 2) \/Ee (2.15)
Définition 2.2.5. On appelle fonction de Miller-Ross, la série presque entieére suivante
er(v,a) =t" i (a—t)k =t"E (at) (2.16)
t\V, = I—.(V T k n 1) 1,v+1 . .

Définition 2.2.6. On appelle fonction de Rabotnov, la série presque entiére suivante

00 [Bktk(lx—'_l)

=r (;B/t) = tlxkgo F((k+ 1)(1 T+ [X)) = thEtx—i-l,oH-l(:B

tlx+1).

Définition 2.2.7. On appelle a—fonction exponentielle et noté par e, , le cas particu-

lier de la fonction de Mittag-Leffler :

el =z 1E, ,(Az%),Re(a) > 0,A,z € C. (2.17)

Prabhakar a introduit la fonction E) /3(2) qui généralise la fonction de Mittag-Leffler
(2.10) et la fonction de Kummer (2.9),

(o]

(z)=Y r”—)”zn (28,7 € C, Rea > 0), (2.18)

E‘)/ Y
= (an + B) n!

a,pB
ot (y)n est le symbole de Prabhakar donné par (2.8).

Pour 7y =1 cette fonction coincide avec (2.10). Si on considére le cas partuclier de la
fonction de Mittag-Leffler généralisée (2.18) oti « =1, on aura aussi la fonction de

Kummer

EY () = %ﬁ)Q(%ﬁ;z)- (2.19)

Prabhakar a étudié quelques propriétés de la fonction Mittag-Leffler généralisée
(2.18) et de I'opérateur intégrale

(Bl pa?) (1) = [ (e = 0FTELj(wlx — g0, (x>a),  (@220)
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avec a,B,7,w € C (Re(a),Re(p) > 0) contenant la fonction (2.18) dans le noyau, et il
a appliqué les résultats obtenus pour prouver I'existence et 'unicité de la solution

pour I’équation intégrale correspondante

[ G 0P E ol D) g0 = £ () 221)

sur l'intervale finie [a, b].

2.3 Opérateurs intégrales et fonction de Mittag-Leffler

Y
w,B,w;a

v =1leta =1, (2.20) prends les formes

Considérons l'opérateur intégrale IE donné par (2.20). En particulier, quand

(Bapang) () = [ (x = 0P Egplwlx = p(0dL, (x>a),  @22)

et

(Qupead) (¥) = [ (x=0P QB — gt (x>a),  @29)

contenants la fonction de Mittag-Leffler (2.10) et la fonction de Kummer (2.9) respec-

tivement dans le noyau.

Théoreme 2.3.1
[101Soit o, B,y,w € C, Rea > 0, Ref > 0,alors pour tout n € N, on a

d\"/ 4 e
(E) (zﬁ 152,/3(‘02“)) =P 1EZ,/3—n(WZ“)- (2.24)
En particulier
d\"/ 45 e
(E) (z/5 1Ea/ﬁ(wz”‘)> =P 1El,élﬁ,n(wz"‘). (2.25)

Et

(4) ('empn) = ol p-mez). @29

Démonstration. En utilisant la définition de la fonction généralisé de Mittag-Leffler

(2.18) et on dérive terme par terme sous le signe de sommation, on aura
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) " oo wk ak+p—
e - ()

k=0

B ) (’)’)k d\" wkznck+ﬁ—1
- kgor(akJrﬁ)(E)( k! >

(’Y)k wkzik+p—n—1

I
g
-
=
=)
+
o)
|
S
o~

k=0

_ Z‘B*nflE'Y

a/ﬁfn(wz“),

qui prouve (2.24). Lorsque on prends v = 1 et « = 1, on trouve respectivement les

relations (2.25)) et (2.26). ]
Corollaire 2.3.2

Soit w,B,v,w € C (Rea >0, Rep > 0). Alors

4

[ ettt = 2PET (w2, (2.27)
0
En partuclier,
z
/tﬁ_lE%/g,(wt“)dt = zﬁEa/ﬁH(wz"‘). (2.28)
0
et
Z 1
/t“_lQ(’y,,B;wt)dt = BZﬁQ('y,ﬁ +1;wz).
0
Théoreme 2.3.3

Soit w,B,7v,w € C (Rex > 0, Ref > 0) et b > a, alors I'opérateur lEZﬁw-a est borné sur

espace C|a,b] des fonctions continues et

) EZIﬁM;u(P ’C <B|l¢llc,
ol k
— 7\Re(a)
o \Re(B) V- | (7)xl ‘w(b a)
e k‘;) [T (ak + B)| (Re(a)k + Re(B)) ki (2.29)
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Démonstration. Pour tout x € [a,b] et ¢ € C[a,b],on a

X
(Y ) ()] < / (= OFE] jlwo(x = ") ()|t

< el / SRITE] (wst)| ds.
L'intégrale sur le coté droit est inférieur ou égal a B et le théoréme est prouvé. [
Corollaire 2.3.4
Soit a,B,w € C (Rea >0, Rep > 0) et b > a, alors l'opérateur B, g .4 est borné sur Cla, b]
et

H]sz,ﬁ,w;a(P”C < Billellc,
ol

k
Re(s) oo ‘w(b _ a)RE‘(lX)
By =(b—a)™ : (2.30)
OO L F ks T Refalk + Re(B)

Corollaire 2.3.5

Soit B,7,w € C (Rep > 0) et b > a, alors l'opérateur Q. g ;qa st borné sur Cla,b] et
HQ%ﬁ,w;aQ””c < Blellc,

on L
= (1) w(b—ay?)

— (h _ ,\Re(B)
B=(=0™" L i Bkt Re(p)  E

En conclusion : Comme nous le disions au début, la fonction de Kummer est la
généralisation de la fonction exponentielle, ainsi la fonction E 5(2) est la forme

générale qui généralise la fonction exponentielle et méme la fonction de Kummer.



Chapitre 3

Introduction au calcul fractionnaire

3.1 Intégrale et dérivée fractionnaires

3.1.1 Formule intégrale de Liouville

Pour les fonctions causales nulles en 0, I'inverse de l'opérateur de dérivation D = %

est I'opérateur d’intégration I :

t

d
D) =D (1) = g(t) avee f(0) =0 fl) = Ig() = [g()as. @)
0
De méme, toujours pour des fonctions causales avec des conditions initiales nulles,
ieme

l'inverse de la dérivation n'"** est définie par le n itéré de I'opérateur I précédent.

Ainsi la fonction f, telle que f2(0) = f,(0) = 0 avec f;' = g est définie par

/t (/Sg(x)dx) ds. (3.2)
0 \0

En permuttant 'ordre d’intégration, on obtient :

g(t) = /tg(x) (jds) dx = /t(t —x)g(x)dx.
0

fa(t) = IPg(t)

0 X

Plus généralement on montre que le '™ itéré de l'opérateur I peut s’écrire a l'aide

22
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de la formule intégrale de Cauchy :

t
" t—x)"t
/ !
Ainsi la fonction f, telle que f,(0) = f,,(0) = ... = ,S”_l)(O) =0 avec f,S’” = g est

définie par

fu(t) = 1"g(1). (3.4)
Cette formule peut étre interprétée par le produit de convolution de la fonction

causale g avec la fonction causale

ti—/li-_l B tn—l

(n—1)! (n—1)!H(t)

Hy(t) =

Pour n =00u1l, ona Hy = J alors que ¢ est la distribution de Dirac en 0 et H; n’est

autre que la fonction de Heaviside. En utilisant la fonction Gamma,on a

1

-
Hn(t) =

T (n) pourt >0 (3.5)

et

I"¢g=H, xg.

Comme la fonction Gamma peut étre prolongée a 1’ensemble du plan complexe privé

des nombres entiers négatifs, on peut définir une fonction causale H,(t) par

tl’é—l

H,(t) = FJ(rtx) pourt > 0eta > 0. (3.6)

Il est alors naturel de définir une intégrale d’ordre « de g.

Définition 3.1.1. Soit ¢ une fonction causale et & un réel strictement positif. On

appelle intégrale d’ordre « et on note [*g la fonction définie par

I"¢=H,*g. 3.7)
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Quand « tend vers 0, on aura

Pg=05xg.
En utilisant les propriétés des fonctions spéciales, on peut déduire d’aprés la relation
(3.6) que :
I*(IPg) = I""Pg car Hy * Hg = Hy . (3.8)

On a aussi pour tout n € IN,

T 1) = (")), 39)
En effet,
TR0 = T(Heeg)t)
= (THx9)(0)
= (Hy-n*g)(t)
= ()0,

Prenons I"équation (3.9) pour & = 0, on obtient

di’l
T8 (t) =81 (8) = Hon(t) x (1), (3.10)

ou bien

t
dt”g /5 (t—s)g(s)ds, t >0,
0

alors que H_,(t) estla dérivée n'®" de la distribution de Dirac
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3.1.2 Dérivations d’ordre «

On aimerait pouvoir dire que les dérivées d’ordre « € R sont obtenues par une

convolution avec H_ :

t
Dg(t) = H_o(t) * g(t) = — / g(ss)[x“ds,oc R, (3.11)
0

la que

DOg(t) := 5(t) * g(t) = g(1).

—a—1
Mais au voisinage t = 0, la fonction H_,(t) = H zy 0 ‘est pas intégrable quand « > 0.

Donc pour obtenir une définition de la dérivée fractionnaire qui est toujours valable
pour les fonctions classiques, nous devons régulariser l'intégrale divergente (3.11)

d’une certaine fagon.

A cet effet, nous considérons le nombre entier n € IN tel que n — 1 < a < n et écrivons:

H_o(t) xg(t) = [Hon(t)* Hy—a(t)] * g(t) (3.12)
= H_pn(t) * [Hn—a(t) % g(t)]
= D"I"%g(t).

Hoa(H)#g(t) = [Hon(t) s Hyoo(B)] 5 g(2) (3.13)
— Hyoa(t) # [Ho () # g(8)]
= ["Dg(t).

En conséquence, nous avons obtenu deux définitions régulieres alternatives pour
DIX .

Définition 3.1.2. La dérivée au sens de Riemann-Liouville d’ordre a,n — 1 < & < est

définie par

~———————¢g(s)ds. (3.14)
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Définition 3.1.3. La dérivée au sens de Caputo d’ordre a,n — 1 < a < n1 est définie
par
CDng( ) — Il’l IXDV[

t
n a=1 gn
g
ds. 3.15
/ Fn—zx dt”(s)s (3.15)
0

La différence entre les deux définitions est évident lorsque le passage de la dérivée
n'®me dans la définition En utilisant la commutativité du produit de convolution

et en dérivant sous le signe intégral on obtient :

D*g + Zg NHypi_gpourn—1<a<n, (3.16)

On peut remarquer que, dans le cas ot g n’est pas nulle en 0, la dérivation au sens de
Riemann-Liouville fait intervenir une fonction H,,_, qui tend vers l'infini en t = 0.
Par contre pour g a n-dérivées continue au voisinage de 0, la dérivée au sens de
Caputo [2] est continue en 0 et tend vers 0 en t = 0, ce qui nous amene a dire que
la définition est plus approprié pour des problemes d’intérét physique ou les

conditions initiales classiques sont exprimés en termes de dérivés entiers.

En pratique la dérivation fractionnaire est le plus souvent utilisée pour des fonctions
. . !

causales. On a vu que la convolution avec la fonction H,(t) = ﬁx) pour & > 0 corres-

pond a une intégration d’ordre «. Il aurait été mieux d’avoir écrire la dérivée d’ordre

« > 0 sous la forme :

D*¢=H_,*g. (3.17)

Mais malheuresement, la singularité de la fonction H_, nous empeche de définir un
produit de convolution au sens des fonctions. Cependant dans le cadre de distribution
on peut définir la dérivation d’ordre & > 0 par un produit de convolution au sens de

distribution ot H_, définit une distribution singuliére.

Pour & = 1 entier positive, ona H_, = (") o1 6(") est la dérivée n®™¢ de la distribution
de Dirac en 0. Si « — 1 dans la formule (3.16), on obtient

n

D"g =

n—1
FEED BE S (Utln)
k=0
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La formule ci-dessus est la dérivation au sens distributions d’une fonction causale, n
fois dérivable sur [0, +oo[. A partir de ce développement, on conclut que la dérivation
au sens de Riemann-Liouville d"une fonction causale n’est autre qu'une généralisation
de la dérivée aux sens des distribution tandis que la dérivation de Caputo est plutot

une généralisation de la dérivation ordinaire.

3.2 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil trés utile pour résoudre les ODE linéaires
a coefficients constants car elle convertit les équations différentilles linéaires en

équations algébriques linéaires qui peuvent étre résolues facilement.

La fonction F(s) de la variable complexe s définié par

P@:Hﬂmﬂ:/e“ﬂwt (3.18)
0
est appelée la transformée de Laplace de la fonction f, laquelle est appelée 1'originale.

Pour ’existence de l'intégrale (3.18). la fonction f doit étre d’ordre exponentiel «, ce

qui veut dire qu’il existe deux constantes positives

M et T telles que

|f(t)] < Me" pour tout t > T.

En d’autres termes, la fonction f(t) ne doit pas "croitre ou décroitre" plus vite qu'une

certaine fonction exponentielle quand t — co.

L'originale f(t) peut étre reconsituée a partir de la transformée de Laplace F(s) a

l'aide de la transformée de Laplace inverse

c+ioco
_mp44g@ﬂ:/.eW@%m:m@>% (3.19)

ol ¢g réside dans le demi-plan droit de la convergence absolue de l'intégrale de
Laplace (3.18)

Le calcul directe de la transformée de Laplace inverse en utilisant la formule (3.19)
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est "souvent compliqué" ; cependant, parfois elle donne une information utile sur le

comportement de l'inconnue originale f(¢) qu’on cherche.

3.2.1 Transformée de Laplace de la fonction de Mittag-Leffler géné-

ralisée

On considere une fois pour toute, en tant qu’exemple, la transformée de Laplace de
la fonction t"‘7+5*1Eik[)3(j:wt“) qui ressemble a la transformée de Laplace de la plus

part des fonctions usuelles et spéciales :

Re(s) > |w| ", (3.20)

ou

Cas particuliers :
1. Sik=0et B =a, on aura la fonction a—fonction exponentielle £ — t*~1E, , (A%).

1
F 1 E o (wtY) S ————, Re(s) > |w|'/*. (3.21)

(s* —w)’
2. Sik=0et B =1, on aura la fonction de Mittag-Leffler d'un seul parameétre

t — Eq(wt®).

slx—l

1/a
CETOk Re(s) > |w|"". (3.22)

Eo(fwt) S

3. Sik=0eta =w = p =1, on aura la fonction expnentielle t — e’.

1
e = T Re(s) > 1. (3.23)

4. Siw=0,a=p=1etk=n €N, on aura la fonction puissance t — t".

|
= 51% Re(s) > 0. (3.24)

5. Sik=w =0eta=p =1, onaura la fonction de Heaviside H.

H(t) = % Re(s) > 0. (3.25)
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6. Sik=w=0eta=p=1/2, on aura la fonction t — NeE

L o b Rets)>0. (3.26)

VA
3.2.2 Quelques résultats sur la transformée de Laplace

Les trois théoremes suivants sont d’importantes applications de la transformation de

Laplace pour la résolution des équations différentielles et intégrales.

Théoreme 3.2.1
Soit f' est une fonction continue sur R™, sauf éventuellement en t = 0 oit lim,_,¢+ f(t) =
f(07) existe. On suppose en outre que f' est une fonction continue par morceaux qui admet

une transformée de Laplace, alors :
L{f'(t), s} =sF(s) — f(0T). (3.27)
Ce résultat se généralisé par récurrence pour les dérivées d’ordres supérieurs n :

n—1
L{f"(t), s} =s"F(s) — }_ " F"==1)(0). (3.28)

k=0
Ainsi, prendre la transformée de Laplace d’une dérivée revient essentiellement a
multiplier par s. On ne sera pas surpris du résultat réciproque : une division par s

correspond a une intégration de la fonction

Théoréme 3.2.2

Soit g la primitive de f qui s’annule en 0, alors
t F(s
Lig(t), sh=L{ [ flr)ar, s} =T

Venons en maintenant au propriétés liées au produit de convolution.

Théoréme 3.2.3

Soient f et g deux fonctions causales qui admettent des transformées de Laplace, alors ;

L{f(t) xg(t); s} = F(s)G(s). (3.29)
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3.3 Transformé de Laplace et dérivée fractionnaire

On utilisera la propriété (3.29) pour calculer la transformée de Laplace de l'intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville. Autre propriété utile dont on aura besoin est la
formule (3.28)) de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire d"un ordre

entier n de la fonction f :

3.3.1 Latransformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens

Riemann-Liouville

Nous allons commencer avec la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire

d’ordre « > 0 de Riemann-Liouville définie par (3.7)

(I°f)(£) = f () * Ha(t), (3.30)
ot la transformée de Laplace de la fonction H,(t) est

tafl .
L{ﬁ;s} =s" (3.31)

Par conséquent, si nous utilisons la transformée de Laplace du convolution (3.29),
nous obtiendrons la transformée de Laplace de 1'intégrale fractionnarie de Riemann-

Liouville

L{(If) ()35} = s°F(s). (3:32)

Passons maintenant a 1’évaluation de la transformée de Laplace de la dérivée frac-

tionnaire Riemann-Liouville, a cette fin, nous 1’écrivons sous la forme
DY (1) =g™ (1), (3.33)

g(t)=f(t)* Hyn(t), n—1<a<mn, (3.34)

avec la transformée de Laplace de cette dernierenest déterminée par (3.32) :
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G(s) =s "9 F(s). (3.35)

En utilisant la transformée de Laplace pour une dérivée d’ordre entier, nous obtenons

que :
n—1
L{g"(t);s} =s"G(s) — ) ske(r=k=1) (@), (3.36)
k=0

et de la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, on aura

n—k—1
g () = S P = DRAG), (3:37)

En substituant (3.35) et (3.37) dans (3.36), nous obtenons ’expression finale suivante

pour la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

d’ordre a« > 0:

L{Dg f(t);s} =s*F Zs DA ()]0, n—1<a <. (3.38)

Cette transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est
bien connue (voir, par exemple, [15] ou bien [16]). Cependant, son application pra-
tique est limitée par ’abscense de l'interprétation physique des valeurs limites des

dérivées fractionnaires en la borne inférieure t = 0.

Exemple 3.3.1. On considére les équations différentielles fractionnaires suivantes :

a oDu(t) + bu(t) = f(t), oD* *u(t) ;=0 = Cx (k=1,2,...,1n), (3.39)
ou oDf est la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouvilleetn — 1 <a < n.

Grace a la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens Riemann-
Liouville (3.38) et la formule (3.20), on obtient la solution de (3.39).

En effet, en tenant compte les conditions initiales, la transformée de Laplace de

I’équation nous donne

s“U(s) +bU(s) =F(s) + i Cps* 1,
k=1
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1 n Sk—l
Com—0
(st + 1) S)+k221 (as* +b)

a

u(s) = -

En utilisant la transformée de Laplace inverse et par (3.20), on donne la solution de
(3.39) :

a3

t
u( Zth R E g k+1(——t>+/Gt—s
0

ou

1
G(t) = Et""lEM (—Zt"‘) ,

est la fonction de Green.

Finalement, on a

u(t) = %[Zth rxrx—k—H (_Zt“) (3.40)

k=1

t . b . ]
+0/ 1EM( —(t ))f()d]

Exemple 3.3.2. Maintenant, prenons les équations suivantes :

oD2u(t) +o DTu(t) = £(t), 0D u(t) +o DI u(t) [1—o = C, (3.41)

Supposons que 0 < g < Q < 1. La transformée de Laplace de (3.41) mene a

C+ F(s) C+F(s) s 1
sQtsl  s9(sQa+1) (C+Fs) (sQ77+1)

U(s) =

Apres I'inversion a 'aide de (3.20) pour « = Q — g et f = Q, on obtient la solution

ou
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G(t) = 127 Eq g0 (—1977), DR () +o D 'u(t) 1= = C.
3.3.2 Latransformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens

Caputo
Afin d’établir la formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de
Caputo, écrivons la dérivée de Caputo (3.15) sous la forme suivante :
SDEF(t) = 1" (1), g() = F (1), n—1<a<n.

En utilisant la formule (3.32) de la transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville, on aura

L{D*f(t);s} = s~ "9 G(s) (3.42)
ot grace a (3.28),
n—1 n—1
G(s) =s"F(s) — Y s" * 10 (0) =s"F(s) — Y s"F"=F=1(0). (3.43)
k=0 k=0

En introduisant (3.43) dans (3.42), on arrive a la formule de la transformée de Laplace

de la dérivée fractionnaire de Caputo :

n—1
L{*D%. f(t);s} =s*F(s) — Y s* F 1B (0),n—1<a <n. (3.44)
k=0

Comme cette formule de la transformée de Laplace de la dérivée de Caputo induit
les valeurs de la fonction f(t) et ses dérivées en la borne inférieure t = 0, pour
laquelle une certaine interprétation physique existe (par exemple, f(0) est la position
initiale, f'(0) est la vitesse initiale, f”(0) est 1’accélération initiale), on peut espérer
qu’il pourrait étre utile pour la résolution des problemes appliqués conduisant aux
équations différentielles fractionnaires a coefficients constants accompagnées de

conditions initiales dans leur forme traditionnelle.

Exemple 3.3.3. On considére les équations différentielles fractionnaires suivantes :
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a §DMu(t) + bu(t) = f(1), u®(£)|,=0=0(k=0,1,..,n — 1), (3.45)
ou (D est la dérivée fractionnaire de Caputoetn —1 <a <n.

Grace a la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens Caputo (3.44) et
la formule (3.20), on obtient directement et plus rapidement la solution de 1)

J1E, o —Z(t—s) Vf(5)ds, (3.46)

ml»—\
o“\‘_'_

ou



Chapitre 4

Equation de relaxation fractionnaire

non lineaire

Dans ce chapitre, nous considérons 1’équation fractionnaire de relaxation suivante :

(4.1)

CD%r(t) + wo(t) =e(t,o(t)),0<t <1,w >0
0'(0) =09 >0

otie: [0,1] x [0,00) — [0,00) est une fonction continue et “*D* est la dérivée au sens
Caputo d’ordre « € (0,1). Alors, on va utiliser la méthode du sous et sur solution
pour établir I’existence de la solution et on essaie d’approximer la solution par la

méthode des approximations successives.

Inversons les équations ci-dessus par la transformée de Laplace, nous obtenons :

o(t) = opE(—wt®)

+ /Ot(t — ) 1 E, o (—w(t —5)%)e(s,0(s))ds, 0 < t <1, (4.2)

En effet, considérons le probléme linéaire suivant :

{ CD(t) + wo(t) =e(t),0 <t < 1,w >0 (4.3)

o(0) =0y > 0.
Quand on applique la transformée de Laplace ( la formule (3.44)) sur les équations
(4.3), on aura

35



CHAPITRE 4. EQUATION DE RELAXATION FRACTIONNAIRE NON LINEAIRE36

s*0(s) — s Log + wo(s) = e(s),
ot 7, € est la transformée de Laplace de ¢ et € respectivement.
Par conséquent,

g% 1 1

+ .
s —w  s*—w

e(s),

et par la transformée de Laplace inverse en utilisant les formules (3.29), (3.22) et
(3.21), on obtient :

o(s) =0y

o(t) = 0gEp(—wt®) + t* LEy o (—wt®) x (1)

o(t) = ooEx(—wt*)

+ /Ot(t - S)a_lEa,a(—CU(t — s)“)e(s)dsl 0<t<1.

Nous considérons le cone E des fonctions continues positives sur [0,1]. Définissons

l'opérateur P : E — E comme suit :

Po(t) = 0oEa(—wt*) + (Eq —oo) (t), 0 < t < 1.

ou l'opérateur [E, _,,0: E — E est définié comme suit :

(Ey,—wo0)(t) = /Ot(t — )" 1 E, o (—w(t —5))e(s,0(s))ds, 0 < t < 1.
Lemme 4.0.4

L’opérateur P : E — E est completement continu.

La démonstration du Lemme ci-dessus est basée sur le Théoréme de Ascolli Arzella,
en tenant compte la continuité de la fonction de Mittag-Leffler et sa bornitude sur
[0,1].
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Maintenant pour tout ¢ € [2,b] C R, on définit réspectivement les sous et sur

fonction de controle comme suit :

H(t,o) = sup €(t,n), h(t,c) = inf e(t,n).

a<n<c o<n<b
Evidemment ces fonctions sont non décroissantes sur 7.
Définition 4.0.5. Soit o (t),c(t) € E, a < co(t) <o(t) <b, satisfait
o(t) = ooEu(—wt)

+ /Ot(t )" B a(—w(t — s)¥)H(s,7(s))ds, 0 <t <1

et

IN

a(t) 00Eq (—wt®)

+ /Ot(t — s)“*lEa/a(_w(t _ S)a)h(S,Q(S))dS, 0<t<1

alors o (t) et () sont appelées réspectivement sur et sous solutions de (4.1).
Théoreme 4.0.6
Supposons que €(t,0) : [0,1] x [0,+00) est continue, et 0(t),0(t) sont réspectivement les
sur et sous solutions de (4.1), alors le probleme a au minimum une solution positive.
Démonstration. Soit

K={o(t) e Ea(t) <o(t) <a(t), t€[01]},

Comme K C E et K est un ensemble convexe fermé, pour démontrer le Théoréeme

ci-dessus, il suffit de prouver que P : K — K.

Pour tout o(t) € K,ona g(t) < o(t) <o(t),alors

Po(t) = opEy(—wt®) —i—/ V¥ E o (—w(t —5)%)e(s,o(s))ds
< opEx(—wt®) +/ ) E o (—w(t —8)%)H(s,7(s))ds
< 7t (4.4)
et
Po(t) = optEy(—wt®) —1—/ Y E a(—w(t —s)%)e(s,o(s))ds
> opEa(—wi) +/ Y E 2 (—w(t — 8)%)h(s,o(s))ds
> o(t) (4.5)
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Donc, de (4.4) et (4.5), on obtient que P : K — K est un opérateur compact. Selon le
Théoreme de point fixe de Schauder, P admet un point fixe dans K. Par conséquent

le probléme (4.1) a au minimum une solution positive ¢ dans E. [

Corollaire 4.0.7
Supposons que €(t,0) : [0,1] x [0,00) — [0,00) est continue, et il existe Ay, Ay > 0 tel que

A <e(t,]) <Ay, (t1)€[0,1] X [0,00) (4.6)

alors, le probléeme a au minimum une solution positive o € E, de plus
o(t) > 0oEqs(—wt®) + AltaEa,aJrl(_Wta)/ (4.7)

et
0 (t) < 00Ea (—wt) + AgtEg i1 (—wt®) (4.8)

Démonstration. De (4.6) et la définition des fonctions de controle, on a :
Considérons le probleme suivant :

DG (t) + wir(t) = Ay, 7(0) = 0y. (4.10)

Le probleme (4.10) a une solution positive donnée par :

t
T) = oEa(~wtt) + Ay [ (t = 5) Ea(—c(t - 5)")ds
0
= UoEa(—wt“) + /\zt“E“,DCJrl(—wta),

en tenant compte (4.9), on a
t
F(t) = ooEa(—wl®) + Az/ (f — 8) g u(—cw(t — s)*)ds
0
t
> 0pEu(—wt*) + / (t =) L Ey o (—w(t —s)*)H(s,o(s))ds.
0

Evidemment, 7(¢) est sur solution de (4.1).

Maintenant, tournons-nous vers le probléme suivant :

D%¢(t) + wa(t) = A1,0(0) = 0p. (4.11)
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qui a également une solution positive
t
o(t) = ootEs(—wt*) + )\1/ (t—8)* 1Eyu(—w(t —s)")ds
0
= UoEa(—wta) + /\ﬁ"‘EMH(—wt”‘)

Par (4.9) et de la méme maniére que nous avons utilisé pour chercher la sur solution,
on conclus que ¢ (#) est la sous solution de (#.1). Donc, de Théoréme on confirme

que le probleme (4.1) a au minimum une solution positive ¢ € E qui vérifie les
inégalités (4.7) et (4.8). O
Corollaire 4.0.8

Supposons que €(t,0) : [0,1] x [0,00) — [a,00) est continue telle que

0< lim e(to(t)) < +oo (4.12)

o—r—+00

alors le probleme a au minimum une solution positive.

Démonstration. D’apres (4.12), il existe deux constantes positives N et R telles que

€(t,0) < N pour tout o > R,t € [0,1]. (4.13)

a<e(t,c) <N+ Cpourtouto >0,t€[0,1].

Par conséquent, de Corollaire le probleme (4.1) a au minimum une solution
positive o dans E qui satisfait les inégalités suivantes

(1) > 00Ea(—wt*) + at*Eg o1 (—wt®),

et
o(t) < 0pEy(—wt*) + (N 4+ C)t"Ey g 41 (—wt®)

Corollaire 4.0.9
Supposons que €(t,0) : [0,1] x [0,00) — [a,00) est continue, a est une constante positive s'il

existe, c > 0,d > 0, tels que

max{e(t,0) : (t,0) € [0,1] x [0,d]} < cT(a+1) — 0y (4.14)

alors, le probleme a au minimum une solution positive o dans E .
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Démonstration. D’apres (4.14), ona:

a<e(to) <cl'(a+1)—opforany (t,0) € [0,1] x [0,d].

Dong, de Corollaire on conclus directement que le probleme (4.1) a au minimum

une solution positive o dans E satisfait

0< loll <c

Proposition 4.0.10
Supposons que €(t,0) : [0,1] x [0,00) — [a,00) est continue oir a est constante positive telle
que

a < lim max M

< 400 (4.15)
T4000<t<l O

alors le probleme a une solution positive borné o dans E.

Démonstration. Depuis (4.15)) est vérifiée, il existe deux constantes positives M et R
telles que
e(t,0) < Mo forany o > R,t € [0,1]. (4.16)

Soit C = maxo<;<10<s<r €(t,0) et par (4.16) on obtient

a<e(t,c) < Mo+ Cforany o >0,t € [0,1].

Alors,on a:
H(t,o) < Mo + C for any ¢ > 0,t € [0,1]. (4.17)

Maintenant, on considére le probleme suivant,

D*c(t) + wo(t) = Mo + C, o(0) = oy, (4.18)

qui a la solution positive suivante

E(t> = UoEa(—wt“)
+/0 (t— 5)0‘71sz,0<(—60(15 —5)*)(Mz(s) + C)ds.
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Laissez-nous définissons l'opérateur A : E — E comme suit :
Ao(t) = 0oEx(—wt")

4 [ () Bl (=) (MT(s) + Cds, (419

ce qui est completement continu du Lemme

Notons

O, ={c€E|||c—uv <r<oco},

ot vg(t) = Ct*E, y11(—wt®) et r satisfait

ool (. +1)% 4+ 6C
“T(a+1)(T(a+1)—0)

Pour tout o € (),, on a

< _—
lofl <7+ T(a+1)

Alors,

A(t) —vp()] =

00 Ea (—wt) +/ Y Ey o (—co(t — 8))00(s)ds
< 0pEa(—wt*) + 0 ||| t*Ey gi1(—wt®)

0(r + rrmy)

Ot Tar

Ainsi,
Or N 0C
F(a+1) T(a+1)2

|Ac —vo|| < oo+

< r

Selon le Théoreme de point tixe de Schauder, I'opérateur A admet un point fixe dans

Q. Dong, le probleme (4.18) a au minimum une solution positive o dans (),. D’autre

part, d’apres (4.17) on a
(1) > 0pEa(—wt®) +/ Yy o (—co(t — s)VH(s,5(s))ds, T € Oy
Evidemmment, o () est sur solution de et par Corollaire on conclus égale-

ment que ¢(t) = goEy (—wt*) + at"‘E,X wt+1(—wt") est sous solution de (4.1). D’apres le
Théoreme [4.0.6} le probleme (4.I) a au minimum une solution positive o dans E. [J
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Théoreme 4.0.11
Supposons qu'il existe u > 0, tel que

le(t,o1) — €(t,00)|| < ||y — 02| pour tout o, 0 € X, (4.20)
alors quand,
K
— <1, 4.21
Tt~ (4.21)

le probleme a une solution unique o € E.

Démonstration. 1l suffit démontrer que I'opérateur P défini au début est une contrac-

tion dans E. En effet, pour tout 0y, 0, € E, et (4.21)) est vérifiée, alorson a :

[P(01) — P(0n)|| = tS%Ii]|T(01)(f)—T(Uz)(t)|
< sup t(t—s)"‘_lEa,a(—w(t—s)"‘)|e(s,<71(s))—e(s,crz(s))|ds

tef0,1]”0
< sup FEgait(—wt) [e(s,01) — e(s,0)
te[0,1]
n
< sup ———— o — oo
te[0,1] [(a+1)
< o n-a
- T(a+1)

Ainsi, quand (4.21) est vérifiée, 'opérateur P est une contraction.
Donc, d’apres le principe de contraction de Banach le probleme (4.1) a une seule
solution o € E. O

Exemple 4.0.12. Considérons I’équation non linéaire de relaxation suivante :

_ _05
c(0)=1

Il est claire via le Théoreme[4.0.11| et Corrolaire que les équations (4.22) ont une

seule solution positive ¢ dans E, de plus,

o(t) < () <T() (4.23)

where 7 (t) = E%(—\/?) + 3VtE1 s(—V/t),0(t) = E; (—V/t) est réspectivement sous

et sur solution d’equations (4.22)

3 1
2 2

NI—=
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I1 existe des méthodes pour calculer la solution approchée du probleme (.22), on

se réfere a [4], 5], 7] et on va utiliser le schéma Bashfort-Moulton de correction de

prédiction comme dans [6].

1 tE%’%(—\/t—S) ds
2 0 VvVi—s 1+xn

La figure 4.1 montre que la solution approximative située entre la sur et sous solution

X1 = Ey (=VH) + (4.24)

mentionné précédemment.

—&— sur solution
—%— solution approximative
sous solution

R

FIGURE 4.1 — Approximate solution

Notons que la décoroissance des solutions caractérise bien la relaxation.



Conclusion générale

Le calcul fractionnaire est devenu un outil tres efficace pour modéliser quelques
phénomenes en biologie, en mécanique...etc. D’un point vue mathématique 1'opé-
rateur fractionnaire est une équation intégrale avec noyau faiblement singulier qui
répresente un certain retard (convolution). Dans ce mémoire, on a essayé de faire une
introduction sur le calcul factionnaire et ses applications. Nous avons vu les outils
principaux pour le calcul comme les fonctions Gamma, Beta et Mittag-Leffler,...,etc.
La transformée de Laplace est I'une des méthodes les plus efficaces utilisées pour
résoudre les équations factionnaires. Alors, on a donné tous les détails sur cette mé-
thodes avec des exemples tres claires. Concernant I’analyse d’existence des solution,
on a choisi de travailler sur le probleme de relaxation factionnaire. On a inversé
ce probleme initial vers une équation intégrale dont le noyau bien exprimé par la
fonction spéciale de Mittag-Leffler. Apres, on a vu par la méthode du point fixe et la
méthode de sur et sous solutions quelques résultats intéressants sur 1’existence de la
solution. Nous espérons que ce modeste travail sera une vision préliminaire sur le

calcul factionnaire et initiation a la recherche scientifique.
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