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Résumé

L’équation stochastique d’un gaz visqueux barotropique en une dimen-
sion est considérée. L’application de la formule d’Ito a une fonctionnelle
convenablement choisie nous permet d’étudier le comportement de la solu-
tion a savoir 'obtention de l'estimation de I’énergie. Cette estimation ne
nous permet pas de démontrer la stabilité du systéme. Pour cette raison,
nous passons a étudier la stabilité d’un systéme d’équations périodiques
approchées. Plus précisément, nous démontrons l'existence d’une mesure
périodique pour un systéme discrétisé avec une régularisation de la den-
sité. L’étude se base sur des résultats du théoréme de Khas'minskii [15] qui
consistent a la construction de la solution des équations différentielles sto-
chastiques ainsi que la démonstration d’une solution stationnaire périodique.



Abstract

We consider the stochastic equation of a viscous barotropic gas in one
dimension. By applying Ito’s formula to a suitably chosen functional, we
can study the solution’s behavior and obtain an energy estimate. However,
this estimate alone cannot prove the stability of the system. To address this,
we study an approximate periodic equations and prove the existence of a
periodic measure for a discretized problem with the regularization of the
density. This study is based on Khas’minskii’s theorem [15], which allows us
to prove the existence and uniqueness of a solution for stochastic differential
equations and a periodic stationary solution.
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Introduction

Dans le vaste domaine de la théorie des probabilités, le calcul stochastique
se distingue comme un outil d’une puissance exceptionnelle. Ces derniéres
années, la recherche sur les équations stochastiques a mis en avant un théme
central : la mesure invariante. L’existence et 'unicité de cette mesure ont
été explorées par de nombreux auteurs dans des contextes variés. Des tra-
vaux notables dans ce domaine incluent ceux de Da Prato et Zabczyk (8],
Da Prato 7], ainsi que Prévot et Rockner [25], qui ont grandement influencé
la recherche. De méme, I’équation de Navier-Stokes stochastique a inspiré
plusieurs auteurs dont Cruzeiro [6], Albeverio et Cruzeiro|2|, Flandoli [10]
et Flandoli et Gozzi [11]. Ils ont ajouté de différentes perturbations stochas-
tiques pour démontrer I'existence et I'unicité de la mesure invariante pour
des systémes stochastiques différentes.

L’étude du calcul différentiel stochastique trouve ses racines dans les équa-
tions différentielles stochastiques développées par Kiyosi Ito en 1940 (I'un de
ses premiers articles importants a été publié en 1942). Le calcul différentiel
a fourni un cadre pour la notion d’équation différentielle ordinaire, qui pré-
sente de modéles pour caractériser les phénomeénes variants dans le temps.
Les équations différentielles stochastiques ont alors trouvé de nombreuses
applications dans les sciences, la géométrie, la biologie et presque toutes les
sciences appliquées.

Dans ce travail, nous nous intéressons a étudier 'existence d’une mesure in-
variante pour I’équation stochastique d'un gaz visqueux barotropique en une
dimension, avec une perturbation stochastique exprimée par un mouvement
brownien dans un espace de Hilbert. L’existence et I'unicité de la solution
de ce probléme, avec une condition initiale, ont été démontrées par Fujita
Yashima et Tornatore [26]. L’utilisation de la formule d’Ito en dimension
infinie, appliquée a une fonctionnelle bien choisie, nous permet d’analyser
le comportement de la solution de ce probléme, y compris ’estimation de
I'énergie. Cependant, cette estimation ne suffit pas de démontrer, pour le
moment, I'existence d’'une mesure invariante et la stabilité du probléme ini-
tial.

Par conséquent, nous étudierons un systéme d’équations stochastiques qui
décrit le mouvement d’un gaz visqueux barotropique dans un domaine uni-
dimensionnel discrétisé, en utilisant un poids régularisant la densité. Ce sys-
téme a été étudié par R. Benseghir et H. Fujita Yashima [5].
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Dans ce mémoire, nous généraliserons ce dernier résultat au cas périodique.
Plus précisément, nous étudierons 1’existence d’une solution périodique sta-
tionnaire qui décrit le mouvement d’'un gaz visqueux barotropique.

Pour cela, nous suivrons le plan suivant :

Dans le premier chapitre, nous rappellerons la notion d’équations diffé-
rentielles stochastiques. Ainsi nous introduisons leur stabilité en rappelant
la notion de la mesure invariante et la mesure périodique. En effet, nous
commencerons d’abord par introduire les équations stochastiques dans R”
en rappelant les différents résultats qui nous seront utiles dans notre travail,
notamment la formule d’Ito et le théoréme de I'existence et de 'unicité de la
solution. Ensuite, nous introduirons la notion de la mesure invariante et la
mesure périodique en nous appuyant sur le théoréme de Khas'minskii [15],
qui nous donne leur existence. Enfin, nous définirons les équations stochas-
tiques dans un espace de Hilbert en rappelant la notion de mesure invariante
pour un semi-groupe de Markov.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduirons les équations stochastiques
qui décrivent le mouvement d’un gaz visqueux barotropique en une dimen-
sion spatiale. Nous commencerons par rappeler le systéme dans le cas dé-
terministe en coordonnées eulériennes et lagrangiennes. Ensuite, nous allons
introduire le probléme stochastique en ajoutent une perturbation stochas-
tique au probléme déterministe ol cette perturbation stochastique présentée
par un mouvement brownien définit dans un espace de Hilbert. Ainsi, en ap-
pliquant la formule d’Ito & une fonctionnelle convenablement choisie va nous
permettre d’analyser le comportement de la solution, a savoir 1’obtention
de 'estimation de I’énergie pour ’équation stochastique d’un gaz visqueux
barotropique. Enfin, en utilisant une discrétisation et une régularisation de
la densité, nous étudierons un probléme aproché a notre probléme initial.

Dans le troisiéme chapitre, nous nous intéresserons au probléme approché
plus précisement, un probléme discrétisé avec une régularisation de la den-
sité. Nous étudierons ce probléme dans le cas périodique en cherchant une
solution stationnaire périodique, y compris la démonstration de 'existence
d’une mesure périodique et cela pour démontrer la stabilité de ce probléme
pour se faire, nous commencerons par démontrer I'existence et I'unicité de la
solution de ce probléme. Ensuite, en appliquant le théoréme de Khas’minskii
[15], nous démontrerons I'existence d’une solution périodique.

Enfin, nous terminons ce mémoire par donner quelques perspectives de
notre travail qui sont originales et qui contribuent & la recherche.



CHAPITRE

1 Introduction au calcul

stochastique

Mémoire fin d’étude 2023.

1.1 Calcul stochastique dans R"

1.1.1 Quelques notions générales

Dans toute la suite, on supposera donné un espace probabilisé (€2, F,P).

Définition d’un processus stochastique

Définition 1.1.1 On appelle processus stochastique toute famille de wva-

riables aléatoires (£(t),t € I), définie sur (2, F) a valeurs dans [’espace
mesurable (E,%) ou [ = R,.

Pour w € Q fixé, Uapplication t — £, (t) de I dans E est appelée trajectoire
du processus.

Nous disons qu’un processus stochastique est continu si pour presque tout
w, ses trajectoires sont continues, i.e.,

P{lweQ:t—&(t), tel continue} =1.



Processus de Markov

Avant de définir le processus de Markov, nous aurons besoin de définir la
fonction de transition de Markov.

Définition 1.1.2 Soit A € B, x € R et 0 < s < t < o0o. On appelle
probabilité de transition de Markov toute fonction p(s, X(s),t,.A) définie par
P(X(t) € A\X(s)), notée est appelée probabilité si (X (t)icr,) vérifiant

i) Pour tout 0 < s <t <oo, A€ DB, p(s,.,.t,A) est B—mesurable,

i1) Pour tout 0 < s <t < oo, x € R, p(s,t,x,.) est une probabilité,

iti) La fonction p satisfait I’équation de Chapman-Kolmogrorov :

+oo
p(s,z,t, A) = / p(s,z,r,dy)p(r,y,t, A), VeeR0<s<r<t.

Maintenant, nous introduisons la définition d’un processus de Markov.

Définition 1.1.3 Toute famille (Q,F,F;, X (t),Ps,).s € I,s € R", véri-
fiant
a) (2, F) est un espace mesurable tel que

Fi=0X(),s<v<u,

ot F° est la tribu qui contient toutes F; .

b) 1l existe une fonction X (t,w) de [0,4+00[xQ dans R" telle que X(t,.)
soit Fy mesurable pour toult t > s.

¢) Pour tous x € R", s > 0, il existe une probabilité s,y définit sur
(Q, F3) telle que

P, .(X(s,w) =) =1,
P . X (t + h,w) € B|F; =p(t, X(t,w),t + h,B),Ps . — p.s.,

ot B € B(R"), t > s,h > 0. est dile processus de Markov correspondant
la probabilité de transition p.

Processus de diffusion

Maintenant, nous allons définir le processus de diffusion.

Définition 1.1.4 Un processus de Markov (X (t))icr, est dit un processus
de diffusion si sa probabilité de transition p(s,x,t, A) satisfait les proprietés
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i. Pour tout € >0, et (t,x) € Ry xR

lim p(t,x,t+ h,dy) = 0.

h=0 Jiz—y|>e

it. Pour tout € > 0, et t € Ry et x € R Il existe deux fonctions a(t, z) et
b(t, x) verifiants

lim (y — @)p(t, 2, t + h,dy) = a(t, x)
h—0 ‘x_y‘ze

et
lim (y — 2)*p(t, z,t + h,dy) = b(t, x),
h=0 J|z—y|>e

ot a(t, z) est appelée fonction de diffusion et b(l, x) est appelée le drift.

1.1.2 Equations différentielles stochastiques dans R”
Notions générales

Nous considérons un espace probabilisé filtré (Q, F, F;, P) et un mouvement
brownien W (t), t > 0, a valeurs dans R™, adapté a (2, F, F;,P). Nous
posons, pour 1 < p < oo,

T
L% 00,T] = {f nonanticipatives : P[/ |f(t)[Pdt < oo} = 1},
0

M2 [0,T) = {f e L%,[0,7] :E[/OT]f(t)]”dt] < oo}.

Comme il est bien connu, on définit d’abord l'intégrale stochastique d’Tto

fﬂﬂWW%

pour les fonctions f € MZ/[0,T], qui jouit des propriétés fondamentales des
intégrales stochastiques (pour les détails, voir par exemple [12]).

Dans ce mémoire , nous considérons les équations stochastiques pour un
processus stochastique inconnu £(¢) (0 <t < T) a valeurs dans R™ ayant la
forme

WF%®+AbW$$%+Aaw%@W%% (1.1)
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ou b(x,t) = (bi(x,t), - ,by(2,1)), o(x,t) = (045(x,1))

rables en (z,t) € R™ x [0, T].

Dans (1.1), fot b(&(s), s)ds est I'intégrale dans le sens usuel, tandis que fot o(&(s), s)dW (s).
est I'intégrale stochastique d’Tto. Il est clair que, pour que I’égalité (1.1) soit

bien définie, ces intégrales doivent étre bien définies et donc on exige nor-

malement que b(£(t),t) € L, [0,T] et o(£(¢),t) € L, [0,T7.

Or, I’équation stochastique (1.1) pourrait avoir la forme différentielle

AE(t) = b(E(E), Ot + (€ (1), AW (), (1.2)
£(0) = &- (1.3)

.,n sont mesu-

-,m

i=1,-
j:17

Formule d’Ito

L’égalité dite formule d’Ito est un des outils les plus fréquemment utilisés
pour I'étude des équations stochastiques. En effet, nous la citons dans le
résultat suivant pour un processus stochastique ayant la forme

£(t) :§(0)+/Otb(t’)dt’—i—/ota(t’)dW(t’), (1.4)

ou b= (bl, cee ,bn) € L‘I/V[O,T] et o= (O-ij)i‘:Ln-,n € L%/V[O,T]

J=1,,

Théoréme 1.1.5 [12] Soit £(t) = (&1(t), -+ ,&a(t)) un processus stochas-
tique ayant la forme (1.4). Si u(x,t) est une fonction continue dans R™ x

. L . ou ou  u
[0, 00| admettant aussi les dérivées continues —

7_7—71.7 >:1,"',TL,
8t 81:1 (‘3@8% J

alors on a

w(E).t) = ul€(to).to) + /

1 SN N 92
b 3 ST (), oulthout)| d (15)
k=11, ? J
t m n a / / / I
+/ Z a;‘(g(t)ut>aik(t))de(t).
to p=1 =1 " *

Pour la démonstration du théoréme, voir par exemple [12].
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Existence et unicité de la solution

En ce qui concerne Pexistence et I'unicité de la solution de I’équation (1.1)
(ou du probléme (1.2)-(1.3)), le théoréme fondamental est celui d’existence et
d’unicité de la solution sous la condition que les coefficients sont lipschitziens.
Nous le citons dans la forme suivante.

Théoréme 1.1.6 [12] Supposons que b(x,t) = (by(x,t),- - ,by(z,t)) et o(x,t) =
(035(w,t)) i=1,- .0 s0mt mesurables en (x,t) € R™ x [0,T] et vérifient les in-

j=1,-m
égalités
’b<x7t) - b<§7t)‘ < Kl’x _f’a |O'(£C,t) - O-(fa t)| < Kl’x _flu
b(z, O] < Ko(1+|z),  fo(e,8)] < Ko(1 + [z]),

pour tout x,T € R", t € [0,T], ot K, et Ky sont deux constantes.

Soit & une variable aléatoire o valeurs dans R™ telle que E|&)? < oo et
indépendante de la tribu F(W(t), 0 <t <T) engendrée par les trajectoires
du mouvement brownien W (t), 0 <t < T, a valeurs dans R™. Alors, il existe

une solution &(t) et une seule de 'équation (1.1) (c’est-a-dire, du probléeme
(1.2)-(1.3) ) dans ME,[0,T).

Notons que 'unicité de la solution est comprise au sens des trajectoires, c’est
a dire, si & (t), &(t) sont deux solutions de I’équation (1.1) (ou du probléme
(1.2)-(1.3)), alors on a

P({&(t) = &(t) pour tout t € [0,T]}) = 1.

Pour la démonstration du théoréme 1.1.6, voir par exemple [12].

1.1.3 Stabilité des équations différentielles stochastiques
dans R”

Solution stationnaire et mesure invariante
Considérons I’équation stochastique
d§(t) = b(&(t))dt + a(&(t))dW, (1.6)

pour un processus stochastique inconnu £(t) a valeurs dans R™.

Dans (1.6) b(-) et o(:) sont des fonctions définies sur R™ a valeurs dans
R™ et dans R™™ respectivement (ici nous désignons par R™*™ l'espace des
matrices n x m), tandis que W = W(t) est le mouvement brownien dans
R™,

13



Définition 1.1.7 2?1 W Si une mesure de probabilité i définie sur R™ jouwit
de la propriété suivante :

St une variable aléatoire & a valeurs dans R™ a la mesure de probabilité
et si la solution &(t) de I"équation (1.6) avec la condition initiale £(0) = & a
la méme mesure de probabilité v sur R", c’est-a-dire, pour toutt > 0, on a

m(&(t) € B) =n({& € BY) VB e B(R"),
alors il est légitime d’appeler i mesure invariante pour [’équation (1.6).

Comme nous allons utiliser le théoréme de Khas'minskii[14] pour I'existence
d’une mesure invariante, nous formulons la définition d’une mesure inva-
riante selon la terminologie de Khas minskii (voir [15]).

Définition 1.1.8 Un processus stochastique {(t) = £(t,w), —00 < t < +00,
a valeurs dans R™ est dit stationnaire si, pour chaque suite finie de nombres
{t1, -+ ,tr}, la distribution des variables aléatoires £(t1 + h),--+ ,&(ty, + h)
est indépendante de h.

Remarque 1.1.1  La solution stationnaire de l’équation (1.6), toujours
selon la terminologie de [15], est le processus stochastique &(t) qui vérifie
(1.6) presque surement. La mesure invariante pour [’équation (1.6) est la
mesure de probabilité induite par les variables aléatoires £(t) (t € R) quand
£(t) est la solution stationnaire.

Existence d’une mesure invariante

Nous allons d’abord donner une condition nécessaire et suffisante pour
I'existence d’une solution stationnaire (mesure invariante).

Condition nécessaire et suffisante pour I’existence d’une solution
stationnaire (mesure invariante)

: Enoncons un résultat qui nous donne les conditions nécessaires et suffisantes
sur les fonctions de probabilité de transition d’un processus de Markov sta-
tionnaire.

Théoréme 1.1.9 [15] Une condition nécessaire et suffisante pour [’exis-
tence d’un processus de Markov stationnaire de fonction de transition P(x,t, A)
de Feller (continue) et stochastiquement continue est que, pour x € R™, on
a

1 [ -
lim lim T/ P(z,t,Ug)dt =0, (1.7)
0

R—o00 T—00

ot Up =2 €R": |z| <R ot RER" et Ugr = |z| > R.

14



Théoréme de Khas’minskii pour ’existence d’une solution station-
naire (mesure invariante)

Considérons I’équation stochastique (1.6). Le théoréme fondamental pour
I'existence d’une mesure invariante pour une équation stochastique du type
(1.6) est celui de Khas'minskii ([15], Chap. III, théoréme 5.1), que nous
citons ci-dessous.

Théoréme 1.1.10 [15] On suppose qu’il existe un xy € R™ tel que I’équation
(1.6) avec la condition initiale £(0) = x¢ admet une solution £(t) définie sur
tout lintervalle [0, 00, et que, pour tout R > 0, il existe une constante Kg
telle que

b(z) = b(y)| + [o(2) — o) < Krlz —yl,  si [z <R, [y <R, (1)
b(x)] + |o(x)] < Kr(L+[z]),  si [z <R, (1.9)
Supposons qu’il existe une fonction V € C%*(R™) telle que
V(z) >0, (1.10)
sup LV (z) — —o0, pour R — +o0, (1.11)
lz|>R
ot ,
n 8 1 n m a
L=S"p-2 4= o S — 1.12
; oz, 2 ;;U KOk B, (1.12)

Alors la solution de I’équation (1.6) est un processus de Markov stationnaire.

Notons qu’un processus stochastique &(t), t > 0, défini dans Iespace pro-
babilisé (€2, F,P) a valeurs dans I’espace mesurable (R", B) est appelé pro-
cessus de Markov s’il vérifie la propriété de Markov, i.e., pour tout A € B,
0<s<t,

P{E(t) € AN} =P{E(t) € A[S(s,w)},  pes.,
ou N, est la o—algébre engendrée par les évenement ayant la forme
{&(u) € A}, u<s, AeB.

Comme les raisonnements de la démonstration du théoréme 1.1.10 vont jouer
un role important dans 1’étude de nos problémes (Chapitre 3 et 4), nous
reproduisons ci-dessous la démonstration illustrée dans [15].

Pour la démonstration du théoréme 1.1.10, nous avons besoin du lemme
suivant.
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Lemme 1.1.1 Soient {(u) un processus satisfaisant 'équation (1.6) sur
[s,T], V € C*(R"), U un domaine borné dans R™, 7y = inf{u : £(u) ¢ U}
et

Ty (t) = min(1y, t). (1.13)

Supposons que
P{¢(s) e U} =1, (1.14)

alors on a
v (t)
B(V(E(ru(t) - VIEE) =B [ LV(E(u))du

Pour la démonstraton, voir [15].

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.10 Notons &¥(t), ¢t > 0, la solution
&(t) de I’équation (1.6) avec la condition £(0) = y.

Supposons que y € U, ou U, = {x € R" : |z|] < ¢}. Comme V € C*R"),
d’aprés le lemme 1.1.1, on a

7q(t)
BV(En0) Vo) =E [ V@i (L15)
ou 7, = inf{u : {(u) ¢ U, }.
Posons
Ar = — sup LV (z),
lz|>R
alors la condition (1.11) nous donne
LV (& () < =Xqev(w)>ry(w)Ar + sup LV (y), (1.16)

yeR”

oll x est la fonction indicatrice.
En intégrant x{jev(w)>ry(w)Ar de 0 & 7,(t) et en appliquant I'espérance ma-
thématique, on peut déduire de I'inégalité (1.16) que

7a(t) 74(t)
ARE/ X{jev (>R (W)du < —E/ LV (&Y(u))du  (1.17)
0 0

q(t)
+ sup LV(y)/ du.
0

yeR™
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Substituons (1.15) dans I'inégalité (1.17), alors on obtient

Tq(t)
ARE / Vemem @de < ~E(V(E(n0) +V(y)  (118)

7q(t)
+ sup LV(y)/ du.
0

yeR?

D’aprés la condition (1.10), on peux trouver deux constantes c; et ¢y telles
que

7q(t)
ARE/ X{levw)|>ry (W) du < cit + c. (1.19)
0

Puisque &Y(t) est défini pour tout ¢ > 0, on a 7, — ¢t quand ¢ — oo et donc
en passant a la limite dans (1.19), on obtient

1 [ —
—/ P(z,u,Ug)du < o (1.20)
i), An

En tenant compte de (1.11), ceci nous permet d’utiliser une version du théo-
réme 2.1 du chapitre IIT de [15] oi 'on utilise uniquement la suffisance et
en considérant dans (1.20) la lim au lieu de la liminf. D’ou P'existence d’un
processus de Markov stationnaire pour ’équation (1.6). O

Solution stationnaire et mesure périodiques

Dans cette section, nous allons introduire la notion d’un processus périodique
qui nous ameéne a la définition d’une mesure périodique.
Définissons d’abord les processus stochastiques périodiques.

Définition 1.1.11 Soit T un nombre réel strictement positif. Un processus
stochastique £(t), —oo < t < 400, @ valeurs dans R"™ est dit périodique
de période T (ou plus brievement T-périodique), si, pour chaque suite de
nombres finis ty,- -+ ,t,, la mesure de probabilité induite par la variable aléa-
toire ({(ty + kT),- -+ ,&(ty + kT)) (4 valeurs dans R?) est indépendante de
keZ.

Dans le cas o £(t) est un processus de Markov, il suffit que pour tout t € R

la mesure induite par £(t+kT) soit indépendante de k € Z. Plus précisément,
on peut affirmer la propriété suivante.
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Remarque 1.1.2 Un processus de Markov &(t) de fonction de transition
P est T-périodique, si et seulement si P est T-périodique et la mesure de
probabilité induite P;(A) = P({{(s) € A}) (A € B(R"), s € R) vérifie la

relation
PS(A):/ Py(de)P(s,z,5 +T,A)  VYAcBRY), VscR. (1.21)

Considérons maintenant I’équation stochastique
de(t) = bt, &(8))dt + o(t, £(1))dW, (1.22)

ou &(t) est un processus stochastique (inconnu) a valeurs dans R™, b(-,-) et
o(+,-) sont des fonctions définies sur R x R™ & valeurs dans R" et dans R™*"™
respectivement et périodiques en t de période T', tandis que W = W (t) est
le mouvement brownien a valeurs dans R™ (pour que nous puissions définir
les solutions périodiques de (1.22), nous laissons W = W(t) pour le moment
sans préciser son instant initial).

Pour définir une solution périodique d’une équation stochastique, plutot que
la définir directement, il nous est commode de la définir comme processus de
Markov périodique. En effet, comme on connait bien (voir [9], [14] ou ...), la
solution d’une équation stochastique est, sous des conditions assez générales,
un processus de Markov. En particulier, la probabilité

P(s,xz,t, A) =P({&"(t) € A}) (s,t eR, s<t, xeR" AeB[R")),
(1.23)
ou £%*(t) est la solution de I’équation

() =x + / b(r, &% (r))dr + o(r, &> (r))dW (r), (1.24)

est, sous des conditions suffisamment générales, un processus de Markov
ayant la propriété de Feller (voir [9], [14] ou ...). Donc nous pouvons définir
une solution périodique de I’équation (1.22) comme un processus de Markov
périodique ayant la fonction de transition P(s,z,t, A) définie par (1.23)-
(1.24).

Existence d’une solution stationnaire périodique

Condition nécessaire et suffisante pour I’existence d’une solution
stationnaire périodique

Dans cette section nous allons rappeler le théoréme d’existence d’une so-
lution périodique d’une équation stochastique dans R™ et sa démonstration.
Pour plus de détails, voir Khas’minskii [15].
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Tout d’abord, nous commencons par rappeler un résultat de Khas’'minskii
[15] qui fournit une condition suffisante sur une fonction de transition pério-
dique pour 'existence d’un processus de Markov périodique.

Proposition 1.1.12 Soit P(s,x,t, A) une fonction de transition T-périodique
ayant la propriété de Feller. Une condition suffisante pour ['existence d’un
processus de Markov T-périodique a valeurs dans R™ de fonction de transi-
tion P(s,x,t, A) est qu’il existe xo € R" et s € R tels que l'on ait

) .1
lim lim —
R—00 n—oon

Z P(S(), Xq, So + k‘T, UR) = O, (125)

k=1

ots Up = {x € R": |z| > R} avec R € R%.

Nous rappelons sa démonstration toujours suivant [15].

Remarque 1.1.3 La condition

n

1 _
lim lim — P(so, 20,80+ kT,Ug) =0,

R—ocon—ocon,
k=1

peut étre remplacée par la condition

T

1 _
lim lim— [ P(s,z,s4+u,Ug)du =0, pour tout s € R, z € R",
R—oo T—00T 0
(1.26)

a condition que la fonction de transition P(s,x,t, A) satisfasse a l'hypothése

a(R) = sup P(s,z,8+t,Ug) — 0, quand R — 400,
Z‘EUB(R>,0<S,t<T

(1.27)
pour une certaine fonction 5 de R vérifiant B(R) — 400 quand R — +00.
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Théoréme de Khas’minskii pour 1’existence d’une solution pério-
dique

Maintenant, on va énoncer le résultat de Khas'minskii qui donne I’existence
d’une solution périodique pour une équation stochastique.

Théoréme 1.1.13 [15] Considérons ’équation stochastique (1.22). Suppo-
sons que les coefficients de (1.22) sont T'—périodiques en t et vérifient les
conditions

{ |b(s,z) —b(s,y)| + |o(s,x) —o(s,y)| < Brlr —y|, dans |—o00,+o0[x Ug

|b(s,z)| + |o(s,z)| < Br(1l+ |z]), dans |—o00,+o00[ x Ug
(1.28)

ot Br est une constante dépendante de R.

Supposons qu’il existe une fonction V définie sur |—oo, +o00| x R" telle que

V € C¥2, la classe des fonctions définies sur |—oo, +oo| X R™ contindment

différentiables en t € |—o0, +o0[ et deux fois continiment différentiables en

x € R™. De plus, supposons que V' est T'—périodique en t € |—00, +00| pour

tout x € R™, vérifiant les conditions

V(t,z) >0, pour tout (t,z) € |[—o0, +oo[ x R", (1.29)
sup LV(t,x) = —o0, quand R — oo, (1.30)
|z|>R, —oo<t<4o00
ol
bim— i 1.31
9 9 SIS
et

|1|nfRV(t ,x) = 00, quand R — oo, pour toutt € |—oo,+o0[. (1.32)
x|>

Alors, il eziste une solution de léquation (1.22) qui est un processus de
Markov T'—périodique.

Pour la démonstration du théoréme 1.1.13, nous avons besoin du lemme
suivant.
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Lemme 1.1.2 Soient £(u) un processus satisfaisant ’équation (1.22) sur
[s,T], V € CY2, U un domaine borné dans R", 7y = inf{u : £(u) ¢ U} et

Ty(t) = min(ry, t). (1.33)
Supposons que
P{&(s) e U} =1, (1.34)

alors on a
Tu (t)
E(V(rv(t),8(to(t))) —V(s,&(s))) = E/ LV (u,§(u))du.

Pour la démonstraton, voir [15].

DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.13
La démonstration de ce théoréme s’appuie sur la remarque 1.1.3. En effet,
pour chaque s € |—o00, +00[, on considére £**(t) une solution du systéme
d’équations (1.22) définie pour tout ¢t > s avec la condition £*%(s) = z, et
V' une fonction vérifiant les conditions (1.29) et (1.30).

D’aprés le lemme 1.1.2, on a

7q(t)
EV (1,(t),&>%(1,(t))) — V(s,2z) = E/ LV (u, 5% (u))du, (1.35)

ol 7,(t) = min(7,,t) avec 7, = inf{u : &% (u) ¢ U,} ou U, = {z : |z] < ¢}.
Posons
Ap=— sup LV (t,x).

|z| >R, s<t<+oo

Comme on a

LV (u, &5 (u)) < —Xqles(u)>my (W) AR + sup LV(t,x), (1.36)

|[z|>R, s<t<+4oo

en intégrant de s a 7,(t) et en appliquant I'espérance mathématique a l'in-
égalité (1.36), on obtient

7q(t) 7q(t)
E / LV(u, & (w)du < —AgE / Ve (@de (137)

7q(t)
+ sup LV (t, :U)JE/ du,

|[z|>R, s<t<+4oo
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ainsi, on trouve deux constantes c; et co telles que

7q(t)
AR/ E (X{|§s,w(u)|>R}(w)) du S Clt + Co. (138)

Puisque £**(t) est défini pour tout ¢t > s, comme 7, — ¢ quand ¢ — +00,
par passage a la limite de (1.38), on obtient

1/t — )
—/ P(s,z,s 4+ u,Ug)du < & (1.39)
t Jo Ar
Il nous reste donc a démontrer (1.27). Pour cela, on suppose que la fonction
V', en plus des conditions (1.30) et (1.32), vérifie aussi la condition (1.29).
Ainsi, il s’ensuit d’aprés les hypothéses du théoréme que

L(V(t,x) —kt) <0, pour tout t €] — oo,+0o0], (1.40)

oll k est une constante suffisamment grande.
En utilisant (1.40) et le lemme 1.1.2, on obtient

EV (t,&*(t)) < k(t —s) + V(s,z), pour tout ¢ >s.

D’aprés I'inégalité de Cebycev, on obtient
k(t—s)+V(s,x)
inf|$‘>R V(t, iE) ’

On remarque que la condition (1.27) sera satisfaite si la fonction S(R) est
choisie telle que

SUP|y <p(r) V
inf‘x|>R \%4

P(s,m,t,UR) <

pour tout t > s.

— 0, R — oo, pour tout t > s.
Ceci est possible d’aprés la condition (1.32).
O

1.2 Equations différentielles stochastiques dans
un espace de Hilbert

1.2.1 Equations différentielles stochastiques dans un es-
pace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert réel séparable. Nous considérons 1’équation
t t
€0 =6+ [ UL+ [ ol aw(s), (1
0 0

22



ou, dans I'écriture “différentielle” conventionnelle,
AE(t) = BE(H), D)t + o(& (), W (1), (1.42)

£(0) = &, (1.43)

pour un processus stochastique inconnu &(t) défini sur l'espace probabilisé
(Q, F,P) a valeurs dans H. Dans (1.41) (ou (1.42)), W(t) est un mouvement
brownien a valeurs dans H.

Ici, nous considérons le mouvement brownien W(t) ayant la forme

W(t) =Y MeexW*(1), (1.44)
k=1
ou \g, k= 1,2,---, sont des nombres réels positifs, {e;}32, est une base

orthonormale de H et W*(¢), t € [0,T], k = 1,2, --- sont des mouvements
browniens canoniques & valeurs réelles indépendants définis sur ’espace pro-
babilisé (2, F,P). Pour plus de details, on peut consulter [8] et [25].

Dans (1.41), intégrale f(f b(&(s), s)ds doit étre considérée au sens de Boch-

ner, tandis que le terme f(f o(&(s), s)dW (s) est I'intégrale stochastique dans
I'espace de Hilbert H. Cette derniére a été introduite premiérement par Ku-
nita [20] et a été étudiée par divers auteurs (voir [22], [24], etc...). Pour
I’é¢tude des équations stochastiques dans un espace de Hilbert, une présenta-
tion plus récente des définitions et des propriétés de l'intégrale de Bochner
et de I'intégrale stochastique en dimension infinie est décrite dans [8] et [25].

Formule d’Ito

Il existe différentes maniéres de définir la formule d’Ito en dimension infinie.
Dans ce travail, nous allons utiliser celle donnée par Pardoux [24].
Soient E un espace de Banach, H et K deux espaces de Hilbert séparables et

® : E x H — K une application admettant les dérivées (au sens de Fréchet)

1,0 __ 0®(e,h) 0,1 __ 9%®(e,h) 0,2 _ 0%®(e,h) 9 (0P(eh)
Q0 = T, O = T et 90 = T = 5 (T
(e,h) € E x H. Notons que

) en tout point

®(e,h) € L(E,K),

®%(e,h) € L(H,K),
®°2(e, h) € L(L'(H, H); K),
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ot L(X,Y) est 'espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y, tandis
que L£(X,Y) est 'espace des opérateurs nucléaires de X dans Y (voir [25]).

Nous désignons également par M2 (X) Despace de toutes les martingales a

valeurs dans X continues et de carré localement intégrables.

Théoréme 1.2.1 [2/] On suppose que ® : E x H — K vérifient les condi-
tions :

(i) @, ®LO, @O et ®%2 sont bornées sur les bornés de E x H,

(ii) @, 10 et PO sont continues de E x H dans K, L(E,K) et L(H,K)

respectivement,
(1i1) pour tout k' € K', Q € LIH',H), lapplication

(e,h) — (K, ®%%(e, h)Q)

est continue de E x H dans R.
Soient V; un processus adapté, continu et a variations bornées a valeurs dans
E et M, € M2 _(H). On a alors la relation

loc

t
<I>(Vt,]\/[t):<I>(VO,MO)+/ OOV, M,)dV, (1.45)
0

t 1/t
# [ o0 a5 [ anaan).
0 0

ot ((M)) est le processus a valeurs dans L'(H',H), continu et a variations
bornées sur tout intervalle compact de RY (voir [24], théoréme 2.8).

Nous renvoyons la démonstration de ce théoréme a |24].

1.2.2 Stabilité des équations différentielles stochastiques
dans un espace de Hilbert

Mesure invariante pour un semi-groupe de Markov

Meéme si notre résultat principal ne concerne pas directement les mesures
invariantes pour une équation stochastique dans un espace de Hilbert, notre
probléme est lié d’une maniére naturelle & une équation stochastique dans
un espace de Hilbert (ou dans un espace de Banach) et a la question d’une
mesure invariante pour cette équation. Il nous sera donc fort utile de rappe-
ler la notion de mesure invariante pour une équation stochastique dans un
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espace de Hilbert et des résultats concernant ce probléme. Dans [7], [25], on
trouve une version mieux formulée de la mesure invariante dans un espace de
Hilbert, que nous allons suivre. Rappelons que la définition donnée dans [7],
[25], de la mesure invariante dans un espace de Hilbert est formulée comme
celle d’un semi-groupe.

Désignons par £(U, V) 'espace des opérateurs linéaires et bornés d’un es-
pace de Banach U dans un espace de Banach V et par C,(H) = C,(H,R)
I’espace des applications d’un espace de Banach H dans R uniformément
continues et bornées muni de la norme ||¢llp = sup,cu|e(x)|. Nous posons
L(U) = £(U, U). Désignons en outre par By(H) = By,(H,R) l'espace de
toutes les applications boréliennes de H dans R et par P(H) l'espace de
toutes les mesures de probabilité définies sur I'espace mesurable (H, B(H)).
Ce symbolisme nous permet de formuler une définition de semi-groupe d’opé-
rateurs dans un espace de Banach H (dans la suite nous considérerons seule-
ment le cas ou H est un espace de Hilbert, mais la définition suivante du

semi-groupe peut étre formulée sans difficulté pour le cas ott H est un espace
de Banach).

Définition 1.2.2 On appelle semi-groupe de Markov (homogéne) toute ap-
plication P : [0, +00) — L(By(H)) vérifiant les relations

(1) Py=1Id et P,Ps= Py pourtout s,t >0 (Id désigne l’application
identique),

(7i) pour tout t > 0 et pour tout x € H, il existe une mesure de probabilité
mi(x,-) € P(H) telle que

Bﬂ@ZLMWWMM, Ve € By(H),

(7i) pour tout v € Cy(H) (resp. By(H) ) et x € H, Uapplicationt — Pyp(x)
est continue (resp. mesurable).

Soit (P;):>p un semi-groupe de Markov sur H (dans le sens de la définition
1.2.2). Maintenant on définit la mesure invariante.

Définition 1.2.3 On appelle mesure invariante pour le semi-groupe de
Markov (Py)i>o toute mesure de probabilité u € P(H) vérifiant la relation

| (Ro)@ntdn) = [ cotd). Ve BH), t20.  (146)

H
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Existence d’une mesure invariante pour un semi-groupe de Markov

Pour démontrer I'existence d’une mesure invariante pour un semi-groupe
markovien d’opérateurs, le théoréme de Krylov-Bogoliubov, joint au théo-
réme de Prokhorov, joue le role fondamental. Rappelons d’abord le théoréme
de Prokhorov.

Théoréme 1.2.4 [7] Soit A un sous-ensemble de P(H). Si, quelque soit
e > 0, il existe un ensemble compact K. de H tel que

WK)>1—e,  YueA, (1.47)

alors il existe une suite {15152, d’éléments de A et une mesure de probabilité

€ P(H) telles que

iim [ (o) = [ pntdn) VeeGE). (L)

Jj—0o0 H H

Les ensembles vérifiant la condition (1.47) sont souvent dits “tight” dans
la litérature, tandis que ’ensemble de mesures de probabilités admettant
une sous-suite {y;}52, vérifiant (1.48) peut étre dit relativement faiblement
compact.

Pour la démonstration du théoréme de Prokhorov, on peut consulter par
exemple [7], [14].

Nous citons maintenant le théoréme de Krylov-Bogoliubov. Ce théoréme
a été démontré premiérement dans [19], mais ici pour la commodité de la
présentation, nous le citons dans la version donnée dans [7].

Théoréme 1.2.5 [7] Soit P, un semi groupe de Markov vérifiant la pro-
priété de Feller. Supposons que pour certain xo € H, Uensemble (u7)r=o
défini par

jr(E) = — /OT m(zo, B)Ydt, E€BH), T>0 (149

vérifie Uhypothese du Théoréeme 1.2.4. Alors il existe une mesure invariante
pour P;.

Pour la démonstration de ce théoréme, voir [7].
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Equation stochastique
CHAPITRE )

9 du mouvement d’un
gaz visqueux barotro-
pique en une dimen-
sion

Meémoire fin d’étude 2023.

2.1 Equation déterministe du mouvement d’un
gaz visqueux barotropique en une dimen-
sion spaciale

2.1.1 Equation déterministe en coordonnées eulériennes

Les équations qui décrivent le mouvement d’un gaz visqueux se trouve
dans plusieurs ouvrages, dont [21]. Elles sont établies par les lois de la conser-
vation de la masse, de la conservation de la quantité de mouvement et de la
conservation de I’énergie. En suivant essentiellement la formulation de [21],
nous considérons le systéme d’équations

0o+ 0.(ov) =0, (2.1)
0(0v 4+ v0,v) = pd?v — hd,0" + of. (2.2)
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Le systéme d’équations (2.1)-(2.2) peut étre envisagé par exemple dans le
domaine D =0, 1] avec les conditions aux limites

v=20 pour x=0, z=1, (2.3)
et les conditions initiales

0(0,2) = 0o(z), v(0,2) =vo(z) pour x€|0,1]. (2.4)

2.1.2 Equation déterministe en coordonnées lagrangiennes

Comme il est bien connu, lorsqu’il s’agit d’'une équation du mouvement
d’un gaz en une dimension spatiale, I'utilisation des coordonnées dites lagra-
giennes peut étre utile. Les coordonnées lagrangiennes (¢, xy) normalement
utilisées dans la mécanique des milieux continus utilisent la position initiale
xo comme coordonnée spatiale, de sorte que les coordonnées lagrangiennes
(t,x0) sont liées aux coordonnées eulériennes (¢, x) par les relations

d ot
B0 _ o1, (s 1) (25)
dt
avec les conditions initiales
x(0;0) = . (2.6)
dio + 0°0v = 0, (2.7)
0w + hOg 0" = 10¢(00cv) + f. (2.8)

Le systéme d’équations (2.7)-(2.8) peut étre envisagé par exemple dans le
domaine D =0, 1] avec les conditions aux limites

v=0 pour £=0, £=1, (2.9)
et les conditions initiales
Q(Ov f) = QO(§)7 U<07 E) = UO(&) pour 5 € [07 1] (210)

L’existence et 'unicité de la solution globale du probléme (2.7)-(2.10) ont
été démontrées par Kazhikhov dans [16] (sur d’autres propriétés de cette
équations ont été étudices dans [18].

28



2.2 Equations stochastique d’un gaz visquex
barotropique en une dimension en coor-
données eulériennes et lagrangiennes

Dans la section précédente, nous avons vu la formulation déterministe du
mouvement d’'un gaz visqueux en une dimension spatiale en coordonnées eu-
lériennes et en coordonnées lagrangiennes massiques. Si nous supposons que
le mouvement du gaz est soumis & une perturbation aléatoire, il est natu-
rel de proposer une équation stochastique formulée en ajoutant a I’équation
déterministe une perturbation stochastique. Il y a naturellement diverses for-
mulations d’une équation stochastique du mouvement d’un gaz visqueux. Si
nous nous limitons aux gaz visqueux barotropique, la premiére formulation
naturelle serait obtenue en ajoutant a (2.2) une perturation stochastique
dH ou en ajoutant & (2.8) une perturbation stochastique dG'; il nous faut
rappeler que 1’équation (2.2) est exprimé dans les coordonnées eulériennes,
tandis que I’équation (2.8) est exprimée dans les coordonnées lagrangiennes.
En ajoutant simplement & (2.2) une perturbation stochastique dH, on a le
systéme stochastique

odv = [—vd,v + pd2v — hd,o")dt + odH, (2.11)
0o = —0,(ov). (2.12)
Nous considérons les équations (2.11)-(2.12) par exemple dans le domaine
0<z<1
avec les conditions
v(0) = v(1) = 0. (2.13)

Dans (2.11), H = H(t) est un processus stochastique que nous devons préci-
ser. Mais avant de le préciser, nous allons faire des remarques générales sur
la relation avec I’équation en coordonnées lagrangiennes.

D’une maniére analogue, si on ajoute a (2.8) le terme d’une perturbation
stochastique dG, on a le systéme d’équations

dv = [110¢(00cv) — hoe 0" |dt + dG, (2.14)
Do = —0°Opv. (2.15)

Nous considérons le systéme (2.14)-(2.15) par exemple dans le domaine

0<¢<1
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avec les conditions

v(0) = v(1) = 0. (2.16)

Nous devons maintenant précisier le processus stochastique G(t). Ainsi, nous
allons utiliser le mouvement brownien G(t) = W (t) a valeurs dans I’espace
L*(0,1) ayant la forme

W)= e ©QWH (1),

olt Ay, k = 1,2,- - sont des nombres réels positifs, (ex)nem (o} est une
base orthonormale dans L?(0,1) et W®(¢), k = 1,2,---, sont des mou-
vements browniens a valeurs réelles indépendants définis sur ’espace proba-
bilisé (2, F,P).

Cette caractérisation de ce mouvement brownien dans un espace de Hilbert
nous est utile pour des raisons techniques. Rappelons que, comme 1’espace
L*(0, 1) est un espace séparable, il existe une base orthonormale dénombrable
de L*(0,1).

Pour plus de détails, voir par exemple [13] et [26].

2.3 Comportement de la solution (estimation
de I’énergie)

L’égalité de I'énergie que 'on peut établir pour la solution du probléme
(2.17)-(2.18) nous donne le bilan précis de Pénergie entre celle qui entre
par la perturbation stochastique et celle qui sort par la dissipation due a
la viscosité ainsi que celle accumulée dans la pression. L’égalité de 1’énergie
dans son expression quantitative est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 2.3.1 Si (v, 0) est une solution du probléme
dv = [p0e(00ev) — hOgo"|dt + dW, (2.17)
et les conditions initiales
U{t:[) = v, Q’t:O = 0o. (2.18)

et sivg € L*(0,1) et g7~ € L'(0,1), alors on a

el [+ Lm] [ o) ] [ [ e @9
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= 5 [ o] + S5 [ o] + Z”

Pour démontrer la proposition 2.3.1, nous commencons par le lemme suivant.

Lemme 2.3.1 Si (v,0) est une solution du probleme (2.17)-(2.18), alors

on a

/01—d§+— o0 Vde — /”°d§+—/ g =

t 1 t " o)
= —Iu/ / Q(ag'u)ngdS + / <U, dWS> + B Z )\z
0 Jo 0 Py

presque surement.

DEMONSTRATION On définit la fonctionnelle ¢ par
1 h 1
p(t) = / 5 dé+ —— Q(”‘”dﬁ
0 y—1

et pose
v=u+W.

D’aprés la formule d’Tto, on a

/ 8_g0du+/ 8—(’pd +

dp dp Op D¢
du’ Do’ W’ W2

[l
d 2
3 |

sont des dérivées de Fréchet. On rappelle que

= 1 8_90 = 1 72
= [eras G =n [ o

1 2 1
_ / ofde, 2209 = [ fode.

ol

Ainsi, d’aprés (2.17),

dio = —0*Og,
W(t) = Men( QWO (),
k=1

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)



on a

1 1
8—(’pdu = / [p0e (00ev) — hvdep"|dEds, aﬁdg = —h/ 0" Ogvd€ds,
0 0

ou do
dip 8290 - ' 2 2 = 2
Sy W = (0 dWa), S (AW d) = ;/0 Ae2drds = ; A2,

En substituant ces relations dans (2.22), on obtient

t 1 gt
o(t) —p(0) = /0 /0 [pv0e (00gv) — hvOep"|0Eds — h/o /0 0" Ocvd€ds+
(2.25)

t o0
t 2
+/O (v, dWy) + 3 ’;:1 Ar-

On remarque que, en vertu les conditions aux limites
v(0) =v(1)=0 (2.26)

,on a
1 1
| (cwa — hpocyds = [ @ctwerd o
0 0

ce qui nous permet de déduire (2.20) de (2.25) et de (2.21).
O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.3.1 En appliquant l'espérance
mathématique a (2.20), on obtient (2.19).
O

Méme si 'estimation de I’énergie de la solution du systéme d’équations
en coordonnées eulériennes s’obtient d’'une maniére tout analogue (comme
nous l'avons vu, I’équation stochastique en coordonnées eulériennes et celle
en coordonnées lagrangiennes ne sont pas équivalentes et donc la traduction
directe de 1'égalité (2.19) en coordonnées eulériennes ne donne pas 1'égalité
de I’énergie pour 1’équation stochastique en coordonnées eulériennes avec la
perturbation en coordonnées eulériennes), nous pensons qu’elle mérite d’étre
citée, car on peut obtenir directement d’elle une “bonne” estimation de 0,v.
Rappelons le systéme d’équations

odv = [—ovd,v + pd*v — hd,0")dt + odW, (2.27)
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0o = —0,(pv), (2.28)

les conditions aux limites

v(0) = v(1) = 0 (2.29)

et les conditions initiales
V|t=0 = vo, Oli=0 = 00, 0o(z) >0 Vze[0,1]. (2.30)

Pour W = W (t) qui figure dans (2.27) nous supposons que

W)= Mex(x)WH(t), (2.31)
k=1
ot W®(¢), k = 1,2,---, sont des mouvements browniens a valeurs réelles

indépendants et adaptés a un espace filtré (Q, F, F;, P) et
en(z) = V2sinkné,  k=1,2,---. (2.32)

La forme de (2.31) est formellement identique & (2.24) si on écrit x au lieu
de £. Mais comme nous 'avons remarqué dans la section précédente, I’équa-
tion en coordonnées lagrangiennes avec (2.24) et ’équation en coordonnées
eulériennes avec (2.31) ne sont pas équvalentes.

Proposition 2.3.2  Soit (v,0) la solution du probleme (2.27)-(2.30). Si
Voovo € L*(0,1), 09 € L7(0,1), alors on a

1 U2 h 1 1
E / o—dx+ —— [ o'dx )+ NE/ 10,0]% ds (2.33)
0o 2 v—1 0

1 U h t 00
=K (/ 00—2dx + — Q07d$> + E/ )\2/ oeidxds.
0 2 0 0

Corollaire 2.3.3 FEtant fizées les données initiales (vo, 0o) telles que \/oovy €
L?(0,1), 0o € L7(0,1), il existe une constante C telle que

1 [ 5
E /0 10.0] 22 0.0, dt < C. (2.34)
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DEMONSTRATION Une fois la proposition 2.3.2 étant démontrée, pour dé-
montrer (2.34), il suffit de rappeler les relations

sup e2(x) = sup (V2sin(krz))? = 2,

0<z<1 0<z<1

1 1
/ oezdr < sup ei(m)/ odx = 2.
0 0

0<z<1
O

Pour démontrer la proposition 2.3.2, nous commencons par établir I’égalité
suivante.

Lemme 2.3.2 On a

1 02() 1 1 1 02(0) 1 1
—2dx + h/ Qvtdx—/ —d:)s+—h/ 0 (0)dx =
/0 2 vy—=1 Jo Q 0 ¢ 2 =1 Jo ©)
(2.35)

1
:—,u// (0,v) dxds—i—/ (ov, dWy) + /Z)\z/ oeidxds
0 0

presque surement.

DEMONSTRATION On consideére la fonctionnelle ¢; = ¢4(¢) définie par

1,2 1 1
p1 = /0 Q;dl‘ + mh/o o'dx. (2.36)
Si on pose
u=v—W,
en appliquant la formule d’Ito & 1, on a

o1 a@l /t 0oy / 82% 9
o1 ( / ——du +/ ; GWSdWS+ B2 aw;.

(2.37)

Or, d’aprés (2.27) et (2.28), on a

1
——du = / [—0v*0,v + pvd2v — hvd,o"|dsdz,
ou 0

9 1.3 2 1
ai;l Q:/ [—% mg—g%@w]dxds—vjlh/ (V0" 10, 0+0" 00, v)dxds,
0 0
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iy
ow

2
gV‘V”; (dW, dW) / QZA e2dzds.

——dW = (gv, dWy) ,

En substituant ces relations dans (2.37), on obtient

t 1
e1(t) — p1(0) = / / [—0v?0,v + pvd?v — hvdyo"|drds+ (2.38)
0 Jo

// ——(9@—@ (9@—
+/ ov, dWy) //QZ)\ erdxds.
0

Or, comme on a

( 0" 0,0+ 0" 00,)]dds+

1
/(Qv28v—|— 8Q—|—g 8@ /8 gv— =
0

1
/ (vp”’laxg—l— 0" tod,v + i 718 0" )dx = / Ox[v0"] =0
0 0

(ici on a utilisé les relations v(0) = v(1) = 0), en substituant ces relations
dans 'égalité (2.38), on obtient ’égalité (2.35).
O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.3.2 L’égalité (2.35) étant éta-
blie, on applique 'espérance mathématique a (2.35), de sorte que on obtient
'égalité (2.33).

O

2.4 Probléme approché de I’équation d’un gaz
visquex barotopique en une dimension

2.4.1 Discrétisation

Dans cette partie nous allons considéré le systéme d’équations (2.11)-(2.12)
en coordonnées lagrangiennes massique £ dans le domaine

0<é<l (2.39)
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avec la condition aux limites (2.13). Dans ce chapitre nous allons étudier
une approximation de ce systéme, approximation faite par la discrétisation
du domaine |0, 1] et par I'introduction d’un nombre £ > 0 qui régularise la
densité p.
Pour ce faire, nous précisons avant tout la discrétisation du domaine.
Soit N un nombre naturel qui n’est pas inférieur a 2. Nous posons

¢ = % i=0,1,--- N. (2.40)
Considérons deux fonctions v(t, ) et o(t,§) définies sur R x [0, 1] telle que

o(t,£) > 0 pour tout (t,£) € R x [0,1] et que v(t,-) € C*([0,1]) et o(t,-) €

C*(]0,1]) pour chaque ¢ € R. Si on pose

@\z(t) :U(t7£i)7 7;:0717"'7N7

/Q\Z(t) = Q(ta 2 ) = 17 'aN7
1
) N
i 1 .
Rg\lfy} == aﬁv}fzgi_—é"'&i - g(w(t) - ’Uifl<t))7 L= 17 o "N’
Ry = 0o, — 5@ ) = @(@0))  i=1-- N1,

i 1
Ry = Ocvle_sergm — 50 = Bica),

alors on a
RyT =0, R0, RET -0, pour N - oo

En d’autres terme, les approximations

-~ ~ ~

Lo Ui — 0 U — Ui

85(9851))‘£:£i ~ S[Qi—&-l = 5 —oT— ] (2.41)

I o ~ POV

= ﬁ(QH—lUH—l — (0it1 + 0:)V; + 0:0i-1),
1 e ~
0 (QV)‘gzgi ~ g((@wrl)7 —(@:)"), (2.42)
1

0 i+ N = Ai — AZ', 2.43
0| _sres & (0= D) (2.43)
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sont valables dans le sens que le deuxiéme membre de ces égalités approxi-
matives tendent vers les premiers membre quand N tend vers I'infini. Rap-
pelons également que les approiximations (2.41)-(2.43) sont du méme type
que celles communément utilisées dans le calcul numérique.

Sur la base des relations (2.41)-(2.43) nous proposons les équations appro-
chées

h
dv; = [%(Qi-&-lvi—kl — (0i11 + 0i)vi + 0vi—1) — = ((0i41)" — (0:)7)]dt (2.44)

)
+ N dW;, i=1,---,N—1,

d1l 1

—— = —|v; —vi_1], 1=1,--- N, 2.45

dt o; 5[ i i 1] ( )
ot les \;; ¢ = 1,--- N — 1, sont des constantes positives et les W;, 1 =
1,---, N — 1, sont des mouvements browniens canoniques a valeurs réelles
définis sur une base stochastique (2, F, (F¢), P); on suppose que W, i =
1,---,N — 1, sont indépendants. Il s’agit donc d’un systéme d’équations
pour 2N — 1 inconnues vy, - -+, Uy_1, 01, -+, On- L'équation (2.44) peut étre

complétée par
Vg = UN = 07

qui correspond évidemment aux conditions aux limites (2.13) pour I’équation
(2.11)

2.4.2 Reégularisation de la densité

Malgré 1'élégance de la formule (2.34), il nous est difficile d’en déduire
une estimation sur o utile pour prouver I'existence d’une mesure invariante.
Cette difficulté persiste méme dans les équations dicrétisées (2.44)-(2.45).
En prenant acte a cette difficulté, nous proposons d’introduire une approxi-
mation de I’équation (2.45).

Soit € > 0. Au lieu de (2.45) nous considérons ’équation

d1 1

EE_S[Ui_vi_l]+g_£’ Zzl,,N

Qi

Donc, en définitive, le systéme d’équations et les conditions que nous allons
considérer sont

dvl:[n

h
ﬁ(@m’vm — (i1 + 0i)vi + 0Vi—1) — g((@¢+1)7 — (0:)7)]dt (2.46)
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+ X dW;, 1=1,---,N—1,
d1 1 €
-0 — <Y — Vi— — T ‘:17"'7N7 2.47
o (5[U Vi—1] + € o i (2.47)
avec
vg = vy =0, (2.48)

Lorsque nous considérons le systéme (2.46)-(2.47) avec une condition initiale,
outre la condition naturelle pour la densité

nous exigeons également que

Z "(SO) =1 (2.49)

=1 0i

Si 0; > 0 (o; devant correspondre a la densité a un point, nous voulons que
0; > 0), alors, en posant

0; = log Oi,
on peut transformer le systéme (2.46)-(2.47) en

h
dvi — [%(egi+lvi+l_<€gi+l _’_eai)vi_’_eUz‘UFl)_g((eUHl)W_(eUi)'Y)]dt (2.50)
+)\ldW’L7 Z':lu'”7N_17
d e’
e ] —ele” — 1 i =1,---,N. 2.51
g’ 5 [vi —vi1] — (e ), ¢ 7T (2.51)

Le systéme (2.46)-(2.47) est considéré a valeurs dans RV ! x (R, )V, tandis
que le systéme (2.50)-(2.51) est a considérer a valeurs dans R?*¥~1. Donc,
du point de vue technique, il est plus convenable de considérer le systéme
d’équations (2.50)-(2.51).

On rappelle que ’équation (2.15), jointe & la condition (2.16), entraine la
relation

L | L |
— df = d Y .
/o G ) weo® V=0

Comme dans les coordonnées lagrangiennes massiques, @
volume occupé par le gaz, cette égalité signifie que 'espace (longueur de
I'intervalle) occupé par le gaz de masse totale 1 reste invariant. Si on nor-

représente le

malise la longueur de I'intervalle occupé par le gaz, on aura fol(g(g, )" td¢ =
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fol(g(f, 0))~'d¢ = 1. Ce fait, dans notre probléme discrétisé, correspond a la
relation

Al
=1, Vt>0. (2.52)
= o(t)
En effet, si on somme les deux membres de (2.47) pour i = 1,--- | N, en

tenant compte des conditions (3.33), on a

d 5 N
%Z oi(t) :E_SZ oi(t)’

i=1 =

si on considére cette équation comme une équation différentielle ordinaire

pour y(t) = SN, Q_L(ﬂ et on résout le probléme de Cauchy consistant a cette

équation avec la condition initiale (2.49), on trouve (2.52).
Pour P’expression en o;, la condition (2.49) s’exprime évidemment par

0y e =1 (2.53)

et la relation (2.52) sera exprimée par

N
0 e =1, Vvt=o. (2.54)

i=1

Rappelons que le probléeme de I'existance d’une mesure invariante a été
démontré dans [26].
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cuaerns SOlution périodique de
3 I’équation d’un gaz vis-
quex barotopique en

une dimension

Mémoire fin détude 2023.

Dans ce chapitre, nous présentons la généralisation du résultat présenté dans
le chapitre 2 au cas périodique, qui constitue le contenu du travail [4]. Le
résultat va étre présenté comme théoréme d’existence d’une solution pério-
dique pour le systéme d’équations du mouvement d’un gaz visqueux barotro-
pique dans le domaine discrétisé en une dimension spatiale (une mesure de
probabilité dépendante de t et périodique en ¢ sera induite par la solution pé-
riodique) et sa démonstration se base sur le théoréme de Khas'minskii pour
la solution périodique pour les équations stochastiques dans R". Pour cette
raison nous commencons par rappeler la définition de la solution périodique
pour les équations stochastiques, suivant la présentation de [15].

3.1 Probléme périodique

Dans cette partie, nous allons démontrer ’existence d’une mesure pério-
dique pour I’équation stochastique du mouvement d’un gaz visqueux dans
un domaine discrétisé en appliquant le théoréme 1.1.13.

Considérons le systéme d’équations (2.50)-(2.51) tel que la pression p est
donnée par

p=h(t)e’, (3.1)
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i.e., le systéme d’équations (2.50)-(2.51) s’écrit sous la forme

h(t
dv; = [%(e‘”“viﬂ—(6“”1+e‘”)v¢+e‘”v,——1)—%((60”1)7—(601')7)]0” (3.2)
+ i (t)dW;, 1=1,---,N—1,
d i
%O'i:—e(s [Ui—vi,l]—é(e‘”—l), 221, ,]\77 (33)

Ici, nous supposons que h(t) et A\;(t), 7 =1,--- ;N — 1, sont T-périodiques

avec
N-1

sup M(t) < M, (3.4)
te[0,7) ;

ol M est une constance.

3.2 Existence et unicité de la solution
On considére le systéme d’équations (3.2)-(3.3) avec la condition
vy =vy =0. (3.5)
et les conditions initiales
v;(0) =vg;, i=1,---,N—1, 0i(0) =0¢;, t=1,---,N, (3.6)

ot Xo = (vor, - ,Vn_1,001," ", Oon) est une variable aléatoire & valeurs
dans R?Y~! gatisfaisant & la condition

N
(52 e %=1 a.s.. (3.7)
i=1

Pour ce probléme, on démontre I'existence et 'unicité de la solution.

Proposition 3.2.1 On suppose que la variable aléatoire Xo = (voy , -+,
VoN—1, 001, "+, Oon) Verifie, outre(3.7), la condition

N-1 N
EZ Vo> < 00, EZe”Oi < 00. (3.8)
i=1 =1
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De plus, supposons que les fonctions h(t) et N\i(t) sont T—périodique et rem-
plir les conditions

N-1
sup Z MN(t) < M, M est une constante positive, (3.9)
t€l0,1] ;=1
in h(t) =m >0 3.10
uin h(t) =m (3.10)
et
0<HK(t)<C, Vtelo,T], C  est une constante positive. (3.11)

. Ensuite, pour tout t; € [0,T], le systéme des équations (3.2)-(3.3) avec
les conditions (3.5) et (3.6) a, sur Uintervallel [0,t1], a unique T— solution
périodique (vy, -+, vN_1, 01, -+, on). De plus, il satisfait la relation

0 e =1 as, Vtel0,T] (3.12)

PREUVE. La preuve est similaire & celle donée dans [5].Plus précisément,
une suite de solution qui converge vers la solution désirée solutions est
construite. Laisser v € N, v > 1. nous présentons la fonction 6, défini
par

6, = 6,({of"}X,) = min(l, ——) (3.13)
i=1 €7
et on considére le systéme d’équations dans v”, o"/
Bl = L0, — (@ e )
h(t) o) o) ,
_TQZ((G 1+1)'7 - (6 ! )7)]dt + )\Z(t)dw/la L= 17 U aN - 17
)
d v 67 % v v v .
Zol) = =) — o] —eh, ("~ 1), =1 N (3.15)
avec
o =0 =, (3.16)
v0) =vy;, i=1,---,N—1, “0) =09, i=1,---,N. (3.17)
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Lemme 3.2.1 Pour tous t; € [0,T], le systéme d’équations (3.14)-(3.15)
avec les conditions (3.16)- (3.17) a, sur Uintervalle [0,t1], a T— solution
pém‘odz’que(vg”), . UEV”L, aiy), o, oN ) qui est unique et il satisfait lin-

égalité

OBy M o, o)

e (v) 2 Mo o) (1) yy—1

QE;(W (t)) +7_1E;(e YTl < Co+ Cit, VEe[01], (3.18)

ou Cy et C sont deux constantes non négatives indépendantes de v.

PREUVE DE LEMMA 3.2.1. De la définition (3.13) de 6,, il s’ensuit immé-

diatement que
v Vv
0<@6, <1, 0<0,e% gg.

De ces inégalités, il résulte que les coeflicients de (3.14) et (3.15) satisfaire
la condition de Lipschitz pour (vﬁ”), e v](\l,')_l , agl’), e 05\?)) € R2VN-1
En outre, comme les coefficients de (3.14)- (3.15) sont T'—périodique (par
hypothése, h(t) et \;(t) sont T'—périodic), par le classique théorémes d’exis-
tence et d’unicité de solution (voir par exemple[15], Théoréme 3.2), pour tout
t; > 0, le probléme (3.14)-(3.15)admet, dans l'intervalle [0,%], est unique
T— solution périodique (vgl'), e vg\'ﬁl, aiy), . 05\1,')).

Pour prouver I'inégalité (3.18), nous considérons la fonction

Comme
oy
v

(2

en appliquant la formule d’Ito & 1(t),il s’ensuit que

t

N—-1 t N-1
W(t) — (0) = / 0> WG ds + / 0> v Ni(s)dW; (3.19)
0 =1 0 =1

1 t N—-1
- 2
+5 /0 J ; A;(s)ds,

on

” ©) (o d L ) oy, h(s o) o)
Gg ) = %9,,(6"”&+1vf+)1—(e e )vz( ) e v,?_)l)—%@((e ) —=(e”)7).
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Depuis (3.16), I'égalité (3.19)est écrit par :

0 =1 =1
1 t N t N—-1
+§/ 5ZA3(s)ds+/ 5> v Ni(s)dW;
0 =1 0 i=1
Comme nous avons
t d afy)(s) v—1 .
/ h(s)%dt’ — h(t)(e”g )(t))v—l _ h(O)(eUOi)V_l (3.21)
0
t
_/ _dh(s) (eal(”)(s))yqu’
0 dS
I'égalité (3.20)devient
5 -1 ) 5 N1 ;. N 9,,@"1@ ) )
52 W1~ (UOZ)Z——H/ S = o) (3.22)
i=1 i=1 0 =1

7—1121 S vy—1J, ds
K al ) ) 1 [ & = )
- h(s)eb, 0 e”iu T e"iy v-1 dS—I——/ 0 )\? S ds+/ 0 Uiy py
| e ooy ey s 3 sy 93
De l’état (3.10), nous avons
d — (v) 2 mo J(D)(t) v—1
3 > @ (1) — > (e ) (3.23)
i=1 =1
. h(0)s 5 [N dh(s), w
< Z 2 o0i\7—1 a; ' (s) '\/—ld
_22_1(1;02)-%—7_1;(6 ) +—7_1/UZ o (e s



t Y 0 o () o)
77/ Z ,” —vz(y)l) ds —/ s)eb, 26 )7 Hds
0
1 t N-1 t N-1
+§/ 5ZA§(s)ds+/ 5> v Ni(s)dw,
0 =1 0 =1

En prenant 'espérance de cette inégalité, on obtient

éENZIw‘”)( EZ oy (3.24)

2 i=1 i .
<§EN21<U +—JEZh goory11 /tz )1
—2 " 07 _1

N

t 9,,6‘71@) (v) (v) (V) (V)
—nE/ 5 (v;”) —v;” ) ds — / s)edb, Z ) Hds
0

=1
. N-
—E/ 5ZA§(s)ds
0 =1

Comme nous avons
Y1, -1

o \y _ 61(”) v-1 sup(s’7! = §7) = (—— -
~((e )7 = ()7 < sup( )= (=

)7, (3.25)

puis, compte tenu des conditions(3.10), (3.11) et (3.9), 'inégalité (3.24)devient

gE 3 (UZ(V)( E Z (”)(t
5N 5 N o
SE 3 (v0:) + jE; 1(0)(e7)

+ (8 ((7—_1)71 — (7 — 1)”) sup h(t) + 0 sup Nz_lkf(t)> t,
g g 0<t<T 2 0<t<T =
donc I'inégalité (3.18) se prouve en laissant
L DS L TS
o i=1 " -1 3 ) 7



Le lemme est démontré. O

Lemme 3.2.2 Nous avons

P{ sup Zée >v—1} =0  for v— oo. (3.26)

O<t<T

PREUVE DU LEMME 3.2.2. L’inégalité (3.25) est vrai indépendamment de
w € €, depuis(3.23),0n peut aussi en déduire que

— ) (e% W)yt (3.27)

5 N-1 )5 N tN 1 »
<5 L TS Gt [Nl
i=1 =
ot C} est la méme constante introduite pour (3.18). Il s’ensuit que
t N—1

N
sup Z(e fu)())””1 < Co+CiT+E sup / Zév Ai(s)dW;,

, 0<t<T
i=1 Sts

(3.28)
avec la méme constante Coutilisé pour (3.18). Maintenant, en utilisant les
inégalités de Cauchy Schwarz et Doob, nous avons

t t
E sup / 5U§V))\i(s)dWi < (E( sup | 5U§V)/\,~(s)dVVi|2))% (3.29)
0

0<t<T 0<t<T Jo

T T T

<2(B([ SN = 2E [ (5o As) )t =258 [ ((s)ol)ds)
0 0 0

I découle de la condition (3.9) et I'inégalité (3.18)

¢ N—1 T N—1

E sup / Z(SUZ(l/),\i(S)dI/[/Z.SQM%gé(E/ Z (u %S M%(S(QC'OT—I—CHTQ)%.
0 0

0<t<T —
=1

47



En substituant cette inégalité dans (3.28), nous obtenons

5 N v 1 1 1
E sup — 3 (&7 Oy < Gy O T 4+ 2M 253 (2C,T + C1T2)%. (3.30)

o<t<T Y — i1

Poury > 2 et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

Yoo o (L W !
i ) < Na -1 (Z(e lv())v 1>

i=1 =1

et il se déduit de (3.30)

-1
§*E sup <Z 0e’i ) <E sup 52 (u)(t <K, (3.31)

0<t<T 0<t<T i—1

ou
-1
K = T2 N""2(Co + O\ T + 2M 353 (2C,T + CT?)%).
m

En appliquant l'inégalité de Markov, I'inégalité (3.31)donne

P{ sup (Z g t)> > -1 < v _11)7_1 . 52'[:, (3.32)

0<t<T

le lemme est démontré.

]
SUIVI DE LA PREUVE 3.2.1. Ayant prouvé l'existence et l'unicité de la
solution approchée (v%”), . vj(\?) L O'Y), e 05\1,’)) pour chaque v, on prouve

maintenant la proposition 3.2.1. La définition (3.13) de 6, implique que, si
0 < v <V, nous avons

o) = vf”l), o) = O'Z(V,) p.s.

dans {supy<;<r Zz 1 oe” J<v -1}
laisser

A, ={ sup 2561 >v—1}.

0<t<T

De I'inégalité (3.32), on a
ZIP’{A,,} < 00
v=1
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et en utilisant le lemme de Borel-Cantelli, on obtient

P{limA4,} = 0.
Il en déduit que la suite {(viy), e UJ(\?)_I, O'Y), e 05\?)) % | converge presque
certainement vers une limite notée par (vy, -+, vn_1, 01, - - -, on ). Il est facile
de constater que (vq, -+, vn_1, 01, - - -, on) satisfait le systéme d’équations
(3.2)-(3.3).
L’unicité de la solution(vy, - -+, vn_1, 01, - -+, o) est affiché en utilisant les

arguments standard. Dans en fait, il suffit de noter que, sur {supy<,<z SV demi® <
v — 1} les deux possibles les solutions doivent coincider et nous avons

N
P{ sup 256”(” <v—-1}—1 for v — oc.
0<t<T 4
Prouver(3.12), on rappelle le raisonnement pour obtenir

vy = vy =0, (3.33)

on trouve facilement la relation (3.12). Le résultat est avéré.

Remarque 3.2.1 Si nous laissons 0; = €, i = 1,--- , N,alors il est clair
que(vy, -+, UN_1, 01, "+, ON) est la solution du systéme d’équations (2.46)-
(2.47) avec la condition(3.33) et les conditions initiales

Ui(o):v()iy izla"'7N_17 Qi(o):QOiEeo—Oiv Z:]-)aN

et on obtient

3.3 Existence d’une solution stationnaire pé-
riodique (mesure périodique)
On a le résultat suivant.

Théoréme 3.3.1 Supposons que la fonction h(t) vérifie h'(t) < C et min, h(t) >
0. Alors le systéeme d’équations (3.2)-(3.3) admet une mesure périodique.
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Comme précédemment, nous réecrivons notre systéme d’équations sous la

forme
dX(t) = B(t, X(t))dt + Q(t)dW (t). (3.34)

B(t, ) étant localement lipschitzienne, pour qu’il existe une mesure pério-
dique pour I'équation (3.34), on va appliquer le théoréme 1.1.13. En effet,

considérons la fonction T-périodique V' (¢, ) donnée par

Z 5— + Z e + hit Z 5e0r—i, (3.35)
On remarque que la fonction V' vérifie
V(t,z) >0, pour tout (t,x) € |—o0, +oo[ x R**~! (3.36)
et
ll‘nf V(t,z) - +o00 pour R — 400, pour tout t € |—o0,+00].
z|>R
(3.37)
Aussi, on introduit 'opérateur L défini par
1= 52
L=L+=) Nt 3.38
ou N-1 N-1
0 = 0 — 0
Ly =+ it i 3.39
=gt gy + X g (3.3
avec
h(t
Oéz(t) = %(e 1+1U+1—( Uz+1+€m)vl+e v; 1)—(7)(670”1—6’\/%), i = 1’ "',N—l
Bi__(?l(U Vi— 1)_6018_'_6 izlu"7N7 UO_UN—O
Si on applique Popérateur L; a la fonction V (¢, x), alors on obtient
)1 N 0 N-1
LiV(t,z) = —>—— (=Dei _ 2 i — 1) 3.40

Oh(t

ot
N
+h(t)e Y 607 — h(t)e
i=1

20

Z 5eV%i — Z See ™% + de.
=1 =1
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D’apres I'inégalité

N N-1
E (v; — vi_1)%e” > ks g v?
i=1 i=1

et les hypothéses sur h(t), on peut trouver deux constantes Cy € R et C; > 0
telles que

oh(t) 1 .
[(%7—1 2(567 Do 2567‘” 2586 % (3.41)

N
<Co—Cy ) o
=1

Des relations (3.40) et (3.41), on déduit qu’il existe des constantes M, M7, M,
telles que on ait

N—-1 N
LiV(t,x) < My— M > v’ = My)Y o7 (3.42)

=1

et d’aprés (3.4), on obtient finalement

sup LV (t,x) = —Ar — —o0, quand R — oo.  (3.43)

|z|>R, —oco<t<+o0

Ainsi, on remarque que les hypothéses du théoréme 1.1.13 sont vérifiées et
donc il existe une mesure périodique pour notre probléme. O
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CHAPITRE

4

Perspectives

Aprés avoir trouvé I'existence d’une mesure périodique, nous pouvons étu-
dier I'unicité également de la mesure périodique pour I’équation stochastique
d’un gaz visqueux barotropique discrétisée. On peut aussi se pencher sur le
probléme d’'un gaz visqueux barotropique en dimension 2 et 3, étude qui,
pour l'instant, n’a jamais été faite dans la littérature. Pour le probléme dis-
crétisé, il reste a étudier la convergence des mesures périodiques quand le
pas de discrétisation tend vers 0, c’est a dire voir si la limite des mesures
périodiques représente la mesure périodique pour notre probléme initial.
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