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Abstract

In this work, we proposed a new one-parameter distribution called the compoun-
ded exponential-Lindley distribution, by merging two well-known distributions : the
exponential distribution and the Lindley distribution. This resulting distribution was
introduced as a statistical model exhibiting a decreasing hazard rate, offering a signi-
ficant contribution to various contexts of reliability and survival analysis. Further-
more, we addressed estimation techniques by focusing on the methods of maximum
likelihood, least squares, and weighted least squares. Finally, a simulation is proposed
to evaluate its performance. This new model is compared with well-known one- and
two-parameter distributions.

Keywords : Exponential distribution, Lindley distribution ; Distribution with a

single parameter, estimation,simulation.



Résumé

Dans ce travail, nous avons proposé une nouvelle distribution a un seul para-
meétre appelée la distribution composé exponentielle de Lindley , en fusionnant deux
distributions déja connues : la distribution exponentielle et la distribution Lindley.
La distribution obtenue a été proposée comme une distribution statistique qui pré-
sente un modele de taux de risque décroissant offrant une contribution significative
pour divers contextes d’analyse en fiabilité et survie . En outre, nous avons abordé les
techniques d’estimation en se concentrant sur les méthodes du maximum de vraisem-
blance, des moindres carrés et des moindres carrés pondérés. Enfin, une simulation
est proposée pour évaluer ses performances. Ce nouveau modéle est comparé & des
distributions bien connues & un et deux parametres.

Mot clé : Distribution exponentielle, Distribution Lindley ; Distribution a un pa-

ramétre, estimation, simulation.



1. Introduction

1 Introduction

Les statistiques influencent tous les domaines de la vie contemporaine . Elles
constituent la base de nombreuses décisions prises par les autorités publiques, les
entreprises et les collectivités. Elles fournissent des informations sur les tendances
et les forces qui ont un impact sur notre existence. La qualité des procédures mises
en ceuvre dans une analyse statistique dépend fortement du modéle de probabilité
présumé ou de la distribution. A cet effet, d’importants efforts on été investis dans
I’élaboration de grandes catégories de distributions de probabilités standard et de
méthodologies statistiques appropriées. Néanmoins, de nombreux problémes majeurs
persistent ot les données réelles ne correspondent a aucun des modéles de probabilité
conventionnels.

Soit X une variable aléatoire suit la distribution d’un seul paramétre donné par

la fonction de densité suivante :

92(1 + x)e*&”
f(z;0) = 1+0
0, ailleurs

x,0 >0

(1)

Introduite par Lindley (1958). Sankaran [23] a présenté la distribution discréte de
Poisson-Lindley (PL) en fusionnant les distributions de Poisson et de Lindley. Les
aspects statistiques de la distribution PL peuvent étre dans [12]. De nombreux cher-
cheurs ont amélioré I’application de la distribution PL. Ghitany et al [10]ansi qu’As-
gharzadeh et al. [1]ont dérivé les distributions PL tronquée a zéro et Poisson-Lindley
de Pareto, respectivement, Mahmoudi et Zakerzadeh [19] ont proposé une version
étendue de la distribution de Poisson composée, qui a été établie en combinant la
distribution de Poisson avec la distribution de Lindley généralisée (établie par[37]),
dans le but de modéliser a la fois la distribution de Poisson et la distribution de

Lindley généralisée.



1. Introduction

Pour représenter les ensembles de données de comptage surdispersés, nous avons
démontré que la distribution de Poisson-Lindley généralisée offre des performances
supérieures a la distribution de Poisson généralisée dans le contexte de la surdis-
persion. Gomez et al [13] ont introduit les distributions PL discrétes multivariées,
en explorant leurs extentions ainsi que leur utilisations et leur applications dans le
domaine de l'actuariat.

Shanker et Mishra [31] ont proposé une distribution de Poisson-Lindley a deux
parameétres en fusionnant la distribution de Poisson avec la distribution & deux pa-
rameétres de Lindley initialement présenté dans [26]. Une distribution quasi Poisson-
Lindley a été développée par [25], en combinant la distribution de Poisson avec une
distribution quasi Lindley introduite par[27]. Shanker et al [28] ont aussi suggéré une
distribution discréte”Poisson-Lindley a deux parameétres en mélangeant la distribu-
tion de Poisson avec une distribution de Lindley & deux parameétres. Cette modéli-
sation est destinée a représenter les temps de survie et d’attente comme introduit
par [29]. De plus, Shanker et Tekie [30] ont obtenu une nouvelle distribution quasi
Poisson-Lindley enassociant la distribution de Poisson a une nouvelle distribution
quasi Lindley introduite par [31].

Par ailleurs, Nedjar et Zeghdoudi [40] ainsi que Zeghdoudi et Nedjar [35] ont pro-
posé deux nouvelles distributions de Poisson composées, appelées la distribution de
Poisson gamma Lindley et les distributions de Poisson pseudo-Lindley. Ces modéles
découlent de la combinaison de la distribution de Poisson avec les distributions de
gamma Lindley et de pseudo-Lindley, introduites respectivement par [39] et [38]. De
plus, Grine et Zeghdoudi [14] ont analysé la distribution de Poisson quasi Lindley et
ses applications, Wongrin et Bodhisuwan [34] ont examiné le modele linéaire généra-
lisé basé sur la distribution de Pseudo-Lindley (PL) pour les données de comptage
et ils ont démontré que le modele linéaire associé offre une meilleure capacité de mo-
délisation supérieure par rapport aux modéles de régression de Poisson et binomiale
négative lorsqu'’il y a du surdispersion Et Mohammadpour et al. [20] ont mené une
étude sur le modelePL INAR(1) et ses utilisations.

Dans ce travail, nous explorons une nouvelle distribution de durée de vie gréace

a I’emploi des modéles de mélange, en fusionnant la distribution Exponentielle avec
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la distribution Lindley & un parametres. Ce mélange aspire & fournir une contribu-
tion importante & la littérature actuelle sur la modélisation des données de survie,
notamment dans les secteures de ’analyse de survie et des sciences actuarielles.

Dans le premier chapitre nous rappelons certaines définitions et certains résultats
que nous utiliserons par la suite. Ce rappel comporte des généralités sur quelques
distributions de probabilités.

Ensuite, dans le deuxiéme chapitre, nous faisons une synthése des résultats obte-
nus sur les distributions de Lindley et Poisson Lindley en nous inspirant des travaux
de Lindley (1958), Ghitany et al. (2008,a) et Sankaran (1970).

Enfin, le dernier chapitre comporte la nouvelle distribution & un parameétre (Ex-
ponentielle Lindley) dont on donne quelques propriétés a savoir : la fonction de re-
partition, estimation du maximum de vraisemblance. des estimateurs des parametres
obtenus par la méthode du maximum de vraisemblance et leurs applications dans

I’analyse de survie.
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CHAPITRE 1

Notions et quelques lois de probabilités

1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de mettre en place un cadre statistique et probabiliste
solide pour modéliser et examiner le comportement des variables aléatoires liées a
aux distributions. En explorant ses caractéristiques essentielles, et en utilisant des
techniques d’estimations appropriées, nous préparons le chemain pour une analyse

approfondie et pratique du modéle.

2 Définitions

Soit X une application définie de €2 dans R. Soit B un sous ensemble de R .On
appelle image inverse de B par X, la partie de 2 noté X! (B), noté par

X Mz)={weQ: X (w) € B}.

12



2. Définitions

2.1 Variable aléatoire

La notion la plus utilisée dans la théorie des probabilités et de la statistique c’est
la variable aléatoire.
Variable aléatoire réelle

Soit (€2, F, P) un espace probabilisé. I'application X définie de €2 dans R est une

variable aléatoire vérifiée

X @ weQ— X(w)€ER.
Ve € R:{X <uz}eF.

F étant une tribu.
La variable aléatoire réelle X est dite discréte si ’espace probabilisé est dénombrable

. Sinon la variable aléatoire réelle X est dite continue.

2.2 Loi de probabilité

Définition 2.1 On définie La loi de probabilité de la variable aléatoire X, par l'ap-

plication Px telle que :
Px(X =2)=PH{we: X(w) =za}).

La fonction de répartition d’une variable aléatoire X, est la fonction F définie pour

toute réel x par :

Fy : R—10,1].
r — Fx(@)=P(X <z)=P{weQ/X(w)<z}.
Loi de probabilité d’une variable aléatoire discréte

La loi de probabilité d'une variable aléatoire discréte est entierement déterminée

par les probabilités P; des événements { X = x;}, x; parcourant 'univers image X (€2).

13



3. Fonction Génératrice des moments

La loi de probabilité est donnée par les (z;, p;).

2.3 Moment ordinaire

Le moment ordinaire d’ordre r € N de X est défini, s’il existe, par :

Kel

" fx () dr  si X est continue
zel

Y k"Pi  si X est discrete
=B = ( )
J

2.4 Moment centré

Le moment centré d’ordre r € N de X est défini, s’il existe, par :

S [k—E(X)]" By siX est discréte
=FE([X-EX)]) = Xel
o ! won) <f (X — E(X)]" f(x) dv si X est contz’nue)

zel

3 Fonction Génératrice des moments

Pour la variable aléatoire X la fonction génératrice des moments est définie par :

Hx(u) = E [¢X"] ,u € R.

La notion de fonction génératrice peut étre utile parfois pour calculer plus facilement
les moments de certaines lois de probabilité. par exemple :I’espérance et la variance
de X :



4. Estimation

Le coefficient de variation (), le coefficient d’asymétrie (\ /3 1) et le coefficient d’apla-

tissement (/3,) sont :

B Var(X)
7 E(X)
E(X3)
ﬂl = 3 -
v (Var(X))?
8, — E(X4)
o (Var(X))

4 Estimation

Définition 4.1 Un estimateur de 0 est une application T,, de E™ dans F' qui & chaque
échantillon (x1, T, ...., z,) de la loi Py associé a une variable aléatoire réelle dont on

peut déterminer la loi de probabilité, on appelle la valeur 0 estimateur ou estimation.

4.1 Propriétés d’un estimateur
Biais

Pour pouvoir considérer T,, comme une valeur approchée de 6 , il faut que les

valeurs prises par la variable 7}, ne s’écartent pas trop de la valeur fixée de 6.

Un estimateur 7;, de 6 est dite sans biais si pour tout 0 si B, (#) = 0 , et si

B, (8) > 0, I'estimateur est dit positivement biaisé.

15



4. Estimation

Convergence

Un estimateur 7,, est convergent si la suite de la variable (7,) converge en pro-

babilité vers 0, soit :

T,50 < lmP(T,—0<¢e)—1,n— oo;Ve>0

n—oo

<— limP(|T,—0| >¢)—0.

n—oo

Théoréme 4.1 Tout estimateur sans biais dont la variance tend vers 0 est convergent :
(Ep (T),) =0 et Vary(T),) — 0) = T, L 0;n — .

Erreur quadratique moyenne

La qualité d'un estimateur va se mesurer a l’aide d'une distance moyenne au para-
meétre qu’on appelle l'erreur quadratique moyenne (Mean Squared Error en anglais)
appelée aussi risque quadratique est ’espérance du carré de 'erreur entre la vraie

valeur et sa valeur estimée.
EQM (T,) = Eo (T, — 0)%) .

Si le risque est faible, ’estimateur 7,, est proche de 6.

4.2 Normalité asymptotique

On applique le théoréme central limite suivant :

Théoréme 4.2 (Théoréme central limite). Soient une suite de variables aléa-
toires X1, Xo, ..., X, indépendantes suit le méme loi (donc de méme espérance m et

de méme écart-type o). B
X, —
Z, == N(0,1).

a

NG

La variable aléatoire Z,, converge en lot vers la loi normale centrée réduite.

16



4. Estimation

4.3 Construction d’estimateurs
Méthode du maximum de vraisemblance

Définition 4.2 On appelle vraisemblance (likelihood) de I’échantillon (X1, Xs, ..., X))

la loi de probabilité de ce n-uple, notée L(x1, ..., x,;0) est définie par
L(zy,...,xp;0) = ﬁp (Xi=x; \0)
st X est une variable discréte, et par :
L(zy,...,xp;0) = Zﬁlf (x,;0)

si X est une variable aléatoire continue de densité f (x;0)

Définition 4.3 On appelle estimateur de mazimum de vraisemblance (emv) de 0
est la valeur 0, de 0 qui rend mazimise la fonction de vraisemblance L(0;xy, ..., x,)

. Donc 6,, sera en général calculé en mazximisant la In-vraisemblance :

~

0, = max InL(0;xq,...,x,).

La recherche de [’estimateur de vraisemblance peut se faire directement par la re-
cherche du maximum de L, ou dans le cas particulier ot la fonction L est deux fois

dérivable par rapport a 0 comme solution de l’équation suivante :

0
%logL(G,ﬁl, vy ) = 0.

2

Ou %logL(é;xl,...,xn) < 0.

Dans ce cas, on les résout numériqguement

Méthode des Moments

17



6. Taux de hasard

Dans le cas ou le paramétre a estimer est § = Fy(X) moyenne théorique de la

loi, 'estimateur naturel est la moyenne empirique

S
=1

S|

De méme pour estimer le parameétre § = Vp(X) variance de X, 'estimateur naturelle

serait la variance empirique
1 n
9 S 2
1=

Plus généralement, pour 0 € O, si E(X) = (), ou ¢ est une fonction inversible,

alors I'estimateur de 6 par la méthode des moments est :

5 Fonction de survie

La fonction de survie est la probabilité pour que I’événement d’intérét (le déces par
exemple) T' intervienne aprés un délai supérieur a ¢t , autrement dit, que 1’événement
d’intérét T' ne survienne pas avant la date t, c’est-a-dire :

La fonction de survie est par définition le complément a un de la fonction de
répartition :

S(t)=P(T>t)=1—Fp(t), t>0. (1.1)

6 Taux de hasard

Le risque instantané (ou taux d’incidence), pour ¢ fixé caractérise la probabilité de

mourir dans un petit intervalle de temps aprés ¢, conditionnellement au fait d’avoir

18



7. Fonction W de Lambert

survécu jusqu’au temps ¢ (c’est-a-dire le risque de mort instantané pour ceux qui ont

survécu :

[0 F@)

=S =T mo

(1.2)

7 Fonction W de Lambert

Lambert en 1758 définie une fonction complexe multivaluée appelée fonction de

Lambert (W) qui est la solution de 1’équation suivante
W (z)exp (W (2)) = z. (1.3)

Ou z est un nombre complexe. Si z est un nombre réel sachant que z > —1/e alors
W (z) devient une fonction réelle et elle a deux branches réelles possibles.

La premiere branche réelle qui a des valeurs dans l'intervalle |-0o, —1] ¢’est la branche
négative et notée par W_;. et la deuxieme branche réelle qui a des valeurs dans 1’in-
tervalle [—1, co[ est appelée la branche principale et notée Wy. Lémeray ([3]) monter
qu’il ya d’autres équations peuvent étre résolues en termes de la fonction (1,3) W

de Lambert. A cet effet, le lemme suivant, sera essentiel dans notre travail.

Lemme 7.1 (Lémeray et al.[3]) Soient a,b et ¢ des nombres complexes fixés. Par

rapport a z € C' la solution de l’équation z + ab® = c est :

W (ab®log (b)) .

Z =C—

log (b)

Ou W est la fonction de Lambert.

Preuve. Pour tous nombres complexes a,b et ¢ fixés, par rapport a la variable
complexe z on doit résoudre ’équation z 4 ab* = ¢ .Pour cela il faut multiplier les

deux cotés de cette équation par b°log (b), alors I’équation résultante peut étre écrite

19



9. Lois de probabilités usuelles

sous cette forme :

(c — 2)log(b) exp((c — z)log(b)) = ab®log(b). (1.4)

Comparent 1’équation (1.4) par b¢log (b) avec I’équation (1.3). Il est clair que (¢ —
z) log(b) est la fonction W de Lambert de 'argument complexe ab®log(b). Par consé-

quent, on a
W (ab®log(b)) = (¢ — z) log(b).

Ce qui implique le résultat souhaité. Ceci termine la preuve du lemme 1.1. =

8 Fonction Quantile

La fonction quantile d’une variable aléatoire (ou d’une loi de probabilité) est
I'inverse de sa fonction de répartition. On appelle fonction quantile de X la fonction,

notée Qx, de |0, 1] dans R , qui & u €]0, 1] associé :

Qx (u)=F'(u) 0<u<l. (1.5)

9 Lois de probabilités usuelles

Dans cette partie on définit quelque lois usuelles parmi les plus utilisées dans

notre travail.

9.1 Loi de Poisson

La loi de Poisson est une distribution discrete tres utile dans 1’étude de la surve-
nue dans le temps d’événements homogenes (le nombre d’absents par jour dans une
entreprise, le nombre de clients dans une file d’attente durant des laps de temps de
méme durée).

Une variable aléatoire suit une loi de Poisson de parameétre A € R (qui est & la fois
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9. Lois de probabilités usuelles

la moyenne et la variance) si :

7)\)\11:
fnxzmzem : keN.

L’espérance mathématique et la variance de X :
E[X] =var[X] = A

Le logarithme de la vraisemblance d’'un échantillon issu d'une loi gamma est donné

par :
n

log L (z; ,B,m) =nA+log A+ > x; + > log (z,!).

i=1 i=1

L’estimateur \ monm de parametre A obtenu par la méthode des moments est :

Ao = E[X].

9.2 Loi Exponentielle

Une loi exponentielle modélise la durée de vie d’'un phénoméne sans mémoire, ou
sans vieillissement, ou sans usure . En d’autres termes, le fait que le phénomeéne ait
duré pendant ¢ heures ne change rien a son espérance de vie a partir du temps t.
Une variable aléatoire continue X suit une loi exponentielle de parameétre (d’intensité

ou inverse de ’échelle ) A > 0 si elle admet pour densité de probabilité la fonction :

fx (z) =

0 atlleurs

{Aam VireRt

On note X ~» EXP ()).

La fonction de répartition de X :

FX(x)—{ 1—exp(—Azx) VxeR"

0 atlleurs
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9. Lois de probabilités usuelles

L’espérance mathématique (ou durée de vie moyenne) et la variance de X :

1
—var[X] = =.

E[X} = ) \2

L’estimateur \ monm de parametre A obtenu par la méthode des moments est :

1
E[X]

)\MOM =

Le logarithme de la vraisemblance d’un échantillon issu d’une loi exponentielle est

donné par :
log L (x;,a,) =nlogA — \>_ log x;.
=1

(2
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CHAPITRE 2

Distribution de Lindley et ses applications

1 Introduction

La distribution de Lindley d’un seul parameétre est introduite par Lindley en 1958
comme mélange des deux distributions Exponentielle(#) et Gamma (2, 0). Cette dis-
tribution traitée par plusieurs chercheurs pour son usage en modelant des données
de vie, et on I’a observé en plusieurs articles que cette distribution a exécuté excel-

lemment.

2 Distribution de Lindley

Soient Y7 et Yodeux variables aléatoires indépendantes. Pour 6 = 0, on considére

la variable aléatoire X = Y] et X = Y, avec les probabilités respectivement P, = 0

1+0
et P, = 1—_1H9.0u Y1 ~ exp(0) et Yo ~ Gamma(2,0)
La distribution lindley est spécifiée par la fonction de densité suivante :
92 1 —0Ox
faso) = TAEDTT (2.1)

1+60

23



2. Distribution de Lindley

ou la fonction de répartition est donné par :

_9+1+93:

F(z)=1 T2 > 0,0 >0 2.2
& e (2.2
La dérivée premiére de (2.1) est :

d 0

— = 1—6—0x)e "

@ =175 z)e
Il en résulte que
(1) pour 6 < 1, % () = 0 implique que zq = % est le point critique unique &

laquelle f(z) est maximisée.
(i) pour § > 1, L f(z) <0, c-a-d . f(z) diminue en z .

Remarque 2.1 le mode de cette distribution est :

0<f<l1

1-0
Mode(X) =< ¢~
0, ailleurs

Théoréme 2.1 Soit X ~ Lindley (0). Alors

Mode (X) < Median (X) < E(X).

Preuve. Soient M = Mode (X), m = Median (X) et p=E (X) = %. A partir

de la fonction de répartition de la distribution de Lindley, il en résulte que :

l1—-——e 9 0<f<1 1
F(M) = 1+0° . F(me) = 3

0 atlleurs
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2. Distribution de Lindley

et
2 0+2
P E0ES T
(140)
Notons que F'(M) est une fonction décroissante en 6 € (0,1) et, pour tout 6 > 0,
0<F(M)<1—2e"t<(1/2).
De méme, F'(11) est une fonction croissante en 8 > 0 et (1/2) < 1—3e72 < F(u) < 1.

F(p) =1

Enfin, étant donné que F'(z) est une fonction croissante en x > 0 pour tout 6 = 0.

onaM<m<pum

2.1 Moments et mesures connexes

Le r**™ moment de la distribution de Lindley est :

rt(@+r+1)

=B =T

r

s r=1,2 ..

En particulier on a

S 0+2) . 2043) ,  6(0+4) ,  24(0+5)
M=o+ " e For ™ e

Le moment centré de la distribution de Lindley est donné par :

Mk:E{(X_M)k} :i ( ]: ) o (=)

r=0
En particulier on a

0 +40+2 2 (6° + 66 + 66 + 2) 3 (30" 4 246° + 446° 4 326 + 8)

:—_0'7 = > =
He ="z 1) s 0° (0 +1)° i 0 (0 +1)*
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2. Distribution de Lindley

Le coefficient de variation (), le coefficient de d’asymétrie(\/ 61) et le coeflicient

d’aplatissement(,) sont :

VP40 +2
T o+2
2 (6% +66” + 66 + 2
v = 2 r2
(0° + 40 +2)*
5, — 3 (360" + 246° + 440 + 320 + 8)
2 .

(6% + 40 +2)°

2.2 Fonction de hasard et fonction de survie

Pour la distribution lindley la fonction de taux de hasard est :

. P(X<z+Az| X >u2) f(x) 0*(1 + )
h(z)=1 = = . 2.

(z) Ao Ax 1-F(x) 6+1+0x (2:3)

et la fonction de survie est :
0+1+0x _,
=1—F(z) = v 24
S =1-F@ =" (2.
62
Remarque 2.2 (i) h(0) 2: f(0)= Tk
g 0*(1+ x) , .

(17) Corr;me %h(:v) = i ii0s h(z) est une fonction croissante en x et 0 en
plus < h(z) < 6.

0+1
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2. Distribution de Lindley

2.3 Fonction Quantile de la distribution Lindley

La distribution Lindley de parameétre 6 est spécifiée par sa fonction de répartition
définie en (2.2). Il convient de noter qu’est continue et strictement croissante de sorte

que la fonction de quantilede X est :
Qx (u) = F' (u),0 <u< 1.

Dans le résultat suivant, on donne une expression explicite de ()x en fonction de
la fonction W de Lambert.

Théoréme 2.2 Pour tout 0 > 0, la fonction quantile de la distribution Lindley est :

1 1 0+1
Qx(lb):—l—g—gwfl (m(u—l)), 0 <u<1, (2.5)

Ou W_y désigne la branche négative de la fonction W de Lambert.

Preuve. Pour tout 6 fixé, § > 0, soit u € (0, 1). On doit résoudre I'équation F (z) =

u par rapport a x, pour tous X > (0 comme suit :.
O+1+0x)e ™ =(0+1)(1—u). (2.6)
En multipliant par —exp (—6 — 1) ’équation (2.6), on obtient :
— O+ 1+0x)exp(—0—1—0z)=(@+1)(u—1)exp(—0—1). (2.7)

D’apres I’équation (2.7), conjointement avec I’équation (1.3), on voit que — (6 + 1 + 6x)
est la fonction W de Lambert de Pargument réel (6 4+ 1) (u — 1) exp (—60 — 1) .Alors,

on a

6+1
W(m(u—l)):—(«9+1+0x),0<u<1. (2.8)

Toujours, pour tout § = 0 et x > 0 il est immédiat que (0 +1+6z) > 1 et il
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2. Distribution de Lindley

peut également étre vérifié que puisque u € (0,1). Il pour, en prenant en compte
les propriétés de la branche négative de la fonction W de Lambert a présenté en

premiére chapitre, ’équation (2.8) devient

6+1
4(;5ﬁiF5@w—n):—we+1+0@. (2.9)

Ce qui implique le résultat. =

2.4 Estimation

Estimation par la méthode des moments

Etant donné un échantillon aléatoire X7, .., X, de la distribution de Lindley (2.1),

I'estimateur des moments (M M) de 6 est :

—(X—1)+\2/7(X—1) +8X77>0. 2.10)

GMM =

Le théoréme suivant montre que 'estimateur 6,3, de 6 est biaisé.

Théoréme 2.3 L’estimateur 9MM de 0 est positivement biaisée, i.e. E (9) —60>0.

—(t—1)+ @—1)+&

Preuve. Soient @MOM =g (X) et g(t , Vit > 0.
" 1 3t 4+ 1512 + 9t + 1
Comme ¢ (1)= 5 [1+ i i + ) est strictement convexe.
t [(t—1)*+ 8t
Ainsi, par I'inégalité de Jensen, on a E )) > g . Enfin, étant donné que



2. Distribution de Lindley

On obtient
E <9M0M> > 0.

Le théoréme suivant donne la loi limite de 6 M. M

Théoréme 2.4 Lestimateur 0y de 0 est convergent et asymptotiquement normal :
. P 1
ﬂ(e—e) —>N(O,—2).
o

L’intervalle de confiance de 0 pour un seuil de confiance 100 (1 — a) % est donné

par :

- 1
Hzl:zg .
2

A

no

[\

Ot za est le (1 — %) percentile de la distribution normale standard.

Preuve. Etant donné 1 est finie, X EiR p. g (t) est une fonction continue a t = p,

g (X ) g g (1), c’est-a-dire 0 L 9. Comme o2 < oo, par le théoréme central limite,

on a
Vi (X =) 2 N (0,07).
En outre, puisque g (1) est différentiable et g' (1) # 0, par la méthode Delta, on a :

Vi (g (X) =g () > N (0, g (M)}2 02> :

Enfin, étant donné que

9(X) =0mmg() =0, et g (n)=5 |1+ ==
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3. Distribution Poisson—Lindley discréte

Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

Soient X; ~ LD(0),i = 1,n ,n variables aléatoires. La fonction de logvraisem-

blance est :

Inl(z;;0) =2nIn6 —nln(f + 1) + Zln (z;+1) — ndX.

=1

L’estimateurs de la méthode du maximum de vraisemblance 6 amv de 8 est une solution

de I’équation :

Olnl(x;; 8,0) 2n — n

= _X- = 0.
90 0 6+1) 0
On obtient
—_— —_— 2 R
. —(X—1)+\/(X—1) +8X _
Oy = — , X > 0.
2X
Avec
P Inl(x;; 5,0 2 - 2
nl(z;8,0)  2n L)

06* P = (0 +9)

Remarque 2.3 L’estimateur de la méthode des moments 0 um et Uestimateur du

mazimum de vraisemblance 0y du paramétre 0 sont les mémes.

3 Distribution Poisson—Lindley discréte

Une distribution composée de Poisson peut étre obtenue en composant la distri-
bution de Poisson et une distribution due a Lindley. Cette distribution a été introduit
par Sankaran [7] pour modéliser des données de comptage.

Supposons que le parameétre A de la distribution de Poisson a une distribution ap-

partenant a la famille exponentielle de distribution donnée par

dF(\) = e*h(N\)B(®)dA
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3. Distribution Poisson—Lindley discréte

ou

h(A) =1+ Aet B(®) =

Alors la distribution de Poisson composée est :

P = [Saroy

0
00

_ B(q)) /€(q>I)A)\md)\+ﬁ/€(q>l)/\)\x+1d)\
0

z!
0

oo ()

Alors on remplace ¢ par —f on trouve :

P, (0) = QZM
z (9+ 1):c+3 )

La fonction de densité de Poisson-Lindley (PLD) est :

(x+2+10)

. —_ _p2 —_
prD(x,H)—Px(Q)—Q m, 0,1,..., 6>0
La fonction de répartition correspondante est :
0> +30+1—0x
FPLD(.Z'):l— (9+1)x+3 , 0,1,..., 0>0
La fonction génératrice de Poisson-Lindley (PLD) est :
> 24+60—s

MX(S):E(eSX):9+1(9+1—s)2'

31
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3. Distribution Poisson—Lindley discréte

3.1 Moments et Mesures Connexes
Soit X ~» PLD (0), La moyenne et la variance de X sont :

240

E(X) = G (2.13)
2
E(X?) = %, (2.14)
_|_
0% 4+ 46 + 660 + 2
Var(X) = POr1E (2.15)

le coefficient d’asymétrie(« / ﬁl) et le coefficient d’aplatissement(3,) sont :

VB 2(9+1)4(9+2)—93(9+2)29+3)

[2(0+1)° - 0% (0+2)]°

2(0+1)°[(0+3)*—3] —0*(0+2) [(0+4)° - }
200+1)°—6%(0+2)]

Y

By = 3+

3.2 Fonction Quantile de la distribution de Poisson Lindley

Notons Qx la fonction quantile de X défini selon la formule (1.5).(voir[15])
Désormais, log(-) désigne le logarithme naturel et [t] représente le plafond d’un
nombre réel ¢, qui est, t ;== inf{k € Z : k > t}. Avec la précédente notation, on est

en mesure de déclarer ce qui suit.

Théoréme 3.1 Pour tout 6 > 0, la fonction quantile de la distribution de Poisson
Lindley X est :

0% +30 + 1 1 W log (04 1)

6 lg(6r1) m(“_l) ’

0 <u<l1.

Qx (u) = —

(2.16)

Preuve. Ou W_; désigne la branche négative de la fonction W de Lambert.
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3. Distribution Poisson—Lindley discréte

Pour tout 6 > 0, soit u € (0, 1) afin d’obtenir expression de @) x, on a pour résoudre

I'équation Fy (z) = u par rapport a k, pour tout k& > 0, comme suit :

0% +30+1+ 0k
0+ 1)F

=1—uk>0. (2.17)

I'équation (2.17) peut étre écrit comme suit :

k+

6+1)° 92+39+1>

7 (u=1) (9+1)’“:—( ; (2.18)

Maintenant, on applique le lemmel.1 pour résoudre 1’équation (2.18) par rapport a

k. Par conséquent, 1’égalité suivante est réalisée :

W ( log (¢ +921 (u— 1)) = —(k+ W’#)bg O+1). (2.19)
0(0+1) 7

Voyant maintenant I’équation. (2.19). Pour tout § > 0,k > 0 et u € (0,1) les

inégalités suivantes sont vérifiées :
log (0 + 1)

(i) T <———55 (-1 <0,
0(0+1) 7

et
0% + 30 + 1

(i1) (k+ T)log (0+1) > 1.
En vertu des inégalités (i) et (ii) ci-dessus ainsi que les propriétés de la fonction W
de Lambert, la branche réelle de W impliqué dans I’équation (2.19) est précisément

la branche W_; négative, ce qui conduit au résultat souhaité. m
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3. Distribution Poisson—Lindley discréte

3.3 Estimation

Maximum de vraisemblance

Etant donné un échantillon aléatoire X7, ..., X,,, de la distribution de Poisson-

Lindley discrete (2.11), la fonction de logvraisemblance est :
logl(x;; 8,0) = 2nlogf —n (T + 3)log (1 +0) + Zlog [z; + 0+ 2].
i=1

Sankaran [7] a montré que l’estimateur de la méthode du maximum de vraisemblance

0 de 6 est une solution de I’équation :

Olnl(z;,0) 2n T+3 1 B
) in+9+2 B

0. (2.20)

=1

Sankaran [7] a déclaré que la résolution de 1’équation (2.20) est équivalente & la réso-
lution d’un polynome de degré (n + 1), et I’équation (2.20) peuvent avoir plusieurs
solutions. Dans ce qui suit, on montre que 'équation (2.20) a une solution unique

pour tout n.

Théoréme 3.2 [’équation (2.20) est équivalent

La fonction ¢ (0) est strictement décroissante en 0, puisque

n

/ _ (x; + 1) (z; + 2)
v () =—nx — <0
) ; (2 + 60 +2)°
Comme ¢ (0) = 2n et v (00) = —o0, il en résulte que ¢ (0) traversera l'axe 6 qu’une

seule fois, ¢’est-a-dire il existe un unique 6 tel que o (0) =0.

34



3. Distribution Poisson—Lindley discréte

Remarque 3.1 Bien qu’efficace de [’estimateur du maximum de vraisemblance 6
mais ce dernier n’est pas facilement obtenu et il peut étre suffisant pour des raisons

pratiques d’utiliser [’estimation des moments.

Méthode des moments

Etant donné un échantillon aléatoire Xi, ..., X, de la distribution de Poisson-
Lindley discrete (2.11), Pestimateur des moments (M M) de 6 est :

—(X—1)+\2/7(X—1) +8X’7>0. 2.21)

HMM =

Le théoréeme suivant montre que 'estimateur 0,3, de 6 est positivement biaisé.

Théoréme 3.3 Lestimateur 0y de 0 est positivement biaisée, c’est-a-dire

E(0)-0>0
. _ —(t—=1)+/(t—1)" +8t
Preuve. Soit 6 =g (X) et g(t) = 57 vt > 0.
" 1 3t% + 15t + 9t + 1
Comme g () 1+ i o >0, g(t) est strictement convexe.

= 2 3
t3 3

[(t—1)" +8¢]
Ainsi, par 'inégalité de Jensen, on a F (g (7)) > g [E (7)] Enfin, étant donné

que
_ 0
E(g(X))=9g(uw) =g <9(9;+21)) =0,

On obtient

Le théoréme suivant donne la loi limite de MM-
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3. Distribution Poisson—Lindley discréte

Théoréme 3.4 Lestimateur 0y de 0 est convergeant et asymptotiquement nor-
mal :
Jn (éMM _ 9) LN (0,92 (8)) .
01 )
0% (0 + 1) (6° + 46° + 60 + 2)

sr= (6% + 46 +2)°

Preuve. Etant donné p < oo, X Eit p.g (t) est une fonction continue at = p, g (7) —I;g
(1), Cest-a-dire 0y L 9. Comme 02 < o0,

par le théoréme central limite, on a :
Vi (X =) BN (0,0).
En outre, puisque g (1) est différentiable et ¢ (1) # 0, par la méthode Delta, on a
Vi (g(X) —g(u) =N (0’ [g' (u)}2 02) :
Enfin, étant donné que

— : —1 143 0% (0 +1)°
9 (%) =g =0, et g () =k |14 | O
(t—1)*+8u (6°+46+2)

En conséquence du théoréme2.6, L’intervalle de confiance de 6 pour un seuil de

confiance 100 (1 — a)) % est donné par :

GMM:EZ% R
no

a
ot za estle (1 - 5) percentile de la distribution normale standard.
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4. Distribution de Deux-Paramétres de Lindley

4 Distribution de Deux-Paramétres de Lindley

La distribution de Deux Parametres de Lindley (T'ow Parameter Lindley (TowPLD))

avec les paramétres « et 6 est définie par sa fonction de densité de probabilité

2

7 @(1 +ax)e™; 2>0,0>0a>—0. (2.37)

fx;0,0) =

11 est facile de voir que si v = 1, la fonction (2.26) de T'ow P LD réduit a la fonction de
distribution de LD(2.1) et si a = 0, elle se réduit a la distribution Exponentielle (0).
La fonction de densité (2.26) de TowPLD peut étre montré sous forme de mélange

des distributions Exponentielle (§) et Gamma (2,6) comme suit :
f(z;0,0) = pfi(x) + (1 = p) fo(2)

0
Ou p = Fjl(x) = e % et folx) = 0*we % (pour plus de détails voir.
a
S.Sharma et al.(2013) [?]).

La fonction de répartition correspondante est :

0+ a+alxr _,,
—¢€

Flz)=1-
(z) o

s >0,0>0,a>—6. (2.38)

Le moment d’ordre £k de la distribution de Deux-Parameteres de Lindley est :

I'(k+1)(0+a+ak)

l:E _Xk = 7]{::]_,2,...
e = B (X7) 0% (0 + )
d’otu, on a
o (a+2a) | 2(a+3a) |, 6(a+4a) | 24(a+ba)
1= o7p T oM = 5 s M3 = 3 yHa = g
00+ a) 6% (0 + ) 6° (0 + ) e

La fonction de logvraisemblance de la distribution de deux-Parameétres de Lindley

est :

logL(z; c,0) = nlog 6* — nlog (a + ) + Zlog (14 afz;) —nbX.

=0
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5. Distribution de Lindley Modifiée.

Estimation par la méthode des moments

Etant donné un échantillon aléatoire X, ..., X,,, de deux-Paramétres de Lindley,

les estimateurs des moments 07y, de 6 et & de @ peuvent étre obtenus comme suit :

. 1 _ - _

§ = — <2X +V2,/2X2 — u'z) : X > 0. (2.28)
Ho
A A2

o - 1=X0 (2.29)
X6 -2

5 Distribution de Lindley Modifiée.

Nous nous intéressons ici & la distribution de Lindley modifiée & un paramétre

caractérisée par la fonction de répartition (cdf), F'(x) donnée par :

0
Fz)=1- {1 + ﬁe_w} e x>0

L’intérét principal de la distribution M L et les motivations supplémentaires pour
choisir une telle w(z) seront discutés de maniére éparse dans le présent document
seront discutés de maniére dispersée dans la suite de 1’étude. En outre, des com-
paraisons sur certains points techniques avec les distributions exponentielle et de
Lindley seront présentées dans la sous-section 3.5. Quelques principes de base de la
distribution M L sont présentés ci-dessous. Par différenciation de F(x), la fonction
de densité de probabilité (fdp) correspondante est obtenue comme suit
e [(1+0)e” +20x—1] ,2 >0

f($;9):m

La fonction de risque(hr f) correspondant est donné par

by @ 0r-)

_1—F(x)_(1—|—9)69$+0x+9 v>0

Plusieurs remarques sur les fonctions M L sont présentées ci-dessous
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5. Distribution de Lindley Modifiée.

Remarque 5.1 PuisqueF” (z) = — [0°/ (1 +0)] e [(1 +6) e + 4 (x — 1)] <0
pour x > 1/0 la fonction F(x) est concave en fonction de x pour tout 0 > 0 et
x>1/6.

Remarque 5.2 I est immédiat que f (0) = 6%/ (1 +0) et liljr[l f(x) =0 Lemode

(s) de la distribution ML est(sont) obtenu(s) en résolvant I'équation ' (x) = 0 c’est-
a-dire (1+0) e’ + 40x = 4 Une bréve étude analytique montre que la distribution

ML est unimodale.

5.1 Moments ordinaire

Soit X une variable aléatoire suivant la distribution M L, c’est-a-dire, dont la cdf

est donnée par (3). Introduisons tout d’abord la fonction gamma définie par

“+o00
T(X)= /tx_le_tdt,x >0

0

En utilisant (4), pour toute fonction @ () telle que toute I'intégrale & venir existe,

on a

E(Q(X)) = / Q(x)f(x)dz

- 70@(:6)f1(x>dw+a 7m@<x>f2<x>dx—+/oo@<x>fs<x>d:c
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5. Distribution de Lindley Modifiée.

En particulier, en utilisant des propriétés bien connues de la fonction gamma, pour

tout entier positif r, le 7™ moment de X existe et il est déterminé par

+o00o

E(X") = /x’”f(:v)dx

+oo 1 +oo +oo

— rp,—0z T (9 2 . —20x . / (9 —20x
/1:96 d:c+—2(1+0) /x(&) re “dx " (20) e dx
0 0 0

B T(T+1)+ 1 T(r+2) T(r+1)

B 0" 2(1+6) | (20)" (20)"

— l 1+; |
G o+ (1+6)) "

En particulier, les quatre premiers moments de X sont donnés par :

3(19+160) |,  3(9+86)
80 +1) " @+

. 40+5 . 40+5 B
M= g0+ """ 202041y~

Le moment centré de la distribution de Lindley est donné par :

En particulier on a
o (404 5) (46 + 3)

T 1602 (0 1)

Le r**™¢ moment central de X est donné par :

Ba-w)= £ OV (giay) s (L 5y ) 00

k=0
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5. Distribution de Lindley Modifiée.

Le coefficient de d’asymétrie(y/f3;) et le coefficient d’aplatissement(/3,) sont :

Le tableau 1 indique les valeurs numériques des quantités ci-dessus, c’est-a-dire
u, B (X?).E(X3),E(X*),0% /B, et 85, pour des valeurs sélectionnées de 6

VBi= SB[ ] . = B [ ]

o

0.005 0.05 0.5 0.1 1 10 20
i 249.7512 247619 | 12.27273 | 2.3333 | 1.125 | 0.1022 | 0.0510
E (X?) | 99900.5 990.4762 | 245.4545 | 9.3333 | 2.25 | 0.0205 | 0.00510
E (X3) | 56955224 5657143 | 7022.727 | 54 6.5625 | 0.0061 | 0.0008
E(X*) | 43176119403 | 4297143 | 267272.7 | 416 | 255 | 0.0024 | 0.0002
o 37524.81 377.3243 | 94.8347 | 3.8888 | 0.9844 | 0.0010 | 0.0025
VB 2.4447 21530 | 1.8551 | 0.0580 | 1.5385 | 20.7620 | 40.8766
By 8.5175 8.4980 | 84819 | 8.4612 | 8.5132 | 8.8728 | 8.9311

Pour tout ¢t < 6 la fonction génératrice de moments de X est donnée par :

M (@)

En adoptant une approche similaire, pour ¢t € R, la fonction caractéristique de X

—+00

E (") = / e f (z) dx

0

—+00

1
/ e®he % dx + CYeE] 150 / et (29)2 re 2T — / e!*20e 20"

“+o00

0 0
o, 1 (20 26
00—t 2(1+0)|(20-1t)?> 20—t
0 t0

+ 2
0—t (1+6)(20—1)
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5. Distribution de Lindley Modifiée.

est donnée par :
0 to

— +
0—it  (140) (20— it)*

Q)= B (")

Introduisons maintenant la fonction gamma incompléte définie par = (s,z) =
Jy t*7tetdt, x> 0 et la fonction indicatrice sur un événement A notée 14. Alors,

pour t > 0, le troisietme moment incomplet de X est donné par

t

m) = E(Xpva) = [ @)

t t

¢
1
. rn. . —0x r 2 —20z . r —20x
= /m@e dx+—2<1+9> /:z: (20)" ze™*"*dx /a: (20) e "*dx
0 0 0

1

1
= ?(7(r+1’9t>+w

5 0) [v(r+2,20t) — v (r+1, 2075)])

En particulier, on a

1 1
m(t) = 5 <7 (2,0t) + 10+0) [y (3,20t) — 7(272%)])
I ot 1 2,2 —26t 20t | 20t
= 9<1 (1+0t)e 150 [40°2 2 + 20te " + e 1]

A partir des moments incomplets, plusieurs quantités liées a la distribution ML

peuvent étre exprimées. Par exemple, ’écart moyen autour de p est donné par :

0r = E(|X — pl) = 2uF (1) — 241y (1)

5.2 Parameétre de fiabilité

Nous allons maintenant étudier le parameétre de fiabilité lié a la distribution M L .
Soit X; une variable aléatoire suivant la distribution M L avec le parameétre #; > 0 et
X, une variable aléatoire suivant la distribution M L avec le parameétre 5 > 0. Nous

supposons que X; et X, sont indépendants. Dans ce cas, un parameétre de fiabilité
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5. Distribution de Lindley Modifiée.

important lié au modele contrainte-résistance est donné par R = P (X, < X;) (pour
plus de détails, voir Kotz et al. (2003)). Nous ’exprimons en fonction des parameétres

f,et 0, ci-dessous. Nous avons :

0
—+o00

% 0
- / {1 oy eze_m} e g [+ 0) € 42000 — 1] da
0
0,
— o 1 —(201402)x 01z . o
1 1+61/e (14 61) e + 2012 — 1] da
0
0,0 "
1Y2 72(01+92)x 1 01z 2 o 1
(1+91><1+92)/x6 (1 62 27 o 200 = 1] do
_ 4 6 <1+91+ 200 1 )_
14601 \014+0: (20, +06,)° 201+0,
0.0, < 1+ 6, . 0, 1 )
(14+01) (1+62) \ (1 +205)°  8(01+65)° 4(6,+6,)°

En particulier, cette expression peut étre intéressante dans un contexte de fiabilité

statistique, les estimations de 6, et 65 donnent une estimation de R par substitution.

5.3 Statistiques d’ordre extréme

Considérons un échantillon aléatoire Xj.....X,, de taille n de la distribution
ML et définissons X = (1/n) 3.7 X; alors, par le théoréme habituel de la limite
centrale, /n (7 — ,u) /o se rapproche de la distribution normale standard au fur
et & mesure que n — +o00. Soit maintenant : X,,.,, = max (Xj,..., Xy ) les maxima
de I’échantillon et Xi,, = min (X7, ..., X5 ) les minima de I’échantillon. Quelques

propriétés asymptotiques de X,,., et Xi., sont présentées ci-dessous.
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5. Distribution de Lindley Modifiée.

Premiérement, notons que les résultats limites suivants sont valables :

. F(zt) . 1—[1+0ate®/(1+0)] e
lim———= = lim =
=0 ['(t) t=0 1—[1+0te ®/(1+0) e 0

et

_ —0(z+t)
hmwzlml—}_e(lp_’_we /(1_’_9)6791267936
t—0 1 — F(t) =0 1+ 6te %/ (1+6)

Ainsi, puisqueF'(0) = 0, il découle de (Leadbetter et al., 1987, Theorem 1.6.2)

qu’il doit exister des constantes de normalisation a,,b,, c,,d, > 0 telles que
lin%p (an (Xpm — bp) < x) = exp (—e’em)
et

lin%p (cn (X —bp) <x)=1-—¢€7"7

Cela prouve que les distributions asymptotiques de X,,., et Xj., sont respective-

ment de Gumbel et exponentielles.

5.4 Comparaison avec la distribution exponentielle et la

distribution Lindley

Comme nous 'avons déja mentionné dans la remarque 2.3, puisque w (x) =

e~% € (0,1) nous avons l'ordre stochastique suivant :
G(x) < F(x) < H ()

ou G () est la fonction de probabilité de la distribution de Lindley avec le para-
metre 6 et H(z) est la fonction de probabilité de la distribution exponentielle avec le
parameétre 6 .En ce sens, la distribution M L peut étre considérée comme une distri-

bution intermédiaire entre la distribution exponentielle et la distribution de Lindley.
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5. Distribution de Lindley Modifiée.

D’autre part, rappelons que le hrf de la distribution exponentielle est donné
par h(x) = 0 et le hrf de la distribution de Lindley est donnée par h(x) =
0*(14 ) /(0 +1+2) . Dans le premier cas ,h(x) est constante, et dans le second
cas, h(z) est croissante en z. Pour la distribution M L, h(x) n’est ni constante ni
monotone ; si x désigne 'unique point critique de h(x), h(x) n’est ni constante ni

monotone.
Augmente pour (0,x,] et diminue pour (z,, +00)

De plus, pour la distribution de Lindley, nous avons toujours h (z) < 6 pour
tout = > 0, alors que dans la distribution ML, h(x) > 6 pour tout x > 1/6, et
h(x) < 6 siz € (0,1/0]. Par ces propriétés immeédiates de la hrf, on peut dire
que la distribution M L est une distribution alternative & un parameétre aux distri-
butions exponentielle et de Lindley, offrant une nouvelle perspective en termes de

modélisation.

De plus, le coefficient de I'asymétrie 3, et de I'aplatissement [, pour la dis-
tribution exponentielle sont de 1. Pour la distribution de Lindley,\/ﬁ_1 et [, sont
des fonctions croissantes en 6,croissantes en g. D’apreés le tableau 1, il est évident
que \/6_1 et 3, de la distribution M L sont des fonctions décroissantes et croissantes
de 0 . La distribution ML est donc plus souple que les distributions de Lindley et

exponentielle.

Enfin, mentionnons que les distributions asymptotiques de : X,,., = max (X7, ...X,,)
et Xy, = min (X7, ...X,,) de la distribution M L donnée par(5) et (6), respectivement,

correspondent & celles des distributions exponentielle et de Lindley.

5.5 Estimation

Dans cette section, nous examinons l'inférence pour le modele ML via les mé-

thodes des moments et du maximum de vraisemblance.
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5. Distribution de Lindley Modifiée.

Estimation par la méthode des moments

Soit x4, ..., x, observations indépendantes de la distribution M L indépendantes.
L’estimation du moment du premier ordre pour 6 est alors obtenue comme la solution
de ’équation suivante : (=7 en fonction de
,ouT = (1/n)> "  x; Puisque pu = (5+460)/[40 (1 + 0)] Pestimation du moment

pour 6 est obtenue comme 0 = g (Z) ou

” 1—y+/5y+(1—y)?
g(y) =
2y

On peut alors montrer que ¢ (y) > 0, ce qui implique que la version aléatoire
de 0 ,, disons ’é*, est (positivement) biaisée. De plus, lorsque n — +o0, la méthode

delta implique que /n (5. — 8) converge en distribution vers la distribution normale

N (O, o? [g' (,u)] 2) m g¢ Grace a ce résultat, nous pouvons construire des intervalles

de confiance et des tests statistiques impliquant 6 , entre autres.

Estimation du maximum de vraisemblance

Soit  x1, ..., z, un échantillon aléatoire n de la distribution M L. Dans ce cas, la
fonction de vraisemblance est donnée par :
n " n

L(0) = 1;[1f (z5) = m6—292?:1$ig [(1 + 6) 7 4 20z, — 1}

La fonction de log-vraisemblance est donnée par :

1(0) =log[L(0)] = nlog (0) —nlog (1+0)—203 x;+ > log [(1 + 0) " + 20x; — 1]
i=1 i=1
L’estimation du maximum de vraisemblance pour 6 est obtenue en résolvant
0l (0) /00 = 0 en fonction de 0, c’est-a-dire :

n n e (0w + x5 + 1) + 215
0 2> wi+ > ( )
=

i=1 (1 + 9) eewi + QQIZ — 1

n

=0

| 3

1

+
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5. Distribution de Lindley Modifiée.

Il n’existe pas de solution analytique pour cette équation, mais ’estimation du
maximum de vraisemblance peut étre déterminée au moins numériquement avec n’im-
porte quelle méthode de calcul .de vraisemblance peut étre déterminée au moins nu-
mériquement avec n’importe quel logiciel mathématique. Désignons I’estimation du
maximum de vraisemblance par 0 et sa version aléatoire par 9 . Tl est bien connu
que, sous certaines condition de régularité, 0 est cohérente et asymptotiquement nor-
male, c’est-a-dire, comme n — +00,/n <5. — 9) tend vers la distribution normale
avec une moyenne de 0 et une variance de [ (#)”" ou [ (6) représente I'informa-
tion de Fisher attendue donnée par [ (0) = —E [0?log[f (X)] /06?] , on X désigne
une variable aléatoire suivant la distribution M L. En pratique, sans impact sur la

distribution asymptotique, nous pouvons estimer [ (6) par (1/n) [—82l (5) / 82} ol

82 ; (9) L n n n i —20 (1 —+ 0) m?eemi + (5 + 0) x?ee"’“ + 6xi691i + 6291i + 4:[;2
06? e (1+ 6’)21':1 [(1+6) efri + 20, — 1]2

Il est alors possible de construire des ensembles de confiance et des tests statis-

tiques, sont possibles.

Remarque 5.3 Contrairement aux distributions exponentielle et de Lindley, [’esti-
mation du moment de 6 pour la distribution ML est différente de [’estimation du
mazimum de vraisemblance. En effet, nous rappelons que, pour la distribution expo-
nentielle, nous avons 0=0=1 /T alors que, pour la distribution de Lindley, nous

avons :

0=0= {—(f—l)#— (T—1)2+8E}/(25)
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CHAPITRE 3

Nouvelle Distribution Composée Exponentielle Lindley

1 Introduction

Ce chapitre est basés essentiellement sur la composition des distributions de pro-
babilité telles que celles de Lindley et Exponentielle. La distribution obtenue a été
proposé comme une distribution statistique qui offre une contribution significative
pour 'analyse de fiabilité et de survie. Des techniques d’estimation sont abordées en
se concentrant sur les méthodes du maximum de vraisemblance, des moindres carrés
et des moindres carrés pondérés. De plus, une comparaison de ce modeéle récent avec
d’autres distributions & un parametre a été construite. Une analyse des résultats
ainsi que de leurs implications pratiques sont issues & partir d’'une simulation par la
méthode de Monte Carlo.

2 Génération des données

2.1 Modéle théorique

soit X 7\ suivant la distribution exponentielle avec la fonction de densité de

probabilité :
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2. Génération des données

flz/ ) =X 2>0,)>0,

Et A/ ayant LD [Lindley (1958)] avec :

ﬁ2
1+
La distribution martingale de X est appelée nouvelle distribution composée expo-
nentiel de Lindley (NDCEL). La fonction de densité de probabilitéde X ext obtenue

par :

FO/B) = o= (1 4+ e A > 0,5 > 0,

321 x
f(x) = — / + A)Ae” BFarg )
0

GT(1)

En simplifiant, nous obtenons NDCFEL la fonction de densité de probabilité

comme :

32 (24 5+ x)
1+8 (B+x)3

Dev plus, la fonction de distribution cumulative (FDC') de NDCEL est :

fz) =

,x>0;8>0 (3.1)

1 zfz(1+8)+ 2+ )8
1+ (8 + )

x n Bx
B+z  (1+8)(B+z)

F(z) =

Par conséquent, la fonction de fiabilité (survie) correspondante est donnée par :

x n Bx
Btz (1+p8)(B+x)?
(B+x)?*A+8) —z(1+B)(B+x)— B

(B+2)2(1+ 3)

R(z) = 1-F(z)=1—] ] (3.2)
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3. Caractéristique de forme

3 Caractéristique de forme

Dans cette section , nous discutons des caractéristiques de forme comme la fonc-
tion de densité, la fonction de taux de risque et la fonction de survie de la nouvelle

distribution.

3.1 Forme de la fonction de densité

Nous pouvons voir a partir de 1’équation (3.1) que :

_Ae+p)
(1+8)5°

. B 2+f+a)
ﬂ%ﬂ@_ﬁﬂH+ﬁ(ﬁ+@3

]

Théoréme 3.1 la foction de densité de la nouvelle distribution comosée exponen-

tielle Lindley données par (3.1) est décroissante pour 3 > 0.

Preuve. Le logarithme de (3.1) est :

g fa) = togly )

= C+log(2+ B+ x)—3log(f +x)

ou C' est une constante a valeurs réelles. Nous avons :

d 3 2+ B8+2)
1 3
2+B8+zx fB+zx
23+ B+ x)
(B+2)(2+B+2)

d
for 5 = 1,nous observons que . log f(z) <0
x

Donc, dans ce cas f(z) est decroissante pour tout z. m
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3. Caractéristique de forme

3.2 Forme du taux de risque et du risque inversé
Fonction de taux

Les fonctions de taux de risque et la fonction de risque inversé correspondant a

(3.1) et (3.2) sont données respectivement :

et
A frz  (1+6)(5+2) (3.4)
R(z) [(5+$)2(1+5)—$(1+5)(5+$)—ﬁl’] '
(8 +2)2(1+ B)
et
]
r(z) = zj;((?) = 1+5 = (3.5)
{mm i (1+ﬁ><6+m>2]
_ 52248 +x)
(B +z)[x(1+ B) + B2+ )]

Le comporetement de h(z) , lorsque = — 0 et © — oo respectivement données

par :

2+0

lim h(x) = lim| Gl l) B(1+8)

0 2=0" (B + 2)[(B + 2)2(1 + ) — 2(1 + B)(B + z) — B¢]

and : lim h(z) =0

Tr—00

=

De plus , nous pouvons trouver Ih_%lr(x) =00 et xl_lngT’(:U) = 0. Les fonctions
de taux de risque h(z) ,et la fonction de risque inversé r(x) de NDC EL pour certain
choix de (3 sont indiqués .

Pour établir le résultat principal concernant la forme de la fonction de risque

h(z) dans (3.4) , nous utilisons le lemme suivant de Glaser (1980)

Lemme 3.1 supposont que f(t) , pour t > 0 ,soit la fonction de densité d’une

variable aléatoire continue a la valeurs réelles positives , f'(t) soit la derivée fe f(t),et
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3. Caractéristique de forme

n(t) = —f'(t),/f(t). Alors , s”il existe ty tels que n/'(t) > 0Vt € (0,%0),n'(t) =0 and
n'(t) < OVt € (to,00). La fonction de risque correspondonte a f(t) est soit une

fonction inverse , soit une fonction decroissante de t.

Théoréme 3.2 La fonction de taux de risque de NDCEL dans (3.4) est décrois-
sante.

partie a : La fonction de taux de risque inversé de NDCEL dans (3.4) est
décroissante.

Partie b : La fonction de tauzr de risque inversée de NDCEL dans (3.5) est

décroissnte.

Preuve. Partie a : pour la fonction de densité de probabilité dans (3.1), nous

avons :

Wﬂ:_fu>: 23+ 3 + )
flx)  (B+x)(2+8+7)

il s’ensuit que :

, 26+ 48+4z+ 5% + 2 + 28z + 22 + 23)
o B+ 222+ 5+ )
2(6(1+ B+ x) + B* + 2% + 2p7)
(B+2)*(2+ B+ )
261+ 8+z)+ (B+12)?)
(B+z)*(2+ 58+ 2)?

<0

On a 7/(z) < 0. Donc partie a découle du lemme.
Partie b : On a

Do) = —+ L L 1
dz 2" T 9 B s 7 Btrz a(Bra)+BR2+ta)
2-8 11

= Qi Btek(1 AR 1z Frz

pour tous (3. Par conséquent , la fonction de taux de risque inversée est décroissante.
[ |
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4 Estimation

Dans cette section , nous considerons l’estimation des paramétres inconnus de
NDCEL(z; 3) par les méthodes du maximum de vraisemblance , des moindres carrés

et des moindres carrés pondérés.

4.1 Estimation du maximum de vraisemblance

Soit  x1,xg,...,x,, la NDCEL (x;(). Alors, la fonction de vraisemblance est

donnée par :

n

[J2+8+x)

L(x,ﬁ)=( )Ziﬁ
o | JUEEENE

=1

La fonction de vraisemblance du paramétre (3 est :

InL(B,2) =2nnB —nin(1+B)+ > W2+ +2) -3 <Bix) =0 (3.6)
i=1 i=1 v

n

H(2+ﬂ+x¢)
g2 \" s

dln <1+B> =

[T+

2n n - 1 . 1
B E_1+6+Zl(2+ﬁ+xi) _3121(5*5“) =0
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n

H(2+6+=’Bi)

P | () 2

[(B+ai)]?
d*In L(B3, ) H

i=1

4 ds’ ] )
- e 2 arrrr) 22 (ee) @

=1 1

Pour obtenir ’équation non linéaire maximale de (3, nous pouvons maximiser
(3.6) directement par rapport a 4 ou nous pouvons résoudre ’équation non linéaire
donnée par (3.7). Notez que I’équation non linéaire maximale de § ne peut pas étre
résolue analytiquement, cependant, des techniques d’itération numérique, telles que
I’algorithme de Newton-Raphson ou de la méthode de notation de Fisher peuvent

étre utilisées.

4.2 Estimation des moindres carrés et des moindres carrés

pondérés

Nous présentons une méthode d’estimation basée sur la régression pour les pa-
ramétres inconnus de NDCFEL. La méthodes des moindres carrés ordinaires et la
méthode des moindres carrés pondérés ont été initialement proposées par Swain
(1988) pour estimer les paramétres des distributions béta.

Supposons que X1, Xo, ..., X,,, soit un échantillon aléatoire de taille n provenant
d’une fonction de distribution F(.) et que X; < Xy < ... < X,,, soit la statistique
ordonnée de I’échantillon n. Les estimateurs des moindres carrés peut étre obtenue

en minimisant :
n

2 {F(Xl‘”) B ni 112

i=1

Par rapport au paramétre inconnue de F'(.). Par conséquent dans le cas de la

NDCFEL, 'estimateur des moindres carrés de (3, disons BLS p peur étre obtenue en
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4. Estimation

minimisant :

. [ 1 Xin[Xin(L+8)+ 2+ 8)8] i r
1+4 (B + Xin)? n+1

=1

Par rapport a .
Alors que les estimateurs des moindre carrés pondérés des paramétres inconnues

peuvent étre obtenus en minimisant :

n

2w [F(X”‘) “n i 1} 2

=1

Par rapportaux paramétres inconnues, ou :

W 1 _ (1+n)%(n+2)
Y owar [F( X)) iln—1i+1)

Par conséquent, dans le cas de NDCFEL, les moindres carrés pondérés obtenue

de f3, disons 3 peuvent étre obtenue en minimisant :

" 1 XX (1+8)+ (2 + i 17
sz{ [(Xin(1+8) + (2 + 8)B]

i=1 1 + B (6 + Xi:n)2 a n+ 1

Par rapport a (5 .
Les solution numériques de ces estimateurs seront obtenues par une étude de

simulation .

4.3 Meéthodes d’estimation

La méthode du moindre carré pondéré est utilisée pour estimer les paramétres
des méthodes univariées continues comme alternative a la méthode de maximum de
vraiseblance. L’espacement uniforme d’un échantillon aléatoire de taille n a partir de

la distribution proposée peut étre défini par :
D1:F(£L'l)—F(.Z']—1)
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5. Estimation du paramétre contrainte -résistance R = P(X >Y)

n+1
ot D; designe les espacement uniformes , F'(zg) =0, F(x,1) =1 et Z D;=1
i=1

Les estimateurs des paramétres du modéle proposé peuvent étre obtenus en

maximisant :
n+1

n—+1 —

5 Estimation du paramétre contrainte -résistance

R=P(X>Y)

En fiabilité, le modéle contrainte-résistance décrit la durée de vie d’'un composant
qui a une résistance aléatoire x soumis a une contrainte aléatoire Y. Le composant
tombe en panne & l'instant ot la contrainte qui lui est appliquée dépasse la résistance
et le composant fonctionnera chaque fois que X > Y.

Dans cette section, nous considérons le probléme de I'estimation de R = P(X >
Y'), sous 'hypothéése que X ~ NDCEL(f3,),Y ~ NDCEL(S,), X et Y sont dis-

tribués indépendamment. On voit alors facilement que :

R — P(X>Y):/(X>Y|Y:y)fydy
0

=/mwmy

:/ B3 (YO B)+CHB)BIRY B+l
J L+ B+ 5y) (Br9)" (B2 + )’
= H(B1,0,).

Pour calculer 'estimateur du maximum de vraiseblance de R , obtenons d’abord
les 3, et B,. Supposons que x1, Ta, ..., T, soient les valeurs obsérvées d’un échantillons

aléatoire de taille n de NDCFEL (3,) and y1,Ya, ..., ym les valeurs obsérvées d’un
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5. Estimation du paramétre contrainte -résistance R = P(X >Y)

échantillons aléatoire de taille m de NDCFEL (,). Par conséquent, la fonction de

logarithme de vraisemblance de 3, et 3, est données par :

InL(By,5,) = 2nlnp; —nln(l1+ 5,) + ZIH(Z + By + ;)

=1

—32111(61 + i) +2mIn By — mIn(1l + 3,)

i=1

+ Zln(3 + By +yi) — SZln(ﬁz + vi)
i—1 =1

Il s’ensuit que les 3, et [, ,disons 31 et 32 ,sont les solutions simultanées des

équations suivantes :

om m i 1 US|

—— + _ 3 =0
52 1"’52 ;24‘52"‘%‘ ;B1+yi
om m T 1 " 1

- -3 —
62 1"‘52 22+62+yz ;62+yz

Ici, ’approche du maximum de vrais vraisemblance ne donne pas d’estimateur

explicite pour les estimateurs de R. En pratique, il faut utiliser des méthodes nu-

mériques pour les trouver, ces méthodes sont bien implémentées dans les packages
MATLAB et R.
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6. Algorithme de génération et étude de simulation de Monte Carlo

6 Algorithme de génération et étude de simula-

tion de Monte Carlo

Dans cette section ,nous proposons deux algorithmes différents pour générer les
données aléatoires x1, s, ..., T, & partir du N DCEL. De plus, une étude de simulation
est donnée pour comparer les performances de différents estimateurs utilisants les

différentes méthodes d’estimation.

6.1 Algorithmes

Deux algorithmes proposés pour générer les données aléatoires xy, 2o, ..., x, , &
partir de la NDCEL sont les suivants :

(7) Le premier algorithme est basé sue la génération de données aléatoires a partir
de la LD et de la distribution gamma conditionnelle.

(77) La deuxieme algorithme est basé sue la génération de données aléatoires a

partir de la fonction de distribution de données inverse de la NDCFEL.

Algorithmes 6.1 (Distribution conditionnelle)
1. Générer y; ~ Lindley(B),i = 1;2,...,n;
2. Geénérer X;\\; ~ exp(a, \;),i=1,2,...,n;

En utilisant I’algorithme 6.1, nous pouvons voir Ghitany (2008) pour générer a

partir de la distribution de Lindley

. Génerer U; ~ Uniforme(0,1),i =1,...,n;

. Générer V; ~ Exponentiel(f),i=1,2,...,n;
. Générer W; ~ Gamma(2,5),i =1,2,...,n;

N N

.siU; <p=p/(f+1), alors poser \; =V}, sinon poser \; = W;,i =1,2,....,n .
Algorithmes 6.2 (CDF Inverse )
1. Générer U; ~ Uniforme(0,1),i =1,...,n;
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7. Fiabilité fHoue

2. Définir

Xi = ’ -8

(1+6)[(1+§,)Ui—1]

Notez que X est la racine de 'équation F'(X;) = U;.

6.2 Etude de simulation de Monte Carlo

Une simulation est effectuée pour comparer les performances du maximum de
vraisemblance, des moindres carrés et des moindres carrés pondérés un estimateur du
paramétre inconnu [ via la simulation de Monte Carlo est donnée ici. Pour un n et un
[ donnés, nous avons généré 1’échantillon 1, x», ..., x,, & partir du modéle NDCFEL,
puis obtenu les estimations en utilisant les méthodes d’estimation précédentes.

Nous avons utilisé I’algorithme 6.1 pour générer des données a partir du NDCEL.
L’expérience de simulation a été répétée N = 10,000 fois chacune avec des tailles
d’échantillon n = 50, 100, 200 et 8 = 0.5,1.5,2.5. Notez que les valeurs sélectionnées
de 3 sont données (0.1,0.5,1,2,6) pour le paramétre de forme de la densité . Les
deux quantités suivantes ont été examinées dans cette étude de Monte Carlo :

(i) Biais moyen du M LE du paramétre § = 3
1
i=1
(ii) Erreur quadratique moyenne (MSE) du MLE du paramétre 6 = 3
1 o
~2_(0-0)
i=1

7 Fiabilité floue

Soit T une variable aléatoire continue qui représente le temps de défaillance d’un

systéme (composant). La fiabilité floue peut alors étre calculée en utilisant la proba-
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7. Fiabilité floue

bilité floue dans la formule :

(e o]

Rp(t)=P(T > 1) = /u(:v)fNDCEL(x)dx ,0<t<x< o0,

t

ou, u(x) est une fonction d’appartenance qui décrit le degré auquel chaque élément

d’un univers donné appartient a un ensemble flou. Supposons maintenant que u(z)

est :
0, ZL’Stl
x—t
u(z) = —1, h<z<ty>0
to — 1
1, T >t

Pour u(x), par ’analyse informatique de la fonction des nombres flous , la durée

de vie x(y) peut étre obtenue et correspond a une certaine valeur de ~ — Cut,

v € [0, 1], peut étre obtenue par u(z) = v — tx— tl =, alors :
o—t
z(y) < t, v=0
z(y) =t +y(t2 — 1), 0<vy<1
z(7y) > ta, v=1

Par conséquent les valeurs de fiabilité floue peuvent étre détérminer pour toutes
les valeurs de y. La fiabilité floue de NDCFEL est déterminer par la fiabilité floue et

défini comme suit :

(B+1)*(1+8) —t(1+6)(B+1) - Bt
(B+t1)2(1+ )
(B+2(7)*(A+B) —z(v) (L + B) (B + (7)) — Bz(v)
(B +2()2(1 + )

Rp(t)

alors Rp(t) = 0.
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7. Fiabilité fHoue

7.1 Valeurs numériques de la fiabilité floue

Dans cette sous section, nous avons obtenue une comparairson entre la fiabilité
traditionnelle et la fiabilié floue, ou la fiabilité traditionnelle est une fonction de

survie comme :

(B+x)*A+p) —z(1+B)(B+x)—
(B+2)*(1+8)

R(x) =
Le Tableau 1 présente la comparaison , les observation suivantes sont basées sur les
résultas :
e Lorsque la valeur de coupure v est augmentée, la fiabilité floue augmente.

e Lorsque le ¢y le l'intervalle de la fonction d’appartenance est augmenté; la

fiabilité floue augmente.
e Lorsque le t; diminue, la fiabilité floue augmente, et vice versa.

e La fiabilité traditionnelle avec s est inférieur a la fiabilité traditionnelle avec
t; lalgorithme d’estimation floue produit une série de tirages a partir de NDCFEL

comme dans lalgorithme 1.

Tableau 1 :Fiabilité traditionnelle et floue avec des valeurs différentes

Rp

5 [t. |t |Rt) | Rt |025 05 |09
0.1 00011 0.9811 | 0.0157 | 0.8813 | 0.9408 | 0.9630
0.05 |2 0.4646 | 0.0063 | 0.4280 | 0.4493 | 0.4573
1 0.01 | 1.5 0.9852 | 0.2800 | 0.3619 | 0.5379 | 0.6820
0.2 3 0.7638 | 0.1562 | 0.3622 | 0.4976 | 0.5933
3 0.1 1 0.9599 | 0.7031 | 0.0797 | 0.1475 | 0.2373

Tableau 2 :Estimations du paramétres et mesures de qualité d’ajustement dans

le premier ensemble de données
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8. Application et comparaison

Obs | Lind(6) | Exp(y) | NCEL(B)
0,2] |37 |43.634 |29.926 | 37.426
2,4 |5 [2285 |10.457 |4.614
[4,6] |2 ]0.0814 |3.654 | 1.5862
6,8 |1 [0.002 |1.723 |1.260
8,10] | 1 |0.00001 | 0.239 | 1.113
X2 6.499 | 9.777 | 0.2009

Algoritghmes 7.1 : Algorithme d’estimation floue

e Entrée : valeurs initiales de lintervalle de temps (t1,%3) et you 0 <y <1
e Calculer : z(v) = t; + y(t2 — t1)
e Pour tous méthode, faire :

xdéfinir ; i = 1,estimer parameétre comme (3

xCalculer
Relt) — B+ 1)1+ 8) —t(1+8)(B+t) = Bts
" (B+t)2(1+B)
(B4 2(7)*(1 + B) —2(v)(1 + B)(B + 2(v)) — fr(y)
(B +x(7)*(1+B)
oFin

8 Application et comparaison

Dans cette section nous présentons ’application de la NDCFEL a deux ensembles

de données réelles pour illustrer sa flexibilité.

Tableau 3 :Comparaison entre les distributions de Lindley, Exponentiel, de Zegh-
doudi et NCEL
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8. Application et comparaison

Temps de survie ) Lindley Exp Zeghdoudi NCELD
Obsfréq | . . . .
m = 3.2 6 = 0.50 6 = 0.30 0=0.6 B =4.2
0, 2] 34 27.30 33.90 30.05 33.54
2,4] 16 22.10 20.50 19.81 15.75
[4, 6] 11 12.15 7.43 10.05 9.10
6, 8] 7 7.28 6.67 7.02 5.91
8, 10] 4 3.17 3.50 3.07 4.15
Totale 92 92 92 92 92
X2 3.046 2.854 1.085 1.005

Le premier ensemble de données : Correspond aux temps de réparation pour
46 pannes d’un récepteur de communications aéroporté. Les données sont

présentées dans le tableau 2.

Le deuxiéme ensemble de données : Représente des données réelles sur les temps
de survie (en jours ) de 72 individus algeriens infectés par le corona virus présen-
tées dans le tableau 3, a partir duquel nous comparons la distribution proposée

avec les distributions de Lindley.

Les résultats montrent que la distribution NDCEL offre le meilleur ajustement
aux données réelles. Elles obtient la plus faible valeur de la statistique x2, ce qui si-
gnifie qu’elle refléte avec plus de précision le comportement réel avec des défaillances.
Elle constitue donc une alternative plus souple et efficase que les lois classiques dans

le domaine de la modélisation de la fiabilité.
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Conclusion

Ce travail introduit une nouvelle distribution de durée de vie associé & un pa-
rameétre, qui est défini comme la distribution d’une variable aléatoire X suivant la
loi exponentielle avec un parameétre A\. On suppose que X est une variable aléa-
toire suivant la distribution exponentielle avec un parametre A, et que ce dérnier est
lui-méme une variable aléatoire suivant la distribution de Lindley. Elle est appelée
distribution composé exponentielle de Lindley. Ses caractéristiques et ses usages
sont étudiées. Des formules mathématiques explicites pour certaines de ses proprié-
tés statistiques fondamentales, comme la fonction de distribution. L’estimation du
paramétre unique de la distribution N DCFEL est réalisée a 'aide de la méthode du
maximum de vraisemblance. La qualité de ’ajustement de la distribution NDCFEL
par rapport a d’autres distributions concurrentes est évaluée pour deux ensembles de
données réels. Il est observé que la distribution N DC'E L se distingue par son effica-
cité a représenter des données discrétes surdispersées grace a une structure supérieure
flexible, ce qui ent fait un outil statistique pertinent et puissant pour l'analyse de
données réelles en fiabilité et d’autres domaines appliqués. Ainsi cette distribution

est plus performante et efficace que d’autres distribution concurrentes.
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