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Abstract

In this work, We describe a new framwork of a sublinear expectation
space then we introduce a notion of nonlinear expectation, G-expectation
generated by a nonlinear heat equation and we discuss the notion of G-
normal distribution. With this nonlinear distribution we can introduce our
G-expectation under which the canonical process is a G-Brownian motion.
We then establish the related stochastic calculus, especially stochastic in-
tegrals of Ito’s type with respect to G-Brownian motion and its quadratic
variation.

Key words : Nonlinear expectation space, G—expectation, G—Brownian
Motion, G—It6 integral.
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Résumé

Dans ce travail, on décrit un nouveau cadre d’éspace d’espérance sous
linéaire et on introduit la notion d’éspérance non linéaire générée par 1’équa-
tion de chaleur non linéaire, on discutera ainsi la notion de la G-normale dis-
tribution. Avec cette distribution non linéaire on introduit la G-éspérance
sous laquelle le processus canonique est un G-mouvement Brownien. En-
suite on établit le calcul stochastique associé, en particulier les intégrales
stochastiques de type It6 par rapport au G-mouvement Brownien et sa
variation quadratique.

Mots clés : Espace d’espérance non linéaire, G—espérance, G—mouvement
Brownien, G—intégrale d’Ito6.
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Introduction

Depuis la publication du travail de Choquet [5], la théorie d’espérance
non linéaire a suscité un grand intérét chez les chercheurs pour ces applica-
tions potentielles dans les problémes d’incertitude et ces nombreux outils
riches, souples et élégants. C’est aussi le point de départ d’une nouvelle
théorie du calcul stochastique qui nous donne un nouvel apercu pour ca-
ractériser et pour calculer les différents types des risques financiers.

En particulier, Peng [9] a étudié le théoréme de représentation d’une
espérance sous-linéaire qui peut étre exprimée comme un supremum des
espérances linéaires et a établit la théorie fondamentale de la G—espérance
[16], ou G est la fonction génératrice d’une équation de la chaleur non
linéaire. La notion de G'—espérance s’est développée trés récemment et
a ouvert la voix & l'introduction de variables aléatoires G—normales, du
G—mouvement Brownien et plus généralement des G—intégrales stochas-
tiques de type 1to, en vertu de laquelle Peng [18, 22] a introduit également
la G—normale distribution ainsi que le théoréme de la limite centrale et
le concept du G—mouvement Brownien correspondant. Peng dans [20] a
systématiquement développé le calcul stochastique sous la G—espérance.

Contrairement au mouvement Brownien standard qui est construit dans
un espace d’espérance linéaire ot une telle supposition de linéarité n’est
pas faisable dans de nombreux domaines d’applications car beaucoup de
phénomeénes incertains ne peuvent pas étre bien modélisé en utilisant ces
espérances [11], le G—mouvement Brownien se base essentiellement sur la
(G —espérance qui peut prendre l'incertitude en considération d’une fagon
systématique, belle et robuste.

Briévement parlant, le G—mouvement Brownien (B;):>o est un proces-
sus continu a accroissements stationnaires et indépendants a l’identique de
la G—normale distribution, ce qui signifie qu’il peut caractériser I'incerti-
tude de la volatilité, il a une nouvelle structure trés riche et intéressante
qui généralise non trivialement celle du cas classique. Par conséquent le
calcul stochastique correspondant a été établie, notamment les intégrales
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION

stochastique d’Ito et le processus de variation quadratique <Bt>t>0 qui lui est
associé[19]. Un phénoméne trés intéressant du G —mouvement Brownien est
que son processus quadratique n’est généralement pas un processus déter-
ministe, mais un processus stochastique qui a également des accroissements
indépendants qui sont identiquement distribués. On souligne ici que la dé-
finition du G—mouvement Brownien est cohérente avec celle du modéle
classique dans le sens ot il n’y a pas de volatilité incertaine.

Récemment, beaucoup de chercheurs s’intéressent aux applications des
G—intégrales stochastiques d’It6 qui sont de plus en plus large [29]. Par
conséquent, Panyu [15] a introduit les G—intégrales stochastiques multiples
d’It6 en vertu de la G—espérance. La difficulté principale réside dans le fait
que le G—espérance est intrinséque dans le sens ot elle n’est pas définie
sur un espace de probabilité linéaire donné, ceci nous a donné espoir de
développer davantage I’analyse stochastique.

Lié a cette difficulté de la G—espérance, il ya beaucoup d’outils dans
le calcul stochastique classique d’Ito qui n’ont pas encore traduit a la
(G—analyse stochastique, notamment 'inégalité générale de Burkh-Davis-
Gundy. En outre, Gao [8] a prouvé cette derniére pour les G— intégrales
d’It6 sur I'espace G—espérance [2].

Le manuscrit est composée de 3 chapitres.

Dans le premier chapitre on va faire un rappel sur le mouvement Brow-
nien . ce rappel contient quelques definitions concernant : vecteurs gaus-
siens le processus stochastique mouvement Brownien et 1 integrale stochas-
tique

Ainsi, dans le chapitre 2 on rappelle les notations de bases et les préli-
minaires de I’espérance sous linéaire et les espaces d’espérance sous linéaire
associés. On donne aussi le théoréme de représentation de I’espérance sous
linéaire et certaines définitions qu’on utilise par la suite & savoir les notions
de distribution et d’indépendances en vertu de ’espérance sous linéaire.

En fin , dans le chapitre 3 on introduit le concept du G—mouvement
Brownien et les G—intégrales stochastiques de type Itd6 passant par les
définitions et les propriétés nécessaires, ainsi que le processus a variation
quadratique associé.
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Chapitre 1

Rappel sur le Mouvement
Brownien

Ce chapitre est consacré a une bréve présentation du mouvement Brow-
nien, Pour plus de détails voir[11; 12]Le nomdumouvement Brownien vient
du botaniste Robert Brown. Brown a découvert le mouvement Brownien
en regardant dans un miscroscope ot il a remarqué le mouvement rapide et
irrégulier des particules de pollen en suspension dans de ’eau. Cependant,
avant lui on pensait que les particules étaient vivantes. Une autre théorie
expliquait que le mouvement des particules étaient da & la dimérence de
température entre ’eau et le milieu ambiant provoquant 1’évapo- ration de
I'eau, ainsi qu’aux courants d’air. Brown (1828) réfuta ces théories et éta-
blit que les particules étaient inanimées. Il expliqua que la matiére était
composée de petites particules, appelées molécules ac- tives, qui montrent
un mouvement rapide et irrégulier, dont ’origine vient des particules. Puis
au début des années 1900, le mouvement Brownien fut caractérisé de la
fagon suivante :

- Le mouvement est tres irrégulier, composé de translations et de rota-
tions, la trajtoire ne semble pas avoir de tangentes.

- Deux particules semblent bouger de facon indépendantes, méme si elles
sont trés proches.

- Le mouvement est d’autant plus actif que les particules sont petites.

- La composition et la densité des particules n’ont pas d’infuence.

- Le mouvement est d’autant plus actif que le Tuide n’est pas trop vis-
queux.

- Le mouvement est plus actif en température haute.

- Le mouvement est sans fin.



CHAPITRE 1. RAPPEL SUR LE MOUVEMENT BROWNIEN

En 1905, la théorie cinétique, expliquant que le mouvement Brow-nien
des particules microscopiques est dii au bombardements des molécules du
Tuide, semble la plus plausible. La mise en évidence mouvement Brownien
comme processus stochastique est dii indépen- damment au mathématicien
francais Louis Bachelier (1900) et Albert Einstein en (1905). Bachelier dans
sa theése Théorie de la spéculation

avait pour but la modélisation de la dynamique des actifs boursiers et
son application au calcul de prix d’option. Il obtient la loi du mouvement
Brownien & un instant donné. Il met surtout en évidence le caractére marko-
vien du mouvement Brownien : le déplacement d’une particule Brownienne
aprés un instant t ne dépend que de ’endroit ou elle était a I'instant t. Par
ailleurs, Einstein, qui ignorait I’existence de ce débat, formula une théorie
quantitative en 1905 du mouve- ment Brownien. Einstein réussi a expliquer
la nature du mouvement et donna la valeur du coe¢ cient de dimusion (sous
certaines hypothéses). La méthode d’Einstein repose sur des considérations
de la mécanique statistique qui le conduit a ’équation de la chaleur puis a
la densité gaussienne, solution fondamentale de cette équation. L’existence
du mouvement Brownien en tant que processus stochastique a été éta- blie
de fagon rigoureuse par Wiener en 1923. Paul Lévy manipulera cet objet en
entamant une étude du comportement de ses trajectoires dans les années
1930 - 1960. En 1944, 1t6 construit I'intégrale stochastique et développa le
calcul stochastique [12;2].

1.1 Vecteurs gaussiens
Dans tout ce qui suit (£2, F,P) désigne un espace de probabilité complet.

Définition 1.1.1 On dit qu’une variable aléatoire réelle X définie sur(S2, F,P)
est une variable aléatoire gaussienne ou normale de paramétres (m,0?), (m
€ R, oe R’ ) si sa fonction de densité f, est donnée par

1 1 /z—m\’
L(x) = exp | —=
o) = — p<2< = ))
Dans ce cas, sa loiP, est donnée par YAefy; Po(A) = [, fo(x)dz et on
noteX ~ N(m,o?)

Remarque 1.1.1 Lorsques = 0, X est une variable constante 1i.e.



1.2. PROCESSUS STOCHASTIQUES

X =mP —p.s

Définition 1.1.2 X = (X, X, ....., X,,) est un vecteur aléatoire gaussien
si toutes les combinaisons linéaires de ses composantes sont gaussiennes
1.€.

n
Yaq,....,a,eR E a; X;.
i=1
est une variable aléatoire réelle gaussienne.

Exemple 1.1.1 Si X et Y sont deuz variables aléatoires gaussiennes indé-
pendantes alors (X,Y) et (X =Y, X +Y) sont des vecteurs gaussiens.|2]

1.2 Processus stochastiques

Un processus stochastique est un modéle mathématique qui permet de
décrire I’évolution d’un systéme qui dépend du temps et du hasard.

Définition 1.2.1 Soit T un sous-ensemble non vide de R. Un processus
stochastique (X;) dans R? (d > 1) est une famille de variables aléatoires a
valeurs dans R? indexée par le temps T :

-SiT C Nou TC Z, on dira que le processus est a temps discret.
-Si TC Riou TC R, on dira que le processus est a temps continu.

Définition 1.2.2 Soit (Q, F,P)un espace probabilisé. Si we) et (X;) est
un processus alors Uapplication t — X (w) s’appelle trajectoire de (X;)
en w.Les tribus jouent un role trés important dans [’étude des processus
stochastiques car elles représentent l'information disponible et permettent
de traduire les notions de passé, présent et futur.

Définition 1.2.3 Une famille (I})cr, de sous tribus de F tel que

3



CHAPITRE 1. RAPPEL SUR LE MOUVEMENT BROWNIEN

Fi C Fs, ¥Vt < s s’appelle une filtration. Cette filtration est dite com-
plete si VteR ,F; contient tous les ensemble nigligeables N de F : (F)ier .
représente l'information disponible a la date .

Définition 1.2.4 Un processus (X;)ir, est adapté a la Flltration (F;)er,
si Xy est Fy-mesurable. Généralement on prend F = Foo 00 Foo = 0 (Ui
Fy) la tribu engendré par UisoFy. Un processus (Xi)iwer, est toujours adapté
a sa filtration naturelle définie par :

FrX=0(X,,0<s<t)

Quand (F)i>o est une filtration, la o—algebre NMy>oFiin est Fip.Si Fy
= F;. alors la filtration est dite continue & droite. F;- est la o—algebre qui
contient toutes les o—algebres F;_j, pour h > 0.

Définition 1.2.5 Un processus stochastique (X;)i>o est un processus crois-
sant si Xog =0 et sit — X; est une fonction croissante, c’est a dire

vVt <s X < X, p.s.

Définition 1.2.6 Un processus (Xi)i>o est dit & variation bornée sur [0, ]
st

Supz | Xti+1 _Xti |S K

le sup étant pris sur les sous divisions 0 < fp<... < t0 < ;310 <t : A
présent, nous donnons trois critéres pour comparer deux processus stochas-
tiques.

Définition 1.2.7 Soit X = (X)) un processus stochastique. Les lois de
dimension finie du processus X sont les lois des vecteurs du type (Xi,, ..., X4,)
oun > 1 etty, .. t,el. On dit que deux processus (Xi)wr et (Yy)wr ont
méme loi s’ils ont les mémes lois de dimension finie .

Définition 1.2.8 Soient X = (Xi)wer ; Y = (Yi)wer deuzx processus sto-
chastiques.



1.3. MOUVEMENT BROWNIEN

1 : On dit que Y est une modification de X si

VteT,P(X; = Y,) = 1 :

2 : On dit que les processus X et Y sont indistinguables si

P(VteT, X; = Y;) = 1,on noteX =Y

Proposition 1.2.1  Soient T un intervalle de R, X = (Xy)r et Y =
(Yy)ter deux processus stochastiques continus alors :

X et Y sont indistinguables < X est une modication de Y.

Définition 1.2.9 Un processus X = (X;)wr est un processus gaussien si
toutes ses lois de dimension finie sont gaussiennes i.e.

Vng, Vi <ty < ... tneT, (Xyy, ..., Xy,) est un vecteur gaussien.

Définition 1.2.10 On dit que le processus X = (Xi)i>0  est a accroisse-
ments indépendants si :

VY, Vi, e ters Xy Xy — Xiyy oy Xy, — Xy, , sont indépendantes.

Définition 1.2.11 Le quaduplet (2, F, (F;),P) s’appelle base stochastique
ou espace probabilisé filtré.[2]

1.3 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est le plus célebre et le plus important des
processus stochastiques. Il est un exemple frappant des relations fructueuses
qui unissent par moment les mathématiques et la physique et il joue un role
central dans la théorie des processus aléatoires.[2]

Définition 1.3.1 Soit(B;);>0 un processus stochastique de dimension d >
1, défini sur une base stochastique (Q, F, (F;),P) que l'on supposera (Fy)-
adapté.(By)i>o est dit mouvement Brownien de dimension d (réel si d = 1)
si les conditions suivantes sont satisfaites :

1)(Bi)i>0 est a accroissements indépendant du passé, c’est a dire, pour
t,h > 0, la variable aléatoire B;,, — B; est indépendante de la tribu £;.

2)Pour tout ¢,h > 0, By, — By suit la loi normale N(0,hC) ou C est
une matrice symétrique inversible, c’est a dire la densité de B;,, — B; est :



CHAPITRE 1. RAPPEL SUR LE MOUVEMENT BROWNIEN

1 1

— — 3
1@ = G det o

}LC)_l:L'
,zeR?

3)Presque toute les trajectoires sont continues, c’est a dire :IP (w : ¢t — Bt(w))

n’est pas continue)= 0. Lorsque By = x, z¢R¢ presque surement, on dira
que le mouvement Brownien est issu de x.

Lorsque C' = Id(C =1sid=1) et By =0 presque surement, on dira
que le mouvement Brownien (B;):>o est standard.

Remarque 1.3.1 Si (F,) = (F}) est la filtration naturelle de x, alors dans
ce cas, les notions d’indépendances par rapport au passé et a accroissements
indépendants coincident. On dit que (B;) est un Fi-mouvement Brownien
st By est un processus continu, adapté a la filtration (F,)t > 0, vérifiant :

VueR, Y0 < s < t, B(e™Pr=8) | F) = exp{—u?(t — 5)/2}

Le mouvement Brownien posséde de nombreuses bonnes propriétés, en
effet :

Proposition 1.3.1 Soit B = (B)i>0 un mouvement Brownien défini sur
un espace de probabilité (2, F,P) alors :

a)Symétrie :

Le processus (—B) = (—B)¢>0 est encore un mouvement Brownien.

b) Changement d’échelle (scaling) :

Soit A > 0 : Le processus B* = (—B});>0 avec B; = (1/)\) B,z, est encore
un mouvement Brownien.

c)Propriété de Markov simple :

Pour s > 0, posons Fs = o(B,,u < s) et Bt(s) = By, — B; :Alors
B®) = (B#);>0 est un mouvement Brownien indépendant de .

Définition 1.3.2 Soit (F;) une filtration et T : Q@ — R, U {oo} une ap-
plication. on dit que T est un temps d’arrét par rapport & (F)t > 0 si
VieR AT < t}eF;.

Définition 1.3.3 Soit T' un temps d’arrét, posons Fo, = (F;,t > 0). On
appelle tribu des événements antérieurs a T' et on note F, la tribu



1.3. MOUVEMENT BROWNIEN

F = {AeFoo, ¥t > 0, AN{T < t}eF;}

Remarque 1.3.2 On vérifie facilement que Fr est une tribu et que, si T’
est constant et égal a t alors T est un temps d’arrét et Fpr = F;.

Proposition 1.3.2 Une constante positive est un temps d’arrét .
Si T est un temps d’arrét, T est F;-mesurable.

SiT et S sont des temps d’arrét, 7" A S est un temps d’arrét.
SiT et S sont des temps d’arrét, tels que S < T;on a Fg C Fr.

1.3.1 Martingales

On suppose donné une base stochastique (2, F, (F;),P).

Définition 1.3.4 Un processus (X;)i>o est dit martingale, (resp.sous mar-
tingale, sur martingale) si :

1)(X;) est (F;)—adapté
2)X; € L? (Q,F,P) Vt >0, c’est a dire : E (|Xt|2) < 0
3)Vt,h > 0, E(Xi4n |Fr) = X; (resp. > X;, < X}) presque surement.

Remarque 1.3.3 L’ensemble des martingales est un espace vectoriel.
Si X; = a une constante, alors (X;) est une martingale.
Proposition 1.3.3 Le processus (M;) : My = B? —t est une martingale.

Preuve. Comme B; est Fi—mesurable, alors B? est mesurable
doncM; = B? — t est Fy—mesurable. Ce qui implique que (M;) est
(F)—adapté.
2)
E(M?) = E[B} — 2tB? 4 ]
= E[B}] — 2tE[B}] + E[t?]
<0

Donc MyeL?(92).



CHAPITRE 1. RAPPEL SUR LE MOUVEMENT BROWNIEN

3)On a
E[(Bern — Bt)2 [ Fe] =B [(Bt+h - Btﬂ =h

D’autre part, on a :

E[(Bt+h - Bt)2 ‘ft} = E[ t+h |~7:t] - QE[BHIL B, ‘ft] + E[32 ’]:t]
= E[B7f2+h }‘7:75 ]
= E[Btih 7] — BB} | 7]
= E[B}, - B/|F]=h

On doit montrer que

E(Mt+h ‘t) = Mt'
B(Mypn — My)? |F] = E[B}, — (t+h) — B, | Fi]
= E[BY, —h— B} |F/]

Remarque 1.3.4 Si B; est un mouvement Brownien, alors exp(cB; —
2 .
—”zt)tzo est une martingale.

Définition 1.3.5 (Martingale locale)

Soient (2, F, (F;),P) une base stochastique, X = (X;);>o un processus
continu. On dit que X est une F;—martingale locale, s’il existe une famille
de temps d’arrét {T,,,,>1 }, telle que

(1)La suite(T,,),>1 est croissante et lim T,, = 400 p.s.

(¢)Pour tout n, le processus X™"I, v = (X{/"I(p. ..} )t>0 est une
Fi—martingale uniformément intégrable.

Théoréme 1.3.1 Soit X une martingale locale continue. Il existe un unique
processus croissant et continu, (X, X) , nul en 0, tel que X* — (X, X) soit
une martingale locale. La classe des martingales locales est strictement plus
large que celle des martingales continues, cependant on a :

Proposition 1.3.4 i) Toute martingale continue est une martingale locale.

i1)Une martingale locale positive est une surmartingale.
i77)Une martingale locale bornée est une martingale.[2]

8



1.4. INTEGRALE STOCHASTIQUE

1.3.2  Quelques propriétés du mouvement Brownien
standard :

Variation quadratique du mouvement Brownien

Définition 1.3.6 La variation quadratique du mouvement Brownien est la
limite :

. 2 - .
iﬁglgi; |B(t;) — B(ti-1)]*, A = maz{t; — t;_1}

qui existe dans I'espace?(§), F,P) et vaut la constante T

1.3.3 Propriété de Markov

Définition 1.3.7 La fonction aléatoire X = (X;)i>0 est un processus de
Markov par rapport & F, si pour s > 0;t > 0 et tout borélien A de R? on
a:

P(Xt+s€A |ft) == P(XtJrSGA ’Xt)

Cette derniére égalité signifie que la loi de X, sachant F; ne dépend
que de X;."La loi du futur ne dépend du passé que par le présent".

1.4 Intégrale stochastique

Soit B = (B¢)i>0 un mouvement Brownien sur(Q2, F,P); (F;) sa filtra-
tion naturelle i.e. Fy = 0(B,,u < s). Le mouvement Brownien n’étant pas
a variation bornée, on ne peut pas s’appuyer sur la théorie de I'intégration
classique

[y H,dB,

ol H est un processus stochastique continu. C’est pour cette raison
qu’on construit une nouvelle intégrale, appelée I'intégrale d’Ito.

Définition 1.4.1 On appelle processus simple tout processus satisfaisant
les conditions suivantes :
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aeLl?(Q, F, P).

2)a admet comme représentation

= Z atk”[tk,tkﬂ[
k

ou t;, est Fy—mesurable et 0 < tg < t; < ... < t < .... est une subdivi-
sion de Ry (a¢(w)) = > o, (W)|| [ty txs11(t))-Soit S I'ensemble des processus
simple, alors S est un espace vectoriel.

Définition 1.4.2 Soit aeS : On appelle intégrale stochastique de o par
rapport a un mouvement Brownien (By)i>o la variable aléatoire

t

/asst = Z atk(Btk_H/\t - Btk/\t)-
k

0

Proposition 1.4.1 L’ntégrale stochastique satisfait les propriétés suivantes :

a)a — [} a,dB; est linéaire.

b)Le processus fo asdBy) te[gﬂ est a trajectoires continues.
c¢)Le processus fot asdBs)tor)  est adapté a (F; B )tel0,1]-

B | [y adB,| = 0 et Var(f; a,dB,) = B [[; ads).

)Onapour0<s<t<T]E[f a,dB, |]-“B —QetE[(fstaudBu)zp_—f]:
E[[; aldu|FY]

Proposition 1.4.2 Soit ae S et soit(M,;) = (fot asdBy) alors (M) est
une martingale et on a

t 2 t

E /anBS = E /agds

0 0

Remarque 1.4.1 L’égalité

10
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t 2 t

E / 0 dB,| = B / o2ds | & | Myl% e = ol
0 0

signifie que I'application ¢ — L? (Q, F,P) est une isométrie
a)Si ae S, donc

=D ol g,

ou (t}) est la subdivision obtenue a I’aide de la subdivision (¢) et .

t
«M, = / a.dBy = atj(By — By)
0 k
Comme 1, t;, <t alors Fy C Fy et .7-};“ C Fiet comme oy, By sont
Fy,—mesurable et By est Fy  —mesurable. Alors O‘tﬁc(BtLH — By ) est
Fi—mesurable, doncM,; est F;—mesurable. D’ou (M) est(F;)—adapte.
*MeL2(Q, F,P) car :

t

E(|M;]) =E /onds < 00

s

0

*On a:
t+h t
My, — My = /asst — /asds

0 0
= > ay(By, — By)
k

ou (t) est la subdivision obtenue a 'aide de la subdivision (¢;);t + h
et ¢:

E(Mqs, = M| 7)) = Y B |ay(By,, — By) |7, |
k

11
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= Y E[BE(ay(By,, — By)|F) 7]
k

= Y B [Blag(By,, - By) IF)IF] =0
k

Donc (M;) est une martingale.
b)Si a €S
Soit (a™)une suite de S telle que :

o™ — adans L*( x [0,1])

et
t t
/asst = lim/a’;dBS
0 0
On pose

t t

M, = /Ozsst et M;" = /a?st
0 0

Clairement (M;) est adapté est dans L?(Q, F,P), il reste & démontrer
E(M.p, |F) = M,;. On sait que

B(M{, |Fi) = M (car a”ep).

Comme lim M;* = M,, il suffit de montrer .

n—oo

12
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ZZBZLE(MIS-H% \Fi) = B(Myyn | F)
ou encore

B[ B(My, |Fe) — B(Myin | 7)) — 0

n—oo

B[ B(My, |F2) — B(Myyn | 7)) = Bl B(M, ), — My | 7))

= || B(M{,), — Myyn |~7'—t>Hi2
< |[BOE, — M)

=E(M].), — Mi13)> — 0

Donc E(My.y, |Fy) = My, alors M, est une martingale.
2)On a IE(f[;f asdBs)? = E(3" ou, (Biy,nt — Biat))?On pose :t), = tp At
qui forme une subdivision de [0, t] et

Ak = Olt;C(Bt/

k+1

~ By)

Ce qui implique

E(M7) =B(Y A’

=E( Y ApArnr)?

k>0

Sil>0:ona

B ArArn) = BE ArAi)

13
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=B [E[at;cat;cﬂ(BtgH - Btg)(Btg+l+1 - BtgH) ’:Ft}
=B (at;&t;ﬂ‘l(Btgﬂ N Bt@) =B (Btgﬂﬂ - Bt;c/+l E?ﬁz)
=0
car
E[Bt;cﬂﬂ o Bt;eJrl ‘/Tt;cﬂ] - E(Bt;c+l+1 ft;cﬂ) B Bt;chl
=By, — By,
=0
D’ou

E(M?) = () E(A)?

= ZkE(at;c (Bt;chl - Bt;c)2)

= ZE(&?;@)E(B%H - Bt;Q)Q

= Y E(af Bt — )

= /E(az)ds
- /agds

14
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1.4.1 Prolongement de l’intégrale stochastique

Pour tout ¢eR; . On désigne par S; Padhérence de S dans L%*(Q x
[0,¢],dl x dt), c’est & dire : Vae S, 3 une suite (a") de « tel que :

t

o= a" [1zutoa= (B [ (@ - a2)as])?
0

Soit S = {a : pour tout t > 0;a.;ep; V¢ > 0}Ainsi, I'intégrale sto-
chastique se prolonge sur S en restant linéaire et isométrique. L’intégrale
stochastique est définie par

t

/Oésst = Z atk<Btk+1/\t - Btk/\t)
k

0

sio = oy It tresrleS et si a e Sy, 3 (™) €S tel que : o — adans
Z k[? +[ ) q

P
L?(Q2 x [0;t]) : Dans ce cas

t t

/asst = lim a?stdcmsL%t

n—oo

0 0
ou L%, = {XeL?*(Q, F,P)} qui admet une version F; — mesurableg :

Remarque 1.4.2 Si;: ao/Oc S;, alors on a :

t

¢ ¢
E /ozsst/o/sst) =E /ozso/sds
0 0

0

En efet on a :

t

t
) ) / B, + / odBy) | —
E /asdBS/o/sst) =FE 0
0

0
t t 2
0 / oy dB, + / ol dBy)
0 0

15
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NI

IS
I

&=
o\ O

B

V)

|

Q\

o

N

»

Plus généralement, si B}; B, ..., B" sont des mouvements Browniens
réels indépendants et soient (a}); (a?), ..., (a)ep . Alors on a :

1.4.2 Semi-martingale

Définition 1.4.3 On appelle semi-martingale ou processus d’Ito tout pro-
cessus de la forme

16
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t t
X =Xo+ /ozsds + /Bsds ............... (1.1)
0 0
telle que :
1) X est Fy- mesurable.
2) ae S.

¢
3)(X;) est adapté et E / | X5 |ds | <400Vt >0
0

Définition 1.4.4 La fonction f : [a,b] — R est dite a variation finie ou
bornée si

sup Y f (bi) — | f (i) |[< 400

ol le suprémum est pris sur l’ensemble des subdivisions a = ag < a; <
........ <a,=>".

t

Remarque 1.4.3 M; = /Ozsst est la partie martingale de (X;) et V; =

0
t

/asds est la partie & variation finie de (X).
0

t

2) / fds est & variation finie et :
0

t
i = [ 15 as
0

3)La formule (1.1) s’ecrit aussi sous la forme

dXt = OétdBt + ﬁtdt ..................................... (12)
La formule (1.2) s’appelle la diférentielle de(X}).

17
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1.4.3 Formule d’Itd

La formule d’It6 est I'outil de base du calcul stochastique : elle montre
que lorsqu’on applique une application de classe C?4 une semi-martingale,
on conserve une semi-martingale, et elle exprime explicitement la décompo-
sition de cette semi-martingale (martingale locale + processus a variation

finie).
Théoréme 1.4.1 Soit F: R — R une fonction de classe C*(R) :Si (X;)
est une semi-martingale bornée définie par alors

t t

X, =Xo+ /anBs + /Bsds
0

0

F(X,)est également une semi-martingale et on a la formule :

t t

0 0

Remarque 1.4.4 1)Si F' est a dérivée seconde bornée, alors la formule
s’étant au cas (X;) n'est pas bornée, cette formule aussi s’étant o tous les
cas raisonables, pourvu que tous les termes aitent un sens.

Remarque 1.4.5 2)La formule (1.3) s’écrit aussi sous la forme :

t t

F(X,) = F(Xo) + /F’(Xs)asst + / (F’(XS)BS + %F”(Xs)a§> ds

ou encore

s

1
AF(X,) = F'(X,)odB, + (F’(XS)BS + 5F”(Xs)oﬂ> dt

18
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Formule d’It6 pour le cas vectoriel

On va maintenant généraliser la formule d’Itd6 au cas vectoriel, qui se
démontre de la méme fagon que pour la dimension 1.

Théoréme 1.4.2 Si F : R" — R de classe C2et X, = (X, o , X un
vecteur de semi-martingale bornée. Alors on a la formule d’Ito suivante

n

—> — )
F<Xt + / Z 8% XS a.dX i+ / Z 8%8% ) a.dXidx?

0

Remarque 1.4.6 Si F(t,z) : R x R — R de classe C? et X;une semi-
martingale bornée, alors on a :

t
F(t, X,) = F(0, Xo) /aa— 5 X.) ds+/(3—F(s,Xs)dXs+
T
0 0

2 2 2
-/(8 (5, X,) dsds + 22L (8, X.) dsd, +6F(SX)dXsts>

0%t otox 02
0
ou encore
t
OF
F(t, Xt) = F(O,Xo) + /% (S, XS) OéSst +

OF OF 10°F )
/(W (S, Xs) + — e (s, Xs) B, + S5, (S,Xs)as) ds.
0

19



Chapitre 2

Généralités sur ’espérance
sous linéaire

Une espérance sous-linéaire peut étre exprimée comme un supremum
des espérances linéaires. Elle est souvent appliquée a des situations ou les
modeles de probabilités sont incertains et elle s’aveére étre un outil de base
pour mesurer les pertes de risque en finance. Dans ce chapitre on donne
les notations de bases et les préliminaires de la théorie d’espérance sous-
linéaire et le G—mouvement Brownien connexe. Plus de détails peuvent
étre trouvés dans Peng [18].

2.1 Espérance sous linéaire

Soit €2 un ensemble donné et soit H un espace linéaire de fonctions a
valeurs réelles définie sur §2. On suppose que H satisfait ¢ € H pour chaque
constante ¢ et |X| € H si X € H. L’espace H peut étre considéré comme
I’espace des variables aléatoires.

Définition 2.1.1 Une espérance sous linéaire E est une fonction
E : 'H — R vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Monotonie :
E[X]>E[Y] si X >Y

(ii) Préservation des constantes :
I@[c] =c pourcé€R
(iii) Sous-additivité : Pour tout X,Y € H,

E[X] - E[Y] <E[X - Y]

20



2.1. ESPERANCE SOUS LINEAIRE

(iv) Homogénéité positive :
E[MX] = AE[X], pour tout A > 0

Le triplet (Q,H IAE) est appelé espace d’espérance sous linéaire. Si
(i) et (i

seulement (1) et (ii) sont satisfaites, B est appelée espérance non linéaire et

(
le triplet (2, H,E) est appelé espace d’espérance non linéaire.

Définition 2.1.2 Soient IAEI et Eg c/l\eum espérances non linéaires définies
sur (2, H). By est dite dominée par By si

~

B [X] - B [Y] <Es[X —Y] pour X,Y €'H

Remarque 2.1.1 Si l'inégalité (iii) est une égalité, alors E est une espé-
rance linéaire classique, i.e., B est une fonction linéaire satisfaisant (1) et

(ii).

Remarque 2.1.2 Si (iii) et (iv) sont satisfaites alors on dira que B est
sous-linéaire. Cette sous-linéarité implique
(v) Convexité :

EloX +(1—a)Y]<aE[X]+(1—a)E[Y] poura € [0,1]
Notons que la propriété (iv) est équivalente a la propriété suivante
EM\X] = ATE[X] + A E[-X] pour A € R.

Dans ce qui suit, on considere le type d’espace d’espérance non linéaire
suivant (2, H,E) : si Xy, ..., X,, € H alors ¢ (Xi, ..., X,,) € H pour tout ¢ €
Ci.Lip(R™) ou Cj.1;,(R™) désigne I'espace linéaire de fonctions localement
Lipschtizienne ¢ satisfaisant

(@) —o(y)| < CA+|z|™+y[™)|z —yl, Vo,yeR"

pour C' > 0,m € N.

Dans ce cas X = (X, ..., X,,) est appelé un vecteur aléatoire & n—dimension
, noté X € H".

Remarque 2.1.3 1] est clair que si X € H alors | X|, X™ € H. Plus
généralement, ¢ (X)) (Y) € H pour tout X,Y € H et pour tout ¢, €
Ci.Lip(R™). En particulier, si X € H alors E[|X"|] < oo pour chaque n € N.
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Ici, on utilise C.1;,(R™) seulement pour la commodité des techniques.
En fait, 'exigence essentielle est que H contient toutes les constantes et, en
outre, X € H implique | X| € H. En général, C)..;,(R™) peut étre remplacé
par 'un des espaces de fonctions définies sur R"™ suivant.

o[> (R") :Espace de fonctions bornées Borel-mesurables,

oCunir (R™) :Espace de fonctions bornées et uniformément continues,

oCy.1;p(R™) :Espace de fonctions continues, Lipschitziennes et bornées,

e Lip (R™) :Espace des fonctions Lipschitziennes sur R".

2.1.1 Représentation d’une espérance sous-linéaire

Une espérance sous-linéaire peut étre exprimée comme un supremum
des espérances linéaires. Elle est souvent appliquée a des situations ou les
modeles de probabilité sont incertains.

Théoréme 2.1.1 Soit E une fonction définie sur un espace linéaire H sa-
tisfaisant la sous-additivité et I’homogénéité positive. Alors il existe une
famille de fonctions linéaires {Ey : 0 € ©} définies sur H telle que

]E[X] = SupEy [X]| pour X € H
6es
et, pour tout X € H , il existe Ox € © de telle sorte que E[X] = Ey, [X].

En outre, st & est une espérance sous-linéaire, alors Fy est une espérance
linéaire.

Preuve. Soit Q = {Ejy:0 € ©} la famille de toutes les formes linéaires
définies sur H, dominées par E ie., Fy[X] < E [X], pour tout X € H et
pour tout Ey € Q.

Tout d’abord on montre que () est non vide. Pour X € H donné, on
note L = {aX : a € R} qui est un sous-espace de H. On définit 7 : L — R
par I [aX] = aE[X],Va € R, alors T[] est une fonction linéaire sur H et
1< E sur L. Comme E est sous-additive et positivement homogéne, alors
d’apres le théoréeme de Hahn-Banach, il existe une fonction linéaire E sur
‘H tel que F = I sur L et ZZ < E sur ‘H. Ainsi F est une fonction linéaire
dominée par E et telle que E [X]| = E'[X].

On définit maintenant

IEQ [X] = SupEy [X] pour X € H
fec

11 est clair que EQ =E.
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En outre, si E est une espérance sous-linéaire, alors que nous avons, pour
chaque élément non négatif X € H, Ey [X]| = —Ey[—-X] > -E[-X] > 0.

Pour chaque ¢ € R, —Ey[] = Ey[—c] <E[—c = —cet Ey[] < Eld =,
ainsi nous obtenons Fy [¢| = c. Par conséquent Fjy est une espérance linéaire.
n

Remarque 2.1.4 Il est important d’observer que l’espérance linéaire défi-
nie ci-dessus Fy est seulement supposée additive. Mais on peut appliquer le
théoréme bien connu de Daniell-Stone pour prouver qu’il existe une unique
mesure de probabilité o—additive Py sur (2,0 (H)) telle que

E@[X] :/Xdpg, XeH
Q

Lincertitude du modéle de probabilité correspondant est décrite par le sous-
ensemble { Py, 0 € &}, et lincertitude correspondante de distributions pour
un vecteur aléatoires a n—dimensions X dans H est décrite

par {Fx (0,A) =Py (X € A): Ac B(R")}

Remarque 2.1.5 Dans le cas ou () est un singleton, & n’est autre que
[’espérance linéaire classique.

2.1.2 Distribution et indépendance

On donne maintenant la notion de distributions de variables aléatoires
selon une espérance non linéaire.

Soit X = (Xj,..., X,,) un vecteur aléatoires & n—dimensions défini sur
un espace d’espérance non linéaire (2, H, E) On définit une fonction sur
Cl-LipORn) par R

Fx gl =E[p(X)]: ¢ € Cr.Lip(R).
Le triplet (R", Cj.Lip(R™), F,) forme un espace d’espérance non linéaire. Fx

est appelé la distribution de X sous E. Cette notion est trés utile pour
une espérance sous linéaire . En outre, on peut prouver qu’il existe une

famille de mesures de probabilité { F% (.)} peo définie sur (R", B (R")) (voir
remarque 2.1.4) telle que

Fx [p] = Sup/go (x) F§ (dx), pour chaque ¢ € Cy.1;ip(R™)

feo
R

Ainsi Fy [¢] caractérise I'incertitude de la distribution de X.
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Définition 2.1.3 Soient X, et Xo deux vecteurs aléatoires a n—dz’mensz’onA
définies sur deux espaces d’espérances non linéaires (1, Hy, Eq) et (Qa, Ha, Eo)

respectivement sont identiquement distribuées ( on notera X < Xs) si
By [p (X1)] = Es [¢ (X2)], pour ¢ € Cr.1ip(R")

1l est clair que X, 4 Xs si et seulement si leurs distributions coincident.

Remarque 2.1.6 Si la distribution I@x de X € 'H n’est pas une espérance
linéaire, alors X a une distribution incertaine. La distribution de X a les
quatre parameétres typiques suivants :

i=E[X], p=-E[-X], ??=E[X?] eto®=-E[-X7]

Les intervalles [ﬁ, M et [02,0?] caractérisent la moyenne incertaine
et la variance incertaine de X respectivement. Le probléme de la moyenne
incertaine a été étudié dans [Chen-Epstein] en utilisant la notion de la
g— espérances.

Remarque 2.1.7 Dans le cas d’une espérance sous linéaire, X, 2 Xy 1m-
plique que les sous-ensembles d’incertitudes de distributions de X; et X5
sont les mémes, par exemple, dans le cadre de la Remarque 1.1.4,

{FXl ((91, ) : 91 c @1} - {FX2 (92, ) . 92 € @2}

La simple propriété suivante est trés utile dans la théorie d’espérance
sous linéaire.

Proposition 2.1.1 Soient X,Y € H telle que E[Y] = —E[-Y] (i.e., Y
n’a pas une moyenne incertaine). Alors, on a :

E[X +aY] =E[X] + oE[Y]
En particulier, si B Y] = -E (Y] =0, alors E (X 4+ aY] = E [X].

~

Preuve. On a E[aY] = o'E[Y] + a E[-Y] = o E[Y] —a E[Y] =
aE[Y] pour a € R

Ainsi
EX+aY] <E[X]+E[aY] =E[X]+aE[Y] = E[X] - E[-aY] <
E[X+aY] =

La notion d’indépendance qui suit joue un réle important dans la théorie
d’espérance sous linéaire.
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Définition 2.1.4 Dans un espace d’espérance sous linéaire (Q,H,E), le
vecteur aléatoire Y € H" est dit indépendant d’un autre vecteur aléatoire
X € H™ sous E si pour tout ¢ € Cp.1;,(R™™™) on a

Ble (X,7)] =B [Ble (2, Y)],x

ou B [ (2, Y)],_x signifie ¢ (X) oi ¢ (z) = B [o (2,Y)].

Notons que cette définition est correcte. Pour voir cela, il suffit de mon-
trer que pour chaque z € R™ ¢ (z,Y) € H et E[p(.,Y)] appartient a
Ciip (R™) . On doit montrer que ¢ (x,.) € Crup (R™).

Preuve. En effet, pour chaque (z,y), (u,z) € R™ x R", on a

@) —p@a)| < Clay) - @) (1+ @yl +|w=)"),
C > 0,keN,

et ainsi

@y —e @2l < Cly—2 (1+]@yl+]@2)")
# (ol + 1))
Cly— 21 (1425 (o + lyl*) + 25 (lol* + 121"))

< C'ly—+ (1 (I:v! + 1] ))

ou on a utilisé l'inégalité (a + )" < 2P (a? + bP) pour a,b > 0 et C' =
C' max (25, 1+ 25+ |x|k> . Par conséquent, ¢ (z,.) € Cpp;p (R™).
De méme, on a

@) = oY) < Cla—ul (1+25 (o + F) + 25 (jul* + Y1) ).

ce qui implique que

k
2

IN

Cly— (1+ (I + 1yf?)
(1+

IN

Ble (2. Y) - Ble (w )] < Blp (2,Y) - o (u,Y)

Cle =l (1425 (lo + B (1) + 28 (0 + B (1714))

< o=l (14 [aff + ul*),

IN

ot " = C'max (25, 1+ 2+ <|Y|k>>, ce qui signifie que E [y (., Y)] ap-
partient a Cj;,, (R™). m
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Remarque 2.1.8 Dans un espace d’espérance sous linéaire (Q,H,E), Y
est indépendant de X signifie que lincertitude de distribution {Fy (6,.) :
0 € ©} de Y ne change pas aprés la réalisation de X = x. En d’autres
termes, "lespérance conditionnelle sous linéaire" de'Y" par rapport a X est
E ¢ (z,Y)],_x- Dans le cas de l’espérance linéaire, cette notion d’indépen-
dance n’est que le cas classique.

Remarque 2.1.9 Il est important de noter que dans une espérance sous
linéaire la condition "Y est indépendant de X " ne signifie pas automati-
quement que "X est indépendant de Y ".

Exemple 2.1.1 On consideére le cas ou X,Y € H sont identiquement dis-
tribués et B[Y] = —E[-Y] = 0 mais 7* = BE[X? > ¢? = -E[-X?].
On suppose également que E[|X|] = E[XT+ X"] > 0 ainst E[XT] =
sE[|X|+ X] = 3E[|X]|] > 0. Dans le cas ou Y est indépendante de X, on
a

E[XY?] =E[X5* - X ¢’ = (3° - a?)E[X*] >0

Mais si X est indépendant de Y, on a B[XY?] =0

La propriété d’indépendance de deux vecteurs aléatoires X et Y ne
concerne que la distribution conjointe de (X,Y).

Remarque 2.1.10 La situation "Y est indépendante de X " apparait sou-
vent lorsque Y survient aprés X, donc une espérance trés robuste devrait
prendre l'information de X en compte.

Définition 2.1.5 Une séquence de vecteurs aléatoires a n—dimension {n,}°,
définis sur un espace d’espérance non linéaire (Q,H,]E) est dite conver-
gente en distribution (ou convergente en loi) sous E si pour chaque ¢ €
Ch-Lip(R™), la suite {E [ (m;)]}52, converge.

D’aprés Peng [20] le résultat suivant est facile a vérifier.

Proposition 2.1.2 Soit {n,;}°, converge en loi dans le sens ci-dessus.
Alors Uapplication F [.] : Cy.Lip(R™) — R définie par

Flg] = imE[p (1,)] pour ¢ € Cy.pip(R")

17— 00

est une espérance non linéaire sur (R™, Cy.1;,(R™)). Si E est sous linéaire
(resp. linéaire), alors F' est également sous linéaire (resp. linéaire).
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2.1.3 Distribution G—normale

Une notion fondamentalement importante dans la théorie d’espérance

sous-linéaire est que la variable aléatoire X soit N'(0;[c?,5?])—distribuée

sous [E :

Définition 2.1.6 (Distribution G—normale ) Dans un espace d’espérance
sous linéaire (2, H,E), une variable aléatoire X € H avec

~

o= -B[-X¥, P=B[X7

est dite N'(0; [0?,7%])—distribuée (on notera par X ~ N(0;[c?,5%]) ) si
pout tout Y € 'H indépendante de X telle que Y 2 X,ona:

aX +bY £V + 12X, Va,b>0 (2.1)

Remarque 2.1.11 D’apres la définition ci-dessus, on a
VIE[X]=E[X +Y]=2E[X] et V2E[-X] =E[-X — Y] = 2E[-X]
il résulte que R R
EX]=E[-X]=0
autrement dit une variable aléatoire X, N'(0; [0?,5?%])— distribuée n'a au-
cune moyenne incertaine.

Remarque 2.1.12 Si X est indépendant deY et X < Y, tels que (1.1) est
satisfaite, alors —X est également indépendant de —Y et on a —X Ly,
De méme a (—X) +b(-Y) L a? + 12 (—X), a,b>0. Ainsi

X ~ N(0;[0?,5%)) si et seulement si— X ~ N(0;[c?,7%])

La proposition et le corollaire suivants montrent que N'(0; [0?,5?]) est

une distribution sous-linéaire définie de facon unique sur (R, Cj i, (R)).
Peng dans [17] montre que la loi G—normale N (0;[0?,5?%]) est caractéri-
sée, ou générée, par I’équation parabolique aux dérivées partielles suivante
définie sur [0, 00) X R :

du— G (92,u) =0 (2.2)
avec la condition de Cauchy u|,—9 = ¢, ot G est appelée la fonction

génératrice de (1.2) qui est une fonction sous-linéaire réelle paramétrée
par o? et 72 :

G(a) = %E [X?a] =

(c°a® —c’a”), a€R

NO| —
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Ici, on note a = maxz{0,a} et = = (—a)™. L’équation (1.2) est appelée la
G— équation de la chaleur de la distribution sous-linéaire A/(0; [¢2,7?]). On
appelle aussi cette distribution sous-linéaire la distribution G—normale

Remarque 2.1.13 On utilise la notion de solutions de viscosité de ’équa-
tion (1.2). Cette notion a été introduite par Crandall et Lions. Pour l’exis-
tence et l'unicité des solutions et des références trés riches connexes nous
nous référons a Crandall, Ishii et Lions [5]. On notera que, dans la situation
ot 02 > 0, la G—équation de la chaleur

1 _
o =5 (0 (0%u)" = 0 (9%,0) ) = Oulco = 0

qui a comme solution de viscosité (1.2) devient une solution classique
(voir les derniers travaux de [28]). Le lecteur pourra comprendre (1.2) au
sens classique.

Proposition 2.1.3 Soit X une variable aléatoire N'(0; [0?,52])— distribuée.
Pour tout ¢ € C i, (R) on définie la fonction u (t,z) = E [0 (z+ViX)],
(t,z) € [0,00) x R.

Alors on

1)

u(t—l—s,a:):fﬁj[u(t,x—l—\/g)()], s> 0. (2.3)

2) Pour tout T' > 0 il existe des constantes C)k > 0 de telle sorte que,

pour tous t,s € [0,T] et pour tous z,y € R,

u(t,) = ult,y)] < C (1+ 2"+ |yI*) o — gl (2.4)

et
u(t,z) —u(t+sa) <C (1 + |x\k) |s[/2 (2.5)

En outre, u est l'unique solution de viscosité, continue dans le sens de (1.4)
et (1.5) de ’EDP (1.2).
Preuve. Comme

u(t,z) —u(t,y) =

&

o (o-+Vix)] - B[ (s VX))
o (o4 VEX) — o (s vEx)|
o (L4 IXT 4 fol* 4+ 1yl") | = v

(1 Jal* + 1y1*) [ o]

IN
&

IN
Q &

IN
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2.1. ESPERANCE SOUS LINEAIRE

Done, on a (1.4). Soit Y indépendant de X tel que X LY. Comme X
est N'(0; [0%,52]) — distribuée, alors

[gp (.2: + \/H-—SX)]

[gp (x +/sX + \/ZYH
Blo(orvorviv)] |
[u (t, 2+ v/5X)]

u(t+s,x) =

& &

I
&
&)

I
<5)

On obtient ainsi (1.3) et en vertu de (1.4) il résulte que

w(t+s,2) = Blu(t,z+VsX) —u(t,z)]
E

< Bloy (14 ol + X1 5] 1x1)

d’ow (1.5). Maintenant, pour (t,z) € (0,00)xR, soit ) € Cp* ([0, 00) x R)
telle que v > w et ¥ (t,x) = u(t,x). D’aprés (1.3) il résulte que, pour
5 € (0,1)

0 < IAE[@A <t—5,a:+x/5X> —¢(t,a:)]

Nl

< 0 (t,w)d+E {&cw (t,2) VX + %aﬁxw (t,x) 5X2] + 08

= 0 (t,x)6+E [%%zw (t,x) (5X2} L6

— 0 (t,2) 6+ 6G (02,0 (t, 7)) + C5?

1l s’en suit que
[0 — G (82,4)] (t,2) <.

Il en résulte que u est une sur-solution de viscosité de (1.2). De méme,
on peut prouver que u est une sous-solution de viscosité de (1.2). m

Corollaire 2.1.1 lorsque X et X sont N'(0; [02,72])— distribuées. Alors X
2 X. En particulier X L _X.
Preuve. Pour chaque ¢ € Cy 1, (R) on a

w(t,r) =B [gp (;c+\/ZX)} () :E[w (wﬂf()] (t,7) € [0,00) xR
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Par la proposition ci-dessus, u et u sont des solutions de viscosité de
G—équation de la chaleur (1.2) avec la condition de Cauchyu |i—g = U |i=o =
w. Il résulte de l'unicité de la solution de viscosité que uw = u . En particulier

Blp (X)) =B [ (X)]
Alors X £ X. m

Corollaire 2.1.2 Dans le cas ot 0 = 7% > 0, N(0;[c?,5?%]) est juste la
distribution normale classique N'(0,52).

Preuve. En fait, la solution de [’équation parabolique aux dérivés partielles
(1.2) devient l’équation de la chaleur classique

=2
2
Oyu = ?Qmu, Um0 =

ot la solution est

(z —y)*
uh) = \rﬁz/ (Q—t) "

Ainsi, pour chaque o,

Bl (V)] = u(1,0) = —— / e (~L;) dy

Dans les deux situations suivantes le calcul de B [p (X)] est facile :
e (i)Pour tout ¢ convexe, on a

u(t,xr) =

2
— y) exp y_2 dy
V 27r02 2%

En effet, pour tout ¢t > 0 fixé, remarquons que la fonction u (¢,z) =
E [cp (x +VtX )] est convexe, puisque

~

u(t,ar+(1—a)y) = E[gp(ax—l—(l—a)y—l—\/%Xﬂ
< oF [gp (:c—l—\/b()] —i—(l—a)f@; [gp (y+\/¥X>}
= ou(t,x)+ (1 —a)ul(ty).
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2.1. ESPERANCE SOUS LINEAIRE

Il en résulte que (92,u)” = 0 et par conséquent la G—équation de la
chaleur (1,2) devient

=2
2
Oyu = 7ﬁmu, Ulmog = @

e (ii)Pour tout ¢ concave, on a

et
E[XY] =65', —E[-X'] =60

2.1.4 Théoréme de la Limite Centrale

Théoréme 2.1.2 (Théoréme de la limite centrale) Soit {X;};°,une suite
dans H identiquement distribuée. On suppose également que, X, .1 est in-
dépendant de (X1, ..., X,,) pour tout n = 1,2....et que

E[X)|=B[-X,)=0, E[X?}=5%-B[-X?=¢"

pour0 < g <7 < oo fizés. Alors la suite {S,/\/n},—, ot S, = X1+...4+ X,
converge en loi vers une distribution & N (0; [0?, 52])— distribuée

lim B {90 (%)] =E[p(¢)],Vyp € lip, (R).

n—o0 n

Pour plus de détails voir [16] .
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Chapitre 3

G—Mouvement Brownien et
G—intégrale d’It6

Le but de ce chapitre est d’introduire la notion du G—Mouvement Brow-
nien liée a la distribution G—normale dans un espace d’espérance sous-
linéaire. On donne également la définition de la G—intégrale stochastique
et on énonce la G—formule d’Ito.

3.1 G —Mouvement Brownien

Dans cette section on défini le G—mouvement Brownien unidimension-
nel et & d—dimension, on donne ainsi quelques propriétés qui sont impor-
tantes dans le calcul stochastique.

Définition 3.1.1 Dans un espace d’espérance sous linéaire (Q, H,E) un

processus (By),~, est appelé G—mouvement Brownien si les propriétés
suivantes sont satisfaites :

(i1) Pour tout t, s > 0,l’accroissement By, ,— By est N (0, [o%s,52s]) —distribué
et est indépendant de (By,, ..., By,), pour tout n € N et pour toute suite
0<t, <..<t,<t.

Remarque 3.1.1 La lettre G indique que le processus B est caractérisé
par sa "fonction génératrice” G définie par :

G<a>:%E (B2, acR
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3.1. G—MOUVEMENT BROWNIEN

D’aprés Peng [15] on peut prouver que la propriété d’échelle du G-mouvement
Brownien, qui est la méme que celle du mouvement Brownien standard,

a savoir, pour tout N\ > 0, le processus ()\_%B,\t) est également un
>0

G—mouvement Brownien. Pour tout ty > 0, le processus (B, — By,)
est aussi un G—mouvement Brownien.

t>0

Définition 3.1.2 Soit (€2, H,]E) un espace d’espérance non linéaire. (X¢)i>o
est appelé processus stochastique o d—dimension si pour tout t > 0, X,
est un vecteur aléatoire & valeur dans H®.

Soit S (d) (resp. Sy (d)) 'ensemble des matrices (resp. définies positives)
carrés symétriques d’ordre d
Soit G : S(d) — R une fonction monotone et sous linéaire au sens
que : pour tout A, A € S(d), on a
G(A+A) <G(A)+G(A)
G(ANA) =)AG(A),VA>0
G(A)>G(4), siA>A
telle que
1 1~
G(4) = JBI(AX, X)) < L AR [|X?]

ce qui implique, d’aprés le théoréme (2.1.1), qu’il existe un sous en-
semble Y C S, (d) fermé, borrné et convexe tel que
1
G (A) = =suptr [yA], A € S(d)
2ex
> étant ensemble des matrices d’ordre d .( voir [26]).
Définition 3.1.3 (Distribution G—normale) Dans un espace d’espérance
sous linéaire (2, H,B), un vecteur aléatoire o d—dimension X = (X7, ..., Xy)
est dit G—normalement distribué noté par X ~ N(0;>°) si pour tout
© € Chrip (Rd) , la fonction v définie par

u(t, ) =E [gp (x—l—\/ZX)] t>0,2 € R
satifait la G—equation de la chaleur suivante
— -G (D2u) = 0,(t,z) €[0,00) x R?,
u(0,2) = ¢(z),

d
ou D? = <8§xu> et G (A) = Lsuptr [\7TA], A= (A) _, €S(d).
o = 2oy
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On donne maintenant la définition du G—mouvement Brownien d—dimensionnel.

Définition 3.1.4 Un processus (B;),so @ d—dimension défini sur un es-

pace d’espérance sous linéaire <Q,H,E> est dit G—mouvement Brownien

de dimension d si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(it) Pourtoutt,s > 0, l'accroissement By s— By est N (0, s ") — distribué
et est indépendant de (By,, ..., By,), pour tout n € N et pour toute suite
0<t, <..<t,<t.

On notera
B,? = (a, Bt> pour tout a = (al, --~,ad)T € R’

Selon la définition ci-dessus, on a la proposition suivante qui est impor-
tante dans le calcul stochastique.
Proposition 3.1.1 (voir [20]) Soit (B),», un G—mouvement Brownien
a d—dimension défini sur un espace d’espérance sous linéaire (Q,H,E).
Alors (BY), est un G,—mouvement Brownien a 1—dimension, ot G, (o) =
3 (Taar 0" — 00,r07) Tiyr = 2G (aa”) = E [(a,B1)"] , s = —2G (~aa”) =
—E [~ (a,B))"].

En particulier, pour tout t,s > 0, Bf',, — B} IN (0, [s0?,r,s0%.7]) -

Notons que d’aprés le cas unidimensionnel, on a pour toute fonction
convexe

~ . . 1 e y2
B o (5t~ B1)] = ———— [ve (~5 5 )y
QWSE?WT R 50, zzaT

et pour toute fonction concave ¢ et ggaT > 0,on a

E [(70 (Bg-i—s a

y?
/ Y) exp ( 5507 ) dy
A/ 27T$O'aaT ~aa”T

En particulier, on a

E[(Bf — B’ =2, (t—s),E [(Bf — BY)"] = 350,0 (t — 5)°



3.1. G—MOUVEMENT BROWNIEN

E[- (B! — BY)’] = —a%r (t — 5),E [~ (Bf — BY)'] = =30+ (t — ).

“aaT ~aaT
Le théoréme suivant est dit & Peng [19] et donne une caractérisation du
G —mouvement Brownien.

Théoréme 3.1.1 Soit B = <§t> un processus défini sur un espace d’es-
0

t>
pérance sous linaire (Q,ﬂ,@) tel que :
(i) Pour tout t,s > 0, les variables aléatoires By s — B; et By sont

identiquement distribuées et indépendantes de (Etl, e Btn> , pour tout n €

N et pour toute suite 0 <t, < ... <t, <Ht.
3
] t=1=0.

(i) B | B,| =B |~B] =0 et iy B Uét
Alors E est un G[gﬁ]—mouvememf Brownien avec 7% = IE [éﬂ et 0% =
E [_éﬂ .

3.1.1 Existence du G—mouvement Brownien et G—espérance
conditionnelle

On note par 2 = CJ (R;) 'espace de toutes les fonctions w : R, — R
continues nulles en 0, muni de la distance

p (wl,w2) = i?i [(max |w§ — wf‘) A 1]
i=1

te(0,i]

Pour tout 7' > 0 fixé, on note Qp = {wr : w € Q} et on considere le
processus canonique By (w) = wy, t € [0,400) si w € €.
Soit I'espace des variables aléatoires suivant :

Llp (QT) = {4;0 (Btl/\Tv o 7Btn/\T) : tla e 7tn € [07 OO)? 2 € Cl.Lip(Rn)} )
Il est clair que Lip (%) C Lip (1), pour tout ¢ < T. On note aussi :
Lip (@) = U Lip (),

Remarque 3.1.2 1l est clair que Cj i, (R™), Lip (1) et Lip (2) sont des
espaces vectoriels. En outre, notons que ¢, € Cj ;, (R™) implique que le
produit .2 € Cyrip (R"), ainsi si X,Y € Lip (Qr) alors X.Y € Lip (Qr).
En particulier, pour tout t € [0,00), By € Lip ().
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Peng [21] a construit une espérance sous-linéaire sur (€2, Lip (2)) de
telle sorte que le processus canonique (B;), soit un G—mouvement Brow-
nien de la maniére suivante : soit (§;);-, une suite de vecteurs aléatoires &

d—dimension sur un espace d’espérance sous-linéaire (Q, H, E) telle que &;

est G—normalement distribuée et &, est indépendante de (¢, ...,§;) pour
tout 1 =1,2,.... R

Ensuite il a introduit une espérance sous-linéaire [ définie sur Lip (),
via la procédure suivante : Pour tout X € Lip (Q2) avec

X = QD (Btl — Bt07 vy Btn — Btn—l)
pour ¢ € C; 1;,(R™) et pour 0 =5 < t; < ... < t, < 00, on pose :

B[ (By = By, s Bi, = By, )]

B o (VA= Ty, o Vi — i8]

D’aprés Peng, E ainsi définie une espérance sous-linéaire sur Lip () et
(B),>o est un G—mouvement Brownien. Comme Lip (Qr) C Lip (), E
est également une espérance sous-linéaire sur Lip (Qr) .

L’espérance conditionnelle de X par rapport a {2 est définie par

]E |:X }Qtj] = ]/E\:i |:(,0 (Btlthz — Bt17 ceny Btn — Btn—l) }Qtj] (31)
= 1/J (Bt17 Btz - Bt17 ) Btj - Btj_l)

ou
Y (xq, ..., x5) = E [ (xl, o Tyt = 141, 0 Vit — tn,lfn)]

Dans toute la suite on considére le processus canonique (By),., défini

sur (Q, Lip (Q2) ,E) dans le cas on Q = C§ (R,).

t>0

Proposition 3.1.2 ( Propriétés de E[ 2] ) Pour tout X,Y € Lip(Q) :
(1)Si X >V, alors E[X ] >E[Y |Q].
(1) B n [Q] = n, pour tout t € [0,+00) et n € Lip ().
(i) BLX |9,) ~ BIY j] < B[X - v |9,].
(w) [77X Q] = nTE[X |] +n E[-X|Q] pour tout n € Lip (€) .
(

A~

0 E B X |09 :E[Xmm],enpartz’cuzzer@[@[xmt]}:E[X].
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Pour tout X € Lip(Q),E[X Q] = E[X], out Lip () est I'espace
linéaire des variables aléatoires de la forme

¥ (Bt2 - Bt17Bt3 - Bt27 s Btn+1 - Btn) )
m = 1,2,..,p¢€ Cl_Lip(Rn),tl, vy by g1 € [t, OO)

Remarque 3.1.3 (i) et (i) implique que
]E[X + 1] = E [X |4 ] + 1 pour n € Lip ()
En outre, si Y € Lip(Q) satisfait B[Y |Q] = —E[-Y |Q] alors
EX+YI|Q]=E[X|%]+ E[Y|Q].

On considére maintenant ’adhérence de ’espace d’espérance sous-linéaire
(2 Lip (@), B).

On note par L, (), D > 1, Padhérence de Lip () par rapport a la
norme | X||, := < [ X7] ) De méme, on peut définir de fagon similaire
LY (Qr), LY, (Q4) et LE, (). 11 est clair que pour tout 0<t<T< 0,
on a L% () c L7, (%) C L% (). Par conséquent E peut étre étendue
continuellement & une espérance sous-linéaire sur (Q, L, (2)) qu’on notera
également [E.

On considére maintenant ’extension des espérances conditionnelles. Pour
tout ¢ < T fixé, la G—espérance conditionnelle E[.|$] : Lip (Qr) —
Lip (€);) est une application continue sous ||.|| .

En effet, on a

E[X %] -E[Y Q] <E[X -V |Q] <E[X - Y[|],

Alors

BIX |0 - By 0] <B[X - Y|,

Ainsi, on obtient

|Brx 0] - By e

<X -V,

Il s’ensuit que E [. [€2] peut étre également étendue en une application
continue

E[|Q]: LL (Qr) — LL ().
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Remarque 3.1.4 La proposition ci-dessus est également vraie pour X,Y €
L& () a ceci prés dans (iv) , n € L (Q4) au liew de Lip (Q) doit étre borné,
puisque X, Y € LL () nimplique pas forcément que X.Y € LE (Q).

En particulier, on a l'indépendance suivante :

E[X ] =B[X],vX € L ()
On donne la définition suivante qui est similaire a celle du cas classique :

Définition 3.1.5 Un vecteur aléatoire a n—dimension Y € (L& ()" est
dit indépendant de 0, (t > 0), si pour tout ¢ € Cy i, (R™) on a

Elp (V)] =Ep (V).

Remarque 3.1.5 Tout comme dans le cas classique, les accroissements du
G—mouvement Brownien (Byys — Bt)szo sont indépendants de €.

La propriété suivante est tres utile pour les développements ultérieurs.

Proposition 3.1.3 Soient X, Y € L, (Q) tels que B Y |] = —E[-Y ]

pour certains t € [0,T]. Alors on a
EX+Y |0 =E[X|Q)+E[Y[Q].

En particulier, si E[Y|Qt] = I@[—Y|Qt] = 0, alors ]E[X—i—Y]Qt] =
E[X Q] .

Preuve. Cela découle des deux inégalités suivantes :

E[X Q] +E[Y ],
o &

<
X +Y|] > BIX|Q]-E[-Y ] =E[X Q] +E[Y|Q].
Exemple 3.1.1 Pour tout a € R? fizé, s <t, on a
E[Bf — B*|Q,] = 0,E[— (B — BY) |Q,] =0
E[(Bf — BY)?|Q,] =2 (t — 5),E [~ (B — B Q] = —a%r (t — 5)

aaT “aaT

E[(Bf — BY|Q,)"] =35+ (t — 5)> B [ (B — BY|9Q,)"] = =300 (t — 5)°.
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Exemple 3.1.2 Pour tout a € R? fivée, n e N0 <t < T, X € L () et
v € Crrip(R), on a

A~

B[X¢(Bf - B) | = X'Elp(Bf — BY) 1] + X Bl (B} — BY) ]
= X'Elp(By — B)] + X E[-¢ (B — BY)].
En particulier, on a
E[X (B — BY) 4] = XTE[(Bf — BY)] + X E[— (Bf — Bf)] = 0.
Ceci, combiné avec la proposition (2.1.3) donne
E[Y +X (B — B) ] =E[Y |].Y € L ()
On a également
E[X (B} - B)' ] = X'E((Bf - BY)’] + X E [~ (B} - B})’]
[XJrazaT - XigiaT} (T - t)

et
B[X (B - B Q] = XTE[(Bf - B)™ ']+ X E[-(Bf - B)™]
= IXIB (7).
Définition 3.1.6 Un processus (M;), est appelé G—martingale (respecti-

vement, G—sur-martingale ; G—sous-martingale) si, pour toutt € [0, 00), M, €
H et pour tout s € [0,t], on a

E[M,|Q,] = M,, (resp., > M, <M,).

3.2 G—Intégrales stochastiques

Dans cette section on présente les notations de base du calcul stochas-
tique comme la construction de 'intégrale d’It6 par rapport au G—mouvement
Brownien, passant par quelques propriétés importantes qu’on aura besoin
dans ce qui suit.

Dans toute la suite 7' € R sera fixé.

Soit 7k = {O =t <th <. <th= T} une suite de subdivisions de
[0, 77, dont le pas

,u(7rk) :max{}tfﬂ—tﬂ :i:O,l,...,N—l}
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tend vers 0 lorsque k& — oo. Par abus d’écriture on écrit mp = {to, t1, ..., tn}
aulieudew?z{0:t§<t’f<...<t§“V:T}.
Soit p > 1 fixé. On considére le type de processus simples suivant : soit

N-1

yr (w) = ZS; (W) I[tj7tj+1) (t) )

=0

ol
fj ELg (Qtj) = {X]/E\:’(|X|p) <OO}7j:O71727"'7k

Soit Mg’o (0,T) T'ensemble de ces processus. L’intégrale de Bochner de
(n,) est définie par

Remarque 3.2.1 Pour tout n € Mg’o (0,7, on note

T

R L L[N
Er [n] = TE /mdt = TE ij (W)] (tji1 —t5).
0 j=0

1l est facile de vérifier que ET : Mg’o (0,7) — R constitue une espé-
rance sous-linéaire, d’ot la définition :

Définition 3.2.1 Pour tout p > 1, on note par ML (0,T) l'adhérence de
PO
M:7(0,T) sous la norme

D=

laigion = B | [ Inp e
0

Notons que MZ (0,T) un espace de Banach .

On donne maintenant la définition de I'intégrale d’'Ito.

Soit G (a) = 1 (@%at —c?a”) ou 0 < 0 < T < o0, 02 = E[B?] et
o*=-E[-B.
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Définition 3.2.2 Pour tout o € MZ°(0,T) de la forme

N-1

(073 (w) - Zgj <w> I[tj7tj+1) (t) )

=0
On définie
T N-1
I(a):= /atdBt = & (B, - By).
0

J=0

t

Notons que [ («) est complétement indépendante de G, et / asdBg

0 0<t<T
est une G—martingale.

Lemme 3.2.1 Lapplication I : MZ° (0,T) — L (Qr) est linéaire, conti-
nue et peut étre donc continuellement étendue vers I : MZ (0,T) —

L% (Qr) et on a
T

0

Preuve. D’aprés 'exemple (2.1.2) , on a pour tout j

E [5] (Btj+1 - Btj) ‘Qtj] -B [_fj (Btj+1 - Btj) }Qtj] =0,

et
T IN-1
E /OétdBt E CYtdBt -+ €N—1 (BtN — BtN—l)
0 0
tnN—1

I
&

/ adBy + E [5]\7—1 (BtN - Bthl) ‘Qthl}

0
tN-1

= E / OétdBt

0

de proche en proche on obtient (2.2). m
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Définition 3.2.3 On définit, pour n € M2 (0,T) fixé, l'intégrale stochas-

tique
T

I = [nds

0

Il est clair que (2.2) est aussi vraie pour n € Mg (0,7 .
On énumeére quelques propriétés principales de l'intégrante d’It6 par
rapport au G—mouvement Brownien.

Proposition 3.2.1 Soient n,0 € Mé (0,7) et soient 0 < s <r <t <T.
Alors otn a

'fmﬂB fmﬂB +fmﬂBm

t t
i) [ (an, +0,)dB, = afnudBu+f9udBu, si v est bornée dans L§; (Qs)

S

(i) E {X + fnudBu |QS] = E[X|Q,] pour X € L§ ().

Voici quelques propriétés de G.
Propriétés de la fonction génératrice G :
1)

G (a) = = Sup o*a, pour tout o € R

1
2g§o‘<5

2)
G(ar)=aG(x) Ya>0

3) G est une fonction croissante

4)
—2n .
UQ—na st a>0
G" (a) = O sia=0 ot G"=GoGo..oG;n>1let G'=G
~————
2—noz st <0 n—fois
5)

E (ay)ds | Yo e MZ(0,7)

&=
—
()
2
B
A
@Q
—

)
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Notons que G n’est pas convexe.
Preuve. 1)

oSi o > 0, alors a™ = a et = = 0, ainsi
G(a) = 1 (a'5® —a ¢”) = 10452 _1 sup (ao?)
2 - 2 2g§0§5 '
oSi o < 0, alors a™ =0 et @~ = —a, ainsi
1 1
G o) = jor? = s (o),

2) et 3) découlent immédiatement de 1).
4) se démontre par récurrence et en utilisant 2) et le fait que

%0452 sia >0
Gla)=< 0 sia=0
tag?sia <0
5) Selon le théoréme de Fubini qu’on a pour tout P € P :
t

EP ]G(as)ds g/EP(G(aS))ds.

0

D’autre part, pour ¢ > 0, il existe 0. 5 € [g,7] tel que

1
G(as) < 50373043 + e,

ainsi
t 1 t
B /G (ag)ds | < §/EP (02 ) ds + et
0 0
t
1
< — sup OQ/EP (cvs)ds + et
QUE[Q,E]
t
1 N
< = sup UQ/E(as)ds—l—at
2 o¢lo,3]
0
t
<

G /I/E\? (as)ds | + et,

0
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3.2.1 Processus de variation quadratique

Le processus de variation quadratique du G—mouvement Brownien est
un processus tres intéressant. On a vu que le G—mouvement Brownien
est un processus de variance incertaine mais sans une moyenne incertaine.
Cette incertitude est concentrée dans sa variation quadratique (B). Par
ailleurs (B) lui-méme est un processus de moyenne-variance.

Soit 7N, N = 1,2, ... une suite de subdivision de [0,] dont le pas tend
vers 0. On considere

N-1
2 2 2
B = X (Bh, - BY)
=0
N—-1 N-1 9
— 2Bt§.\’ (Bté‘vﬂ — Bt§v> -+ (Bt;_\r+1 — Bt§v> .
=0 =0

Comme le premier terme du membre droit de cette égalité tend vers
t
2 [ BsdBs dans LZ (2) . Le second terme doit converger vers une limite. On
0
notera cette limite par (B),, i.e.,

t
2
- Bt§y> — B2 2/Bsst. (3.3)
0

=z

(B),= Jim >~ (B,
J

Il
=)

Par la construction ci-dessus ((B),),., est un processus croissant avec
(B), = 0. OnT’appellera le processus variation quadratique du G—mouvement
Brownien B. Il est important de rappeler que (B), n’est pas un processus
déterministe, sauf le cas ou @ = g, i.e., quand (B;),., est un mouvement
Brownien classique. En effet, on a le lemme suivant

Lemme 3.2.2 Pour tout 0 < s <t <00, on a
E[(B), — (B), Q] =% (t - s) (3.4)
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E[-((B), — (B),) %] = —a® (t — 5) (3.5)

t s

Preuve. D’aprés la définition de (B) et la proposition (2.2.1) (iii), on a
t
B((B), - (B),10] = B|B:-5:-2[Bab. o,

= B[B?- B0, =% (t —s).

linégalité (2.5) peut étre prouvée de maniére analogue en utilisant le
fait que B[~ (B2 — B)|Q,] = —o*(t —s). m

Le lemme suivant est trés utile pour la suite.
Lemme 3.2.3 Pour tout s,t > 0 fivés, (B),,, —

distribuée comme (B), et est indépendant de ;.
Preuve. L’indépendance découle directement de ce fait :

(B), est identiquement

s+t s

s — (B), = Bi,— Z/BudBu — |B? - Q/BudBu
0 0
s+t

— (Buy— B, -2 / (Bu - B,)d(B. — B,)

= <Bs>t

o (B?®) est la variation quadratique du G—mouvement Brownien B =
Bivs—Bs,t>0. m

On va maintenant définir intégrale d’un processus n € M} (0,T) par
rapport a (B) . On définit d’abord 1’application

T N-1

Qur () = [nd(B), = 3¢, (B, - (B),) : M (0.7) — L ().
0 j=0

Corollaire 3.2.1 (woir [17] ) Pour tout 0 < s <t <T, on a

0’s < ((B)yy, — (B),) <7
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Proposition 3.2.2 Pour tout n € M2 (0,T) fizé, on a

2

T T T
o’E / ndt| <E / n,dB, | | <&°E / n? dt (3.6)
0 0 0

Preuve. Tout d’abord, on a

2

T C v 2
E /ntdBt = ]/F: / 771tdBt + §N—1 (BtN - BtN—l)
0
0 L
— 2 -
tnv—1
2 2
Un dBt + NN-1 (BtN - BtN—l) +
- B 0
tN-1
2 / Un dBt NIN-1 (BtN - BtNﬂ)
L 0 J
[ tN—1 2
= ]/E\:’ / ntdBt + 5?\[—1 (BtN - B151\7—1)2
| 0
[N—1
= 2
= E 25? (Bti+1 - Bti)
L =0
[N—1
- &[St (- @)
L i=0

D’apreés le corollaire (1.2.1), on a

o (tiv1 — 1) < ((B)y,,, — (B),

K3

) <7 (tia — 1)
et en multipliant membre & membre par (n?), on obtient

ot (s — 1) < 12 ((B)y,,, — (B),)) <%0} (tin — 1),

K3
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d’ot
SN, [N SN,
B o - 0| <B| Tt (B),, - 0),)| <B[ S (s - 00
par suite
2
T T T
oK /nfdt <E /ntdBt <7E /nfdt
0 0 0
||
Lemme 3.2.4 Pour tout n € M} (0,T),
T
B(Qur () < 7B | [ Inat (3.7)
0

Ainsi Qo (n) : MY (0,T) — L& (Q7) est une application linéaire
continue. Par conséquence ()y r peut étre étendue uniquement vers M LE(0,T).
On notera encore cette application par

T
(B, = Qo @) pour € M3 (0.7).
0
De méme, on a
T T
B (| [nd(B)|| <oB | [Inldt| powr ne sy .1
0 0

Proposition 3.2.3 Soient 0 < s <t,£ € L% () et X € L (). Alors
E[X +¢(B2-BY)] = B[X+¢(B, - By’
= BIX+£((B),— (B),)].
Preuve. D’aprés (2.3) et la proposition (3.2.1) (i) on a
t
E[X+¢(B?-BY)] = E|X+¢ Bt—Bs+2/BudBu

s

= E[X +¢(B — B,)]
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On a également
E[X+¢(B?-BY)] = B[X+¢{(B— B,)’+2(B; — B,) B,}]
E[X +¢(B; — By)’]

Comme dans le cas classique on a l'isométrie suivante :

Proposition 3.2.4 Soit n € M2 (0,T). Alors

T 2 T
B || [uas ) | =B [ (3.8)
0 0

Preuve. On considére d’abord n € MZ (0,T) de la forme
ZS I[t tj+1 )

T N-1
et donc [n,dB, = > &; (Bt,,, — By,) . D’apreés la proposition (3.1.3),
0 j=0

on a

E[X +2¢; (Bi,,, — Bi,) & (Buyy — Bi)] =E[X] pour X € L5 (Q) eti#j

Ainsi,
R r ? RS 2 _[N-1 )
B /ntdBt =B (Z@ (Btj+1 - Btj)) =K Zgjz (Btyﬂ Bta)
j=0 Jj=0

0

alors, il résulte de la proposition (2.2.3) que

T 2

E /ntdBt =E
0

N—-1

2532 (<Btj+1> B <Btj>)

j=0

Ainsi (2.8) est vraie pour n € MZ"(0,T). On peut étendre continuel-
lement [’égalité ci-dessus dans le cas ot n € MZ(0,T), (2.8) en résulte.
m
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Le lemme suivant joue un role crucial dans la suite.

Lemme 3.2.5 Pour tout o, 3 € MZ(0,T) on a

26| [B-apydt| <BU@1(6) <26 | [Blasyit] ©9)

Preuve. Soit
N-1 N-1
Qi (W) = kzoak (w) ][tk,tk+1)<t)v Bt (w) = kzoﬁk (w) I[tkatk+l)(t>'

D’apres la définition de I'intégrale d’Itd et en utilisant des arguments stan-
dard de la G—analyse stochastique, on peut écrire

Tn-1 Tn-1

B(I(a)I(8)) =B / 0.dB, / B.4B, + ax- 1By (Buy — Buy )|
0

0

et en répétant cette procédure on obtient

E(I(@)I(3) = E i:aiﬁi (B, — B,)’

- B Zazﬁ( oy — (B >)]

D’autre part, on a

o (s = 1) < (B, = (B),,) <7 (tsn — 1),

et en multipliant par «;(,, puis en sommant par rapport a i, on obtient

o’ Z a;B3; (tiy1 — ;)45 Z iB; (tiy1 — 1) Zazﬁ ( ey — (B >t>

azﬂizﬂ aiﬁigo

(3.10)
et
Z&zﬁ < toa — (B) ) <o’ Z a;f; (tig1 — ti)+0” Z a;fB3; (tiv1 — i) .
a;B;> @if; <
0 0 (3.11)

49



CHAPITRE 3. G—MOUVEMENT BROWNIEN ET
G—INTEGRALE D’ITO

Le premier membre de (2.10) est égal a

N N
QQZ (—aiBy) (tisn — i) — 522 (_aiﬁi)Jr (tis1 —ti)
=0 =0

N

— —QZG (—ai3;) (tiv1 — ;)
=0
T

— 2fcap)ds

0
et par le méme argument, le second membre de (2.11) devient

T

2 [ (0,6 ds.

0

de sorte que

_2[(; (—a,B,)ds < gai@ (B, —(B),) < 2[(; (@B, ds,

Enfin, on obtient

T T
—2E /G (—ouB)dt | <E(I(a)I(B))<2E /G (cuf3,) dt
0 0
La formule (2.9) résulte par la propriété 5) de G. =

3.2.2 (G —formule d’Ito6

Dans cette partie, on donne la G—formule d’Ito6.

Définition 3.2.4 On appelle G—processus d’Ité (cas 1—dimension) tout
processus de la forme

t t t

X=Xy + /asds + /ﬁSdBS + /nsd(B)s, te[0,7]
0

0 0

ou Xo € LL(Qr), et o, 8 et n sont des processus bornés dans MZ(0,T).
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On donne maintenant la G—formule d’It6 dans un cadre général. Soit
X; = (X}, ..., X") un G—vecteur processus d’It6 au sens que

t t t

Xy =X{+ /a?ds+/ﬁZst + /nZd(B)S, tel0,7T], v=1,2,...,n

0 0 0

Théoréme 3.2.1 (La G—formule d’It6) Soit ® une fonction de classe C*
sur R" de telle sorte que 8;%(1) satisfait la condition de croissance poly-
nomiale pour v, = 1,2,..n. On suppose que o, 3" et n*, v = 1,2,...n
sont des processus bornés de MZ(0,T). Alors, pour tout s,t > 0 on a dans
1%, (0)

t

(X)) — +Z / 0y, ® (X.) adu + / 0y, @ (X.) 3 dB,

+/ > 0., (X,) Z - (872
v=1

d(B),.

Vy 1

Preuve. ci-dessous, on peut supposer que « est borné, puisque le cas gé-
néral suit par 'argument de troncature d’habitude.
Pour simplifier les formules on utilise les notations suivantes

]oﬂ (s)d(B). = / 02d (B) ]a (s)dB (5) = / adB.

Ecrivons n > 1

Pon (1) = hay (/ o’d (B) ,/adB) (3.12)
= > (-D'm (/adB)Zn% </a2d(B>)k,

0<k<n

ol hs, est le polynéme d’Hermite de degré 2n. m
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Conclusion

En conclusion le G-mouvement brownien a une nouvelle structure tres
riche et intéressante qui généralise celui du classique non triviale, et la G-
espérance est intrinséque dans le sens ou elle n'est pas définie sur un
espace de probabilité donné. Cela nous donne espoir de développer
d'avantage I'analyse stochastique.
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