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 ملخص 
 

 

في هذه المذكرة, سوف ندرس وجود الحل الإيجابي لمشكل المعادلات التفاضلية ذات الرتبة      

 الرابعة في النقطة التالية 

𝑢’’’’(𝑡) + 𝑓(𝑢(𝑡)) = 0, 𝑡 ∈ (01), 

 مع 

𝑢’(0) = 𝑢’(1) = 𝑢’’(0) = 0 , 𝑢(0) = ∫ 𝑎(𝑠)𝑢(𝑠)𝑑𝑠.
1

0

 

جب باستعمال نظرية النقطة الثابتة على مخروط و الشرط لبرهنة وجود على الاقل حل مو  

 

نظرية النقطة الثابتة لكاسنسلسكي, مشكل ذات الرتبة الحل الإيجابي,  :الكلمات المفتاحية 

 الرابعة, وجود, مخروط .

 

 



Résumé

Dans cemémoire, on étudie l’existence de la solution positive pour le problème
d’éqution différentielle d’ordre quatre à deux point suivant

u′′′′(t) + f (u(t)) = 0, t ∈ (0, 1),

avec

u′(0) = u′(1) = u′′(0) = 0, u(0) =
1∫

0

a(s)u(s)ds.

Par l’utilisation du théorème du point fixe sur le cône et des conditions suffisante
on démontre l’existence d’au mois une solution positive.

Mots clés : Solution positive, théorème de point fixe deKrasnoselskii, problème
d’ordre quatre, existence, cône.
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Abstract

In this paper, we study the existence of positive solutions for a nonlinear fourth-
order two-point boundary value problem

u′′′′(t) + f (u(t)) = 0, t ∈ (0, 1),

avec

u′(0) = u′(1) = u′′(0) = 0, u(0) =
1∫

0

a(s)u(s)ds.

By using Krasnoselskii’s fixed point theorem on cones, sufficient conditions for the
existence of at least one positive solutions are obtained.

Key words and phrases : Positive solutions, Krasnoselskii’s fixed point theo-
rem, fourth-order integral boundary value problems, existence, cone.
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Notations

N : Ensemble des nombres entiers positive.

R : Ensemble des nombres réels.

R+ : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

Rn : Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.

C : Ensemble des nombres complexes.

∥ . ∥: Norme.

(E, d) : Espace métrique.

G(t, s) : Fonction de Green.
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Chapitre 1
Introduction

Les équations différentielles ordinaires du quatrième ordre represente généra-
lement des modèles de flexion ou de déformation des poutres élastiques, et ont
donc des applications importantes en ingénierie et en sciences physiques. Récem-
ment, les problèmes de valeurs aux limites à deux points et multipoints pour les
équations différentielles non linéaires du quatrième ordre ont reçu beaucoup d’at-
tention de la part de nombreux auteurs. De nombreux auteurs ont étudié l’équation
du faisceau sous plusieurs conditions aux limites et par différentes approches.
En 2009, J. R. Graef, J. Henderson et B. Yang [5] considère le problème des valeurs
limites en trois points du quatrième ordre suivant

u′′′′(t) = g(t) f (u(t)), t ∈ (0, 1),

avec les conditions aux limites
u(0) = u′(0) = u′′(β) = u′′(1) = 0.

En 2006, D. R. Anderson et R. I. Avery [1] ont étudié le problème à valeurs aux
limites à quatre points du quatrième ordre suivant

u′′′′(t) + f (u(t)) = 0, 0 < t < 1,

avec
u(0) = u′(q) = u′′(r) = u′′′(1) = 0.

En 2014, Xiaorui Liu et Dexiang Ma [9], ont considéré le problème aux limites à
deux points du troisième ordre

u′′′(t) + f (u(t) = 0, 0 < t < 1,

1



Chapitre 1. Introduction 2

avec

u′(0) = u′(1) = 0, u(0) =
1∫

0

k(s)u(s)ds,

Dans ce travail, nous étudions l’existence de solutions positives d’un problème
aux limites non linéaire à deux points pour l’équation différentielle du quatrième
ordre suivante

u′′′′(t) + f (u(t)) = 0, t ∈ (0, 1), (1.1)
avec

u′(0) = u′(1) = u′′(0) = 0, u(0) =
1∫

0

a(s)u(s)ds, (1.2)

où

(H1) f ∈ C([0, ∞), [0, ∞)),

(H2) a ∈ C([0, 1], [0, ∞)) et 0 <
1∫

0
a(s)ds < 1.

Le but de ce travail est d’établir des conditions suffisantes pour l’existence d’au
moins une solution positive du (1.1) et (1.2). Nous allons d’abord construire la
fonction de Green pour le problème aux limites linéaire associé, puis on détermine
les propriétés de la fonction de Green pour le problème aux limites linéaire as-
socié. Enfin, les résultats d’existence pour au moins une solution positive pour le
problème ci-dessus sont établis lorsque f est superlinéaire ou souslinéaire. Comme
applications, quelques exemples intéressants sont présentés pour illustrer les prin-
cipaux résultats.

Cette mémoire est présentée en trois chapitres

Chapitre 01 : Une introduction générale.

Chapitre 02 : Dans ce chapitre on rappel quelques définitions et théorèmes
utiles pour la suite de cette mémoire.

Chapitre 03 : Ce chapitre contient les principaux résultat de notre mémoire.

A. HACINI: ahmedtaguida@gmail.com



Chapitre 2
Préliminaires et rappels

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions nécessaires pour mieux com-
prendre ce manuscrit.

2.1 Notions Préliminaires

2.1.1 Les espaces métriques

Définition 2.1.1 Soit E un ensemble non vide. Une distance (ou métrique) sur E est une
application d : E × E → R+ vérifiant pour tout x, y et z de E

1. d(x, y) = 0 si et seulement si x = y,
2. d(x, y) = d(y, x) (symétrie),
3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Exemple 2.1.1 d(x, y) = |x−y|
1+|x−y| est une distance sur R, car pour tout x, y ∈ R on a

1. d(x, y) = 0 ⇔ |x−y|
1+|x−y| = 0 ⇔ |x − y| = 0 ⇔ x = y.

3



Chapitre 2. Préliminaires et rappels 4

2. d(x, y) = |x−y|
1+|x−y| =

|y−x|
1+|y−x| = d(y, x).

3. On remarque que la fonction F : [0,+∞[→ [0,+∞[ définie par F(x) =
x

1 + x
est

croissante. En particulier, en utilisant aussi l’inégalité triangulaire pour la valeur
absolue, on a

d(x, z) = F(|x − z|) ≤ F(|x − y|+ |y − z|),

mais

F(|x − y|+ |y − z|) =
|x − y|

1 + |x − y|+ |y − z| +
|y − z|

1 + |x − y|+ |y − z|

≤ |x − y|
1 + |x − y| +

|y − z|
1 + |y − z|

≤ d(x, y) + d(y, z),

ainsi, on a bien démontrer que d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Définition 2.1.2 On dit que deux distances d1, d2 sur un ensemble E sont équivalentes
s’il existe deux constantes réelles β ≥ α > 0 telles que

αd1(x, y) ≤ d2(x, y) ≤ βd1(x, y),

pour tout x, y ∈ E.

Exemple 2.1.2 Soit (di)1≤i≤p une famille finie de p distances sur Ei, on pose

E =
p

∏
i=1

Ei,

et on définit sur le produit cartésien E × E deux distances comme suit

D1(x, y) = sup
1≤i≤p

di(xi, yi), D2(x, y) =
p

∑
i=1

di(xi, yi),

pour tout x = (x1, x2, ..., xn) et y = (y1, y2, ..., yn) de E. On a

sup
1≤i≤p

di(xi, yi) ≤
p

∑
i=1

di(xi, yi) ≤ p sup
1≤i≤p

di(xi, yi),

donc
D1(x, y) ≤ D2(x, y) ≤ pD1(x, y).

Alors D1 et D2 sont équivalentes, telles que α = 1, β = p.

A. HACINI: ahmedtaguida@gmail.com



Chapitre 2. Préliminaires et rappels 5

Définition 2.1.3 On appelle espace métrique tout ensemble non vide E muni d’une dis-
tance d. Cet espace sera noté par (E, d).

Exemple 2.1.3 L’espace C([0, 1], R) et dit métrique, lorsqu’il est muni d’une des distances
suivantes

1. d1( f , g) =
∫ 1

0
| f (t)− g(t)|dt.

2. d2( f , g) =
(∫ 1

0
[ f (t)− g(t)]2dt

) 1
2

.

3. d∞( f , g) = max
t∈[0;1]

| f (t)− g(t)|.

Définition 2.1.4 Une partie S d’un espace métrique (E, |·|) est dite bornée s’il existe une
constante L < ∞ telle que |x| ≤ L pour tout x ∈ S. Une fonction f est dite bornée si son
image est une partie bornée de E.

2.1.2 Suites dans les espaces métriques

Définition 2.1.5 (La convergence) Soit (E, d) un espace métrique. On dit qu’une suite
(xn)n∈N dans E converge vers un point l ∈ E, si pour tout ε > 0 il existe Nε ∈ N tel que

d(xn, l) < ε, pour tout n ≥ Nε.

On écrit lim
n→+∞

xn = l ou xn → l.

Proposition 2.1.1 Toute suite convergente est bornée.

Preuve. Supposons que la suite (Un)n∈N converge vers l, il existe alors Nε ∈ N tel
que pour tout entier naturel n

n ≥ Nε ⇒ |Un − l| ≤ 1,

alors ∀n ≥ Nε on a
|Un| = |Un − l + l|

≤ 1 + |l| ,

A. HACINI: ahmedtaguida@gmail.com



Chapitre 2. Préliminaires et rappels 6

on a donc |Un| ≤ 1 + |l|. Notons M = max(|U0| , |U1| , · · · , |UNε−1| , 1 + |l|). Donc
∀n ∈ N, |Un| ≤ M.

Par conséquent, la suite (Un)n∈N est bornée.

Définition 2.1.6 (La continuité) Soient (E, dE) et (F, dF) deux espaces métriques, f
une application de E dans F, et a un point de E, on dit que f est continue en a si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ E, dE(x, a) < δ ⇒ dF( f (x), f (a)) < ε.

Si l’application f est continue en tout point a de E, on dit qu’elle est continue sur E ou tout
simplement continue.

Proposition 2.1.2 Soient (E, dE) et (F, dF) deux espaces métriques, et f une application
de E dans F. Les deux assertions suivantes sont équivalentes

1. f est continue en un point a ∈ E.
2. Pour toute suite (xn)n∈N de E converge vers a, la suite ( f (xn))n∈N converge vers

f (a).

Définition 2.1.7 (La continuité uniforme) Soient (E, dE) et (F, dF) deux espaces mé-
triques. Une application f : E → F est dite uniformément continue si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, y ∈ E, dE(x, y) < δ ⇒ dF( f (x), f (y)) < ε.

δ ne dépend que de ε.

Remarque 2.1.1 Il est clair que la continuité uniforme sur E implique la continuité sur E.
Par contre, la réciproque est fausse.

Exemple 2.1.4 L’application x 7→ x2 est continue sur R mais elle n’est pas uniformément
continue sur R.

Définition 2.1.8 (Familles équicontinues) Soit U un intervalle de R et soit ( fn)n∈N

une suite de fonctions avec fn : U → RP. On dit que ( fn)n∈N est équicontinue si pour
tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que si t1, t2 ∈ U et |t1 − t2| < δ, alors | fn(t1)− fn(t2)| < ε
pour tout n ∈ N.
Autrement dit, toutes les fonctions ( fn)n∈N sont continues sur I, et elles sont continues "
de la même façon ".

A. HACINI: ahmedtaguida@gmail.com



Chapitre 2. Préliminaires et rappels 7

Exemple 2.1.5 On considère la suite de fonctions

fn(t) = sin
(√

t + 4(nπ)2
)

, t ∈ [0, ∞[.

• Pour t ≥ 0 fixé, alors

fn(t) = sin
(√

t + 4(nπ)2
)

= sin

(
2nπ

√
1 +

t
4n2π2

)

= sin
(

2nπ

(
1 +

1
2
× t

4n2π2 + o
(

1
n

)))
= sin

(
2nπ +

t
4nπ

+ o
(

1
n

))
= sin

(
t

4nπ

)
+ o

(
1
n

)
.

Donc quand n → +∞ alors fn(t) → 0, donc ( fn) converge simplement vers 0.
• Pour n ≥ 1 ∣∣ f ′n(t)∣∣ =

1
2

1√
t + 4n2π2

cos
√

t + 4n2π2

≤ 1
4π

.

Pour t ≥ 0 fixé et ε > 0 donné, on pose η = 4πε alors par l’inégalité des accrois-
sement finis

∀n ≥ 1,
∣∣t − t′

∣∣ < η ⇒
∣∣ fn(t)− fn(t′)

∣∣ ≤ 1
4π

(t − t′) < ε.

Donc ( fn) est une famille équicontinue.

Définition 2.1.9 (Suites de Cauchy) On dit qu’une suite (xn)n∈N dans un espace mé-
trique (E, d) est de Cauchy si

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀n, m ∈ N : n > m ≥ Nε ⇒ d(xn, xm) < ε.

On écrit alors

d(xn, xm) −→ 0
n, m → +∞.

A. HACINI: ahmedtaguida@gmail.com



Chapitre 2. Préliminaires et rappels 8

Exemple 2.1.6 Onmunit l’espace C([0, 1], R) par la distance fondamentale d1 et on consi-
dère les suites ( fn)n∈N définies par

fn(x) = min
(

n,
1√
x

)
=


n, si 0 ≤ x ≤ 1

n2 ,

1√
x

, si 1
n2 ≤ x ≤ 1.

Soit ε > 0, pour tout n et m de N∗, avec n > m, on a

d1( fn, fm) =
∫ 1

0
| fn(x)− fm(x)| dx

=
∫ 1

n2

0
(n − m)dx +

∫ 1
m2

1
n2

(
1√
x
− m)dx +

∫ 1

1
m2

(
1√
x
− 1√

x
)dx

= (
1
n
)− (

m
n2 ) + 2(

1
m

− 1
n
)− m(

1
m2 − 1

n2 )

=
1
m

− 1
n

<
1
m

.

.

Donc, en prend Nε =

[
1
ε

]
+ 1, on trouve que

n > m ≥ Nε ⇒ d( fn, fm) < ε.

Proposition 2.1.3 Toute suite convergente d’un espace métrique (E, d) est de Cauchy.

Remarque 2.1.2 Il y a des suites de Cauchy qui ne convergent pas comme la suite
(

1 − 1
n

)
n∈N∗

est de Cauchy dans l’espace ]− 1, 1[, mais cette suite est convergente dans R vers 1 dont
1 /∈]− 1,+1[.

2.1.3 Les espaces complets

Définition 2.1.10 Ondit qu’un espacemétrique (E, d) est complet si toute suite de Cauchy
de E est convergente dans E.

A. HACINI: ahmedtaguida@gmail.com



Chapitre 2. Préliminaires et rappels 9

Exemple 2.1.7 (RN, |·|), (CN, |·|) sont des espaces complets.

Exemple 2.1.8 (QN, |·|) n’est pas complet, on prend par exemple la suite
(

1 +
1
n

)n
qui

converge vers e mais e /∈ QN.

2.1.4 Les espaces de Banach

Définition 2.1.11 Un espace vectoriel (E,+, .) est un espace normé si pour tout x, y ∈ S
il existe une fonction continue de E dans R+ vérifiant

1. ∥x∥ = 0 si et seulement si x = 0,
2. ∥λx∥ = |λ| ∥x∥, λ ∈ K (K = R ou C), et
3. ∥x + y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

Exemple 2.1.9 Soit E = Mn(R), si A est dans E, on pose A = (aij)1≤i,j≤n alors

∥A∥∞ = sup
1≤i,j≤n

|aij|,

définit une norme sur E.

Exemple 2.1.10 L’espace C([0, 1], R) et dit normé, lorsqu’il est muni d’une des normes
suivantes

1. ∥ f ∥∞ = sup
t∈[0,1]

| f (t)|. (La norme de la convergence uniforme)

2. ∥ f ∥1 =
∫ 1

0
| f (t)| dt.

3. ∥ f ∥2 =

√∫ 1

0
[ f (t)]2dt.

A. HACINI: ahmedtaguida@gmail.com



Chapitre 2. Préliminaires et rappels 10

Remarque 2.1.3 Un espace normé est un espace métrique dont la distance est définie par

d(x, y) = ∥x − y∥ .

Cependant, un espace métrique est toujours un espace normé même s’il possède une struc-
ture vectorielle car une distance n’est pas souvent associée à une norme.

Définition 2.1.12 On dit que deux normes ∥· ∥1, ∥· ∥2 sur un ensemble E sont équiva-
lentes s’il existe deux constantes réelles β ≥ α > 0 telles que

α ∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ β ∥x∥1 , pour tout x ∈ E.

Définition 2.1.13 Un espace de Banach est un espace normé complet pour la distance as-
sociée à sa norme.

Exemple 2.1.11 Soit E = C([a, b], Rn) l’espace des fonctions continues de [a, b] dans Rn.
Le nombre

∥ f ∥ = max
a≤t≤b

| f (t)| ,

où |·| est la norme dans Rn, définit une norme rendant (E, ∥·∥) un espace de Banach.

Exemple 2.1.12 On note l’espace des suites multiples bornées

l∞(ZN) =

{
x : ZN → K, sup

k∈ZN
|x(k)| < ∞

}
,

et pour tout x ∈ l∞(ZN), on pose

∥x∥∞ = sup
k∈ZN

|x(k)| < ∞.

Alors l∞(ZN) muni de la norme ∥·∥∞ est un espace de Banach.
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2.1.5 La convexité

Définition 2.1.14 Un sous-ensemble S de R est dit convexe si pour tout x, y ∈ S et pour
tout λ ∈ [0, 1], on a

λx + (1 − λ)y ∈ S.

Définition 2.1.15 (La fonction convexe) Soit f une fonction de R dans R définie sur
un intervalle I de R. On dit que f est convexe sur I si pour tout x, y de I et tout λ ∈ [0, 1],
on a

f (λx + (1 − λ)y) ≤ λ f (x) + (1 − λ) f (y).

Exemple 2.1.13 La fonction x → |x| est convexe sur R car si λ ∈ [0, 1], alors

|λx + (1 − λ)y| ≤ |λx|+ |(1 − λ)y|
= λ |x|+ (1 − λ) |y| .

2.1.6 La compacité

Définition 2.1.16 Soit (S, d) un espace métrique. Un sous ensemble M de S est dit com-
pact si et seulement si de tout recouvrement ouvert de M on peut extraire un sous recouvre-
ment fini. D’une manière équivalente, un sous ensemble M de S est compact si et seulement
si tout suite de M admet une sous suite convergente dans M.

Définition 2.1.17 (relativement compacte) Soit (E, d) un espace métrique. Une partie
A de E est dite relativement compacte dans (E, d) si la ferméture Ā de A est compacte.

Définition 2.1.18 un opérateur T : E → E est complètement continues s’il est continues
et transforme des ensembles bornés à des ensembles relativement compacts.

Définition 2.1.19 Soit ( fn) une suite de fonctions réelles fn : [a, b] → R, a, b ∈ R. ( fn)
est uniformément bornée sur [a, b] s’il existe un l > 0 tel que

| fn(t)| ≤ l, ∀t ∈ [a, b].
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Définition 2.1.20 Soit M un sous ensemble de E = C([a, b], R), M est dit équicontinu
si et seulement si

∀ε > 0, ∀x ∈ [a, b], ∃δ > 0, ∀y ∈ [a, b],
∥x − y∥ < δ ⇒ ∀ f ∈ M, | f (x)− f (y)| < ε.

2.2 Théorèmes de point fixe

2.2.1 Rappel et quelques notions sur la théoire de
point fixe

Aujourd’hui la théorie dupoint fixe se rencontre pratiquement dans tous les do-
maines de la recherche en mathématiques et spécialement quand on étudie l’exis-
tence et l’unicité de la solution d’une équation différentielles.

L’objectifs de notre travail est d’exposer cette méthode de point fixe et d’expli-
quer, par des exemples concrets, ses applications et illustrer quelques avantages
d’appliquer le principe de l’application contractante et le théorème de point fixe de
Schauder.

Définition 2.2.1 (Point fixe) Soit A une application d’un ensemble X dans lui même.
On appelle point fixe de A tout point y tel que Ay = y. S’il existe un tel y on dit que A
possède un point fixe, ce qui est équivalent à dire que l’équation Ax − x = 0 possède une
solution.

Définition 2.2.2 Étant donnés deux espaces métriques (X, d) et (Y, ρ) et une application
A : X → Y. Alors

1. A est k-Lipschitzienne si ∀y, v ∈ X, ρ(A(y), A(v)) ≤ kd(y, v),
2. si k = 1, A est dite non-expansive,
3. si k < 1, A est dite contractante,
4. A est contractive si ∀y, v ∈ X, y ̸= v, ρ(A(y), A(v)) < d(y, v).
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et on a les implications suivantes

A contractante sur X =⇒ A contractive sur X =⇒
A non-expansive sur X =⇒ A 1-lipschitzienne sur X =⇒
A uniformément continue sur X =⇒ A continue sur X.

Proposition 2.2.1 Soit (X, d) un espace métrique et soit A une application A : X −→ X.
Si A est contractive sur X, elle ne peut avoir qu’un seul point fixe.

2.2.2 Théorème du Point Fixe de Banach

Théorème 2.2.1 ([12]) Soit (E, ∥·∥E) un espace de Banach et T : E → E une application
contractante de constante k ∈ [0, 1[. Alors il existe un point unique x ∈ E tel que T(x) = x.

Remarque 2.2.1 Si A est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une contrac-
tion) mais l’une de ces itérées AP est une contraction, alors A a un seul point fixe.

En effet, soit x l’unique point fixe de AP on a
AP(A(x)) = A(Ap(x)) = A(x),

ce qui convient à dire que A(x) est aussi un point fixe de AP et grâce à l’unicité
A(x) = x. Ce résultat est valable pour tous les types de contractions qui assurent
l’unicité du point fixe.

2.2.3 Théorème de point fixe de Schauder

Théorème 2.2.2 ([12]) Soit M un sous ensemble convexe fermé borné et non vide d’un
espace de Banach E et T : M → E une application compacte. Alors T possède un point
fixe.

Remarque 2.2.2 Si M est compact et convexe, il suffit que T soit continue pour avoir un
point fixe pour T.
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2.2.4 Théorème de point fixe de Krasnoselskii

Théorème 2.2.3 ([12]) Soit M un sous ensemble convexe fermé non vide d’un espace de
Banach (E, ∥·∥). On suppose que A, B : M → E sont deux applications satisfaisant

1. Ax + By ∈ M, ∀x, y ∈ M,
2. A est complètement continue,
3. B est une application contractante.

Alors il existe z ∈ M avec z = Az + Bz.

Preuve. D’une part, la 3ème condition donne
∥(I − B)(x)− (I − B)(y)∥ = ∥(x − y)− (Bx − By)∥

≤ ∥x − y∥+ ∥Bx − By∥
≤ ∥x − y∥+ k ∥x − y∥
≤ (1 + k) ∥x − y∥ , (2.1)

et d’autre part
∥(I − B)(x)− (I − B)(y)∥ = ∥(x − y)− (Bx − By)∥

≥ ∥I(x − y)∥ − ∥Bx − By∥
≥ ∥x − y∥ − k ∥x − y∥
≥ (1 − k) ∥x − y∥ . (2.2)

De (2.1) et (2.2), il résulte que
(1 − k) ∥x − y∥ ≤ ∥(I − B)(x)− (I − B)(y)∥ ≤ (1 + k) ∥x − y∥ .

Cette double inégalitémontre que (I − B) : M → (I − B)M est continue et bijective.
Donc, (I − B)−1 existe et elle est continue. Posons U = (I − B)−1A, il est clair que
U est une application compacte, puisque U est une composition d’une application
continue et une application compacte. En vertu du théorème de Schauder, U admet
un point fixe, c’est à dire

∃x ∈ M, (I − B)−1Ax = x,

ceci équivaut à dire
Ax + Bx = x,

et la preuve est achevée.
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2.3 Théorème d’Ascoli-Arzelà

Ci-dessous on rappelle un outil classique et puissant pour montrer qu’une par-
tie de l’espace des fonctions continues sur un compact est relativement compacte.

Théorème 2.3.1 (d’Ascoli-Arzelà) Soit C([a, b], R), −∞ < a < b < +∞, l’espace de
fonctions continues définies sur le compact [a, b] et à valeurs réelles muni de la norme

∥u∥ = max
a≤t≤b

|u(t)| .

Une partie F de C([a, b], R) est relativement compacte dans C([a, b], R) si et seulement si
elle est uniformément bornée et équicontinue.

Définition 2.3.1 Soit X et Y deux espaces vectoriels normés et Ω un sous ensemble de X.
i) Une application continue A : X → Y est dite compacte si lorsque Ω est borné

implique A(Ω) est relativement compact, c’est à dire A(Ω) est compact. C’est à
dire si pour toute suite bornée (xn) dans X, la suite A(xn) possède une sous suite
convergeant dans Y,

ii) A est dite complètement continue si elle est compacte et continue.

Exemple 2.3.1 Soit g : [0, 1]× R → R une application continue, considérons l’équation
intégrale

u(t) →
∫ t

0
g(s, u(s))ds, t ∈ [0, 1],

alors l’opérateur de Hammerstein

G : C([0, 1]) −→ C([0, 1])
u 7→ Gu,

tel que

Gu(t) =
∫ t

0
g(s, u(s))ds,

est compact.
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Preuve. Soit l’ensemble A = {g ∈ C([0, 1]), ∥g∥ ≤ M}. Comme g est continue et
bornée, alors

|Gu(t)| =

∣∣∣∣∫ t

0
g(s, u(s))ds

∣∣∣∣
≤

∫ t

0
|g(s, u(s))| ds

≤ M
∫ t

0
ds

≤ M,

∀t ∈ [0, 1]. Donc G est borné. Maintenant on va montrer que G est équicontinu. On
a

|Gu(t1)− Gu(t2)| =

∣∣∣∣∫ t1

0
g(s, u(s))ds −

∫ t2

0
g(s, u(s))ds

∣∣∣∣
≤

∫ t2

t1

|g(s, u(s))| ds

≤ M
∫ t2

t1

ds

≤ M |t2 − t1| .

Donc, pour tout ε > 0, il existe δ <
ε

M
tel que, pour tout t1, t2 ∈ [0, 1], |t2 − t1| < δ

alors
|Gu(t1)− Gu(t2)| ≤ Mδ < ε,

d’où l’équicontinuité de G. D’après le théorèmed’Ascoli-Arzelà, G est compact dans
A.

2.4 Fonction de Green pour le problème aux limites

On considère les équations différentielles de Sturm-Liouville linéaires sur un
intervalle [a, b] de R.

(H) :
(

py
′
)′

+ qy = 0, (NH) :
(

py
′
)′

+ qy = f ,

où f , q ∈ C ([a, b]) et p ∈ C1([a, b]), associées aux conditions aux bords homogènes
et non homogènes

(CB)h

{
α1y

′
(a) + α2y

′
(a) = 0,

β1y (b) + β2y
′
(b) = 0.
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(CB)nh

{
α1y (a) + α2y

′
(a) = γ,

β1y (b) + β2y
′
(b) = δ.

où γ, δ, αi, βi (i = 1, 2) sont des constantes réelles telles que |α1|+ |α2| , |β1|+ |β2| ̸=
0.

Théorème 2.4.1 Supposons que le problème (H) − (CB)h admet pour unique solution
la solution triviale nulle. Alors il existe une unique fonction G = G(x, y) (dite fonction
de Green), telle que pour toute fonction f , la solution y du problème homogènes (NH)−
(CB)h S’écrit d’une manière unique sous la forme

y(x) =
b∫

a

G (x, y) f (y) dy.

De pius, G vérifiée les propriétés suivanntes

1. G est continue sur [a, b]2 .

2. G est symétrique i.e. G (x, y) = G (y, x) , ∀x, y ∈ [a, b] .

3. ∂G
∂X (x, y) est continue pour tout x ̸= y.

4. La fonction partielle x 7−→ G (x, y) est solution de l’équation (H) por tout x ̸= y.

5. La fonction partielle x 7−→ G (x, y) vérifiée les conditions (CB)h pour tout y ∈
[a, b] .

Exemple 2.4.1 Considérons le problème aux limites du second ordre

(p)
{

−u′′(t) = f (u(t)), 0 < t < 1,
u(0) = u(1) = 0.

où u(0) et u(1) des conditions initiales de problème (p). Le problème (p) est équivalent à
l’équation intégrale

u (t) =
1∫

0

G (t, s) f (u (s)) ds.

où la fonction de Green G : [0, 1]× [0, 1] → R est donnée par

G (t, s) =


t (1 − s) , 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

s (1 − t) , 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,
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La fonction de Green associée au probléme (p) a les propiétés suivantes
1. G (t, s) ≥ 0, ∀t, s ∈ [0, 1] .

2. G (t, s) ≤ s (1 − s) < 1, ∀t, s ∈ [0, 1] .

3. G (t, s) ≥ 1
4 s (1 − s) , ∀t ∈

[
1
4 , 3

4

]
et ∀s ∈ [0, 1] .

4.
1∫

0

G (t, s) ds = t(1−t)
2 ≤ 1

8 , ∀t ∈ [0, 1] .

5.
1∫

0

∂
∂t G (t, s) ds ≤ 1

2 , ∀t ∈ [0, 1] .
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Chapitre 3
Solutions positives d’un problème de
valeur aux limites intégrale non
linéaire du quatrième ordre

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence de solutions positives d’un pro-
blème aux limites non linéaire à deux points pour l’équation différentielle du qua-
trième ordre suivante

u′′′′(t) + f (u(t)) = 0, t ∈ (0, 1),

avec

u′(0) = u′(1) = u′′(0) = 0, u(0) =
1∫

0

a(s)u(s)ds.

3.1 Solutions positives

Nous allons considérer l’espace de Banach C([0, 1]) muni de la norme supe-
mum

∥u∥ = sup
t∈[0,1]

|u(t)| .
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Pour prouver certains de nos résultats, nous utiliserons le théorème du point
fixe suivant, qui est dû au théorème de Krasnoselskii [8].

Définition 3.1.1 Soit E un espace de Banach réel. A ensemble convexe, fermé non vide,
K ⊂ E un cône s’il satisfait les deux conditions suivantes

1. x ∈ K, λ ≥ 0 implique λx ∈ K.
2. x ∈ K, −x ∈ K implique x = 0.

Théorème 3.1.1 ([8]) Soit E un espace de Banach, et soitK ⊂ E, être un cône. Supposons
que Ω1 et Ω2 sont des sous-ensembles ouverts de E avec 0 ∈ Ω1, Ω1 ⊂ Ω2 et soit A :
k ∩ (Ω2\Ω1) → K un opérateur complètement continu tel que

(i) ∥Au∥ ≤ ∥u∥, u ∈ K ∩ ∂Ω1, et ∥Au∥ ≥ ∥u∥, u ∈ K ∩ ∂Ω2 ; ou

(ii) ∥ Au ∥≥∥ u ∥, u ∈ K ∩ ∂Ω1, et ∥ Au ∥ ≤∥ u ∥, u ∈ K ∩ ∂Ω2.
Alors A possède un point fixe dans k ∩ (Ω2\Ω1).

Considérons le problème à valeur limite en deux points
u′′′′(t) + y(t) = 0, t ∈ (0.1), (3.1)

avec

u′(0) = u′(1) = u′′(0) = 0, u(0) =
1∫

0

a(s)u(s)ds. (3.2)

Lemme 3.1.1 ([2]) Le problème (3.1)-(3.2) admet une solution unique

u(t) =
1∫

0

(G(t, s) +
1

1 − α

1∫
0

a(τ)G(τ, s)dτ)y(s)ds,

où G(t, s) : [0, 1]× [0, 1] → R est la fonction de Green définie par

G(t, s) =
1
6


t3(1 − s)2 − (t − s)3, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

t3(1 − s)2, 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,
(3.3)

et

α =

1∫
0

a(t)dt.
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Preuve. En intégrant (3.1) sur l’intervalle [0, t] pour t ∈ [0, 1], on obtient

u′′′(t) = −
t∫

0

y(s)ds + C1,

u′′(t) = −
t∫

0

(t − s)y(s)ds + C1t + C2,

u′(t) = −1
2

t∫
0

(t − s)2y(s)ds +
1
2

C1t2 + C2t + C3,

u(t) = −1
6

t∫
0

(t − s)3y(s)ds +
1
6

C1t3 +
1
2

C2t2 + C3t + C4. (3.4)

du conditions aux limites (3.2) on obtient

C2 = C3 = 0, C1 =

1∫
0

(1 − s)2y(s)ds,

et
C4 = u(0)

=

1∫
0

a(τ)

−1
6

τ∫
0

(τ − s)3y(s)ds +
1
6

τ3
1∫

0

(1 − s)2y(s)dt + C4

 dτ

= C4

1∫
0

a(τ)dτ − 1
6

1∫
0

a(τ)

 τ∫
0

(τ − s)3y(s)ds

 dτ

+
1
6

1∫
0

a(τ)τ3

 1∫
0

(1 − s)2y(s)ds

 dτ,

ce qui implique

C4 =
1

6(1 − α)

 1∫
0

a(τ)τ3

 1∫
0

(1 − s)2y(s)ds

 dτ

−
1∫

0

a(τ)

 τ∫
0

(τ − s)3y(s)ds

 dτ

 .
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En remplaçant ces expressions dans (3.4), on obtient

u(t) = −1
6

t∫
0

(t − s)3y(s)ds +
1
6

t3
1∫

0

(1 − s)2y(s)ds

+
1

6(1 − α)

 1∫
0

a(τ)τ3

 1∫
0

(1 − s)2y(s)ds

 dτ

−
1∫

0

a(τ)

 τ∫
0

(τ − s)3y(s)ds

 dτ


=

1
6

t∫
0

[t3(1 − s)2 − (t − s)3]y(s)ds +
1
6

1∫
t

t3(1 − s)2y(s)ds

+
1

6(1 − α)

 1∫
0

a(τ)

 τ∫
0

[τ3(1 − s)2 − (τ − s)3]y(s)ds

+

1∫
τ

τ3(1 − s)2y(s)ds

 dτ


=

1
6

t∫
0

[t3(1 − s)2 − (t − s)3]y(s)ds +
1
6

1∫
t

t3(1 − s)2y(s)ds

+
1

1 − α

1∫
0

1
6

τ∫
0

a(τ)[τ3(1 − s)2 − (τ − s)3]y(s)ds

+
1
6

1∫
τ

a(τ)τ3(1 − s)2y(s)ds

 dτ

=

1∫
0

G(t, s)y(s)ds +
1

1 − α

1∫
0

 1∫
0

a(τ)G(τ, s)y(s)ds

 dτ

=

1∫
0

G(t, s) +
1

1 − α

1∫
0

a(τ)G(τ, s)dτ

 y(s)ds.
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Lemme 3.1.2 ([2]) Soit θ ∈]0, 1

2 [ fixé. Alors
1. G(t, s) ≥ 0, pour tous t, s ∈ [0, 1],
2. 1

6 θ3s(1 − s)2 ≤ G(t, s) ≤ 1
6 s(1 − s)2, pour tous (t, s) ∈ [θ, 1 − θ]× [0, 1].

Preuve. 1. Nous allons montrer que G(t, s) ≥ 0, pour tous (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1]. IL
est évident pour t ≤ s, il suffit de prouver le cas s ≤ t.
Maintenant on suppose que s ≤ t. Alors

G(t, s) =
1
6
[t3(1 − s)2 − (t − s)3]

=
1
6
[t(t − ts)2 − (t − s)3]

≥ 1
6
[t(t − s)2 − (t − s)3] (3.5)

≥ 1
6
(t − s)2[t − (t − s)]

=
1
6

s(t − s)2 ≥ 0.

2. Si s ≤ t, d’après (3.3) on a

G(t, s) =
1
6
[t3(1 − s)2 − (t − s)3]

≥ 1
6
[t3(1 − s)3 − (t − s)3]

=
1
6
[(t − ts)3 − (t − s)3] (3.6)

=
1
6

s(1 − t)[t2(1 − s)2 + t(1 − s)(t − s) + (t − s)2]

≥ 1
6

t2(1 − t)s(1 − s)2.

D’autre part

G(t, s)− 1
6

s(1 − s)2 =
1
6

t3(1 − s)2 − 1
6
(t − s)3 − 1

6
s(1 − s)2

=
1
6

s(−2t3 + t3s + 3t2 − 3ts − 1 + 2s)

=
1
6

s(t − 1)2[(s − 2)t + 2s − 1] (3.7)

≤ 1
6

s(t − 1)2[(s − 2)t + 2t − 1]

=
1
6

s(t − 1)2(st − 1) ≤ 0.
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Si t ≤ s, d’après (3.3), on a

G(t, s) =
1
6

t3(1 − s)2 =
1
6

t3s(1 − s)2, (3.8)
et

G(t, s) =
1
6

t3(1 − s)2 ≤ 1
6

s3(1 − s)2 ≤ 1
6

s(1 − s)2. (3.9)
Soit

ρ(t) =
1
6

min{t3, t2(1 − t)} =
1
6


t3, t ≤ 1

2 ;

t2(1 − t), t ≥ 1
2 .

De (3.6), (3.7), (3.8) et (3.9) nous avons

ρ(t)s(1 − s)2 ≤ G(t, s) ≤ 1
6

s(1 − s)2, pour tous (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1].

Pour θ ∈]0, 1
2 [, nous avons

θ3

6
s(1 − s)2 ≤ G(t, s) ≤ 1

6
s(1 − s)2, pour tous (t, s) ∈ [θ, 1 − θ]× [0, 1].

Lemme 3.1.3 ([2]) Soit y(t) ∈ C([0, 1], [0, ∞)) et θ ∈]0, 1
2 [. La solution unique de

(3.1)-(3.2) est positive et satisfait
min

t∈[θ,1−θ]
u(t) ≥ θ3(1 − α + β) ∥u∥ ,

où

β =

1−θ∫
θ

a(t)dt, α =

1∫
0

a(t)dt.

Preuve. D’après le Lemme (3.1.1) et le Lemme (3.1.2), u(t) est positive. Pour t ∈
[0, 1], d’après Lemme (3.1.1) et Lemme (3.1.2), on a

u(t) =

1∫
0

G(t, s) +
1

1 − α

1∫
0

a(τ)G(τ, s)dτ

 y(s)ds

≤ 1
6

1∫
0

s(1 − s)2
(

1 +
α

1 − α

)
y(s)ds

=
1

6(1 − α)

1∫
0

s(1 − s)2y(s)ds.
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Alors

∥u∥ ≤ 1
6(1 − α)

1∫
0

s(1 − s)2y(s)ds, (3.10)

et pour t ∈ [θ, 1 − θ], nous avons

u(t) =

1∫
0

G(t, s) +
1

1 − α

1∫
0

a(τ)G(τ, s)dτ

 y(s)ds

≥ θ3

6

1∫
0

s(1 − s)2 +
1

1 − α

1−θ∫
θ

s(1 − s)2a(τ)dτ

 y(s)ds (3.11)

=
θ3

6

1∫
0

s(1 − s)2
(

1 +
β

1 − α

)
y(s)ds

=
θ3

6
.
1 − α + β

1 − α

1∫
0

s(1 − s)2y(s)ds.

De (3.10) et (3.11), on obtient
min

t∈[θ,1−θ]
u(t) ≥ θ3(1 − α + β) ∥u∥ .

Soit θ ∈]0, 1
2 [ . On définit le cône

K =

{
u ∈ C([0, 1], R), u ≥ 0 : min

t∈[θ,1−θ]
u(t) ≥ θ3(1 − α + β) ∥u∥

}
,

et soit l’opérateur A : K → C[0.1] par

Au(t) =
1∫

0

G(t, s) +
1

1 − α

1∫
0

a(τ)G(τ, s)dτ

 f (u(s))ds. (3.12)

Remarque 3.1.1 D’apres le Lemme (3.1.1), le probleme (1.1)-(1.2) admet une solution
positive u(t) si et seulement si u est un point fixe de A.

Lemme 3.1.4 ([2]) L’opérateur A défini en (3.12) est complètement continu et satisfait
AK ⊂ K.
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Preuve. A partir du Lemme (3.1.3), on obtient AK ⊂ K. A est complètement conti-
nue par une application du théorème d’Arzela-Ascoli.

Dans ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes

f0 = lim
u→0+

f (u)
u

, f∞ = lim
u→∞

f (u)
u

.

On note que le cas f0 = 0 et f∞ = ∞ correspond au cas superlinéaire et f0 = ∞ et
f∞ = 0 correspond au cas sous-linéaire.

3.2 Existence de solutions positives

Dans cette section, nous allons énoncer et prouver nos principaux résultats.

Théorème 3.2.1 ([2]) Supposons que f0 = 0 et f∞ = ∞. Alors (1.1)-(1.2) ont aumoins
une solution positive.

Preuve. Puisque f0 = 0, il existe ρ1 > 0 tel que f (u) ≤ εu, pour 0 < u ≤ ρ1, où
ε > 0 satisfait

ε

6(1 − α)
≤ 1.

Ainsi, si
Ω1 = {u ∈ C[0.1] : ∥u∥ < ρ1} ,

alors, pour u ∈ K ∩ ∂Ω1, on a

Au(t) =

1∫
0

G(t, s) +
1

1 − α

1∫
0

a(τ)G(τ, s)dτ

 f (u(s))ds

≤ 1
6

1∫
0

s(1 − s)2 +
1

1 − α

1∫
0

s(1 − s)2a(τ)dτ

 εu(s)ds

≤ 1
6

.
ε

1 − α
∥u∥

1∫
0

s(1 − s)2ds (3.13)

≤ 1
6

.
ε

1 − α
∥u∥

≤ ∥u∥ .
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Par conséquent

∥Au∥ ≤ ∥u∥ , u ∈ K ∩ ∂Ω1.

De plus, puisque f∞ = ∞, il existe ρ̂2 > 0 tel que f (u) ≥ δu, pour u > ρ̂2, où δ > 0
est choisi de sorte que

δ
θ6

36
.
(1 − α + β)2

1 − α
(1 − 2θ)(

1
2
+ θ − θ2) ≥ 1.

Soit ρ2 = max
{

2ρ1, ρ̂2
θ3(1−α+β)

}
et Ω2 = {u ∈ C[0.1] : ∥u∥ < ρ2}. Alors u ∈ K∩ ∂Ω2

implique que
min

t∈[θ,1−θ]
u(t) ≥ θ3(1 − α + β) ∥u∥ = θ3(1 − α + β)ρ2 ≥ ρ̂2,

donc, d’après (3.12) et pour t ∈ [θ, 1 − θ], on obtient

Au(t) =

1∫
0

G(t, s) +
1

1 − α

1∫
0

a(τ)G(τ, s)dτ

 f (u(s))ds

≥
1−θ∫
θ

θ3

6
s(1 − s)2 +

1
1 − α

1−θ∫
θ

θ3

6
s(1 − s)2a(τ)dτ

 δu(s)ds

=
θ3

6
δ

1−θ∫
θ

s(1 − s)2
(

1 +
β

1 − α

)
u(s)ds

=
θ3δ

6

(
1 − α + β

1 − α

) 1−θ∫
θ

s(1 − s)2u(s)ds (3.14)

≥ θ3δ

6
.
(

1 − α + β

1 − α

)
min

t∈[θ,1−θ]
u(t)

1−θ∫
θ

s(1 − s)2ds

≥ δ
θ6

36
.
(1 − α + β)2

1 − α
(1 − 2θ)(

1
2
+ θ − θ2) ∥u∥

≥ ∥u∥ .

Ainsi, ∥Au∥ ≥ ∥u∥, u ∈ K ∩ ∂Ω2. D’après le théorème (3.1.1), l’opérateur A a un
point fixe dans k ∩ (Ω2\Ω1) tel que ρ1 ≤ ∥u∥ ≤ ρ2.

Théorème 3.2.2 ([2]) Supposons que f0 = ∞ et f∞ = 0. Alors (1.1)-(1.2) ont aumoins
une solution positive.
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Preuve. Supposons que f0 = ∞, il existe ρ1 > 0 tel que f (u) ≥ λu, pour 0 < u ≤ ρ1,
où λ > 0 est choisi tel que

λ
θ6

36
.
(1 − α + β)2

1 − α
(1 − 2θ)(

1
2
+ θ − θ2) ≥ 1.

Ainsi, pour u ∈ K ∩ ∂Ω1 avec

Ω1 = {u ∈ C[0.1] : ∥u∥ < ρ1},

on a de (3.14)

Au(t) =

1∫
0

G(t, s) +
1

1 − α

1∫
0

a(τ)G(τ, s)dτ

 f (u(s))ds

≥
1−θ∫
θ

θ3

6
s(1 − s)2 +

1
1 − α

1−θ∫
θ

θ3

6
s(1 − s)2a(τ)dτ

 λu(s)ds

≥ λ
θ6

36
.
(1 − α + β)2

1 − α
(1 − 2θ)(

1
2
+ θ − θ2) ∥u∥

≥ ∥u∥ .

Alors, Au(t) ≥ ∥u∥ pour t ∈ [θ, 1 − θ], ce qui implique que

∥Au∥ ≤ ∥u∥, u ∈ K ∩ ∂Ω1.

On construit ensuite l’ensemble Ω2. Nous discutons deux cas possibles

Cas 1. Si f est bornée. Alors, il existe L > 0 tel que f (u) ≤ L.
Soit

Ω2 = {u ∈ C[0.1] : ∥u∥ < ρ2},

où ρ2 = max
{

2ρ1, L
6(1−α)

}
.

Si u ∈ K ∩ ∂Ω2 , similaire aux estimations de (3.13), nous obtenons

Au(t) ≤ 1
6

.
L

1 − α

1∫
0

s(1 − s)2ds

≤ 1
6

.
L

1 − α
≤ ρ2 =∥ u ∥,

et par conséquent, Au(t) ≥ ∥u∥, u ∈ K ∩ ∂Ω2.
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Cas 2. Supposons que f est non bornée, puisque f∞ = 0, il existe ρ̂2 > 0 (ρ̂2 >
ρ1) tel que f (u) ≤ ηu pour u > ρ̂2, où η > 0 satisfait

η

6(1 − α)
≤ 1.

D’autre part, d’après la condition (H1), il y a σ > 0 tel que f (u) ≤ ησ, avec 0 ≤
u ≤ ρ̂2.

Maintenant, soit
Ω2 = {u ∈ C[0.1] : ∥u∥ < ρ2},

où ρ2 = max{σ, ρ̂2}. Si u ∈ K ∩ ∂Ω2, ensuite nous avons f (u) ≤ ηρ2. Similaire aux
estimations de (3.13), nous obtenons

Au(t) ≤ 1
6

.
ηρ2

1 − α

1∫
0

s(1 − s)2ds

≤ 1
6

.
ηρ2

1 − α
≤ ρ2 = ∥u∥ ,

donc, ∥Au∥ ≥ ∥u∥, pour u ∈ K ∩ ∂Ω2. Donc d’après le Théorème (3.1.1), A admet
au moins un point fixe, qui est une solution positive de (1.1)-(1.2).

3.3 Exemples

Exemple 3.3.1 Considérons le problème des valeurs limites

u′′′′(t) + u2(e−u + 1) = 0, 0 < t < 1, (3.15)
avec

u′(0) = u′(1) = u′′(0) = 0, u(0) =
1∫

0

s2u(s)ds, (3.16)
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où f (u) = u2(e−u + 1) ∈ C([0, ∞), [0, ∞)) et a(t) = t2 ≥ 0,
1∫

0
a(s)ds =

1∫
0

s2ds = 1
3 .

Nous avons

lim
u→0+

f (u)
u

= lim
u→0+

u2(e−u + 1)
u

= 0,

lim
u→+∞

f (u)
u

= lim
u→+∞

u2(e−u + 1)
u

= +∞.

D’après le Théorème (3.2.1), le problème (3.15)-(3.16) admet au moins une solution posi-
tive.

Exemple 3.3.2 Considérons le problème des valeurs limites

u′′′′(t) +
√

1 + u + sin u = 0, 0 < t < 1, (3.17)

avec

u′(0) = u′(1) = u′′(0) = 0, u(0) =
1∫

0

su(s)ds, (3.18)

où f (u) =
√

1 + u + sin u ∈ C([0, ∞), [0, ∞)) et a(t) = t ≥ 0,
1∫

0
a(s)ds =

1∫
0

sds = 1
2 .

Nous avons

lim
u→0+

f (u)
u

= lim
u→0+

√
1 + u + sin u

u
= +∞,

lim
u→+∞

f (u)
u

= lim
u→+∞

√
1 + u + sin u

u
= 0.

D’après le Théorème (3.2.2), le problème (3.17)-(3.18) admet au moins une solution posi-
tive.
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Conclusion

Notre but principal dans ce mémoire consistait à présenter quelques résultats
d’existence de solution d’un problème non linèaire du quatriéme ordre en utilisant
certains théorèmes de point fixe sur le cône et des conditions suffisante ondémontre
l’existence d’au mois une solution positive .
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