— L) Lo paytl] Ly i jad) o mgeand] /8 "‘j
&&% République Algérienne Démocratique et Populaire &@%
Gl alad) candlg gjl.d\ aslail) 31 59 L\;;;ﬁﬁ'l;;;:

Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
cijUal) —yda O AaEd) daals
Université Chadli Bendjedid — El Tarf
L o1 530l g o glad) 408
Faculté des Sciences et de la Technologie
byl ) o
Département de Mathématigues

Mémoire de fin d’études

En vue de 'obtention du dipléome de Master
Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiere : Mathématiques
Spécialité : Analyse fonctionnelle et calcul stochastique

Theme

Méthode des equations Intégrales Au Bord Pour
Le Bi- Laplacien

Présenté par :
Gasmallah Assil

Devant le Jury :

Dr. Youbi Zahra MCB Univ Chadli Bendjedid EI Tarf Présidente
Dr. Bousselsal Naila MCB Univ Chadli Bendjedid El Tarf Rapporteur
Dr. Zidani Nesrine MCB Univ Chadli Bendjedid EI Tarf Examinatrice

Année Universitaire 2022-2023




Résumé

Dans ce travail, en utilisant la méthode des équations intégrales au bord, pour
étudier I'équation de Bi- Laplace avec des conditions non linéaires sur le bord.
Basé sur la formule de Green, on obtient un systeme d'équation intégrale non
linéaire sur le bord. Par le Théoreme de Browder et Minty sur les opérateurs
monotones, 'existence et l'unicité de la solution est établie.



Abstract

In this work, using the method of boundary integral equation study the Bi-
Laplace equation with nonlinear boundary conditions. Based on the green
formula a nonlinear system of boundary integral equation is obtained. By the
Browder and Minty theorem on monotone operators, the existence and the
uniqueness of the solution is established.
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0.1 Introduction

L’étude des équations intégrales et de leur résolution numérique est un sujet qui connait
un grand succeés. La raison provient du fait que de telles équations peuvent étre utilisées
pour résoudre des problémes aux dérivées partielles (EDP). Dans la nature, les systémes
et phénomeénes physiques les plus intéressants sont aussi les plus complexes a étudier.
Ils sont souvent régis entre eux par un grand nombre de paramétres non linéaires (la
météorologie, la turbulence des fluides. . . etc). En fait, seulement un petit nombre de
probléeme aux EDP peut étre reformuler en équations intégrales, mais heureusement ce
sont les problémes les plus importants pour les applications : le probléme de Laplace, de
Helmholtz, de bi-Laplacien.

Ces équations intégrales peuvent étre obtenues en utilisant la méthode des équations
intégrales qui a débuté avec les travaux de Fredholm, principal fondateur de la théorie
des équations intégrales de deuxiéme espéce, qui porte son nom. On peut distinguer deux

formulations pour cette méthode :

1. La méthode directe qui consistent a établir une relation directe entre les fonctions
inconnues (densitée de simple ou de double couche), c’est a dire, les fonctions in-

connues sont les variables physiques du probléme considéré [3], [9].

2. La méthode indirecte qui signifie que les fonctions de densité n’ont pas une signifi-

cation directe dans le probléeme aux EDP initial [1], [12], [23].

Un point fort de ces méthodes est une réductions de la dimension du probléme considéré
d’une unité, c’est a dire I’équation a résoudre & lieu sur la frontieére. Il est possible de
résoudre aussi le probléme intérieur que le probleme extérieur et aussi la possibilitée de
traiter des domaines infinis ou semi-infinis (problémes extérieures) sans avoir a tronquer

artifficiellement le domaine d’étude.



D’autre part ces méthodes utilisent des solutions élémentaires, elles donc seulement ap-
plicables a des problémes décrits pour les opérateurs aux dérivées partielles linéaires a
coefficients constants. Ceci peut apparaitre un inconvénient, mais heureusement que les
systémes physiques, décrits par des opérateurs de ce type, sont trés fréquement rencon-
trés dans la pratique. Il est aussi possible d’étendre le domaine d’application en couplant
les éléments frontiéres avec des éléments classiques.

Un autre inconvénient dans la plupart des cas, est que la classe des opérateurs inté-
graux obtenus est plus large que celle des équations de Fredholm de deuxiéme espéce a
noyau faiblement singuliére. Ces difficultés peuvent étre surmontées, si on interpréete les
opérateurs intégraux obtenus en tant qu’opérateurs pseudo différentiels et, via le calcul
symbolique lié & ce dernier, permet de contourner cette difficulté majeur, pour pouvoir
obtenir ainsi a des résultats d’unicité et d’existence de la solution.

Un autre inconvénient est basé sur le domaine (demi-plan). Cette situation est génante
pour la réduction des problémes considérés sur le bord.

Une autre direction de recherche est née avec les travaux de Wendland qui consiste a
interpréter n’imporet quel opérateur intégral en tant qu’opérateur pseudo-différentiel,
via le calcul symbolique associé a ce dernier, pour obtenir des résultats d’existence et
d’unicité de la solution.

Donc on peut appliquer la théorie des opérateurs pseudo-différentiels qui permet de for-
muler des propriétés commune, telle Uellipticité forte et la coercivité sous la forme de
I'inégalité de Garding, pour une large classe d’espaces de Sobolev.

Nous voulons étudier ici un autre inconvénient qu’on peut le rencontrer aussi si les pro-
blémes constituent des conditions non linéaires. Ces problémes forment une base des
modeles mathématiques qui représentent défférents phénomeénes et processus dans la mé-
canique et en physique.

Cette difficulté pourra surmontée si nous transformons ces problémes en équations inté-
grales non linéaires sur le bord. Pour étudier la solvabilité de ces équations, nous donnons

quelques hypotheses sur la partie non linéaire.
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Un résumé de ce travail est décrit comme suit :

On commence par le premier chapitre qui contient un résumé des définitions et des
résultats mathématiques de base utilisés tout au long de ce travail.

Dans Le chapitre deux, on applique la méthode des équations intégrales pour le Bi-
Laplacien avec des conditions linéaires dans un domaine borné. L’objectif est d’établir
un systéme d’équations intégrales en appliquant la formule de Green. On montre alors
que ce systéme est fortement elliptique & ’aide de I'inégalité de Garding.

Les équations intégrales, obtenues dans ce chapitre, sont de différents types.

On a:

1. Des équations intégrales de Fredholm de premiére espéce avec un noyau faiblement
singulier.
2. Des équations intégrales de Fredholm de deuxiéme espéce non intégrable, qui sont

interprétées au sens d’une valeur principale.

3. Un systéme d’équations intégrales.

Dans le troisiéme chapitre, nous étudions la méthode des équations intégrales pour I’équa-
tion bi-harmonique avec des conditions non linéaires au bord dans un domaine €2 régulier
de R2. Nous obtenons un systéme non linéaire des équations intégrales. Le Théoréme
de Browder et Minty sur les opérateurs monotones, garantie un résultat d’existence et
d’unicité de la solution.

Nous terminons ce travail avec une conclusion générale.



Chapitre 1

Rappels et préliminaires

Dans ce chapitre nous précisons un rappel d’analyse fonctionnelle et de certains théories

importantes qui seront d’une grande importance dans notre travail.

1.1 Analyse Fonctionnelle

Soit H un espace de Hilbert réel menu du produit scalaire (.,.) et la norme associée

[Nz
L’espace de Hilbert H' désigne le dual de H, et (.,.) ., est le produit de dualité avec

||.]| & est la norme associée.

1.1.1 Les espaces L¥

Les L ou les espaces de Lebesgue correspondent aux classes des fonctions mesurables
de Lebesgue définies sur le domaine 2 C RV,

ILs sont définies, pour 1 < p < co par

LP(Q) = { u:Q2—C ; || U ||LT’(Q)< o0 } (1.1)



Ou la norme est donnée par

(Jolu(@ Pde)s 5 1<p<oc

| w || Lo@)= (1.2)

supp esszeq | u(z) | ; p =00
En particulier L?(2) est un espace de Hilbert s’écrit :

Sip=2:
L*(Q) = { u: Q — C; u mesurable et telle que / | u(z) |? dr < oo } (1.3)
Q

et muni du produit scalaire :

(U, v) 1200 Z / v(z)dr ;Yu,v € L*(Q) (1.4)

la|<m

La norme associée est :

a0~ [ Jula) P do
Q
1.1.2 Les espaces de Sobolev

Soit u une fonction réelle, ou plus généralement, une fonction a valeur complexe

définie sur le domaine € et soit a = ( ay, @, ..., ay) € NQ;, nous écrivons
0 0 0
D% = (=—)" (=—)2... (=) 1.5
0= () () ) (1)

Pour noter une dérivée partielle mixte de u d’ordre

|la|l=a1+as+ ...+ ay (1.6)
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Les espaces de Sobolev d’ordre entier

Nous définissons maintenant les espaces de Sobolev W™ pour 1 < p < oo et m € NYY

par
wmP(Q)={u:Q—C D*u e LP(Q) VYaeN) |a|<m} (1.7)
Ou alternativement,par
WmP(Q) ={u:Q—=C ; [ullwnse< oo } (1.8)

muni d’une norme donnée par

(Zajem Il D2u(@) ||m)) . 1<p<oo

maX|a|<m | DYu(x) ||LP(Q ; 1<p<oo

| u flwms@)y= (1.9)

Les espaces de Soblev WP sont réellement les espaces de Banach, & conditon que les
dérivées soient données dans le sens des distributions (section (1.14)). si m = 0 alors on

a
W =[2(Q) , 1<p<o0 (1.10)
Pour p = 2 l'espace W™?%(Q)) devient un espace de Hilbert, et il est dénoté en particulier

par H™(Q).

L’espace H™(f)) est muni du produit scalaire :

(U, V) gm(Q) = /DO‘ ) Dev(z)dz 5 Vu,v € H™(Q) (1.11)

|| <m

associée a la norme

11



2

| fame= | 3 / | Du(z) Pdz | 5 Vue H™(Q) (1.12)
Q

loe|<m
Nous définissons H™(§2) comme espace de Sobolev d’ordre m
H*( Q) ={uel*Q); Due L*(Q); VaeNV; |a|<m} (1.13)
Proposition 1.1 (Inégalité de Poincaré )

Vp € [1,00[ ,3e > 0,Yu € WyP(Q) on a

1
p

- ou
[ulp<c (Z o II£)
i=1 !

1

sur Wy P(Q) la norme < | g—; ||g); est équivalente de celle de W1P(Q).

Théoréme 1.1 (Théoréme de trdce)

Supposons Q un ouvert borné de frontiére I' de classe Cpar morceaus.

Considérons application v, : D(Q) — L*T), alors D(Q) est dense dans H'(S), et
application se prolonge par continuité en une application linéaire continue de H'(Q)
dans L*(T') encore notée v,.

H}(Q) est le noyau de lapplication trace vy,, c’est a dire
Hy()={veH' () ,v=0 sur T}
H=(T) est limage de ~,,

(Im’yo = H%(F) : H%(F) est dense dans LQ(F)>

12



1.1.3 Théorie des Distributions

Définition 1.1 (d’une Distribution)

Soit © un domaine dans R”, on note comme fonctions test dans € les éléments de
I'espace C§° (€2). Le support d’'une fonction est la ferméture de I'ensemble des points ot

la fonction ne s’annule pas. L’espace C§° (€2) est aussi noté par © (£2), c’est a dire,

D) ={p\pelCy(Q) , suppp €} =Cy(Q) (1.14)

Un exemple classique d’une fonction test ¢ € D (£2) est donné par

exp (W) si|z|<1

0 ailleurs

p(r) = (1.15)
La densité de D (Q2) dans L?(Q2) nous assure que la classe des fonctions test est suffisam-
ment large.

On conidére d’autre fonctions test, les fonctions a décroissance rapide, plus précisement,

soit ¢ € Cg° (RY) telles que

an(p) = sup (1+ |z )" | D% (2) | (1.16)

z€R
| <h

Alors on note par S(€2) I'espace des fonctions & décroissance rapide qui est donné par

S(Q) ={pP\peC>[RY) , Vh=12,..,q(p) <0 } (1.17)

L’espace des distributions (de Schwartz) est noté par ®'(f) et correspond & 'espace

dual de ® (Q2) i.e I'espace des formes linéaires continues sur © ().

La fonction de Dirac

13



La fonction de Dirac s’annule partout sauf a I’origine, o sa valeur est infinie, et de sorte

que son intégrale a une valeur d’une. Elle est donc définie par

oo si x=0
i(z) = (1.18)
0 si x#0

et la propriété

/ S(x)dz =1 si 0€Q (1.19)

Il n’existe aucune fonction avec ces propriétés. Cependant, la fonction de Dirac est bien
définie comme distribution. Dans ce cas elle associe & chaque fonction test ¢ sa valeur &

I’origine.

1.1.4 Transformation de Fourier

Définition 1.2 Nous définissons la transformée de Fourier directe f = FA{f} d’une

fonction intégrable f € L' (RN ) comme
A 1

f(r) = 2 E Jas (x)exp “Tdx T eRY (1.20)

et son transformée de Fourier inverse f = F 1 {f} par

f(x) = (2;]; - f(T) exp®"dr zeRY (1.21)

Les transformées de Fourier ( 1.20 ) et ( 1.21) peuvent étre utilisées aussi pour une
classe plus générale des fonctions f , comme des fonctions dans L? (]RN ) ou méme pour
des distributions tempérées dans I'espace S(RY), le dual de I'espace de Schwartz des

fonctions & décroissance rapide

14



SRY)={ feC>®R") / 2’D*fe L™ (RY) Va,BeN] } (1.22)

ou z? = (mfl,x?, - foN> pour un multi-indice § € Név.

On vérifie facilement que

F[D%) = (ir)*Flu] , vwelS , Va
(D] = (i) Flu (1.23)
DF u] := F[(—iz)%u] , ueS , Va
1.1.5 Théoréme de Lax-Milgram
Soit une forme bilinéaire a (u,v) de H x H — R.
Alors on dit que a (.,.) est :
i) continue s’il existe une constante ¢ > 0 telle que :
| a(u,v) |[<C|ul|g|v]|g pourtout u,vdans H (1.24)
ii) coercive ou elliptique s’il existe un a > 0 tel que :
la(u,u)|>alul3b ,YueH (1.25)

Ennoncgons maintenant le résultat suivant :

Théoréme 1.2 (de Lax-Milgram) Soit H un espace hilbertien réel et a(u,v) une

forme bilinéaire continue et coercive sur H. Alors, pour toute fonctionnelle linéaire, conti-

nue L : H — R sur H, il existe un u et un seul dans H tel que :

a(u,v)=Lw) , ve H (1.26)

15



1.2 Fonctions de Green et solutions élémentaires

1.2.1 La fonction de Green

On appelle fonction de Green d'un opérateur différentiel partiel £, avec des conditions
de frontiéres homogeénes, linéaires, avec des coefficient constants, par rapport a y, et défini

sur ’espace des distributions QI(RN ), est une distribution G tel que

‘Cy{ G (C(],y) = 6ac<y) } dans QI(RN) (127)

ou ¢, est la fonction de Dirac avec la masse de Dirac a centrée au point de source x, c’est
a dire, 0, (y) = d(y — x), étant donc le noyau de opérateur inverse de £, noté par E;l,

qui correspond a un opérateur intégral, et

G(z,y) = L, {d:(y)} (1.28)

La solution du probléme aux limites non homogene

L, {u(z)} = f(z) dans D (RV) (1.29)

est donné par u(x) = G(z,y) * f(y), si la convolution a un sens

ou G est la fonction de Green de 'opérateur L., qui est symétrique, c’est a dire,

G(z,y) = Gy, x) (1.30)

Comme dans la solution élémentaire, nous prenons

Lo{u(x)} = L AG(2,y) * f(y) } = 0.(y) * f(y) = f(x) (1.31)

Nous observons que la fonction de Green de I'espace libre ou de tout ’espace, c’est a

dire, sans conditions de frontiére, est liée & la solution élémentaire par la relation

16



G(z,y) = E(x —y) = B(y —7) (1.32)

Théoréme 1.3 (Formules de Green)
soit £ un ouvert borné de frontiére I' de classe par morceauz, on a les formules suivantes,
ou 81}

vdx = —

1 q 0%; 81‘,

dx + / wv.ndo, 1 <i<n,u,ve H(Q) (1.33)
r

ou n Ou
ol — = g n; surI', avec n est le vecteur normal unitaire sur I'.

on i=1 Ox;

)/Auvda:— Z/ gg g;) /277 vdo,u € H*(Q),v € H(Q) (1.34)

ou ov
3 / Au.v — Av.au dI:/(—v——u)da,u,U€H2Q 1.35
) [« ) o o @ )

Dans les deux derniéres formules, on suppose £ ouvert borné de frontiére I' de classe C?.

1.2.2 La solution élémentaire

Techniquement, une solution élémentaire pour un opérateur différentiel £, linéaire,
: 2 . . . . !/
avec des coefficients constants, et défini sur espace des distributions ®'(RY), est une

distribution F qui satisfait

LE=6 dans ® (RY) (1.36)

Ot § est la fonction de Dirac, centrée a 'origine. L’intérét principal d’une telle solution

élémentaire se situe dans le fait que si la convolution a un sens, alors la solution de

Lu=f dans D (RY) (1.37)

17



pour une fonction donné f , est donnée par

u=FExf (1.38)

En fait, en raison de la linéarité de £, puisque E est une solution élémentaire, et puisque

0 est ’élément neutre de la convolution, nous avons

Lu=L{Exf }=LExf=0xf=Ff (1.39)

Nous remarquons aussi qu’a partir de la solution élémentaire E, d’autres solutions peuvent
étre construites, dans le sens des distributions , quand les dérivées de la fonction de Dirac

0 apparaissent sur le coté droit. Par exemple, la solution de

85 ! N
LF = oz dans ® (RY) (1.40)
est donné par
06  OF oF
F=Fx 9 = o, %0 = s (1.41)

1.3 Equations aux dérivées partielles

Une équation aux dérivées partielles linéaire (E.D.P Linéaire) d’ordre m dans RY

est une équation de la forme

> aa(x)D* =0 (1.42)

laj<m

ot les fonctions a, sont les coéfficients de a,(x)D®.

18



On désigne par A(z, D) 'opérateur aux dérivées partielles linéaire d’expression.
Az, D)= > aq(z)D° (1.43)
la|<m
L’équation caractéristique, quant a elle, est donnée par
Am(z,7) = ) aa(z)7™ # 0. (1.44)
|a|=m
On dit que A(z, D) est elliptique dans €2, si pour tout =y € €2, on a

Z aq(z)7® >0, pour tout 7 # 0 (1.45)

laj=m

Il est fortement elliptique, s’il existe une constante C' telle que

Z ao(z)7®| > C | 7[>, pour tout 75 € Q, K > 0. (1.46)

la|=m

1.4 Opérateurs intégraux

Définition 1.3 (d’un opérateur) On appelle opérateur sur Q2 toute application linéaire
continu de D(Q) dans D'(Q).
D’aprées le Théoréme des noyaux de Schwartz, étant donné T un opérateur "agissant”

sur Q il existe une unique distribution K € ®" (2 x Q) telle que
(Tu,v) = (K,v x u)y Vu,v € D(Q) (1.47)

On dit que K est le noyau distributionnel de T' ou bien T’ est [’opérateur de noyau K.

Définition 1.4 (dun opérateur intégrale) Un opérateur T sur § est dit intégral si

son noyau K est la distribution associée a une fonction K € Li,.(Q,Q). On dit que K
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est le noyau de l'opérateur intégral T' .
La théorie des opérateurs intégraux s’identifie a celle de lintegral. Etant donné K €

Ll

loc

1
loc

(Q,9), on peut définir par application du Théoréme de Fubini la fonction Tu € L
par

Tu(z) = /QK(x,y) u(y)dy (1.48)

Définition 1.5 (d’un opérateur de Fredholm)
i) Un opérateur linéaire, continu de E dans F, est appelé opérateur de Fredholm,
st la dimension de son noyau et la codimension de son image sont finies.

i1) Le nombre ind T = dim Ker T — dim coker T est appelé l'indice de T.

Théoréme 1.4 Soit T un opérateur linéaire continu de E dans F. Alors les deux pro-
priétés sutvantes sont équivalentes :

i) T est un opérateur de Fredholm etind T =0 .

it) 1l y a un opérateur K, linéaire, continue de E dans F', compact tel que T + K est

inversible.

Preuve. voir 2] =

1.4.1 Noyaux intégraux

Comme on ’a mentionné auparavant, plusieurs problémes de la physique mathématique
peuvent-étre décrits par dans en équation intégrales. Généralement, les équations inté-
grales obtenues sont de différents types. Le caractére d’une équation intégrale est déter-
miné essentiellement par les propriétés de son noyau. En effet, si :

Le noyau K (z,t) est continue dans €2 ou, au moins, si les discontinuités du noyau sont

telles que :

/Q/Q | K2 (2,t) | dwdt < oo (1.49)
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alors les équations données par :

Tu(z): = / K (2. y) uly)dy = (z) (1.50)

o u est 'inconnue et f (z), K (z,y) des fonctions données, sont dites équations de type
de Fredholm. Plus précisément, (1.50) est une équation de Fredholm de premiére espéce,

contrairement & I’équation de Fredholm de deuxiéme espéce définie par :

uw) = [ K () uto)dy = J(o) (151)
Q
: _ H(zy) | ,
- Si le noyau K (x,y) = ﬁ ou H (z,y) est borné et « une constante telle que 0
rT—y |
< a < 1, alors (1.50) et (1.51) sont des équations intégrales avec une singularité faible.
A
- Si le noyau K (x,y) = |(:13—,y)| ot A(x,y) est une équation differentiable en z et v,
r—Y
alors
/ K (z,y)u(y)dy diverge (1.52)
0

1.4.2 Opérateur différentiel

Un opérateur différentiel linéaire d’ordre m s’écrit comme

D= Y au(z)D (1.53)

ou les a, () appelées coéfficients de 'opérateur D, sont des fonctions C*°(RY).

1.4.3 Opérateur pseudo-différentiel

Les opérateurs pseudo-différentiels peuvent-étre considérés comme une généralisation des
opérateurs différentiels. En effet, soit I'opérateur différentiel (1.53) , linéaire dans R", a

coefficients C*, A(z, D).
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Exprimons le, en fonction de la transformée de Fourier et de son inverse F~! :

Az, Dyu(zr) = > ag(x)Du(z)=F ' > aa(a)rF [u]

la|<m || <m

= @207 /RN expixt a(z,7) F [u] (1T)dT

(1.54)

avec a(r,T) = 7, < 0a(T)T, T € RY \ {0}, un élément de la classe des symboles,

que nous allons définir :

Définition 1.6 On appelle S™ (Q2), l’ensemble des fonctions a € C*° (2 x R"™) a valeurs

complezes telles que, pour tout compact K C § et tout multi-indice o , 3, il existe une

constante C' telle que

| DPD%a(x,7) |< Capx 1+ | 7 )™\ z € K, tout 7 € R”

Les éléments dans S™ (€2) , sont appelés les fonctions amplitude d’ordre m.

L’espace S™ (§2) est un espace de Fréchet muni du sytéme des semi-normes :

P{3a) = sup (14| 7)™ | DIDra(a,7) |
Te
TER™

On pose

S = U,crS™ . SN S™

(1.55)

(1.56)

Le résultat suivant, concerne le développement asymptotique des éléments de S™ (Q) .

Ceci revient a donner un sens a une serie formelle d’éléments a; d’ordre m; , tendant vers

—0OQ.

Un résultat fondamental, qui est un outil adéquat utilisé dans la démonstration de

Pellipticité forte pour les problémes aux limites, a savoir 1’inégalité de Garding.
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Théoréme 1.5 (Inégalité de Garding) Soit P € L™ (2). Supposons que Rep (x,T)
pour T large et ¢ = 0. Alors pour chaque s réel,et pour chaque compact fizé K et pour

tout u € D (K) on a

2
Hs

Re(Pu,u) > ¢1 || w |[}m 2 —c2 || ]

avec ¢y, ¢y indépendants de wu.

1.5 Alternative de Fredholm

Théoréme 1.6 Ou bien [’équation linéaire non homogéne de second éspéce (1.51) admet
une solution unique quelle soit f (z) (appartenant & une classe suffisamment vaste), ou

bien [’équation homogéne correspondante
ww) = [K(ep) uly) dy=0 (157
Q

a au moins une solution non triviale, i.e. non identiquement nulle.

Théoréme 1.7 Le premier cas de [’alternative a également lieu pour [’équation adjoint

de (1.51)

o(z) - / K (. y)oly)dy = g (z), (1.58)
Q

et le nombre de solutions linéairement indépendantes de [’équation intégrale homogéne

(1.57) et de l’équation adjointe

o(z) - / K (a, y)o(y)dy = 0 (1.59)

Q

est fini et le méme pour les deux équations.
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Remarque 1.1  Si les fonctions uy (), us (), ..., u, (x) sont solutions de [’équation

homogéne (1.57), il en est également de leur combinaison linéaire

n

u () = cruy (z) + coug () + ... + cpuy, (x) = Z cruy (),

ot ¢ (k=1,2,...,n) sont des constantes arbitraires.

Théoréme 1.8 Dans le second cas de [’alternative, une condition nécessaire et suffisante
pour que l’équation non homogéne (1.51) admette une solution u (x) est que le second
membre de cette équation, i.e. la fonction f (x), soit orthogonal & toute solution v(x) de

I’équation homogéne (1.59) adjointe de (1.57) :
/f () v(z) dz = 0. (1.60)
Q

Remarque 1.2 Dans la condition (1.60), l’équation (1.51) posséde une infinité de
solutions puisqu’elle vérifie toute fonction de la forme u (x)+1u (x) avec u (x) une solution
de (1.51) et (x) toute solution de ’équation homogéne correspondante (1.57). De plus, si
Uéquation (1.51) est satisfaite par les fonctions uy () et us (x), 'équation étant linéaire, la
différence uy () —u (2) (x) est solution de l’équation (1.57).Dans la pratique, ’alternative
de Fredholm est le plus important de ces théorémes. Au lieu de démontrer que l’équation
intégrale donnée (1.51) a une solution, on démontre parfois plus facilement que I’équation
homogéne correspondante (1.57) ou son adjointe (1.59) n’ont pas d’autres solutions que
les solutions triviales. Il en résulte, en vertu de lalternative, que l’équation (1.51) admet

bien une solution.

Remarque 1.3  Si le noyau K (x,y) de l’équation intégrale (1.51) est symétrique, i.e.
K (z,y) = K (y,x), léquation adjointe (1.59) coincide avec I’équation homogéne (1.57)
associée o (1.51).

Cette classification est incompléte. La théorie de Fredholm est valable uniquement pour
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les équations du type de Fredholm. Elle ne s’applique pas pour les équations singuliéres

et pour d’autres integrales a noyau non intégarble.

1.6 Théorie du potentiel

La méthode des équations intégrales consiste & remplacer un probléme aux limites par

une équation intégrale posée sur le bord I'.

Définition 1.7 Soit ¢ € C (') une fonction donnée, E (x,y) noyau de Green, les fonc-

tions

S(z) = /gp (y) .E (x,y) dU,, =€ R*/T (1.61)
et

V() = /go(y) .(S]gn(—zj) ir,, =€ R*/T (1.62)

sont appelées, respectivement, potentiel simple-couche et double-couche avec la densité

p.
Remarque 1.4 On pose f (x,y) = !gp (y) .E (z,y) ou f (z,y) = ¢ (y) .agn(—z;;y); ¢l
yel.

fest continue sur I', donc elle est intégrable.

Lemme 1.1 Si f: D xT' — C est continue si x # y et satisfait

c
|f(Iay)|§m§ 0<A<l

alors la fonction g (x) = [ f (z,y) dU'y est continue sur D.
r
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Preuve. voir [3] =
Proposition 1.2 Soit v € C* (D) est harmonique (Av = 0) dans D. Alors

ov
— dl = 1.
5 0 (1.63)

r

Preuve. On utilise la 1¢ formule de Green

/uAv + VuVov = /u@ dr’
on

D r

on prend u = 1 et comme Av = 0, alors

ov
—dl'=0
on

r

Théoréme 1.9 Soit T' de classe C? et ¢ € C(T'). Alors le potentiel simple-couche S

avec la densité ¢ est continue. Sur la frontiére nous avons

5@ = [ @@ Ey) b, zeT

r

ou l’intégrale existe

Théoréme 1.10 Le potentiel simple couche S (x) est continu sur R? i.e. prolongeable
par continuité de R*/T a R?.
Si [¢(y) dly =0, alors lim S(z)=0.

r

|| —-+o0

Preuve. a) On a

5@ = [ 9@ Ewy)dr,. 2 € BT
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On prend
f(zy)=9¢(y) E(z,y)

avec
1
E(x,y)zﬁloglx—yl
donc
e loo
flxy) |[Lci——
) IS er, 2

D’apres le lemme (7.1) lim . S (x) existe et ne dépend pas de la direction.

r—zE

Alors S est continue sur R2.

b) Supposons que [ ¢ (y) dI', =0. On a
r

21

T
d’ou

1S (@) 1<~ mes (1) Jlol (1>

z) |< — mes(T) ||l =0 | —
=] =]
donc
lim S(z)=0
|x|—+o00

[ |

Examinons maintenant la trdce du potentiel de double couche

OF (z,y)

dl,, ze€R¥*T, peC(T
oty /T, ¢ €C(I)

Vi) = [,

Lemme 1.2 Soit I' de classe C?. Alors il existe une constante positive L telle que
L|<z—yn(@) ><Lllz—yszyel
2. |n(x)—n@) |<Llz—ylz,yel
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Preuve. voir [3] =

Lemme 1.3

-1 sixeD
OF (z,y)
— 22 dr', = 1 ; 1.64
/ o (y) y 5 sivel (1.64)
r 0 siz¢D

Pour la preuve de ce lemme on a besoin de la proposition (7.1).

Preuve.
1) 2 ¢ D (z € R*/D)
d’aprés (1.63), on prend
or
on

v:E(AE:O):>/ dl =0
T

2) x € D on utilise la représentation
ou 0E
ww) = [ (0B -uw ) ,

en prenant u = 1

alors

OF (z,y)
=Y gr, = -1
/ on Y

I

3) x €T, Q(x,¢e) est un sphére de centre z et de rayon e.
Soit H (z,e) = Q(z,e)N D
On applique la formule (1.63) (v =F, [2= ) .

r
or oFE
—dr —dl'y, =0
/ on Y + / on Y
{yeT:ly—z|>e} H(ze)
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on a / %dFy:O(xgéD)

{yel:ly—z|=e}

OFE (x,y) : OE (z,y) 1
—2dr, =1 ——=dl, = ——.
/ on, dry i on, dry 2

H(;p@) H(.Z',é)

Théoréme 1.11 Soit T' € C?, le potentiel double couche V () avec la densité p € C (T')

est prolongeable par la continuité de D a D et de R?/D a R?/D avec les limites

V£ (z) :/@(y).% dl“y:t%go(m); rel (1.65)

ol

V4 = hlimo V(x££ hn(x))
ou l’intégrale existe.

Preuve. voir [3] =

Théoréme 1.12 Soit T' € C?. Alors pour le potentiel simple couche S (z) avec la densité

v € C(I') satisfait

ag_ni (z) _/ ) -%En(—w dr'y ¥ %@(fﬂ), zel (1.66)
%g—ni (x) = lim n (2).VS (@ % hn (x))

ou l’intégrale existe.

Preuve. voir [3] =
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1.7 Meéthode des opérateurs monotones

Soient X un espace normé séparable réel, X* le dual de X, A: X — X* un opérateur
non linéaire, D(A) = X, R(A) C X*.

On dit que 'opérateur A est monotone si

(A(r) = A(y),r—y) >0  Vr,ye X (1.67)

Si cette inégalité devient stricte pour = # y, on dit que A est strictement monotone. S’il
existe une fonction ¢(t) continue et positive pour ¢ > 0 telle que ¢(0) = 0, ¢(t) > 0

pour t >0, ¢(t) > 1 pour t — o et telle que

(Al@) = Aly),z —y) 2 ¢ [z =y llz -yl (1.68)

On dit que A est fortement monotone. L’opérateur A est dit coercif s’il existe une fonction
~v(t) définie pour ¢ > 0, qui tend vers +o00 quand ¢t — +o0 et qui pour tout x € X vérifie

I'inégalité

(Alx), ) = [l]|.[|l] (1.69)

On dit que A est demi continu en xg € X si la convergence de x,, vers xy pour la norme
de X implique A(z,) — A(zo)(n — o) faiblement ,

c’est - a- dire

(A(zp), z) — (A(xg), x)(n — 00) Vee X (1.70)

Théoréme 1.13 (Théoréme de Browder et Minty)
Soit un opérateur A qui applique un espace de Banach séparable réel X dans l’espace X*.
Supposons que A soit fortement monotone et demi continue. Alors l'équation A(z) =y

a une solution x et une seule pour tout y € X*.
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Chapitre 2

Probléme du Bi-Laplacien dans un

domaine régulier dans le plan

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on applique la méthode des équations intégrales pour le Bi-Laplacien
avec les conditions de Dirichlet et Neumann dans un domaine ouvert et borné. L’objectif
est d’établir un systéme d’équations intégrales en appliquant la formule de Green. On

montre alors que ce systéme est fortement elliptique a 1’aide de 'inégalité de Garding.

2.2 Formulation du probléme

Soit € un domaine ouvert borné de R? simplement connexe, de frontiére I' € C*°. On
aura besoin des espaces de Sobolev.
Pour une fonction u € H?().
Ici, on cherche la solution de ’équation de Bi-laplacien avec des conditions linéaires de

la forme
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u(r) = f(x) , el (P1)
g—Z@) = g(x) , zel

ol A? est 'opérateur de Bi-Laplacien définit par

ot ot ot

2 _ _ Z
AT=AR) = ozt + 28x28y2 + oy*

Les fonctions f et g sont définies sur I'. On suppose que f € H2(I') et g € H2 ().
Le probléme (P;) modélise entre autre I’étude de flexion d’une plaque mince par laquelle

I’hypothése de Kirchoff est supposée satisfaite.

2.3 Etude variationnelle

L’espace dans lequel nous cherchons la solution du probléme (P;) est défini par :

H? (Q.A%) = {ue *(Q) Tq A% =0}

Supposons que u € H? (Q, A?) est solution du probléeme (P1) avec

(ulr=f , du|r=g) € (H3(T) x H3(I))

Prenons comme espace V, I'espace des fonctions de H?(£2) qui satisfont au sens des traces

a des conditions aux limites essentielles homogénes correspondantes, c’est-a -dire :

V={ueH Q) :ulr=0u|r=0}= HQ)

Cet espace est fermé dans H?(12).

Considérons la forme bilinéaire a(u,v) associée & A*u = 0. Cette forme est donnée par

32



a(u,v) = / AuAvdz, Vv € H3(Q)
v

a(u,v) est continue et coercive sur HZ(f2). Alors, d’apres le Théoréme de Lax-Milgram,

la solution faible du probléme (p;) existe et elle est unique.

Preuve. Soit v € HZ(Q).

Multiplions v par le probléme (Py), utilisons successivement deux fois la formule de Green

1.34, et on intégrons sur 2

/Q Auvde = /Q A (Au) vdz = — /Q V (Au) Voda + /F 8(8An“)

= /AuAvdx—/Au%da—k/6<Au>.vda
Q r 371 r 871

En prenant les conditions aux limites du (Py).

Posons

a(u,v) = / AuAvdr et L(v)=0 carv € Hi(Q)
Q

Finalement, on obtient la formulation variationnelle suivante :

Trouver u € H3(2) solution de

a(u,v) = L(v), Vv e HE ()

Pour etudier I'existence et 'unicite de la solution faible du probléme (P;) :

On considere la norme dans I’espace fonctionnel HZ (<)

H’UHHg(Q) = HAUHL2(Q)

wdo (2.1)

(2.2)

1)La bilinéarité de a(u, v) est évidente et L(v) est une forme linéaire continue est évident.
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2) La continuité de a (u, v)

soit v € H?(Q)

N|=
N|=

|a(u, v)| =

< ( /Q (Au)zda:)

(d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz)

. ( /Q (Av)Qda:>

/ AuAvdz
0

En conséquence, on a :

‘ / AuAvdx
Q

Alors la forme bilinéaire af(., .) est continue.

< Null 2@y - [0l 20

3)La coercivité de af.,.)

soit v € H?(Q)

alv,v) = / AvAvdz = |80 2y = 0] 2ge)

Alors la forme bilinéaire af(.,.) est coercive.
Par conséquence, on a alors :

la forme bilinéaire a(u,v) = [, AuAvdz est continue sur V x V et de plus elle est V-
elliptique (coercive).

D’apres le Théoréme de Lax-Milgram, le probléme variationnel (P;) admet une solution

unique u € H3 (). m
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2.4 Formules de représentation et équation intégrale

La solution fondamentale associée au Bi-laplacien donnée par :

1
E(x,y):=87\x—y|2loglw—yl (2.3)

Définition 2.1 Soit u € C*(I") . Nous définissons les opérateurs suivants :

Agu(z) : =2 /F () AE(z,y)ds, , @ €9 (2.4)
Bou(z) : — 2 /F W) AE (e, y)ds,, @€
Coulz) : — /F W) E(w,y)ds,  x€Q
Dou(z) : =2 /F W) Bz, y)ds,,  z€Q (2.5)

Ces mémes définitions restent valables pour une distribution arbitraire u sur I' puisque
pour z ¢ I', les noyaux des opérateurs (2.4) sont des fonctions sur I'.

Les opérateurs dans (2.4 ) donnent la formule représentative suivante :

Lemme 2.1 pour u € H*(Q) avec (v,w,®,¥) € H2(T) x H2(I') x H= (I') x H= ()

nous avons :

u(z) = %[Agv(x) + Bow(z) + Co¥(z) + Da®(z)], x€Q (2.6)
g—z = %[GMAQU(QC) — Ajw(x) 4+ 0,,Co¥(z) + CGP ()], =€

avec Ajw(x) = =0 Bow (x) et CH{¥ () = O Do®(x).
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Preuve. La formule de Green pour 'opérateur bi-harmonique appliquée & la solution

élémentaire nous donne :

/ (A*uE — uA’E)dr = / (B0, Au — 0, EAu + 0,uAE — ud,AE)ds  (2.7)

Q— r

avec A’E = ¢ (la mesure de Direc) et [, uA*Edy = u(x).

De plus, on a A?u = 0 dans 2, en remplagant ( 2.7), on obtient la premiére formule re-
présentative de v = ujr, w = Opur, ¥ = Aujp, ® = -9, Aujr.Ces fonctions sont régulieres
car les opérateurs dans (2.4) ont des noyaux C'. Ceci nous donne la premiere formule
représentative dans (2.6). Et par dérivation, on obtient la deuxiéme formule représenta-
tive.

A présent, afin de formuler les équations intégrales, nous définissons les opérateurs au

bord suivants. m

Définition 2.2 Soit u € C* (). Nous déffinissons les opérateurs suivants :

Au(z) : =2 /r w(y)0,AE (x,y) ds, ,x el
Bu(x) : = —2/Fu(y)AE (x,y)ds, , el
Cu(z) @ =2 [ u(y)o,E(z,y)ds, ,vel

Du(z) : =2 [ u(y)E (z,y)ds, ,xel

J
J

36



Ku(z) : = —8hAu(z)

(Ale) = =2 [ a0 AF (m.)ds,
Vu(z) : = 0puCu(z)

C*u (z) :2AMm&E@yM%

Pour une distibution u, nous définissons Au, Bu, C'u et Du en approximant u par des

fonctions régulieres. A*u, C*u sont définis par dualité :

(A", )r = (u, A)
<C*uv 1/]1"> = <u7 C¢>

Vi e C°(I)

I’extension aux distributions a un sens puisque les opérateurs définis ci-dessus sont des

opérateurs pseudo-différentiels.

Lemme 2.2 Les opérateurs A, B, C' et D sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre:

0,—1,—2, —3 respectivement et nous avons :

A : H*)— H*() , C:H=()— H*() (2.8)

ainsi que :

OneA : H2([)— H2(T) , A*:H2(T) — Hz(T) (2.9)
- H= () — H:(I) , C*:Hz2(T)— Hz(T)



sont continues.
Preuve. Nous donnons explicitement le mode de calcul du symbole principal de I'un des

opérateurs intégraux au bord et pour les autres une simple equisse. Pour D, nous avons :

1
Du(x) = 2/Fu(y)E (z,y)ds, = E/r |z —y |2 log | z —y | u(y)ds,

I' est une courbe qui peut étre donnée par une représentation paramétrique réguliére :

r=ux(t), y=uz(ty)

D’aprés la formule de Taylor, nous pouvons écrire :

1

2R§+ )

1
|z —y[Plog |z —y|=71%log | 7| +Rim*log | T | —1-57'2(1 + Ry)(Ry —
avec T =ty —t, 2 +ii=1et | Ry |<c|T|< 1.
Soit x(| 7|) = 1 dans le voisinage de zéro.Alors,

1
Du(t) = E/FX (7| 72log | 7 | ulto)dte + Ru(t)

ot Ru(t) est un opérateur de noyau C*°. Donc d’ordre (—o0)

Soit la transformée de Fourier de u(ty) :

+o00
u(ty) = L / exp(itoy) F [u(y)] dy

2m J_ o

remplagons cette représentation de u(tg) dans Du(ty) nous obtenons :

/ " Po(t,y) explitoy) F [u(y)] dy + Ru(t)

o0
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ou

1 [t _
Polt.) = 5= [ esplita)x(| 7 )r?log | 7 dr

De plus nous avons :

2

X7 ) = X(0) + X (0) + FX(0) + 40 ()

Donc le symbole principal sera vu comme la transformée de Fourier de
x(0)r*log | 7 |

C’est-a-dire :

1 1
on(ty) = —F [ log | 7 ] =5 vl ’

d’ott Du(z) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre (—3) sur I

La partie principale de l'opérateur B est du type convolution . De la méme maniére,

nous démontrons que B est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre (—1) et de symbole

principal

O-B(tay) :’ Yy ’_1

Ku = —0,,Au est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre (1) et de symbole principal

ok (t,y) = |yl

Tandis que les opérateurs A, A* sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0 infini-

tisémal ainsi ils sont d’ordre (—1). Enfin pour les opérateurs V,C' et C*, nous utilisons

les résultats de [4]. Ainsi

o / 8ﬁyE(:c, y)u(y)ds,
T'+(y)
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est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre j + k — 3 et de symbole principal o, .
Nousavons en particulier

1 _
011:Uv(t75):§|5‘ !

tandis que les opérateurs C'et C* ont un symbole d’ordre (—2) infinitisémal ce qui fait

qui’ils sont d’ordre (—3). Nous savons qu’un opérateur pseudo-différentiel est continu de :
HS(F) _ Hsf2a(1-\)

ou bien de :

Hs—i—a(F) s 5« (F)

pour tout s € R. 2« est 'ordre de l'opérateur ce qui donne (2.8). Pour démontrer (2.9)

nous avons :—0d,, A est composé de 'application continue
A:H3(T) — HX(Q)

et de

De méme 0,,,C est composé de 'application continue
C = H2(I') — H(Q)

et

on décompose A* et C* par dualité.
Revenons maintenant au définition 4.2 et citons la deuxiéme formule représentative sui-

vante ®
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Lemme 2.3 Soient (v, w,®,¥) € H2(T') x H2(I') x H= () x H=z (') Alors :
1. Les opérateur Aqu, Bow,Cq¥, Do® € H*(Q).

2. nous avons pour x — I’

w(z) = % (T + A)u (x) + Bou () + CAu (z) + DO Au(x)] (2.10)
g—“ _ % O At () + (I — A)Du() + O C AU (2) + Bpe DO AU () |

Preuve. Les opérateurs Aq, Bq,Cq et Dq satisfont dans €2, ’équation différentielle de
problémes auxiliairs & savoir A%y = 0 car pour z € €, les noyaux de ces opérateurs sont
égaux a zéro. De plus, Ag, Bq, Cq et Dg appliquent continuement H*(T') dans H?(2) avec
s = respectivement. Pour montrer (2.10) nous considérons le procéde aux limits dans (2.6)
dans lequel x approche de 'intérieur dans le sous domaine €2, un point arbitraire z sur
le bord T', et avec la continuité du potentiel de simple cauche Sq, et la discontinuité de

la double cauche Dg. En suivant la méme méthode dans [6, 9] nous avons pour z € I :

Cx)u(x) = /r [W(Y) Oy AE — Opyu(y)AE + Au(y)Ony £ — OnyAu(y)E] ds

C' (z) Oppu (x) = / (003 0py AE — Onyu0ry AE + A0, 0y E — Ony A0y, El ds
r

ou le coefficient ¢(x) dépend seulement de la propriété géométrique du bord au point z.

Nous le calculons par la formule :

C'(z)=C(z)=1+1lim | —0,,AEdl,

I, est le cercle de centre z et de rayon y. Pour un bord régulier, c¢(z) = 1.
Nous pouvons écrire le systéme des équations intégrales sur le bord I' dans (2.10) et pour
I’équation intégrale sur le bord, on considére la deuxiéme équation dans (2.6) et on suit

la méme démarche pour aboutir au résultat. m
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2.5 Systéme des équations intégrales

Nous considérons u € H? () satisfaisant les conditions aux limites du probléme (P) ot
(f,g) € H™2 (I') x H2 (T')sont données.

Dans le lemme 4.2 nous avons pu extraire les équations intégrales au bord I' suivantes :

CAu(z) — DO, Au(z) = (I — A)u(z) — Bo,u(x)
VAu(z) — C*0,Au(z) = Ku(z) + (I + A*)0u(z)

(2.11)

Si nous introduisons maintenant dans le systéme (2.11) les fonctions données sur I :

u(z) = f(x), zel
Opu(z) = g(x), =€l

et les fonctions inconnues sur I' Tq :

—OpAu(z) = ®(x), z €T
Au(z) =¥ (x), z €T

On a alors le bord I' :

CVU(x)+ D®(x) = (I — A)f(x) — Bg(x)
VU(x)+ C*®(x) = Kf(z) + (I + A*)g(x)

Ce qui donne sous forme matriciel I'equation :

D C o (z) _ (I-A) -B f(x) (2.12)
c* Vv U(x) K (I + A*) g(x)

pour xz € I'. Que l'on écrit :
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MU = LG sur I’
U= (o,7)

(2.13)

Maintenant nous allons décrire la solvabilité du systeme ci dessus, on donne en premier
les résultats concernant les propriétés des opérateurs :

AA* B, D,C,.C*,V et K

Nous voulons utiliser le fait que les opérateurs définis par (2.12) sont des opérateurs

pseudo-différentiels.

Lemme 2.4 Les applications suivantes sont continues pour chaque réel s.

H(T) — H**YT), C:H*T)— H*™(I)
H*(T) — H**YT), D:H*T)— H3(T)

ainst que :

H(T) — H5(T), A*:H(T)— H*"YT)
V . HYT)— H'YT), C*:HT)— H*(T)

Preuve. Considérons par exemple I'opérateur pseudo-différentiel D qui a pour symbol

principal

Cet opérateur est continu de

En effet, on a par définition

|op(t,e) [< c(l+ e )7
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ce qui fait que

I D [[Fers )< co(l4 [ e )7 [ F[@ ()] P de =co || @ |

2
Ho(T)

Les autres sont montrés de la méme maniére m

Soit le résultat suivant :

Théoréme 2.1 Soient M, L définis dans(2.13) alors les applications :

M : H3T)x H*T) — H*T) x H* YT
L : HD)x H YD) — HYT) x H(I)

sont continues pour chaque réel s.

Preuve. M, L sont des applications continues comme conséquence du lemme 4.3. =

Théoréme 2.2 Le systéme (2.12) est fortement elliptique.

M est une matrice d’opérateurs pseudo-différentiel de symbole principal :

el 0

SR et
2

Soit

Ceci implique que

d’on
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d’ou le résultat pour tout v € T et € € R? avec | e |= 1 et pour T € C2.

Notons que M est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 2av tel que o = (a1,a0) =
(’73, ’71), ici 2ar1, 29 sont les ordres respectives des opérateurs D, V. Nous avons alors

le :

Théoréme 2.3 ['opérateur

—1

M:H =2 [)xH 2 () — H () x H 2 ()

est continues.

Preuve. La démonstration est pareille que celle déja vu au (Théoréme 5.1). m

) _ _
Définition 2.3 Soit :U = et U' = appartenant a H % () x H = (I').
)\ o’

Nous avons la forme bilinéaire :

G(U,U,) : :<MU,U/>L2(F)

= (D®+ CV,d') +(C*® + VU, ")

L2(T) L2(T)

D’apres le Théoréme 5.3, cette forme bilinéaire est continue.

<ANUNgs@)llU' || g

ou

1T moey = N9l -5 gy + 12052

Montrons a présent un résultat de compacité.
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Lemme 2.5 Les opérateurs :

sont compacts.

Preuve. Le résultat découle du Théoréeme de 'injection de Rellich. m

Notre forme bilinéaire satisfait une inégalité de coercivité a savoir I'inégalité de Garding.

Théoréme 2.4 [ existe une constante v > 0, telle que pour tout

U= (®,¥)e H2(T) x H2(T) := H*T) on a :
(MU, U)o 2 7 |Ulfgs0y — (TU, U) (2.14)

avec
2
10 s ey = “(I)HH*%(F) + H\DHH’%(F)
et

T: HYI') — HP(T)

Preuve. Démontrer (2.14) revient a la décomposition de l'opérateur M de la maniére

suivante :

M=M+T

M est un opérateur défini positif et

T : H¥T) — HA(I)

est un opérateur compact.

Ainsi pour (®, V) € HA(T') nous utilisons sur le bord I la transformée de Fourier. On
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réduit la situation au cas I' = R.

D’aprés I'équation de Parseval nous avons :
1 -3 2
(D(I)a@m(m - 9 | CI F @] 7 d¢
1 _
VOB = [51CI7 PP

Soient D et V des opérateurs pseudo-différentiels de symbole principal :

(1r1crE)”
(1+1c)

) (‘Tvg) =
UV (l’,C) =

N =D =

respectivement. Nous avons alors,

V = V-V

ou V et D sont des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre —6, —2 respectivement, Ainsi

ils sont compacts.

D = H = (T)— H ()
V = H= () —H ()

et D,V sont définis positifs. On a alors :

(D@, ®)r2ry = M | @ ”i{—%(r) —(D®,®) (1)

(VU W)rery > 7| @ Hi{_;l —(VU,0) 12

- 2 (1)
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Les opérateurs D et V' créent une perturbation compacte 77. D’autre part, les opéra-teurs
du lemme précident créent une seconde perturbation compacte T5. RegrouponsT) et T5
on obtient

T=T+T,: H* (') — H (")

compact. D’otu le résultat. m

2.6 Existence et Unicité

A présent, suivant les idées de [6, 9] nous déduisons 1'unicité de la solution du systéme

des équations intégrales aux bords.

Théoréme 2.5 Soit U = (®,¥) € H 2(T') x H 2(I").La seule solution de I’équation
homogéne MU = 0 est U = 0.

Preuve. pour la preuve de I'injection de M, on a MU = 0 sur I' équivaut a dire

D C P 0
c* v U
Ceci imlique d’aprés (2.11)
AU‘F =0=V

pour plus de détail voir [6] m
A présent on peut utiliser 'unicité et la coercivité pour prouver la bijectivité de notre

systeme.

Théoréme 2.6 L opérateur

1

M:H *(T) x H2(I') — H2(T') x H2(T).
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est bijectif.

Preuve. 1l suffit de reproduire la démonstration du ( Théoréme 4.5) et (Théoreme 6.1)
pour obtenir la bijection de I'opérateur M.
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Chapitre 3

Probléme du Bi-Laplacien avec des
conditions non linéaires dans un

domaine régulier

3.1 Introduction

Les problémes concernant des non linéairités forment une base des modéles mathéma-
tiques de différents phénomenes et processus dans la méchanique et la physique appliquée.
Les équations bi-harmoniques forment une classe importante des équations dans la phy-
sique et science de l'ingénieur. Beaucoup de problémes dans 1’élasticité peuvent étre
aussi formulés en terme d’équation bi-harmonique ol les quantités fondamentales phy-
siques telles que les équations de déplacement et de trace, toutes satisfont 1’équation
bi-harmonique. Elles ont des activités extensives de recherche sur le bi-harmonique dans
la théorie et la pratique.

Dans ce chapitre, nous étudions la méthode des équations intégrales pour I’équation bi-
harmonique avec des conditions non linéaires au bord dans un domaine Q régulier de R2.

Nous obtenons un systéme non linéaire des équations intégrales. Le Théoréme de Browder
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et Minty sur les opérateurs monotones, garantie un résultat d’existence et d’unicité de la

solution.

3.2 Formulation du probléme

Nous considérons ici le probléme intérieur aux limites non linéaire.

Soit © un domaine ouvert borné de R?, de frontiere I' € C'*. Pour une fonction u € H?(2)

Ay=0, z€
Mu+f(w u, 8n) fo([lf) , v el (P2)
Nut gl u,2) = go(a) , zeT

Les fonctions fo € H™2(T) et go € H™2(T') et

3

fiH2(T) x H2(T') — H2(D), g:H*() x H:(T) — H 2(T)

sont définies sur I' . et Mu e H™2(T') et Nu € H 2(T)

0% 0*u  O*u 02 0%u 0% 0*u  %u
APy = 2(1 —
" 0x? (ax% * V@xg) 2 ”)axla@(axla@) * 03 (095% * V@x%)
et
Pu 0%u D*u
Mu : =vAu + (1 - l/) {87711 + 2a$18x2n1n2 + a—x%n2:| (31)
9, d [ %u *u Pu 4
Nu : = —8—Au +(1— 1/)8 {(8% 12 2)n1n2 2.0, (n} — n2)} (3.2)

Telle que la constante v est dite coefficient de ratio 0 < v < 1, qu’on rencontre dans la

théorie de 1’élasticité nous avons. Les dérivées normale et tangentielle sont définies par :

0 0 0
ST m Mg TN

on 0y Oxa
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et

0 0 9,
— =Ny +Ng—

0s 0xy 0x

Nous allons écrire la premiere formule de Green dans €2, pour x dans 2. On obtient :

/ (A%u) vdr = a (u,v) — / {g—ZMu + UNU} ds, r e (3.3)
Q r

Telle que la forme bilinéaire a(u,v) est définie par :

| A 2 Pu B
a(u,v) .—/Q vAu v+<1—v)Z dx;0x; 0x;0x; e

ij=1

L’espace dans lequel nous cherchons la solution du probléme est défini par :

H2 (2,07 = {ue H (), Alwe H*(9)}]

3.3 Meéthode des équations intégrales sur la frontiére

La solution fondamentale du bi-harmonique est donnée par :

1
E(z,y) = & |z — y|*log |z — |

On obtient donc la formule de représentation de la solution du probléme (Ps) :

u(x) = /F {E(x,y)Nu(y) + (g—z(a:,y)Mu(y)> } ds, (3.4)
_ /F {(MyE(:B,y)) %(y) + (NyE<:L’7y))u(y)} ds, eq
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g_z _ /F {aEa(Z y) Nu(y) + ( aqugny (%y)MU(y)) } ds,

_/F{(aianyE(x,y)) aa—;; + (%Nyﬂx,y)) U(y)dsy}

Par passage a la limite, z — I

we) = [ { BN + (G s, + ue

_ /F {(MyE(a:,y))%(yH(NyE(x,y))u(y)}dsy

% - /F {%NU(@/) + ( a??j@Eny (a:,y)Mu(y)) } ds, + %%(l«)

_ /F { (aianyE(x,y)) 5—72 + (%NyE(w,y)) U(y)dsy}

u(z) peut étre écrite sous la forme suivante

u(z) = V(Mu, Nu) — W(u, =—) ,x € Q

on
de terme potontiel de simple couche et double couche :
V:H3(T) x H2(T) — HX(Q) et W: H2(T') x H?(T') — H*(Q)

sont des opérateurs continus et définis par :
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V(Mu, Nu)(z) = /F{E(:p,y)]\fu(y) + STE(x,y)Mu(y)}dsy, r € RA\T (3.9)

W(u, %)(m) = /F {MyE(x,y)aa—TZ + NyE(x,y)u(y)} ds,, =€ R\ (3.10)

A présent, pour construire les équations intégrales, nous définissons les opérateurs aux

bords.

Définition 3.1 Soit u € C*(I"). Nous définissons les opérateurs suivants tels que pour

tout x € I

Knulz) = / N, E(z, y)uly)ds,

9]
VizOhu(r) = —/MyE(x,y)—as dsy
r v

0
Doju(z) = /8 NyE(z,y)u(y)ds,
r 0Ny
Kyohu(z) = 0,V120,u(x)
OF

VisMu(z) = %(x,y)Mu(y)dsy
r Ony

VigNu(z) = /E(m,y)Nu(y)dsy
r

VosMu(z) = 0,VisMu(x)

VouNu(z) = 0,V1aNu(x)

Lemme 3.1 Les opérateurs suivants ainsi définis sont continus pour chaque réel s :

(3, 7, 15, 16]

Ky - HYT) — H*(D), Vip : H(I') — H*™Y(I")
Dy : H(T) — H* (), Vig :H*(T') — H*™(I)
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ainst que :

Vis : H(D) — H*™(I), Vay + H¥(I') — H*(I)
Vas  : H*(D) — H*TYI), Koy : H(T') — H*(T)

Preuve. Considérons par exemple 'opérateur pseudo-différentiel V3 qui a pour symbol

principal

Cet opérateur est continu de

Vig - H* (T') — H*"(T)
En effet, on a par définition

| ovi(t,e) [S e(1+ e )77

ce qui fait que

I Vis® [[fersry < co(1+ | & ) | F[® ()] [* de = co || @ IFyor

Les autres sont montrés de la méme facon. m
-1

Lemme 3.2 Soient (u,v, Mu, Nu) € H2(T') x H2(I') x H= (T') x H2 (I") Alors :

1+ Kyu, VisOpu, VisMu, ViyNu € H?(Q).

2- nous avons pour x — I'.
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1

o - [

(=1 — Ki)u(x) + VigOyu(z) + ViaNu(x) + V13Mu(a:)] (3.11)

Opu(z) = |:D21U(£E> + (%I + Ko9)0hu(x) + VouNu(x) + VggMu(x)]

Dans le lemme 3.2 , nous avons pu extraire les équations intégrales au bord I' suivantes :

(31 + Ki1)u(z) — Viedpu(z) = VigNu(z) + VisMu(z)

(3.12)

—Daju(z) + (31 — Ko2)0pu(x) = VasNu(z) + VagMu(x)

Si nous introduisons maintennant dans le systéme ( 3.12 ) les fonctions inconnues sur T’

définies par :

u(z) =v(x), v el

Opu(z) =w(z), v €T
Ce qui donne sous forme matricielle I’equation :

%[4- K1y —Via v(x) Via Vs
— Dy %[ — Ko w(x) Vog Vag

et les fonctions données sur I :

Mu(z) + f(z,u,9%) = fo(z) , x €T
Nu(z) + g(z,u, 5%) = go(z) , z €T

On a alors sur le bord I' :

(31 + Ki)v(z) — Vigw(x) = Vig (—g(z, v, w) + go(2)) + Viz (— f(z,v,w) + fo(x))
—Dov(z) + (51 — Kap)w(w) = Vag (—g(z,v,w) + go(x)) + Vas (= f (2, v, w) + fo())
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donc

(31 + Ki1)v(z) — Vipw(a) + Viag(x, v, w) + Visf(z,v,w) = Viggo(z) + Visfo(x)
—Dyv(z) + (%[ — Kop)w(w) + Vasg(x, v, w) + Vas f (2, v, w) = Vasgo(x) + Vaz fo()

Ce qui donne sous forme matricielle I’'equation :

%]+K11 —Vi2 v(x) n Vig Vi3 g(w,v,w) | Vi Vs
— Dy %I—Kzz w(x) Vg Vas f(z,v,w) Vog Vas

pour z € I". Que l'on écrit :

LU)+V(F(U))=V(Fy) sur I

Telle que :
_ I+ Ky Vi s Vig Vis = g(z,v,w)
=Dy 51— Ko Voy  Vas f(z,v,w)
et
v=|"| R=|"
w Jo

go()

fol@))
(3.13)

(3.14)

3.4 Solvabilité du systéme d’équation intégrale (3.14)

au bord

Pour étudier la solvabilité de systéme intégrale non linéaire (3.14), on a besoin des hy-

pothéses suivantes :

(H1) f,g: T xR xR — R sont des fonctions carathéodory c’ést -a- dire :
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f (v,w)et g(,v,w): T xR xR — R sont mesurables V (v,w) € Rx Ret f (z,.,.) et

g(x,.,.): T' xR xR — R sont continues Vx € I'
of of dg 99

(H2) Les fonctions f(.,v,w) et g(., v, w) admettent partout des dérivées partielles ——, ——

v’ dw’ o’ dw
et que pour tout (v,w) € R x R

0
0 < ag—fgll < +00 ,
ov

dg 0
< =< — | <

ou «, 3,11,y et sont des constantes positives telles que : a > 3
Les hypothéses sur f et g nous assure que 'opérateur F (f é 553) matriciel est fortement

monotone et lipschitziene continu.

Remarque 3.1 1) Compte tenu de la formule des accroissement finis de Lagrange, il

existe (q,(, tels que :

(f(v,w) = f(' ")) = (f(v,w) = f(" w)) + (f(',w) = f(v', "))
_ af(Cla w) (U _ ’Ul) f( C2)

e Tow W)
Donc :
(0 =), o)~ 0l ) = o e OTWGD g )
> alo— v~ Bl —of|ju—w]
> afo—of = 38l — v - SBlw —w
De méme :

1 1
(1w = ', g(v,w) = gt w) 2 5w —w/* = SBJo — o +afw —w|’
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Additionnant ces inégalités, on obtient par intégration sur le bord I :

U-U,F(U)=F{U)) = (v=2), flo,w) -

v

wl

fLw) + ((w—=w'), g (v,w) — g (v, w))

(o= 8) (o= o/]* + o — w'?)
> (a=B) U=,

v v’
Telle que : U = ( ) U = ( ) € L*(T") x L*T). Nous avons donc montré que
w

V'opérateur F'(U) est fortement monotone.

2)

[f(v,w) = f(,u)] = |f(0,w) = f(V,
_ 'af(CDw) v —

ov (

IN

w)) + (f(V',w) = f(v', w)]

)+ 20

Lv =2+ |lw—w|

< Mazx(ly, B)(lv — o' + |w — ')

IN

Alors
FU) — FU)] <
FO) - fO) <
/ FU) = U ds <
( / ) — FU) ds) <
W) - FO) <

De méme, on obtient :

L(lv =2+ |w—w)

LU= U
2lU-U")

i o-ur

I

(zf/\U—U’F) ds
T

LU =T,

=

lg(U) = g(U) < L U = U,
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En additionnant ces inégalités, on a

I1F(U) = FU)|| < (i + 1) |U = U]

Telle que : U = U = € L*(T") x L*(T") Nous avons donc montré que

I'opérateur F' est lipschitzien continu.

Ce qui permet de considérer la solvabilité de (3.14).

Théoréme 3.1 V Fy = (fo,g0) € H 2(T) x H 2(T), il existe une unique solution U =
(v,w) € H2(T') x H2(T) tq :

LU)+V(F(U)) = V(Fy)sur (3.15)

Preuve. On applique le Théoréeme de Browder et Minty sur les opérateurs monotone

voir [5, 18], Popérateur :
V:H 2(T)x H2(T) — H2(I') x Hz(T)

est un isomorphisme, alors I’étude de 'existence et I'unicité de la solution (3.15) revient

a I’étude de ’équation intégrale non linéaire suivante :
T(U)=V'LU)+ FU) = Fy sur T

Il faut montrer que I'opérateur

N

T:H:(I) x H2(T) — H 2(T') x H 2(I)

est continu et fortement monotone

La continuité de V et L est évidente
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De méme

VlL - H%(F) X H%(F) — H_%(F) X H_%(F)

est continu en vertu de ’hypothese (Hj).

L’opérateur

Njw

F:H3 () x H2(I') — H%(T") x H2(T)

est aussi continu

Par conséquent 'opérateur intégral au bord
T:H2(T') x H2(T') — H *([') x H 2(T)

est continu.

Soit ¥ = (U, U,) € H~3(T') x H2(T') définie par :
U(z) ==V 'LU(z) , VU = (v,w) € H2(T') x Hz(T) (3.16)

Pour tout (v, w) et (Mg, Ny) d’une fonction biharmonique d’éxpression :

plr) = V(Mp(w), No(x) ~ W(p(), 22)

= VU(z) - WU ()
Vo € Q, il est facile de voir que ¢(z) satisfait au probléme

Ap(z) =0, z€Q
plx)=v ,zel

g—i(x):w,xEF
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D’apres la formule de Green :
(VLU U) = / Tyvds + / Vowds
r

r

= /nggpds+/Mgoa—¢ds
T r 871
(¢, )

= a

ale, ) = /Q {V(AW +(1 - ”)22:1 (afjgwj)Q} "

=

donc

Pour U,U’ € H2(T') x Hz(T'), on a :

(VLW - U),U-U") = /Q {U(A(gp — A=Y <—32(§Z(;xf'>> } dz

= alp—¢¥,p—¢)
D’autre part, nous avons :
[ — 90,“1{2(9) <c|U - UIHHf%(r)XH*%(r) <cllU—=U",
Par conséquent :

(TU —=TU .U -U") = (FU—FU,U-U")+ (VLU -U"),U-U")

> (a=B)IU =Tl +alp—¢,0—¢)
> (a—B)|IU-U"ll;

> Sa=A)lle— ¢l

> La-pu-v) 1

c2 H3(D)xH2 (D)

d’apres le Théoréme de trace [3, 15], D’ou le résultat. m
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Conclusion

Dans ce mémoire on a montré que la méthode des équations intégrales au bord est
concluante, pour étudier I’équation de Bi-Laplace avec des conditions non linéaires sur le
bord. L’objectif de ce mémoire est d’examiner si on peut étendre les techniques d’approche
vuau [14, 27, 33], au équation intégrale non linéaire & un systéme d’équations intégrales.
Le systeme obtenu admet une solution unique garantie par le Théoréme de Browder et
Minty pour les opérateurs monotones. Nous envisageons d’appliquer cette technique pour
résoudre numériquement un systéme non linéaire.

L’application & d’autres opérateurs elliptiques (par exemple Helmhotz, p-Laplacien, ...)

et avec des conditions aux limites plus générales, peut étre réalisée.
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