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 مقدمــــــــــــــــــــــــــة:

 

الإحراء مؼ بيؼ العمؽم التي استطاعت أن تفخض نفديا في العرخ الحجيث، إذ لا  يعج
يسكؼ ترؽر تطؽيخ السعخفة والعمؽم في مشأى عؼ استخجام الإحراء أسمؽبا كان، أو مشيجا، أو 

 تقشية.

دراسة الإحراء الؽصفي في الدجاسي الأول مؼ الدشة الأولى كسجخل لتطؽيخ فبالخغػ مؼ 
ب السيارات الستعمقة بجسع البيانات وما يتختب عشيا مؼ تبؽيب، وتحميل وحداب السعارف واكتدا

فزلا عؼ دراسة الأساليب التي مختمف السقاييذ التي تداعج عمى تفديخ العاىخة محل الجراسة، 
أن الاكتفاء بالؽصف  إلاتسكؼ مؼ التعخف عمى طبيعة التؽزيعات الإحرائية مؼ خلال أشكاليا، 

 الإحراء الخياضيالشتائج أو تفديخ العؽاىخ السدتقبمية، وىشا تبخز أىسية  لا يدسح بتعسيػ
الحي يعتسج عمى نعخية الاحتسالات لتحميل البيانات واستخلاص )مؽضؽع ىحه السطبؽعة( 

ة. وبحلغ فإن الإحراء شة محجودسية حؽل السجتسع الإحرائي انطلاقا مؼ عياستشتاجات عم
ؼ الإحراء الخياضي مؼ ولية لفيػ البيانات، في حيؼ يسكالأد الطالب بالأدوات دو الؽصفي ي

تفديخىا واتخاذ قخارات اقترادية قائسة عمى أسذ عمسية، مسا يجعل الجراستيؼ مكسمتيؼ لبعزيسا 
 .في التكؽيؼ الإحرائي لمطالب

عج دراسة نعخية السجسؽعات والتحميل التؽفيقي ونعخية الاحتسالات مؼ الخكائد الأساسية في وت
لتكؽيؼ الخياضي لطمبة الدشة الأولى عمؽم اقترادية، لسا ليا مؼ دور محؽري في فيػ العؽاىخ ا

الاقترادية التي تتدػ بعجم اليقيؼ والسخاطخة. إذ تدسح نعخية السجسؽعات بتشعيػ السعطيات 
خ التحميل التؽفيقي أدوات دقيقة لحداب عجد فاث الاقترادية السسكشة، بيشسا يؽ وتحجيج الأحج

دتعسل في تحميل القخارات الاقترادية وتقييػ البجائل والاختيارات السحتسمة، وىؽ ما ي حالاتال
 .السختمفة

وتداعج نعخية الاحتسالات عمى قياس درجة عجم التأكج السختبطة بالعؽاىخ الاقترادية، مثل 
ي الطمبة مؼ ؼ الاحتسال الذخطكسي، أو تطؽر الأسؽاق السالية. كسا تقمب الأسعار، سمؽك السدتيمغ
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خ احتسال حجوث ظاىخة اقترادية عشج تؽفخ معمؽمات ججيجة، وىؽ أمخ أساسي في فيػ كيفية تغي
 .تحميل السخاطخ واتخاذ القخار الاقترادي

ا عمى السعطيات حجيث التؽقعات الاقترادية اعتسادتبخز نعخية بايد كأداة فعالة لتكسا 
، والتسؽيل. الات التشبؤ الاقترادي، دراسات الدؽق خة في مج، مسا يجعميا ذات أىسية كبيالستججدة

أما التؽزيعات الاحتسالية، فيي تسثل الأساس في تؽصيف الستغيخات الاقترادية العذؽائية، مثل 
 .الجخل، الطمب، أو مجة الانتعار، وتداعج عمى فيػ خرائريا وتحميميا إحرائيًا

عمؽم اقترادية مؼ الدشة الأولى ب ؼ طال، فإن دراسة ىحه السفاليػ تسكما سبقعمى  ءوبشا
ز ة، كسا تعد اكتداب أدوات تحميمية ضخورية لفيػ الإحراء والاقتراد الكياسي في السخاحل اللاحق

 قجرتو عمى تفديخ البيانات الاقترادية واتخاذ قخارات مبشية عمى أسذ عمسية.
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 تمهيد:

وريا لفيؼ نغخية الاحتسالات، إذ ضخ  مجخلايعج التعخف عمى السفاهيؼ الأساسية لمسجسؾعات 
يتعيؽ عمى الظالب اكتداب ىحه السفاهيؼ والتجرب عمييا حتى يتسكؽ فيسا بعج مؽ التعسق أكثخ في 

وأىؼ ، واستعخاض أنؾاعيا لى مفيؾم السجسؾعةالسقياس. وسيتؼ في ىحا الفرل التظخق إىحا 
العسميات التي تظبق عمييا. لشختؼ الفرل بسجسؾعة مؽ التساريؽ التي تجعؼ السفاهيؼ الدابقة 

 وتخسخيا في ذىؽ الظالب.

 :تعريف المجموعة. 1

الإحراء بذكل خاص، حيث يذكل مفيؾم السجسؾعات فخعا مؽ فخوع الخياضيات عسؾما، و 
، حيث يظمق عمى الأشياء السكؾنة لمسجسؾعة تعخف عمى أنيا تجسع يزؼ أشياء معخفة تعخيفا تاما

 . 1(Elements)"عشاصخ" 

فالسجسؾعة ىي شيء قائؼ بحاتو وتتكؾن مؽ أشياء متسايدة عؽ بعزيا البعض، فإذا تؼ تقديؼ 
  2يتسيد بخرائص معيشة ويظمق عميو8 مجسؾعة.مفخدات عاىخة معيشة إلى أقدام فإن كل قدؼ 

مسا سبق يسكؽ تعخيف السجسؾعة عمى أنيا تجسع لعجد مؽ العشاصخ والأشياء التي تذتخك 
إلخ، فيسا يخمد  ،.....8A ،B ،C الكبيخة في صفة معيشة. ويخمد لمسجسؾعات بالحخوف اللاتيشية

 ......إلخ.a ،b ،cلعشاصخ السجسؾعة بالحخوف الرغيخة8 

الأعجاد ومؽ أمثمة السجسؾعات8 مجسؾعة طمبة الدشة الأولى عمؾم اقترادية، مجسؾعة 
الحقيقية، مجسؾعة السباني التابعة لسؤسدة ما، مجسؾعة العسال السعشييؽ بالديادة في الأجؾر.... 

 إلخ.

 83 طخيقة القائسة وطخيقة القاعجة.وتكتب السجسؾعة بظخيقتيؽ ىسا

                                                             

 .5ص ،0202عسان،، مخكد الكتاب الأكاديسي، حداب الاحتمالات أمظيخ مفتاح عثسان، -1
، شخكة دار الأكاديسيؾن لمشذخ والتؾزيع، الرياضيات للعلوم الاقتصادية والإداريةسميسان عثسان أبؾصبحا،  - 2

 .11ص، 0212عسان، 
 .11، 10نفدو، ص ص  السخجع - 3
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 :إذا كان عجد عشاصخ السجسؾعة محجدا فإنيا تكتب داخل قؾسيؽ أو  طريقة القائمة
تكتب8  12حاضشتيؽ، مع إىسال التختيب. مثال8 مجسؾعة الأرقام الفخدية الأقل مؽ 

 1, 7, 9A    
  تدتخجم ىحه الظخيقة إذا كان عجد العشاصخ كبيخا ججا أو غيخ محجود، حيث  :القاعدةطريقة

يتعحر في ىحه الحالة كتبة جسيع العشاصخ فشمجأ لمتعبيخ عؽ صفة معيشة تعبخ عؽ العشاصخ 
  السعشية. مثل8 إذا أردنا التعبيخ عؽ مجسؾعة الأعجاد الحقيقية نكتب8

 :A x x is real numbers   
 

 ة لوصف المجموعات: الرموز المدتخدم 

 تدتخجم الخمؾز الخياضية التالية لمتعبيخ عؽ عسميات معيشة في السجسؾعة8

nA  لمتعبيخ عؽ عجد عشاصخ السجسؾعةA. 

U .لمتعبيخ عؽ اتحاد مجسؾعتيؽ أو أكثخ 

 لمتعبيخ عؽ تقاطع مجسؾعتيؽ أو أكثخ. ∩

Ø  لمتعبيخ عؽ السجسؾعة الخالية. }{أو 

 .لمتعبيخ عؽ انتساء مجسؾعة لسجسؾعة أخخى 

 .لمتعبيخ عؽ عجم انتساء مجسؾعة لسجسؾعة أخخى 
 .لمتعبيخ عؽ احتؾاء مجسؾعة لسجسؾعة أخخى 
 . أنواع المجموعات:2

أنؾاع ىي8 السجسؾعة السشتيية،  ستةالسجسؾعات حدب العشاصخ السشتسية إلييا، إلى  تشقدؼ
السجسؾعة الكمية، السجسؾعة الجدئية، والسجسؾعة السجسؾعة غيخ السشتيية، السجسؾعة الخالية، 

 السكسمة )الستسسة(.
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 . المجموعة المنتهية )المحدودة(:.21

(، حيث أن ىحه nالسجسؾعة السشتيية ىي السجسؾعة التي تزؼ عجدا نيايا مؽ العشاصخ )
 .nالعشاصخ يسكؽ عجىا وتخقيسيا مؽ العشرخ الأول إلى العشرخ 

 مثال:

B ىي مجسؾعة مشتيية لأن عجد عشاصخىا محجد . 3إلى  81 ىي مجسؾعة الأعجاد الظبيعة مؽ
 بـخسدة عشاصخ ونكتب8

 1, ,B    

 . المجموعة غير المنتهية: .22

السجسؾعة غيخ السشتيية ىي التي لا يسكؽ حرخ وتحجيج عجد عشاصخىا، حيث تكؾن ليا 
 بجاية وليذ ليا نياية.

 مثال:

Cمجسؾعة غيخ مشتيية لأن عجد عشاصخىا لا يسكؽ  ىي. عجاد الدوجية السؾجبة8 ىي مجسؾعة الأ
 حرخه وعجه ونكتب8

 , , , ,C      
 

 . المجموعة الخالية:2.3

 يظمق عمى السجسؾعة التي لا تحتؾي عمى أي عشرخ بالسجسؾعة الخالية.

  مثال:

 ، ونكتب28مجسؾعة الدمع السجانية ذات تكمفة الانتاج السؾجبة ىي مجسؾعة خالية عجد عشاصخىا 

 A و أ
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 . المجموعة الكلية )الأساسية(:2.4

عشج دراسة عاىخة معيشة فإن السجسؾعة الأساسية تزؼ جسيع العشاصخ التي تشتسي إلى ىحه 
 .Ωالجراسة. ويخمد ليا بالخمد 

مثال8 عشج دراسة مجى تؾفخ الدمع في الدؾق، فإن السجسؾعة الأساسية ىي كل الدمع 
 ىي مجسؾعة جدئية تزؼ الدمع الغحائية. Aالسؾجؾدة، و

يسكؽ اعتبار طمبة كمية العمؾم الاقترادية والتجارية وعمؾم التدييخ كسجسؾعة أساسية، كسا 
 تتفخع مشيا مجسؾعات تسثل السدتؾيات والتخررات السؾجؾدة داخل الكمية.

 . المجموعة الجزئية: 2.5

مجسؾعة  A، نقؾل أن Bيشتسي إلى السجسؾعة  Aإذا كان كل عشرخ مؽ عشاصخ السجسؾعة 
 ونكتبB.1  8محتؾاة في  A، ونقؾل أيزا أن Bجدئية مؽ 

 

 

 

 

 استنتاج: 

 كل مجسؾعة ىي مجسؾعة جدئية لشفديا. -

 الخالية ىي مجسؾعة جدئية لأي مجسؾعة. السجسؾعة -

 )المكملة(:. المجموعة المتممة 2.6

ىي  Aالستسسة لـ سجسؾعة المجسؾعة جدئية مشيا، فإن  Aمجسؾعة أساسية و Ωإذا كانت 
 . ونكتب8     8لمسجسؾعة الستسسة بالخمدويخمد  .Aلا تشتسي لـ و  Ωتشستسي لـ العشاصخ التي 

                                                             

 .11، ص مرجع سابقسميسان عثسان أبؾصبحا،  - 1

A
B

A B

A
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 مثال: 

السجسؾعة الكمية في ىحه الحالة تزؼ كل سكان أراد أحج الستاجخ دراسة سمؾك السدتيمكيؽ. 
ىي الأشخاص الحيؽ يذتخون مؽ الستجخ، فإن السجسؾعة  Aالسجيشة، وباعتبار أن السجسؾعة 

 الستسسة ليا تزؼ الأشخاص الحيؽ لا يذتخون مشو.

 طمبة. حيث نكتب8 12طالبة و 02طالبا، مشيؼ  12بافتخاض أن فؾجا مؽ الظمبة يحتؾي : 2مثال 

 

 

 على المجموعات:. العمليات 3

يقرج بالعسميات عمى السجسؾعات تمػ الظخق والأساليب التي تظبق عمى مجسؾعتيؽ أو 
أكثخ لاستحجاث مجسؾعة ججيجة، وىي تذبو في مفيؾميا عسميات الجسع والظخح، إلا أنيا تتعامل 

 مع عشاصخ السجسؾعة وليذ مع الأعجاد.

 (:U. الاتحاد )3.1

ىي مجسؾعة العشاصخ التي  Bو A، فإن اتحاد Ωمجسؾعتيؽ جدئيتيؽ مؽ  Bو Aإذا كانت 
 1.هي العناصر التي تنتمي لإحدى المجموعتين على الأقلأو كمييسا. أو نقؾل  Bأو  Aتشتسي إلى 

                                                        ونكتب8

                                                             

1- Kolman, B., Busby, R. C., & Ross, S, Discrete Mathematical Structures, 3rd ed, 

Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall, 2004, p 6.  

A A

 :A x x et x A   

30

20

10

n

nA

nA

 





 :A B x x A x B   
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 مثال: 

 A U B={0,1,2,3,4,5,6}فإنB={2,4,5,6}   8و  A={0,1,2,3,4}إذا كان8 

 .العشاصخ السذتخكة بيؽ السجسؾعتيؽ تحتدب مخة واحجة في الاتحادملاحغة: 

 :بعض خواص الاتحاد 
  8اتحاد السجسؾعة مع نفديا يعظي نفذ السجسؾعة  
   8اتحاد السجسؾعة مع السجسؾعة الستسسة ليا يعظي السجسؾعة الأساسية 
   8اتحاد السجسؾعة مع السجسؾعة الأساسية يعظي السجسؾعة الأساسية 
  مع السجسؾعة الخالية يعظي السجسؾعة نفديا8  اتحاد السجسؾعة 
   :خاصية التبديل 
   :خاصية التجميع 

 ملاحغة: 

 

 (:∩. التقاطع )3.2

ىي مجسؾعة العشاصخ التي تشتسي  Bو A، فإن تقاطع Ωمجسؾعتيؽ جدئيتيؽ مؽ  Bو Aإذا كانت 
 1ونكتب8 .في نفذ الؾقت Bو  Aإلى 

 مثال: 

 A ∩ B={2,4}فإنB={2,4,5,6}   8و  A={0,1,2,3,4}إذا كان8 

                                                             

1 - Al Doerr & Ken Levasseur, Applied Discrete Structures. 3rd ed. University of 

Massachusetts Lowell, 2018, P 4. 

A A A 

A A  

A 

A A 

A B B A  

( ) ( )A B C A B C A B C       

 : etA B x x A x B    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B C A B C A B A C B C A B C             

( ) ( )A B A B A B    
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 :بعض خواص التقاطع 
 8السجسؾعة مع نفديا يعظي نفذ السجسؾعة تقاطع 
  8تقاطع السجسؾعة مع السجسؾعة الستسسة ليا يعظي مجسؾعة خالية 
  8تقاطع السجسؾعة مع السجسؾعة الأساسية يعظي السجسؾعة نفديا 
 عظي مجسؾعة خالية8 اتحاد السجسؾعة مع السجسؾعة الخالية ي 
 :خاصية التبديل 
 :خاصية التجميع 
 :خاصية التوزيع 

 توزيع الاتحاد على التقاطع:  

 الاتحاد:  توزيع التقاطع على

 . الفرق بين مجموعتين:3.3

 Bولا تشتسي إلى  Aىي مجسؾعة العشاصخ التي تشتسي إلى  Bو Aالفخق بيؽ السجسؾعتيؽ 
 A-B.1ونكتب8 

 مثال: 

 A-B ={0,1,3}فإنB={2,4,5,6}   8و  A={0,1,2,3,4}إذا كان8 

                                                             

1- Oscar Levin, Discrete Mathematics: An Open Introduction, 3rd ed, University of 

Minnesota: Open Textbook Library, 2021, P 24. 

A A A 

A A  

A A 

A   

A B B A  

( ) ( )A B C A B C A B C       

( ) ( ) ( )A B C A B A C     

( ) ( ) ( )A B C A B A C     
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 . الفرق التناعري بين مجموعتين:3.4

يعخف الفخق التشاعخي بيؽ مجسؾعتيؽ عمى أنو مجسؾعة العشاصخ التي تشتسي إلى اتحاد 
 1حيث نكتب8         السجسؾعتيؽ دون الأخح بعيؽ الاعتبار العشاصخ السذتخكة ورمدىا 

 

 
 مثال: 

 B-A ={3,5} و A-B ={1,2,6,8}فإنB={3,4,5,7}   8و  A={1,2,4,6,7,8}إذا كان8 

 ومشو فإن8 

 :2خواص وعلاقات مهمة حول المجموعات 
  
                                    

                                                             

 .005ص ، 0212، دار السديخة لمشذخ والتؾزيع، عسان، 1، طالرياضيات المتقظعةروحي ابخاهيؼ الخظيب،  - 1
2- Ted Sundstrom, Mathematical Reasoning: Writing and Proof, 2nd ed, Grand 

Valley State University, 2020, PP 235-238.  

( ) ( )A B A B A   

A

( ) ( ) ( ) ( )A B A B B A A B B A        

     ( ) ( ) 1,2,6,8 3,5 1,2,3,5,6,8A B A B B A       

( ) ( )A B A A B A B B A B        
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 1بالإضافة إلى العلاقات التالية8 
  
  
  
  
  
  
  :قانون دي مورغانDe morgan’s law 

يشص قانؾن دي مؾرغان لمسجسؾعات عمى أن السجسؾعة الستسسة لاتحاد مجسؾعتيؽ ىي تقاطع 
قتيؽ متسستييسا، ومتسسة تقاطع مجسؾعتيؽ ىي اتحاد متسستييسا، ويعظى القانؾن بالعلا

 2التاليتيؽ8
 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                             

. 004، ص مرجع سابقروحي ابخاهيؼ الخظيب،  - 1  
2- Kenneth H. Rosen, Discrete Mathematics and Its Applications. 7th Ed. McGraw-Hill. 

2021, P 26.   

( ) ( ) ( )A B C A B A C     

( ) ( ) ( )A B C A B A C     

( )A B C A B A C     

( )A B C A B C    

( ) ( ) ( )A B C A B A C     

( ) ( ) ( )A B C A C B C     

1)A B A B  

2)A B A B  
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 تمارين الفصل الأول:

  :10التمرين 

لتكؽ السجسؾعة الأساسية8  0,2,4,5,6,7,8,9 
A وB وC 8مجسؾعات جدئية حيث  

 0,2,5A     2,5,7,8B       4,6,7,9C     
 المظلوب:

 السجسؾعات الآتية8حجد عشاصخ  -1 
, , , , , ,A B C A B A B A C B A      

Bتأكج مؽ صحة العلاقات التالية8  -2 A B A   

( ) ( )A B A B   
 : 02التمرين 

A وB  مجسؾعتان جدئيتان مؽΩ 8 يثح 

  

 ؟Bو Aتأكد مه تحقق علاقتً قاوون دي مورغان على المجموعتٍه  المطلوب:

 : 30التمرين 

علامات تجارية لمياتف  1مدتيمػ، لمؾقؾف عمى تفزيلاتيؼ في شخاء  122أجخيت دراسة عمى عيشة مؽ 
 الشقال، فتبيؽ ما يمي8 

 22  أبل "مدتيمكا يفزمؾن علامةApple". 
 32 " مدتيمكا يفزمؾن علامة سامدؾنغSamsung". 
 12 " مدتيمكا يفزمؾن علامة شاوميXiaomi". 
 13 .يفزمؾن أبل وسامدؾنغ 
 11 .يفزمؾن أبل وشاومي 
 12 .يفزمؾن سامدؾنغ وشاومي 
 66 .يفزمؾن عمى الأقل علامة واحجة 

 السظمؾب8 

 1,3,5,7,9A   3,6,9B  1,2,3,4,5,6,7,8,9 
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 .الثلاثالعلامات  يفزمؾن الحيؽ السدتيمكيؽ حدب عجد أ -1
 مثل معظيات التسخيؽ بيانيا. -0
 علامة. ةحدب عجد السدتيمكيؽ الحيؽ لا يفزمؾن أيأ -1
 علامة واحجة فقط. يفزمؾن حدب عجد الحيؽ أ -2
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 تمارين الفصل الأولحلول 

 :01حل التمرين 
 تحجيج عشاصخ السجسؾعات8 -

 

 

 

 

 

 

4,6,7,8,9

0,4,6,9

0,2,5,8

2,5

0,2,5,7,8

7,8

A

B

C

A B

A B

A C

B A









 

 

 

 

 

التأكج مؽ صحة العلاقة الأولى8 لجيشا  -0 7,8B A 
   

 

و  7,8B A 
  

التأكج مؽ صحة العلاقة الثانية8 لجيشا  4,6,9A B 
   

 

و  ( ) 4,6,9A B   

 فإن كلا مه العلاقة الأولى والثاوٍة محققتان. ومىه

 : 30حل التمرين 

 مورغان على تحقق العلاقتٍه التالٍتٍه:دي ٌىص قاوون 

 

 :وجد ومه معطٍات التمرٌه

 

 

 العلاقة الأولى: 

العلاقة الأولى محققة إذا  

محققة الثانيةإذا العلاقة   

 2,4,6,8A   1, 2, 4,5,7,8B 

1)A B A B  

2)A B A B  

1)A B A B  

 

 

3,9

1,3,5,6,7,9

A B

A B

 

 
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 لدٌىا: 

 

 ومىه فإن العلاقة الأولى محققة.

 العلاقة الثانية: 

 لدٌىا: 

 

 ومىه فإن العلاقة الثاوٍة مه قاوون دي مورغان محققة.

 : 3حل التمرين 
 8 مجسؾعة الحيؽ يفزمؾن علامة آبل.Aباعتبار أن8 
                  B.8 مجسؾعة الحيؽ يفزمؾن علامة سامدؾنغ 
                  C.8 مجسؾعة الحيؽ يفزمؾن علامة شاومي 

 لجيشا مؽ السعظيات ما يمي8
 

 
 

  عجد السدتيمكيؽ الحيؽ يفزمؾن العلامات الثلاث ىؾ  -1

 لجيشا مؽ خاصية الاتحاد8 

 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

( ) 2,4,8

2,4,8

A B A B

A B

   

 

 

 

( ) 1,2,4,5,6,7,8

1,2,4,5,6,7,8

A B A B

A B

   

 

2)A B A B  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n A B C nA nB nC n A B n A C n B C n A B C             

88 40 50 30 15 13 10 ( )

( ) 88 40 50 30 15 13 10 6

n A B C

n A B C

        

          

( )?n A B C 

40 50 30 ( ) 15 ( ) 13

( ) 10 ( ) 88

nA nB nC n A B n A C

n B C n A B C

          

     
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 التسثيل البياني8 -0

 
مدتيمكيؽ يفزمؾن العلامات الثلاث )السشظقة السذتخكة بيؽ  4بشاء عمى إجابة الدؤال الأول فإن ىشاك  -

 السجسؾعات الثلاث(.
يفزمؾن الأولى والثانية فقط ولا  7فيبقى  4يفزمؾن العلامة الأولى والثانية نظخح مشيؼ  13 لجيشا -

 يفزمؾن الثالثة.
يفزمؾن الأولى والثالثة فقط. ولا  5فيبقى  4يفزمؾن العلامة الأولى والثالثة نظخح مشيؼ  11لجيشا  -

 يفزمؾن الثانية
يفزمؾن الثانية والثالثة فقط. ولا  2فيبقى  4خح مشيؼ يفزمؾن العلامة الثانية والثالثة نظ 12لجيشا  -

 يفزمؾن الأولى.
 16شخص يفزمؾن العلامة الأولى، نظخح مشيا الحيؽ يفزمؾن معيا الثانية والثالثة، فيبقى  22 -

 يفزمؾن الأولى فقط.
 11يفزمؾن العلامة الثانية، نظخح مشيا الحيؽ يفزمؾن معيا الأولى والثالثة، فيبقى  شخص 32 -

 يفزمؾن الثانية فقط.
 11شخص يفزمؾن العلامة الثالثة، نظخح مشيا الحيؽ يفزمؾن معيا الأولى والثانية، فيبقى  12 -

 يفزمؾن الثالثة فقط.
عجد السدتيمكيؽ الحيؽ لا يفزمؾن أية علامة ىؾ مجسؾع السدتيمكيؽ مظخوحا مشو الحيؽ  -1

 يفزمؾن عمى الأقل إحجى العلامات8 

 100 ( ) 100 88 12n A B C     
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عجد الحيؽ يفزمؾن علامة واحجة فقط ىؼ السدتيمكؾن الحيؽ يفزمؾن إما العلامة الأولى أو  -2
 الثانية أو الثالثة

، والحيؽ يفزمؾن العلامة 16فقط عجدىؼA  8التسثيل البياني نلاحظ أن الحيؽ يفزمؾن العلامة  مؽ
B  8والحيؽ يفزمؾن العلامة 11فقط عجدىؼ ،C  811فقط عجدىؼ. 

 62 =13+31+18أي أن عجد السدتيمكيؽ الحيؽ يفزمؾن علامة واحجة فقط ىؾ8 
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 تمهيد:

يتعيؽ عمى الظالب قبل بعج التعخف في الفرل الأول عمى السفاهيؼ الأساسية لمسجسؾعات، فإنو 
بحداب عجد الشتائج السسكشة  لخياضية التي تدسح لوالخؾض في نغخية الاحتسالات أن يمؼ بالأساليب ا

إيجاد السجسؾعات الجدئية الستختبة  مام حتسيةلتجخبة معيشة. ففي كثيخ مؽ الأحيان يجج الباحث نفدو أ
عؽ مجسؾعة معيشة، إذ يرعب عميو حرخىا وتحجيجىا لسا تتظمبو العسمية مؽ جيج ووقت، فيمجأ إلى 

 التحميل التؾفيقي. حو أساليبوىؾ الأمخ الحي تتي ،سمةمكانيات السحتحداب عجد الإ

 . مبدأ التحليل التوفيقي:1

يعج التحميل التؾفيقي مؽ أىؼ الأساليب الخياضية التي تداعج عمى إيجاد الشتائج السسكشة عشج القيام 
بتجخبة معيشة، ففي كثيخ مؽ الحالات التي تكؾن فييا التجارب متعجدة الشتائج بذكل يرعب عمى الباحث 

جأ إلى استخجام طخق العج وخرائص التحميل التؾفيقي لمؾجؾل إلى حداب عجد الشتائج حرخىا كميا، فيم
 التي تؤدي إلييا تجخبة معيشة.

 1يقؾم السبجأ الأساسي لمتحميل التؾفيقي عمى فكخة وجؾد أكثخ مؽ تجخبة تشجد بعجة طخق حيث:و 

تجخبة جدئية تجخى الؾاحجة تمؾ الأخخى ضسؽ تختيب  mانت لجيشا تجخبة رئيدية تتكؾن مؽ إذا ك
نتيجة، والتجخبة  n2نتيجة، والثانية تؤدي إلى  n1محجد. ونفتخض أن التجخبة الجدئية الأولى تؤدي إلى 

 عجد الشتائج الخاصة بالتجخبة ىؾ حاصل ضخب نتائج التجارب الجدئية: نتيجة. فإن nnالأخيخ تؤدي إلى 

 =عجد الشتائج  

 ، كسا ىؾ مبيؽ في السثال التالي:صغيخا الشتائجبسخظط الذجخة إذا كان عجد ويسكؽ الاستعانة 

 مثال: 

 نؾعيؽ مؽ الحمؾيات. ، والخئيديةأنؾاع مؽ الدمظة، نؾعيؽ مؽ الأطباق  3يقجم أحج السظاعؼ 

 بكؼ طخيقة يختار الدبؾن وجبتو السكؾنة مؽ سمظة، وطبق ساخؽ، وتحمية؟

                                                             

، 6106عسان، ، دار اليازوري العمسية لمشذخ والتؾزيع، الإحصاء المطبق في العلوم الاجتماعيةمحمد بجاوي ومحمد دوة،  - 1
 .06ص 

1 2 3 ........ mn n n n   
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 الجواب:

 Sنخمد لمدمظة بالخمد: 

 Pبالخمد:  الخئيدينخمد لمظبق 

 Dنخمد لمتحمية بالخمد: 

بالشدبة لمشؾع الثاني والثالث  S3 و S2ونكتب  S1فسثلا إذا تؼ اختيار الشؾع الأول مؽ الدمظة نكتب: 
 ، وكحلػ بالشدبة للأطباق الخئيدية والتحميات.التؾاليمؽ الدمظة عمى 

 وبالاعتساد عمى مخظط الذجخة نتحرل عمى ما يمي:

 
يغيخ مؽ السخظط أعلاه أن الدبؾن إذا طمب الشؾع الأول مؽ الدمظة فإن أمامو خياريؽ مؽ الأطباق 

 الخئيدية، وأن كل طبق رئيدي يختاره يتفخع مشو نؾعان مؽ التحمية، فتربح الشتائج كالآتي:

   

 

 

( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),1 1 1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 2 1 1 2 1 2

( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )2 2 1 2 2 2 3 1 1 3 1 2 3 2 1 3 2 2

S P D S P D S P D S P D S P D S P D

S P D S P D S P D S P D S P D S P D
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 . التبديلة:2

بجسيع الحالات السسكشة. فإن كل إمكانية  تختيبياعشرخ وأردنا  nإذا كان لجيشا مجسؾعة مكؾنة مؽ 
 1مؽ الإمكانيات الستاحة تدسى تبجيمة.

فالتبجيمة ىي إخزاع كل عشاصخ السجسؾعة لمتختيب، ونسيد بيؽ نؾعيؽ مؽ التبجيلات، في حالة 
 عجم تكخار العشاصخ وفي حالة تكخارىا.

 التبديلة بدون تكرار العناصر:. 1.2

إذا كانت العشاصخ السخاد إعادة تختيبيا مختمفة وغيخ متكخرة فإن عجد الظخق التي يسكؽ مؽ خلاليا 
 إعادة تختيب العشاصخ يعظى بالعلاقة التالية:

 

 عشرخ. nيسثل عجد التبجيلات السسكشة لسحسؾعة مكؾنة مؽ  Pnحيث: 

       n ! تقخأ: عاممي وىي العجد :n  ونكتب: 0مزخوبا في جسيع الأعجاد التي قبمو وصؾلا إلى 

 

 حيث: 

  

 

 

  مثال:

ما ىؾ عجد الظخق السسكشة ليجمذ  .4 3 2 1أماكؽ شاغخة  4و   A B C Dطمبة  4إذا كان لجيشا 
 كل طالب في مكانو؟

                                                             

1 -  John A. Gubner, "Permutations, the Parity Theorem, and Determinants" (Unpublished 

Lecture Notes, Department of Electrical and Computer Engineering, University of Wisconsin-

Madison, November 3, 2023), P2. 

!nP n

! ( 1) ( 2) ( 3) ............... 3 2 1n n n n n         

0! 1

1! 1

2! 2 1 2

3! 3 2 1 6

4! 4 3 2 1 24


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  الجواب:

أشخاص بجسيع الظخق السسكشة، وبسا أن عجد الأماكؽ  4نلاحظ مؽ السثال بأنشا أمام حالة تختيب 
كسا أنو لا يسكؽ . Pnتبديلة  الذاغخة يداوي عجد الأشخاص، أي إخزاع كل العشاصخ لمتختيب فإنشا أمام

 ، وىحا معشاه أن التبجيمة لا تتكخر فييا العشاصخ، حيث أن:لظالب أن يجمذ في مكانيؽ في الؾقت نفدو

 إمكانيات 4: يقبل 0السكان 

 في السكان الأول طالببعج جمؾس  إمكانيات 3: يقبل 6السكان 

 السكان الأول وطالب في السكان الثانيإمكانيتيؽ بعج جمؾس طالب في : يقبل 3السكان 

 أماكؽ 3طمبة في  3إمكانية واحجة بعج جمؾس : يقبل 4السكان 

 4x3x2x1= 24وبتظبيق مبجأ العج نجج أن عجد الإمكانيات ىؾ: 

 وبسكؽ إيجاد الشتيجة نفديا بتظبيق قانؾن التبجيمة بجون تكخار:

 

 . التبديلة مع تكرار العناصر:2.2

عشرخ، حيث أن بعض عشاصخ السجسؾعة تتكخر أكثخ مؽ  nتحتؾي عمى  Aإذا كانت السجسؾعة 
 عشاصخ ىحه السجسؾعة تعظى بالعلاقة التالية: فإن عجد الحالات السسكشة لإعادة تختيب مخة.

 

 

 حيث: 

n1.عجد مخات تكخار العشرخ الأول في السجسؾعة : 

n2.عجد مخات تكخار العشرخ الثاني في السجسؾعة........ وىكحا وصؾلا إلى آخخ عشرخ : 

 مثال:

 ؟RECHERCHE، مؽ كمسة: بكؼ طخيقة يسكششا إعادة تذكيل كمسات )معشى الكمسة غيخ ميؼ(

4 4! 4 3 2 1 24P      

1, 2, 3, .........

1 2
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 الجواب:

 :أكثخ مؽ مخة مشيا ما ىؾ متكخر (n=9) حخوف 19نلاحظ بأن الكمسة تحتؾي عمى 

 n1=2 >== 16: تكخر مختيؽ Rالحخف  -

 n2=3 >== 13: تكخر ثلاث مخات Eالحخف  -

 n3=2 >== 16: تكخر مختيؽ Cالحخف  -

 n4=2 >== 16: تكخر مختيؽ Hالحخف  -

فشحؽ أمام تبجيمة بعشاصخ متكخرة، وبالتالي فإن عجد إمكانيات تذكيل كمسات بغض الشغخ عؽ 
 السعشى يعظى بالعلاقة:

 

 

 .طخيقة  7560بـ:  RECHERCHEيسكؽ إعادة تبجيل حخوف كمسة أي 

 . الترتيبة:3

عشرخ مشيا بجسيع الحالات السسكشة،  kعشرخ وأردنا تختيب  nإذا كان لجيشا مجسؾعة مكؾنة مؽ 
 1. فإن كل إمكانية تدسى تختيبة.k≤nحيث 

فالاختلاف بيؽ التختيبة والتبجيمة ىؾ أن الثانية يتؼ فييا تختيب كل العشاصخ، بيشسا التختيبة فيي سحب 
حيث نسيد بيؽ نؾعيؽ مؽ  مجسؾعة جدئية مؽ السجسؾعة الكمية وتختيب عشاصخىا بجسيع الظخق السسكشة.

 التخاتيب:

 . الترتيبة بدون إرجاع: 1.3

عجم عيؾر العشرخ في أكثخ مؽ إمكانية، أي أن العشرخ السدحؾب لا يتؼ يقرج بالتختيبة بجون إرجاع 
 إرجاعو إلى السجسؾعة الأصمية ولفيؼ طخيقة إيجاد عجد التختيبات بجون إرجاع ندتعخض السثال التالي:

                                                             

1- Kenneth H. Rosen, Discrete Mathematics and Its Applications, 8th Ed, McGraw-Hill 

Education, New York 2019, P 430. 

1 2 3 4, , , 2,3,2,2

9

9! 9 8 7 6 5 4 3 2 1
7560
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 مثال: 

بحيث أماكؽ شاغخة، نخيج أن يجمذ الظمبة في الأماكؽ الذاغخة بجسيع الظخق السسكشة،  4طمبة و 7لجيشا 
 في أخخى.يغيخ  إذا عيخ طالب في تخكيبة معيشة فإنو لا يسكؽ لو أن

 الجواب:

بجسيع الظخق السسكشة، فشحؽ  7عشاصخ )أشخاص( مؽ أصل  4تختيب نلاحظ مؽ خلال السثال بأن 
تختيبة. وبسا أن الظالب لا يسكشو أن يغيخ في أكثخ مؽ تخكيبة، أي إذا سحب مؽ السجسؾعة فإنو إذا أمام 

 لا يعؾد إلييا )سحب بجون إرجاع(، فإنشا أمام تختيبة بجون إرجاع حيث:

 .مسكشة طرق  7: يسكؽ أن يذغل بـ 0السكان 

 .مذ في السكان الأول(طمبة ج 7مسكشة )لأن طالبا مؽ بيؽ  طرق  6: يسكؽ أن يذغل بـ 6السكان 

 الأول يؽفي السكان اطمبة جمد 7مؽ بيؽ  طالبيؽمسكشة )لأن  طرق  5: يسكؽ أن يذغل بـ 3السكان 
 .(والثاني

طمبة جمدؾا في الأماكؽ الأول  7طمبة مؽ بيؽ  3مسكشة )لأن  طرق  4: يسكؽ أن يذغل بـ 4السكان 
 والثاني والثالث(.

 التؾفيقي، نتحرل عمى عجد الإمكانيات كسا يمي:وبتظبيق السبجأ الأساسي لمتحميل 

 7x6x5x4= 848عجد الإمكانيات = 

يسكؽ  A، ورمد التختيبة ىؾ kوعجد العشاصخ السعشية بالتختيب ىؾ  nباعتبار أن مجسؾع العشاصخ ىؾ: و 
 تعسيؼ القانؾن كسا يمي

 

 نجج: !(n-k)وبزخب العلاقة وتقديسيا عمى 
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 قاعدة:

يتؼ إيجاد عجد الظخق السسكشة لتختيب مجسؾعة جدئية سحبت مؽ مجسؾعة أخخى بجون إرجاع بظبيق 
 العلاقة التالية:

 

 مثال:

متدابقيؽ في سباق نيائي. يتؼ تدجيل السخاكد الثلاثة الأولى )السخكد الأول، السخكد  8شارك 
السختمفة السسكشة لمحرؾل عمى السخاكد الثلاثة  ما ىؾ عجد الإمكانيات .ث( فقطالثاني، والسخكد الثال

  الأولى؟

 الجواب:

فشحؽ أمام تختيبة، وبسا أن  8بسا أن التخكيد كان عمى السخاكد الثلاثة الأولى فقط مؽ أصل 
 بجون إرجاع، ولجيشا مؽ السعظيات: الستدابق لا يسكشو أن يحتل مخكديؽ في نفذ الؾقت فشحؽ أمام تختيبة

n=8 وk=3:وبتظبيق القانؾن نجج ، 

 

 إمكانية مختمفة لمحرؾل عمى السخاكد الثلاثة الأولى. 336تؾجج 

 . الترتيبة بإرجاع:2.3

 1إذا عيخ العشرخ السدحؾب أكثخ مؽ مخة في تختيبات مختمفة فشحؽ أمام تختيبة بإرجاع.

 إرجاع ندتعخض السثال التالي:بولفيؼ طخيقة إيجاد عجد التختيبات 

 مثال:

 4، 3، 6: التالية السسكؽ تذكيميا مؽ مجسؾعة الأرقام السكؾنة مؽ رقسيؽما ىؾ عجد الأعجاد 

 أكثخ مؽ مخة؟مع إمكانية تكخار الخقؼ 
                                                             

1- Bruce E. Sagan, Combinatorics: The Art of Counting, American Mathematical Society, 

2020, P 5.  
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 الجواب:

وبسا ، تختيب مجسؾعة عشاصخ جدئية مؽ أصل مجسؾعة كمية فشحؽ أمام تختيبة ىؾب ؾ ظمالس أنبسا 
 .أن العشرخ يسكشو أن يتكخر فشحؽ أمام تختيبة بإرجاع

 يسكششا تذكيل الأعجاد التالي: 4، 3، 6باستخجام الأرقام التالية: 

 

، وعجدا العشاصخ السدحؾبة )الجدئية( في كل مخة ىؾ n=3وباعتبار أن عجد العشاصخ السؾجؾدة ىؾ 
k=2 :يسكؽ استشتاج علاقة حداب عجد التختيبات بإرجاع كسا يمي 

 

 آخر: مثال

أنؾاع  3رفؾف لعخض  3أنؾاع مؽ الدمع السعخوضة لمبيع، وتحتؾي واجية متجخه عمى  5يستمػ تاجخ 
 لاستقظاب الدبائؽ.

أنؾاع مؽ الدمع الستؾفخة مع العمؼ أنو يسكؽ أن يعخض نفذ  3بكؼ طخيقة يسكؽ لمتاجخ أن يعخض 
 الدمعة عمى أكثخ مؽ رف؟

 الجواب:

مع  5سمع فقط مؽ أصل  3الدمع فإن التاجخ يسكشو عخض  بسا أن عجد الخفؾف أقل مؽ عجد
 إمكانية التكخار )بإرجاع(. فشحؽ ىشا أمام تختيبة بإرجاع حيث:

 

 

 

 طخيقة مختمفة. 065يسكؽ لمتاجخ أن يييئ واجية الستجخ بـ: 
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 . التوفيقة:4

عشرخ تدحب  kتعخف التؾفيقة عمى أنيا عجد الحالات السسكشة لاختيار مجسؾعة جدئية مكؾنة مؽ 
ونسيد بيؽ نؾعيؽ مؽ التؾفيقات تؾفيقة  1عشرخ، دون مخاعاة التختيب. nمؽ مجسؾعة كمية مكؾنة مؽ 

 بجون إرجاع وتؾفيقة بإرجاع.

 . التوفيقة بدون إرجاع:1.4

إذا قسشا باختيار )دون تختيب(  لسجسؾعة جدئية مؽ العشاصخ، مع عجم إعادة العشاصخ السدحؾبة في 
كل مخة، أي أن العشرخ لا يسكشو أن يغيخ في نفذ التؾفيقة أكثخ مؽ مخة. فإن عجد الإمكانيات الستاحة 

 يعظى بالعلاقة التالية:

 

 حيث: 

 :حالات خاصة لحساب التوفيقات 
  تؾجج إمكانية واحجة لدحب مجسؾعة مؽ نفديا: -

 :nالعشاصخ مؽ  عشرخ واحجإمكانية لدحب  n تؾجج -

  :واحجة لعجم سحب أي عشرخ مؽ مجسؾعة إمكانية تؾجج -

 :nالعشاصخ مؽ عشرخ  n-1إمكانية لدحب  n تؾجج -

 : nإذا كان مجسؾع العشاصخ السدحؾبة يداوي لدحبتيؽ  يتداوى عجد الإمكانيات -

 مثال:

 .لمسذاركة في مدابقة فكخيةطمبة  3نخيج اختيار فخيق مؽ ، A,B,C,D,Eطمبة:  5لجيشا 

 بكؼ طخيقة بسكششا فعل ذلػ؟

 

                                                             

1- Lahcene Abdallah Bachicoua, Finite Mathematics, An Arabic text, 1st Ed, Phillips 

publishing, 2013, P 96. 
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 الجواب:

عشاصخ(،  5عشاصخ( مؽ مجسؾعة أخخى ) 3بسا أن التجخبة ىي عسمية اختيار مجسؾعة جدئية )
وتختيب العشاصخ السختارة غيخ ميؼ. فشحؽ أمام تؾفيقة. وبسا أن الظالب لا يسكؽ أن يتؼ اختياره إلا مخة 

 يتؼ إيجاد عجد الإمكانيات بالعلاقة التالية:واحجة، فالتؾفيقة ىشا تكؾن بجون إرجاع، و 

 

 

 طخق مختمفة، ويسكؽ حرخ الإمكانيات كسا يمي: 01أي يسكؽ اختيار الظمبة بـ 

(ABC),(ABD),(ABE),(ACD),(ACE),(ADE),(BCD),(BCE),(BDE),(CDE) 

 . التوفيقة بإرجاع:2.4 

لسجسؾعة جدئية مؽ العشاصخ، مع إعادة العشاصخ السدحؾبة في كل   إذا قسشا باختيار )دون تختيب(
مخة، أي أن العشرخ يسكشو أن يغيخ في نفذ التؾفيقة أكثخ مؽ مخة. فإن عجد الإمكانيات الستاحة يعظى 

 1بالعلاقة التالية:

 

 مثال:

 أنؾاع مؽ السذخوبات: عريخ، قيؾة، وشاي 13محل يقجم 

 يختار الدبؾن نؾعيؽ مؽ السذخوبات )مع إمكانية اختيار نفذ السذخوب أكثخ مؽ مخة(.

 بكؼ طخيقة يسكؽ لمدبؾن اختيار السذخوبيؽ؟

 الجواب:

بسا أن عسمية اختيار السذخوبيؽ مؽ طخف الدبؾن لا ييؼ فييا التختيب، بالإضافة إلى إمكانية اختيار 
 نفذ السذخوب مختيؽ حدب السعظيات، فشحؽ ىشا أمام تؾفيقة بإرجاع. وعجد الإمكانيات ىؾ:

                                                             

1 - Adams, Henry, et al, Counting Rocks! An Introduction to Combinatorics, 2021, P 50 

https://arxiv.org/abs/2108.04902 (22/10/2025) 
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 ( إمكانيات لاختيار مذخوبيؽ مع الإرجاع، والإمكانيات ىي:6فالدبؾن أمامو ست )

 )قيؾة، قيؾة( )شاي، شاي( )عريخ، عريخ( )قيؾة، عريخ( )قيؾة، شاي( )عريخ، شاي(

 : 1تطبيق

أرقام يسكؽ تذكيمو  3عجدا مئؾيا مكؾنا مؽ كؼ  9، 8، 7، 6، 5، 4، 3، 6، 0، 1إليػ الأرقام التالية: 
 :في حالة

 .إمكانية تكخار الخقؼ  -0

 .إمكانية تكخار الخقؼ عجم -6

 أن يكؾن العجد فخدي، مع عجم تكخار الأرقام. -3

 الحل:

 يسكؽ حل ىحا التظبيق باستعسال مبجأ الزخب في التحميل التؾفيقي.

 أرقام مؽ الأرقام السقتخحة، ولمقيام بحلػ يجب مخاعاة ما يمي: 3ىؾ تذكيل أعجاد مكؾنة مؽ  السظمؾب

 حالة إمكانية تكخار الخقؼ: -0

، أي أن مختبة السئات تقبل كل 1يكؾن العجد مئؾيا يجب أن يدتثشى مؽ مختبة السئات الخقؼ حتى  -
 إمكانيات. 9، فيسكؽ استغلاليا بـ 1الأرقام ما عجا 

يسكؽ ، وبسا أن التكخار مدسؾح ىشا فإن مختبة العذخات 1ختبة العذخات تقبل كل الأرقام بسا فييا الخقؼ م -
 إمكانيات. 01استغلاليا بـ 

 إمكانيات. 01مختبة الآحاد تقبل ىي الأخخى كل الأرقام ويسكؽ استغلاليا بـ  -

2

1 4

( 1)! 4!
3, 2 6

!( 1)! 2!2!
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مسا سبق وبتظبيق السبجأ الأساسي لمعج، فإن عجد الأعجاد السئؾية السسكؽ تذكيميا مع إمكانية  انظلاقا

 .9x10x10= 900تكخار الخقؼ ىؾ: 

 .إمكانية تكخار الخقؼ عجم -6

، 000في ىحه الحالة فإن الخقؼ الحي يغيخ في مختبة لا يسكشو أن يغيخ في مختبة أخخى )الأعجاد: 
 كميا غيخ مقبؾلة(. ........011، 554، 663

 مدتثشى. 1إمكانيات لأن الخقؼ  9مختبة السئات تقبل  -

 في مختبة السئات لا يسكشو أن يغيخ مخة أخخى. الغاىخإمكانية لأن الخقؼ  9مختبة العذخات تقبل  -

يغيخا إمكانيات فقط، لأن الخقسيؽ السختاريؽ في السئات والعذخات لا يسكشيسا أن  8مختبة الآحاد تقبل  -
 في الآحاد.

 
 .9x9x8=648وبالتالي فإن عجد الإمكانيات ىؾ:  

 مع عجم تكخار الأرقام. اأن يكؾن العجد فخدي – 3

 إمكانيات. 5تقبل فسختبة الآحاد ، 9أو  7أو  5أو  3أو  0يكؾن رقؼ آحاده ىؾ الحي فخدي الالعجد  -

في مختبة  يتكخر والخقؼ الغاىخ في الآحاد لا ،مدتثشى مشيا 1إمكانيات لأن الخقؼ  8مختبة السئات تقبل  -
 أخخى.



التحليل التوفيقيأساسيات  :الثانيالفصل   

 30 
 

 إمكانيات بعج ححف الخقسيؽ الغاىخيؽ في مختبتي الآحاد والسئات. 8مختبة العذخات تقبل  -

 
 8x8x5=320عجد الإمكانيات ىؾ: 

 :2تطبيق 

ورقة ؟  ويتؼ  56لاعبيؽ، مع العمؼ أن عمبة الأوراق بيا  4يسكؽ تؾزيع أوراق المعب عمى  بكؼ طخيقة
 ؟أوراق في آن واحج عمى كل لاعب. 8تؾزيع 

 الحل: 

 .بسا أن التؾزيع لا ييؼ فيو تختيب الأوراق فإنشا سشدتعسل التؾفيقة

 ، عجد الإمكانيات ىؾ: 56أوراق مؽ أصل  8اللاعب الأول سيأخح  -

)ما تبقى مؽ الأوراق بعج التؾزيع عمى اللاعب الأول(،  44أوراق مؽ أصل  8سيأخح  الثانياللاعب  -
 عجد الإمكانيات ىؾ: 

 الأول يؽ)ما تبقى مؽ الأوراق بعج التؾزيع عمى اللاعب 36أوراق مؽ أصل  8سيأخح  الثالثاللاعب  -
 (، عجد الإمكانيات ىؾ:والثاني

، الأول يؽ)ما تبقى مؽ الأوراق بعج التؾزيع عمى اللاعب 68أوراق مؽ أصل  8سيأخح  الخابعاللاعب  -
 (، عجد الإمكانيات ىؾ:الثاني، والثالث

وبتطبيق المبدأ الأساسي للعد نجد أن عدد الإمكانيات لتوزيع الأوراق على اللاعبين الأربعة هو 
 حاصل جداء الإمكانيات : 
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 تمارين الفصل الثاني:

  :81التمرين 

لزسان ( لفتح ىاتف ذكي، ما ىؾ عجد السحاولات التي تقؾم بيا XXXXطمب مشػ إيجاد كمسة سخ رباعية ) -1

 تجخيب كل الحالات السسكشة، في كل حالة مسا يمي:

 أ. في حالة كمسة سخ مكؾنة مؽ الأحخف اللاتيشية. )مع عجم تكخار الحخف(

 .مع إمكانية تكخار الخقؼ أرقام 4في حالة كمسة سخ مكؾنة مؽ  .ب

 ج. في حالة كمسة سخ مكؾنة فقط مؽ أرقام زوجية، بجون تكخار

 مع إمكانية تكخار الخقؼ؟ 611كيل عجد فخدي أقل مؽ بكؼ طخيقة يسكشػ تذ -6

      :82التمرين 

 ؟ ) معشى الكمسة غيخ ميؼ( STATISTIQUESؼ عجد الكمسات التي يسكؽ تذكيميا مؽ كمسة: ك -1

( في 166ما ىؾ عجد أرقام اليؾاتف التابعة لذخكة مؾبيميذ السسكؽ تذكيميا بافتخاض أن الخقؼ يبجأ بـ ) -6

 حالة: 

 أ. يسكؽ أن يتكخر الخقؼ أكثخ مؽ مخة.        ب. عجم تكخار الأرقام

    طالبات، لتذكيل لجشة. 8طمبة و 5طمبة مؽ مجسؾعة مكؾنة مؽ  4أردنا اختيار     :83التمرين 

 . ما ىؾ عجد المجان السسكؽ تذكيميا؟0

 . ما ىؾ عجد المجان التي تزؼ الظالبات فقط؟6

 تزؼ عمى الأقل طالب )ذكخ( واحج؟. ما ىؾ عجد المجان التي 3

 . ما ىؾ عجد المجان التي تزؼ إما طمبة فقط أو طالبات فقط؟4
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 تمارين الفصل الثانيحلول 

 : 81التمرين 
 في حالة كمسة سخ مكؾنة مؽ الأحخف اللاتيشية. )بافتخاض عجم تكخار الحخف( -أ -0

  مع عجم التكخار فشحؽ أمام تختيبة بجون إرجاع: 4، وبسا أنشا سشدتعسل 66لجيشا عجد الحخوف اللاتيشية 

 
4

26

26!
26 4 358800

(26 4)!
n k A     

 

 أرقام مع إمكانية تكخار الخقؼ. 4ب. في حالة كمسة سخ مكؾنة مؽ 
 ، إذا فيي تختيبة بإرجاع:01عجدىا  1،0،6،3،4،5،6،7،8،9 :الأرقام الممكنة هي

4 4

1010 4 10 10000n k A      
 بجون تكخار ج. في حالة كمسة سخ مكؾنة فقط مؽ أرقام زوجية.

 .، فيي تختيبة بجون إرجاع 5عجدىا   1،6،4،6،8الأرقام الدوجية: 

4

5

5!
5 4 120

1!
n k A      

 ؟ مع إمكانية تكخار الخقؼ 611بكؼ طخيقة يسكشػ تذكيل عجد فخدي أقل مؽ  -2

 0،6،3،4،5إمكانيات:  5يقبل رقؼ السئات 
 1،0،6،3،4،5،6،7،8،9إمكانيات:  01رقؼ العذخات يقبل 

 0،3،5،7،9إمكانيات:  5رقؼ الآحاد يقبل 
 .طخيقة 5x10x5=651بــــ:  611إذا يسكؽ تذكيل عجد فخدي أقل مؽ 

 : 82التمرين 

 بتكخار: تزؼ حخوفا متكخرة، وبالتالي فشحؽ أما تبجيمة STATISTIQUESكمسة:  -0

3,3,1,2,1,1,1

12

12!
12 6652800

3!3!1!2!1!1!1!
n P   

 

 أرقام، وبسا أن الخقؼ السظمؾب تذكيمو مؽ الذكل: 01نعمؼ أن رقؼ الياتف مكؾن مؽ  -2
(XXXXXXX166) بجسيع الظخق السسكشة:تدتبجل مخاتب  7، فإن ىشاك 
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 حالات: 01أ. في حالة إمكانية تكخار الخقؼ: فإن كل رقؼ يقبل 
  10X10X10X10X10X10X10: وبالتالي عجد الحالات ىؾ

7وىي تختيبة بإرجاع:  7

1010 7 10 10000000n k A     
 

 8حالات والثالث  9والثاني  حالات 01يقبل الأول خقؼ تكخار الخقؼ: فإن ال عجم. في حالة ب
 :4والدابع  5والدادس  6والخامذ  7والخابع 

  10X9X8X7X6X5X4وبالتالي عجد الحالات ىؾ: 
 إرجاع:جون وىي تختيبة ب

7

10

10! 10!
10 6 10 9 8 7 6 5 4 604800

(10 7)! 3!
n k A             



 :83التمرين  
وبسا أن الظالب لا يسكشو  بجون تختيب وبالتالي فيي تؾفيقة. 4نخيج اختيار إناث،  8طمبة ذكؾر و 5لجيشا 

 أن يتكخر في المجشة فيي تؾفيقة بجون إرجاع.
 ما ىؾ عجد المجان السسكؽ تذكيميا؟ -1

4
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715

4!9! 4 3 2 1 9!
C
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 . ما ىؾ عجد المجان التي تزؼ الظالبات فقط؟6

4 0

8 5

8!
1 70

4!4!
C C    

 . ما ىؾ عجد المجان التي تزؼ عمى الأقل طالب )ذكخ( واحج؟3
 ذكؾر فقط: 4طالبات أو طالبيؽ وطالبتيؽ أو ثلاثة طمبة وطالبة أو  3إما عيؾر طالب واحج ومعو 

1 3 2 2 3 1 4 0
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 المجان التي تزؼ إما طمبة أو طالبات؟. ما ىؾ عجد 4

4 0 0 4

5 8 5 8
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  :ثالثالفرل ال
مبادئ نظرية الاحتمالات 

 وقاعدة بايز
 التجربة العشوائية 

 فضاء العينة 

 الحدث 

 الاحتمال 

 قواعد حساب الاحتمال 

  الاحتمال الشرطي 

 قاعدة بايز 
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 :تسهيد

الأرضية مييأة لمؾلؾج في عالؼ  أصبحتبعج الإلساـ بالسفاهيؼ الستعمقة بالسجسؾعات وطخؽ العج، 
الاحتسالات، ىحا الفخع مؽ فخوع الخياضيات الحي أصبح ضخوريا لكل العمؾـ بالشغخ إلى قجرتو عمى 

لكؽ وقبل دراسة أساليب وطخؽ حداب  تفديخ وتحميل الغؾاىخ العذؾائية والتحكؼ في قؾانيشيا.
ساسية التي تعج أولى الخظؾات لبشا  الاحتسالات، كاف مؽ الزخوري التظخؽ إلى بعض السفاهيؼ الأ

 تفكيخ احتسالي سميؼ، يسكؽ الظالب مؽ معالجة السدائل العذؾائية وتحميميا بجقة عمسية. 

 . التجربة العذوائية: 1

ويظمق عمى مجسؾعة الشتائج  التجخبة العذؾائية ىي كل تجخبة لا ندتظيع أف نتؾقع نتائجيا،
عمى نتائج تجخبة معيشة بأنيا عذؾائية إذا لؼ ندتظع التشبؤ بيا، وتعؾد  ويظمق 1فزا  الإمكانيات.

إلى عجـ تؾفخ السعمؾمات الكافية حؾؿ مدببات أسباب عجـ القجرة عمى التشبؤ بشتائج التجخبة العذؾائية 
 2التجخبة، أو عجـ القجرة عمى الفيؼ الجقيق لديخ الشغاـ.

ؾائية عمى أنيا إجخا  نقؾـ بو يغمب عميو الظابع فيسكؽ مؽ خلاؿ ما سبق تعخيف التجخبة العذ
 العذؾائي، نعمؼ جسيع نتائجو السسكشة دوف القجرة عمى تأكيج وقؾع أي مشيا.

 مثال: 

 ( حالات مسكشة الؾقؾع وىي:06لجيشا ست ) تجخبة رمي حجخ الشخدفي  -

 .6، 5، 4، 3، 2، 1عيؾر أحج الأرقاـ:  

إلا أف معخفة الخقؼ الحي سيغيخ لا تتحقق إلا بعج القياـ بالتجخبة. ومشو فإف رمي حجخ الشخد ىي 
  تجخبة عذؾائية.

تجخبة رمي قظعة نقجية ىي أيزا تجخبة عذؾائية لأف القظعة الشقجية بيا وجياف: رقؼ وصؾرة،  -
 التجخبة.إلا أنو لا يسكششا تحجيج الشتيجة التي ستغيخ إلا بعج القياـ ب

 
                                                             

1- Nicolas Nguyen, Analyse et probabilités, Ed Ellipses, Paris, 2023, P 594  

2- Julian Tugaut, Les bases indispensables des probabilités et des statistiques cours 

et exercices corrigés, Ed Ellipses, Paris, 2025, P 19. 
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إناث ىي أيزا تجخبة  4ذكؾر و 5مؽ مجسؾعة مكؾنة مؽ طمبة  03لػ  عذوائيتجخبة اختيار  -
إناث، أو ذكخ وأنثييؽ،  3ذكؾر، أو  3عذؾائية، لأف الشتائج السسكشة معمؾمة مشح البجاية وىي: عيؾر 

 أو أنثى وذكخيؽ. إلا أف تحجيج الشتيجة مشح البجاية ىؾ أمخ مدتحيل.

 فراغ العيشة(:العيشة ). فزاء 2

ويخمد لو  1ىي مجسؾعة تزؼ كل الإمكانيات السحتسمة عشج القياـ بتجخبة عذؾائية،فزا  العيشة 
 . (Omega) يقخأ أوميغا  Ωبالخمد 

  مثال:

، وبالتمي فإف فزا  العيشة 6إلى  1في تجخبة رمي حجخ الشخد، الحالات السسكشة ىي الأرقاـ مؽ  -
 Ω={1,2,3,4,5,6}ىؾ: 

 ونكتب: (F)أو صؾرة  (P)في تجخبة رمي قظعة نقجية، الحالات السسكشة ىي إما رقؼ  -

Ω={P,F} 

 :ؾى فزا  العيشة. (F) إناث 4و (G) ذكؾر 5طمبة مؽ بيؽ  03في تجخبة اختيار عذؾائي لػ  -

 
 في تجخبة حجخ الشخد وقظعة نقجية معا فإف فزا  العيشة ىؾ: -

 
F1 مؽ حجخ الشخد. 1الشقجية والخقؼ : عيؾر صؾرة مؽ القظعة 

                                                             

 .155، ص 2020، دار اليازوري العمسية لمشذخ والتؾزيع، عساف، مبادئ الإحراءمحمد أبؾ صالح،  -1
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 . الحدث:3

 . تعريف الحدث:1.3

وىؾ مجسؾعة ، الحالة أو الشتيجة السسكؽ وقؾعيا عشج القياـ بتجخبة عذؾائيةيعخؼ الحجث بأنو 
 1فزا  العيشة.جدئية مؽ 

وإذا لؼ يتحقق فإنو لا يزؼ ، إذا تحقق الحجث فإف عشاصخه تكؾف جد  مؽ عشاصخ فزا  العيشة
 ... .A, B, Cيخمد للأحجاث بالحخوؼ اللاتيشية: ، عشرخ مؽ عشاصخ فزا  العيشةأي 

 : 1مثال

  Ω = {1,2,3,4,5,6}  :ؾى فزا  العيشة ،في تجخبة رمي حجخ الشخد

 A={1} ==> 1حجث عيؾر الخقؼ  :Aندسي الحجث  -

 B={1,3,5} >== حجث عيؾر رقؼ فخدي :Bالحجث ندسي  -

 : 2مثال

قسشا بدحب ثلاث قظع في آف واحج مؽ مشتؾج ما، حيث لاحغشا وجؾد قظع صالحة للاستعساؿ وقظع 
 أخخى تالفة. 

 أوجج جسيع الحالات السسكشة ليحه التجخبة. - 1

 أف تكؾف جسيع القظع صالحة Aأوجج عشاصخ الحجث  -2

 ىؾ حجث الحرؾؿ عمى الأكثخ عمى قظعة تالفة. Bالحجث  -3

 الجواب: 

 .ىؾ فخاغ العيشةع الحالات السسكشة ليحه التجخبة جسي – 1

 Dونخمد لمقظع التالفة بالخمد:  Cنخمد لمقظع الرالحة بالخمد: 

                                                             

، 2022، عساف، ، دار الرفا  لمشذخ والتؾزيع2ط، الاحتسالات والإحراء التطبيقي، سؾد أحسج عبج الفتاحمح -1
 .45ص 
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 Ω={(CCC),(DDD),(CDD),(DCC)}فخاغ العيشة في ىحه الحالة ىؾ: 

(CCC).جسيع القظع صالحة : 

(DDD).جسيع القظع تالفة : 

(CDD).قظعة صالحة وقظعتاف تالفتاف : 

(DCC) :.قظعة تالفة وقظعتاف صالحتاف 

 A = {(CCC)}==< nA=1 أف تكؾف جسيع القظع صالحة: Aعشاصخ الحجث  -2

3- B الحرؾؿ إما عمى قظعة واحجة : ىحا معشاه ىؾ حجث الحرؾؿ عمى الأكثخ عمى قظعة تالفة
 .تالفة أو لا نحرل عمى أية قظعة تالفة

B = {(CCD),(CCC)} ==< nB=2 

  . أنواع الأحداث: 3.2

 تشقدؼ الأحجاث الستختبة عؽ التجارب العذؾائية حدب العشاصخ التي تشتسي إلييا إلى:

 . الحدث البديط:3.2.1

أي أنو يزؼ عشرخا واحجا مؽ عشاصخ يعخؼ الحجث البديط عمى أنو الحجث الحي لا يسكؽ تجدئتو، 
 1فزا  العيشة.

 مثال: 

 .5حجث عيؾر الخقؼ  Aليكؽ الحجث  تجخبة رمي حجخ الشخد مخة واحجة: في

أنو حجث بديط لأنو يحتؾي عمى عشرخ واحج فقط مؽ عشاصخ فزا  العيشة  Aنقؾؿ عؽ الحجث 
 .A={5} ==< nA=1ونكتب: 

 

 
                                                             

1 - J. Calvin Berry, Probability and Statistics Book, July 2024 Edition, University of 

Louisiana. 2024, P 50. 
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 . الحدث السركب: 3.2.2

الحجث الحي يسكؽ تفكيكو إلى أحجاث أبدط مشو، أي أنو يحتؾي إلى يعخؼ الحجث السخكب بأنو 
 1.فزا  العيشةأكثخ مؽ عشرخ مؽ عشاصخ 

 مثال:

 .حجث عيؾر رقؼ زوجي Bليكؽ الحجث  في تجخبة رمي حجخ الشخد مخة واحجة:

 :Ωىؾ حجث مخكب لأنو يزؼ ثلاثة عشاصخ مؽ فزا  العيشة  Bالحجث 

B={2,4,6}  nB=3 

 : الأكيد . الحدث3.2.3

الحجث الأكيج ىؾ الحجث الحي يكؾف وقؾعو محقق ومزسؾف، أي أنو يزؼ كل العشاصخ 
 2السؾجؾدة في فزا  العيشة، وبالتالي فيؾ تجسيع لكل الأحجاث البديظة في التجخبة العذؾائية.

 مثال:

 .7حجث عيؾر رقؼ أقل مؽ  Aليكؽ الحجث ، في تجخبة رمي حجخ الشخد مخة واحجة

، أي أف في ىحه التجخبة ىؾ حجث أكيج لأنو يزؼ كل العشاصخ السؾجؾدة في فزا  العيشة Aالحجث 
 A=Ωالحجث الأكيج ىؾ فزا  العيشة: 

A={1, 2, 3, 4, 5, 6}  nA=6=nΩ 

 . الحدث السدتحيل:3.2.4

فزا  ىؾ الحجث الحي لا يسكؽ وقؾعو في جسيع الحالات. ولا يزؼ أي عشرخ مؽ عشاصخ 
 A=Øأف الحجث السدتحيل ىؾ مجسؾعة خالية:  أي 3.العيشة

                                                             

 .148ص ،2016 ، شخكة دار الأكادميؾف لمشذخ والتؾزيع، عساف،الإحراء والاحتسالاتجبار عبج مزحي،  - 1
دار اليازوري العمسية لمشذخ ، الاحراء الوصفيمحاضرات وتسارين محمولة في مقياس حامج نؾر الجيؽ،  - 2

 .202ص ، 2019والتؾزيع، عساف، 
 157، ص2018، الآف ناشخوف ومؾزعؾف، عساف، الامتياز في أساسيات الرياضياتعمي ممكاوي،  - 3
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 مثال:

 .حجث عيؾر الخقؼ والرؾرة معا Bليكؽ الحجث ، في تجخبة رمي قظعة نقجية مخة واحجة

السعمؾـ في تجخبة رمي قظعة نقجية أف عيؾر الؾجييؽ معا في نفذ الؾقت ىؾ أمخ مدتحيل، 
 :0ىؾ حجث مدتحيل لأف وقؾعو غيخ مسكؽ، وعجد عشاصخ  Bوبالتالي فإف الحجث 

B=Ø  nB=0 

 . الحدث السعاكس:32.5.

. ويخمد Aحجث لتجخبة عذؾائية، فإف الحجث السعاكذ ىؾ الحي يتحقق إذا لؼ يتحقق  Aإذا كاف 
 A.1التي لا تشتسي إلى  Ωؼ عشاصخ فزا  العيشة لمحجث السعاكذ بالخمد    ، فالحجث السعاكذ يز

 ويتسيد الحجث السعاكذ بالخرائص التالية:

 

 . الأحداث الستشافية:3.2.6

 متشافياف إذا كاف عيؾر أحجىسا يسشع عيؾر Bو A، نقؾؿ أف عذؾائيةحجثاف لتجخبة  Bو Aإذا كاف 
، وبالتالي لا تزؼ مجسؾعة تقاطع الحجثيؽ أي عشرخ مؽ عشاصخ الآخخ، أي أف وقؾعيا معا مدتحيل

    2فزا  العيشة:

مؽ تعخيف الحجيؽ الستشافييؽ يسكؽ القؾؿ بأف أي حجثيؽ يسكؽ أف يقعا معا في نفذ الؾقت  استشتاج:
 فيسا حجثاف غيخ متشافييؽ: 

 مثال:

 Ω = {1,2,3,4,5,6} :، لجيشا فزا  العيشةفي تجخبة رمي حجخ الشخد مخة واحجة

 A={2,4,6} رقؼ زوجي: عيؾر Aليكؽ الحجث  -
                                                             

1- Paolo Baldi, Probability: An Introduction Through Theory and Exercises, 

Springer, 2023, pp 45–48  

دار ، لي التطبيقياالإحراء السقري حسيج الدلامي، سيف الجيؽ ىاشؼ قسخ، عسخ عبج السحدؽ القيدي،  - 2
 63ص، 2024السشاىج لمشذخ والتؾزيع، عساف، 

A B 

A B 

A

A A

A A

  

 
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 B={1,3,5}: عيؾر رقؼ فخدي Bليكؽ الحجث  -

 C={5,6} 4: عيؾر رقؼ أكبخ مؽ Cليكؽ الحجث  -

 متشافياف، لأنو يدتحيل أف يكؾف الخقؼ الغاىخ فخديا وزوجيا في نفذ الؾقت: Bو Aنقؾؿ أف الحجثيؽ  

في نفذ الؾقت تتحقق  4فيسا غيخ متشافييؽ، لأف عيؾر رقؼ زوجي وأكبخ مؽ  Cو Aأما الحجثاف 
 :6بغيؾر الخقؼ 

 :. الأحداث السدتقمة3.2.7

ف إذا كاف عيؾر أحجىسا لا يؤثخ مدتقلا Bو A، نقؾؿ أف عذؾائيةحجثاف لتجخبة  Bو Aإذا كاف 
 1 يتأثخ بغيؾر الآخخ.ولا 

 : 1مثال

 Ω{PPP,FFF,PPF,PFP,FPP,FFP,FPF,PFF}=: في تجخبة رمي قظعة نقجية ثلاث مخات

 .حجث عيؾر صؾرة في الخمية الثالثة Bو حجث عيؾر الخقؼ في الخمية الأولى Aندسي 

 مدتقلاف لأف عيؾر أحجىسا لا يؤثخ ولا يتأثخ بغيؾر الآخخ. Bو Aنقؾؿ أف الحجثيؽ 

 :2مثال

. عمى التؾالي 10إلى  1كخات مؽ صشجوؽ يحتؾي عمى كخات مخقسة مؽ  3في تجخبة سحب 
 بإرجاع.

 3حجث أف تكؾف الكخة السدحؾبة أولا تحسل رقؼ  Aندسي الحجث  -

 3حجث أف تكؾف الكخة السدحؾبة ثالثا تحسل رقؼ  Bوندسي الحجث  -

مدتقلاف،  Bو Aفي كل مخة، فإف الحجثيؽ  بسا أف الدحب بإرجاع، أي أنشا نخجع الكخة السدحؾبة
 . Aشتيجة الحجثلؽ تتأثخ ب B الحجث لأف نتيجة

                                                             

1- Barbara Illowsky & Susan Dean, Introductory Statistics. 2nd ed, OpenStax, 2023, 

P173. 

 6A B 
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أما إذا كاف الدحب بجوف إرجاع، فإف الكخة السدحؾبة لا يتؼ إرجاعيا إلى الرشجوؽ، وبالتالي فإف 
الأحجاث  كخات،... وبالتالي فإف 9كخات، أما الثانية فتدحب مؽ بيؽ  10الكخة الأولى تدحب مؽ بيؽ 
 .في ىحه الحالة غيخ مدتقمة

 . الاحتسال: 4

ا عمى سكؽ أف يحجث بيا ىحا الحجث مقدؾمما بعجد الظخؽ التي ي وقؾع حجث الاحتساؿ ىؾ إمكانية
 1، ويعج ىحا التعخيف الأقجـ للاحتساؿ.العجد الكمي لمشتائج السسكشة لمتجخبة

أداة رياضية تدتخجـ لجراسة العذؾائية، وتتشاوؿ مقياس احتساؿ وقؾع حجث ما  ىؾبأنو أيزا ؼ خ عيكسا 
 2.)مجى إمكانية حجوثو(

، ويعبخ عؽ فخصة وقؾع معيؽ عشج القياـ بتجخبة عذؾائية ىؾ التعبيخ الخياضي لؾقؾع حجثفالاحتساؿ 
 ( ويحدب بالعلاقة التالية:Pعذؾائية، يخمد لو بالخمد ) حجث لتجخبة

 

 

 حيث:

P(A) احتساؿ الحجث :A. 

nA عجد الحالات السلائسة لمحجث :A ويقرج بيا بكؼ طخيقة يسكؽ لمحجث ،A .أف يتحقق 

nΩ : السسكشة، ويقرج بيا بكؼ طخيقة يسكؽ أف تجخى التجخبة ككل.عجد الحالات 

 الخرائص الرياضية للاحتسال:

عبارة ندبة فيؾ لا يسكؽ أف يتعجى الؾاحج ولا يقبل القيؼ بسا أف الاحتساؿ خاصية عدم الدمبية:  -
  الدالبة

 
                                                             

1 - Joseph K. Blitzstein & Jessica Hwang, Introduction to probability, 2nd Edition, 

CRC press, New York, 2019, P 6. 

2 - Barbara Illowsky & Susan Dean, Op_cit. P 6. 

( ) An
P A

n


0 ( ) 1P A 
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 احتسال الحدث الأكيد:  -

 احتسال الحدث السدتحيل: -

 احتسال الحدث السعاكس:  -

 قانون دي مورغان:  -

 

 :1مثال

مرشؾعة  ABC. حيث أف السشتجات A ،B ،C ،D ،Eمشتج معيؽ: أنؾاع مؽ  5 تبيعمؤسدة 
 مدتؾردة. Eو Dمحميا، والسشتجات 

 الرشع؟نختار عذؾائيا مشتؾجا واحجا، أحدب احتساؿ أف يكؾف محمي 

 الجواب: 

 عشاصخ تتسثل في السشتجات حيث:  5لجيشا مؽ السعظيات: فزا  العيشة ليحه التجخبة يزؼ 

={A,B,C,D,E} nΩ=5Ω  :5أي أف عجد الحالات السسكشة ليحه التجخبة يداوي. 

حجث الحرؾؿ عمى مشتج محمي الرشع، عجد الحالات السلائسة ليحا الحجث ىؾ  Lندسي الحجث 
 nL=3عجد السشتجات التي ترشع محميا: 

  الاحتساؿ السظمؾب ىؾ:

 

 يعبخ عؽ الاحتساؿ أيزا بالشدبة السئؾية فشقؾؿ: ملاحظة: 

 .0,6مرشؾع محميا ىؾ  احتساؿ الحرؾؿ عمى مشتح -

مخة فإنشا سشحرل عمى  100أي أنشا إذا كخرنا التجخبة  %60ونعبخ عشيا أيزا بالشدبة السئؾية:  -
 مخة. 60مشتؾج مرشؾع محميا في 

 

( ) 1P  

( ) 0P  

3
( ) 0,6 60%

5

Ln
P L

n
   

( ) ( ) 1P A P A 

( ) ( ) 1 ( )P A B P A B P A B     

( ) ( ) 1 ( )P A B P A B P A B     
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 :2مثال

 ليكؽ: في تجخبة رمي حجخ الشخد مخة واحجة

A.حجث عيؾر رقؼ فخدي : 

 .Aأحدب احتساؿ وقؾع الحجث  -

 الجواب:

 nΩ=6   Ω={1,2,3,4,5,6}عجد الحالات السسكشة ليحه التجخبة ىؾ:  -

 nA=3   A={1,3,5}ىؾ:  Aعجد الحالات السلائسة لمحجث  -

 الاحتساؿ السظمؾب ىؾ: 

 

 .0,5أي أف احتساؿ عيؾر رقؼ فخدي في تجخبة حجخ الشخد مخة واحجة ىؾ: 

 ملاحظة: 

في التجارب البديطة كرمي حجر الشرد أو قطعة نقدية فإن عدد الحالات السسكشة هو عدد عشاصر 
 الدحب فتحدب باستخدام التحميل التوفيقي.أما في تجارب  .Ωالسجسوعة الأساسية 

 :. قواعد حداب الاحتسال5

وعلاقاتيا فيسا بيشيا، تختبط بظبيعة الأحجاث  التي يخزع الاحتساؿ إلى مجسؾعة مؽ القؾاعج والعسميات
 .، وقاعجة )نغخية( بايدقاعجة الجسع، قاعجة الزخب في: القؾاعجوتتسثل تمػ 

 . قاعدة الجسع:1.5

 تظبيق قاعجة الجسع في الاحتسالات مع مخاعاة ما إذا كاف الحجثاف متشافييؽ أـ لا. يتؼ

 

 

 

3
( ) 0,5 50%

6

An
P A

n
   
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 . الجسع في حالة حدثين متشافيين:1.1.5

 Bأو  Aخخ، فإف احتساؿ وقؾع الآا يسشع وقؾع س، أي أف وقؾع أحجىاف متشافي Bو A افالحجث كافإذا 
 1ا.سيييداوي مجسؾع احتسال

 لا تؾجج بيشيسا عشاصخ مذتخكة:  Bو Aفالسجسؾعتاف 

 
 

 في حالة التشافي يعظى بالعلاقة التالية: Bأو  Aفاحتساؿ وقؾع أحج الحجثيؽ 

 

 في حداب الاحتسالات يقخأ: )أو(.( Uرمد الاتحاد ) أفحيث 

 مثال:

 الساؿ، فأراد أف يذتخي إما جياز حاسؾب أو ىاتف ذكي حيث:تؾفخ لجى طالب مبمغ مؽ 

- A :0,4: حجث أف يدتخي الظالب حاسؾبا. واحتسالو 

- B :0,35: حجث أف يذتخي ىاتفا ذكيا. واحتسالو  

 بافتخاض أف الظالب لا يسكشو شخا  الجيازيؽ معا، فسا احتساؿ أف يذتخي أحجىسا.

 :الجواب

لا يقعاف معا في  Bو Aبسا أف الظالب لا يسكشو شخا  الجيازيؽ في نفذ الؾقت فإف الحجثيؽ 
 نفذ الؾقت أي أنيسا متشافياف، فاحتساؿ شخا  أحج الجيازيؽ ىؾ أف يذتخي الحاسؾب أو الياتف:

                                                             

 .80ص  ،مرجع سابقأمظيخ مفتاح عثساف،  - 1

( ) ( ) ( )P A B P A P B  

( ) ( ) ( ) 0,4 0,35 0,75P A B P A P B     
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 . الجسع في حالة حدثين غير متشافيين: 2.1.5

خخ، فإف احتساؿ الآيسشع وقؾع لا ا س، أي أف وقؾع أحجىيؽ متشافيغيخ  Bو A افالحجث كافإذا 
 .مظخوحا مشو احتساؿ وقؾعيسا معا اسيييداوي مجسؾع احتسال Bأو  Aوقؾع 

 : Bو Aحيث تؾجج عشاصخ مذتخكة بيؽ السجسؾعتيؽ 

 
 في حالة عجـ التشافي يعظى بالعلاقة التالية: Bأو  Aفاحتساؿ وقؾع أحج الحجثيؽ 

 

 مثال:

 .تجخبة رمي حجخ الشخد مخة واحجة في

 .4أحدب احتساؿ الحرؾؿ عمى رقؼ زوجي أو أكبخ مؽ  -

 الجواب:

 Ω = {1,2,3,4,5,6}  nΩ=6             فزا  العيشة ليحه التجخبة ىؾ:             

                       A = {2,4,6}  nA=3 : حجث عيؾر رقؼ زوجيAليكؽ   -

                       B = {5,6}  nB=2 4: حجث عيؾر رقؼ أكبخ مؽ Bليكؽ  -

 P(AUB)السظمؾب ىؾ إيجاد: 

أي يسكؽ أف يكؾف لأنيسا يسكؽ أف يقعا في نفذ الؾقت. غير متشافيين ىسا حجثاف  Bو Aالحجثاف 
 A∩B={6}ونكتب:  6. وتتؾفخ ىحه الخاصية في الخقؼ 4الخقؼ زوجيا وأكبخ مؽ 

 

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B    

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B    

3 1
( )

6 2

An
P A

n

  
2 1

( )
6 3

Bn
P B

n

  
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 . قاعدة الزرب:2.5

، إلا أف ىحا Bوحجث  Aتظبق قاعجة الزخب في الاحتسالات لحداب احتساؿ وقؾع حجث 
 الحداب يتؾقف عمى مجى استقلالية الحجثيؽ.

 زرب في حالة حدثين مدتقمين:ال. 1.2.5

 1حجثيؽ مدتقميؽ، فإف احتساؿ وقؾعيسا معا يداوي حاصل ضخب احتسالييسا: Bو Aإذا كاف 

 

 في حداب الاحتسالات: )أو(. (∩حيث يقخأ رمد التقاطع )

 مثال: 

مؽ الدبائؽ  %40 في إطار دراسة سمؾؾ السدتيمكيؽ في شخكة تدؾيق إلكتخوني، لؾحظ أف
 يقؾمؾف بعسمية الذخا . %30يظمعؾف عمى البخيج التدؾيقي، و

بافتخاض أف قخار الذخا  لا يتأثخ بالاطلاع عمى البخيج، أحدب احتساؿ أف يفتح الدبؾف البخيج 
 ويقؾـ بعسمية الذخا .

 الجواب:

 P(A)=0,4حيث:  حجث اطلاع الدبؾف عمى البخيج. Aندسي الحجث  -

 P(B)=0,3حيث:  حجث قياـ الدبؾف بعسمية الذخا . Bندسي الحجث  -

                                                             

، جامعة السمػ سعؾد، )د.س(، مبادئ في الإحراء والاحتسالاتحسيج عؾيج مذخؼ العكمة وآخخوف،  - 1
 .01/11/2025تاريخ الاطلاع:  /https://faculty.ksu.edu.sa. متؾفخ عمى: 175ص

( ) 1
( )

6

A Bn
P A B

n





  

1 1 1 4
( ) 0,67

2 3 6 6
P A B     

( ) ( ) ( )P A B P A P B 

https://faculty.ksu.edu.sa/
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 مدتقلاف لأف قخار الذخا  لا يتأثخ بالاطلاع عمى البخيج. Bو Aنلاحظ أف الحجثيؽ 

 احتساؿ أف يفتح الدبؾف البخيج ويقؾـ بعسمية الذخا  ىؾ:

 . الزرب في حالة حدثين غير مدتقمين:2.2.5

فإف )أي أن وقوع أحدهسا يتأثر بوقوع الآخر )مذروط((، حجثيؽ غيخ مدتقميؽ  Bو Aإذا كاف 
 1.قج تحقق فعلا Aبذخط أف يكؾف  B مزخوب في احتساؿ Aىؾ احتساؿ  Bو  Aاحتساؿ وقؾع 

 ونكتب:

، وىؾ ما قج وقع فعلا Aبذخط أف يكؾف الحجث  Bتقخأ: احتساؿ الحجث  P(B/A)حيث أف: 
 يدسى احتساؿ الحجث السذخوط بحجث آخخ أو الاحتساؿ الذخطي.

  الاحتسال الذرطي:. 6

فعلا ىؾ  وقعقج  Bبذخط أف يكؾف  A وقؾعؽ غيخ مدتقميؽ، فإف احتساؿ يحجث Bو Aإذا كاف 
 2، ويعظى الاحتساؿ الذخطي بالعلاقة التالي:P(A/B) الاحتساؿ الذخطي ونكتب:

 
 : 1تطبيق

 ندحب مشو كختيؽ في آف واحج. .10إلى  1كخات مخقسة مؽ  10يحتؾي صشجوؽ عمى 

 أحدب عجد الحالات السسكشة ليحه التجخبة -1

                                                             

1- Bhimanand Pandurang Gajbhare et al, Probability and Statistics, 1st Edition, Rk 

publications, Coimbatore, 2025, P 30. 

2- Francois Cottet-Emard, Probabilité et tests d’hypothèse, 1ere édition, De Boeck 

Superieur s.a, Bruxelles, 2014, P 58. 

( ) 0,4 0,3 0,12P A B   

( ) ( ) ( / )P A B P A P B A  
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 2أحدب احتساؿ أف تحسل الكختاف السدحؾبتاف أرقاما أكبخ مؽ  -2

 .5الأرقاـ أكبخ مؽ ىحه إذا عمست أف الكختيؽ تحسلاف أرقاما زوجية، فسا احتساؿ أف تكؾف  -3

 الحل: 

عجد الحالات السسكشة ليحه التجخبة بسا أف التجخبة ىي اختيار بجوف تختيب في آف واحج فإف  -1
 :يحدب بالتؾفيقات

 

 : 2مؽ  أف يكؾف الخقساف السدحؾباف أكبخ Aندسي الحجث  -2

 8عجدىا:        10، 9، 8، 7، 6، 5، 4، 3داخل الرشجوؽ ىي:  2الأرقاـ الأكبخ مؽ 

 ىؾ: 2عجد الحالات السلائسة لدحب رقسيؽ أكبخ مؽ 

 

 .5الأرقاـ أكبخ مؽ  ىحه إذا عمست أف الكختيؽ تحسلاف أرقاما زوجية، فسا احتساؿ أف تكؾف  -3

 : أف تكؾف الأرقاـ السدحؾبة زوجية.Bندسي الحجث  -

 .5: أف تكؾف الأرقاـ السدحؾبة أكبخ مؽ Cندسي الحجث  -

 .1......... العلاقة                                 نحؽ أماـ حالة احتساؿ شخطي:

     

 .2........ العلاقة                                                       

 في نفذ الؾقت.   5: ىي عجد الحالات السلائسة لغيؾر رقسيؽ زوجييؽ وأكبخ مؽ            

 أرقاـ.  3عجدىا :   10، 8، 6ىي:  5الأرقاـ الدوجية وأكبخ مؽ لجيشا: 

 .2في العلاقة  ياعؾضن                               

 1نعؾضيا في العلاقة                                                                    

 وىؾ احتساؿ عيؾر رقسيؽ زوجييؽ: P(B)نحدب  1مؽ العلاقة 

2

10

10!
45

2! 8!
n C   



( ) An
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
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8 28An C 
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( ) 0,62 62%
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
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 .5عجدىا:    10، 8، 6، 4، 2الأرقاـ الدوجية ىي: 

  عجد الحالات السلائسة:

 :1نعؾضيا في العلاقة                                                              

 وبشا  عمى ما سبق فإف الاحتساؿ السظمؾب ىؾ:

 

 

 :2تطبيق 

يقجـ أحج البشؾؾ خجمة البظاقات السغشاطيدية، البظاقة الأولى بظاقة تؾفيخ تقؾـ بعسميات الدحب 
فقط، والبظاقة الثانية بظاقة ما بيؽ البشؾؾ تقؾـ بالإضافة إلى عسميات الدحب، بالجفع الالكتخوني. مع 

 العمؼ أف:

 مؽ زبائؽ البشػ يسمكؾف البظاقة الأولى.  50% -

 يسكمؾف البظاقتيؽ معا %30بظاقة الثانية، يسمكؾف ال % 40 -

 إذا اختخنا أحج الدبائؽ عذؾائيا:

 أحدب احتساؿ ألا يسمػ أي بظاقة. -1

 أحدب احتساؿ أف يسمػ بظاقة واحجة فقط. -2

 أحدب احتساؿ أف يسمػ عمى الأقل بظاقة واحجة. -3

 الحل:

 .أف يسمػ الدبؾف البظاقة الثانية Bليكؽ الحجث: ، و أف يسمػ الدبؾف البظاقة الأولى Aليكؽ الحجث: 

 لجيشا مؽ السعظيات:

 : احتساؿ ألا يسمػ أي بظاقة -1

2

5 10Bn C 

10
( ) 0,22

45

Bn
P B

n
  

( ) 0,06
( / ) 0,27

( ) 0,22

P C B
P C B

P B


  

( ) 0,5P A ( ) 0,4P B ( ) 0,3P A B 

( ) ?P A B 
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احتساؿ أف يسمػ بظاقة واحجة فقط: أي إما يسمػ الأولى ولا يسمػ الثانية أو يسمػ الثانية ولا يسمػ  -2

 الأولى:

 
 واحجة أو بظاقتيؽإما يسمػ بظاقة : احتساؿ أف يسمػ عمى الأقل بظاقة واحجة -3

 
 :)احتسال الحدث بعد وقوعه( بايز قاعدة .7

تعج نغخية بايد مؽ أىؼ نغخيات الاحتساؿ التي تداعج عمى معخفة مرجر حجوث حجث لتجخبة 
 الاحتساؿ الكمي. لقانؾف وقبل التظخؽ لشغخية بايد لابج مؽ فيؼ السبجأ الأساسي  عذؾائية.

 . قانون الاحتسال الكمي:7.1

، وكاف الحجث Ωأحجاث متشافية فيسا بيشيا مثشى مثشى مؽ فزا  العيشة  A1 ،A2، A3 إذا كاف
B  يحجث إما معA1  أو معA2  أو معA3 :كسا ىؾ مؾضح في الذكل التالي 
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 يكتب كسا يمي:  Bنلاحظ مؽ الذكل بأف الحجث 

 

 حيث أف احتسالو ىؾ:

 

غيخ مدتقل عؽ  Bوبتظبيق قانؾني الجسع والزخب في الاحتسالات، وباعتبار أف الحجث 
وفق قانؾف الاحتساؿ الكمي يعظى بالعلاقة  Bفإف احتساؿ وقؾع الحجث  A3، وA1 ،A2الأحجاث 

 1التالية:

 

 مثال: 

مؤسدة مخترة في بيع العتاد الفلاحي تقتشي نؾعا مؽ الجخارات مؽ ثلاثة مؾزعيؽ بشدب: 
 0,01السؾزع الأوؿ في التدميؼ ىؾ  تأخخاحتساؿ مع العمؼ أف  .% عمى التختيب40و ،25%، 35%

  بالشدبة لمسؾزع الثاني والثالث عمى التختيب. 0,025و 0,02وىؾ 

 إذا قامت السؤسدة بذخا  جخار واحج:

 ما احتساؿ أف تدتمسو متأخخة؟ -

                                                             

 .88، ص مرجع سابقأمظيخ مفتاح عثساف،  - 1

1 2 3( ) ( ) ( )B A B A B A B     

1 2 3( ) ( ) ( ) ( )P B P A B P A B P A B     

1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )P B P A P B A P A P B A P A P B A  
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 الجواب:

 ندسي الأحجاث:

D1أف يكؾف الجخار مؽ السؾزع الأوؿ :    P(D1)=0,35 

D2الثاني : أف يكؾف الجخار مؽ السؾزع   P(D2)=0,25 

D3أف يكؾف الجخار مؽ السؾزع الثالث :   P(D3)=0,4 

: التأخخ في استلاـ الجخار، وىؾ الحجث الحي يقع مع أحج الأحجاث الثلاثة Rوندسي الحجث 
 الدابقة.

 P(R/D1)=0,01احتساؿ أف يتأخخ السؾزع الأوؿ في تدميؼ الجخار ىؾ  -

 P(R/D2)=0,02احتساؿ أف يتأخخ السؾزع الأوؿ في تدميؼ الجخار ىؾ  -

 P(R/D3)=0,025احتساؿ أف يتأخخ السؾزع الأوؿ في تدميؼ الجخار ىؾ  -

 ومسا سبق فإف احتساؿ أف تتأخخ السؤسدة في استلاـ الجخار ىؾ:

P(R)=P(D1)P(R/D1)+P(D2)P(R/D2)+P(D3)P(R/D3) 

= (0,35x0,01)+(0,25x0,02)+(0,4x0,025)=0,0185 

 .0,0185احتساؿ أف تتأخخ السؤسدة في استلاـ الجخار ىؾ: 

 قانون بايز: .7.2

فيؾ كسا تست الإشارة إليو سابقا، فإف قانؾف بايد يظمق عميو أيزا احتساؿ الحجث بعج وقؾعو، 
، وبالعؾدة إلى قانؾف الاحتساؿ الكمي فإف Bىؾ مرجر الحجث  Aيحدب احتساؿ أف يكؾف حجث 

يكؾف بالعلاقة  Bىؾ الستدبب )السرجر( في وقؾع الحجث  A1حداب احتساؿ أف يكؾف الحجث 
 1التالية:

                                                             

1- Valentin Roussel, Introduction à l’inférence bayésienne- Cours 2: le théorème de 

Bayes. Master, 2020, disponible sur:  https://hal.science/hal-02315971v2/document 

consulté le 05/11/2025 
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 ويسكؽ تعسيؼ القانؾف بالعلاقة التالية:

 

 

 مثال: 

إذا عمست أف السؤسدة قج استمست الجخار متأخخة، فسا احتساؿ أف بالعؾدة إلى السثاؿ الدابق، 
 تكؾف قج اقتشتو مؽ السؾزع الثاني؟

 الجواب:

نلاحظ مؽ خلاؿ الدؤاؿ بأف السظمؾب ىؾ حداب احتساؿ الحجث بعج وقؾعو، أي احتساؿ أف 
 يكؾف حجث الاقتشا  مؽ السؾزع الثاني ىؾ الستدبب في حجث التأخخ، وبالتالي نظبق قانؾف بايد:

 

 

 

 ملاحظة:

، P(A/B)يلاحظ مؽ خلاؿ علاقتي الاحتساؿ الذخطي وبايد بأف السظمؾب في كمييسا ىؾ حداب 
 وبالخغؼ مؽ تذابو الخمد في القانؾنيؽ إلا أف الاختلاؼ يكسؽ في العلاقة بيؽ الستغيخيؽ.

أي مذخوطا بو، بيشسا في قانؾف  Bمختبظة بالحجث  Aففي الاحتساؿ الذخطي تكؾف نتيجة الحجث 
 ىؾ مرجره. Aيقع في زمؽ مدتقل، ويكؾف  Bبايد فإف الحجث 
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 الفرل الثالثتسارين 
أسئمة عذؾائيا  3سؤالا. عمى الظالب اختيار  02الإحرا  عمى يحتؾي امتحاف مادة  :10التسرين 
سؤالا مؽ بيؽ الأسئمة  20كانو الإجابة عمى واحج والإجابة عشيا، إذا عمست أف الظالب بإموفي آف 

 السقتخحة. فسا احتساؿ:
 ؟تي يختارىاعمى كل الأسئمة ال : أف يجيب الظالبAالحجث  -1
 ؟: أف يجيب عمى سؤاليؽ عمى الأقلBالحجث  -2
 أف يجيب عمى سؤاؿ واحج عمى الأكثخ؟: Cالحجث  -3
 ألا يجيب عمى أي سؤاؿ ؟: Dالحجث  -4
واحج.  سؤاؿعمى الظالب أف يجيب : Eسؤاليؽ، وليكؽ الحجث إذا اختار الظالب عمى التؾالي  -5

 أ. حالة الدحب بإرجاع. ب. حالة الدحب بجوف إرجاع. في كل حالة: Eأحدب احتساؿ 
في الإحرا   %10ومؽ الظمبة في مقياس الإحرا ،  %02في كمية ما يخسب  :10التسرين 

 رسب الظالب في مادة الإحرا  فسا احتساؿ أف يخسب في السحاسبة؟ والسحاسبة معا. إذا
أجانب. أما الإناث الجدائخيات  3ذكؾر مؽ بيشيؼ  2طالبا، مشيؼ  22يتكؾف فؾج مؽ   :10التسرين 
 .8فعجدىؽ 

 نختار عذؾائيا طالبيؽ في آف واحج: 
 : أف يكؾنا ذكخيؽ. A/ أحدب احتساؿ2
 البيؽ مؽ جشدية جدائخية.: الحرؾؿ عمى طB/ أحدب احتساؿ 0
 / إذا كاف الظالباف ذكخيؽ فسا احتساؿ أف يكؾنا جدائخييؽ؟3

إذا كاف احتساؿ أف يتأخخ طالب عؽ الحرة الرباحية إذا ذىب إلى الجامعة مذيا   :10تسرين 

2ىؾ 

3
1، واحتساؿ أف يتأخخ إذا ذىب إلى الجامعة بالحافمة ىؾ  

2
، واحتساؿ أف يتأخخ إذا ذىب  

1إلى الجامعة بالديارة ىؾ 

4
. 

أحدب احتساؿ أف يتأخخ الظالب عؽ الحرة الرباحية إذا اختار وسيمة الشقل بظخيقة  -2
 عذؾائية؟

 وصل الظالب متأخخا فسا احتساؿ أف يكؾف قج ذىب إلى الجامعة مذيا؟ إذا -0
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 :10تسرين 
رشع الإنتاج يمؽ  %32حيث أف  M1 ،M2 ،M3مرشع لقظع الغيار يحتؾي عمى ثلاث آلات 

، M1. كسا أف الآلات M3بؾاسظة الآلة  %02و M2بؾاسظة الآلة  %32و M1بؾاسظة الآلة 
M2 ،M3 عمى التختيب. سحبت قظعة واحجة عذؾائيا  %0و %3و %2معيبة بشدبة  تشتج قظعا

 :أحدب ما يمي
 احتساؿ أف تكؾف القظعة السختارة معيبة؟ .2

 إذا كانت القظعة معيبة فسا احتساؿ:

 ؟M1أف تكؾف مؽ انتاج الآلة  .0
 ؟M2ؽ إنتاج الآلة شأف تكؾف م .3
 ؟M3أف تكؾف مؽ إنتاج الآلة  .0
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 الفرل الثالثحل تسارين 

 عدد الحالات الممكنة لهذه التجربة هو:: 11التسرين 
3

20

20!
1140

3!17!
n C    

 :20تي يختارىا، أي أف الأسئمة السختارة يجب أف تدحب مؽ عمى كل الأسئمة ال أف يجيب الظالب -1

 
3

12

3

20

220
( ) 0,19

1140

An C
P A

n C

   
 

 20يجيب عمى سؤاليؽ عمى الأقل، أي أف يدحب سؤاليؽ أو ثلاثة أسئمة مؽ  أف -2

 
2 1 3 0

12 8 12 8

3

20

528 220
( ) 0,656

1140

C C C C
P B

C

 
  

 

 :8أو يدحبيا كميا مؽ  20، أي أف يدحب سؤالا واحجا مؽ أف يجيب عمى سؤاؿ واحج عمى الأكثخ -3
1 2 0 3

12 8 12 8

3

20

336 56
( ) 0,343

1140

C C C C
P C

C

 
  

 

 :8الأسئمة مؽ ، أي أنو يدحب جسيع ألا يجيب عمى أي سؤاؿ -4

 
3 0

8 12

3

20

56
( ) 0,049

1140

C C
P D

C
  

 

 عدد الحالات الممكنة ٌتغٌر حسب الحالة:  -2

حالة سحب بإرجاع:  -أ 
1 1

20 20 400n C C   

1 1 1 1

12 8 8 12

1 1

20 20

192
( ) 0,48

400

E
C C C Cn

P E
n C C


   

  

حالة سحب بدون إرجاع:  -ب 
1 1

20 19 380n C C   

 

1 1 1 1

12 8 8 12

1 1

20 19

192
( ) 0,5

380

E
C C C Cn

P E
n C C


   
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 :12التسرين 
 أف يخسب الظالب في مادة السحاسبة Cالحجث 
 أف يخسب الظالب في مادة الإحرا  Sالحجث 

 نبحث عؽ الاحتساؿ الذخطي:
( ) 0,1

( / ) 0,4
( ) 0,25

P C S
P C S

P S


  

 

 :  10التمرين 

عدد الحالات الممكنة للتجربة: 
2

15 105n C   

1- 
2

5

2

15

10
( ) 0,095

105

A
Cn

P A
n C

   
 

2- 
2

10

2

15

45
( ) 0,428

105

B
Cn

P B
n C

   

 

 الاحتساؿ الذخطي: -3

 

2

2

2

15

( )
( / )

( )

1
( ) 0,009

105

0,009
( / ) 0,094

0,095

P B A
P B A

P A

C
P B A

C

P B A




   

 

 

 :10التمرين 

 أحداث هً: 3التجربة تحتوي على 

Aالذهاب إلى الجامعة مشٌا : 

Bالذهاب إلى الجامعة بالحافلة : 

Cالذهاب إلى الجامعة بالسٌارة : 

احتمال أن يكونا ذكرين وجزائريين 

 في نفس الوقت
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احتمال اختٌار المشً هو 

1
( )

3
P A   وهو نفسه بالنسبة للحافلة والسٌارة أي

1
( ) ( ) ( )

3
P A P B P C  

 
 : الآتٌٌن الأحداث الثلاثة تحقق الشرطٌن

 أنها متنافٌة فٌما بٌنها أي لاٌمكن أن ٌختار الطالب وسٌلتٌن فً نفس الوقت  -أ

)     -ب ) ( ) ( ) 1P A P B P C  
 

 

 لحدث تأخر الطالب R نرمز بالرمز:

 

2
( / )

3
P R A  

1
( / )

2

1
( / )

4

P R B

P R C




  

 :P(R)احتساؿ أف يتأخخ الظالب ىؾ  -1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )

1 2 1 1 1 1 17
0,472

3 3 3 2 3 4 36

P R P R A P R B P R C

P A P R A P B P R B P C P R C

     

  

       
 

 إذا تأخخ الظالب فإف احتساؿ أف يكؾف قج ذىب مذيا ىؾ احتساؿ الحجث بعج وقؾعو )نغخية بايد(: -2

 

2

( ) ( / ) 9( / ) 0,47
( ) 0,472

P A P R A
P A R

P R
  

 

 

 

 احتمال أن يتأخر بالذهاب مشيا

بالحافلةاحتمال أن يتأخر بالذهاب   

بالسيارةاحتمال أن يتأخر بالذهاب   
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 :10التمرين 

D حجث أف تكؾف القظعة معيبة : 
M1أف تكؾف القظعة مؽ صشع الآلة الأولى : 
M2أف تكؾف القظعة مؽ صشع الآلة الثانية : 
M3 القظعة مؽ صشع الآلة الثالثة: أف تكؾف 

)1 احتساؿ أف تكؾف القظعة مؽ صشع الآلة الأولى ىؾ  - ) 0,3P M   

)2 احتساؿ أف تكؾف القظعة مؽ صشع الآلة الثانية ىؾ  - ) 0,3P M  

)3 احتساؿ أف تكؾف القظعة مؽ صشع الآلة الثالثة ىؾ  - ) 0,4P M  
 : الآتييؽ الآلات الثلاث تحقق الذخطيؽ

 أنيا متشافية فيسا بيشيا أي لايسكؽ لقظعة واحجة أف ترشع مؽ آلتيؽ في نفذ الؾقت  -أ

1     -ب 2 3( ) ( ) ( ) 1P M P M P M   

 ولجيشا أيزا مؽ السعظيات:

1

2

3

( / ) 0,01

( / ) 0,03

( / ) 0,02

P D M

P D M

P D M






 

 احتساؿ أف تكؾف القظعة معيبة: -1

1 1 3

1 1 2 2 3 3

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( / ) ( ) ( / ) ( ) ( / )

(0,3 0,01) (0,3 0,03) (0,4 0,02) 0,02

P D P D M P D M P D M

P M P D M P M P D M P M P D M

     

  

      
 

 :M1احتساؿ أف تكؾف القظعة السعيبة مؽ إنتاج الآلة  -2

 
1 1

1

( ) ( / ) 0,3 0,01
( / ) 0,15

( ) 0,02

P M P D M
P M D

P D


   
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 :M2احتساؿ أف تكؾف القظعة السعيبة مؽ إنتاج الآلة  -3

 
2 2

2

( ) ( / ) 0,3 0,03
( / ) 0,45

( ) 0,02

P M P D M
P M D

P D


   

 :M3احتساؿ أف تكؾف القظعة السعيبة مؽ إنتاج الآلة  -4

 
3 3

3

( ) ( / ) 0,4 0,02
( / ) 0,4

( ) 0,02

P M P D M
P M D

P D


   

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :رابعالفرل ال
 المتغير العذوائي

 
 تعريف المتغير العشوائي 

 أنواع المتغير العشوائي 
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 تمهيد:

بعشرخي الرجفة وعجم التأكج مؽ الشتائج قبل إجخائيا،  الاقتراديةتختبط نتائج العجيج مؽ الغؾاىخ 
حيث طؾر السخترؾن مفيؾم الستغيخ العذؾائي الحي يعج أداة رياضية تدتخجم لتخميد الغؾاىخ العذؾائية 

حيث أن ىحا الأجخاء يدسح في  بأعجاد حقيقية أو قيؼ عجدية مختبة وفق تدمدل مشظقي حدب طبيعتيا. 
الغؾاىخ وتحميميا باستخجام السعادلات والقؾانيؽ الخياضية، الأمخ الحي يسكؽ  بجراسة تمػمخاحل لاحقة 

 الباحث مؽ الانتقال مؽ التعامل مع عشاصخ فزاء العيشة إلى معالجة قيؼ عجدية.

 . تعريف المتغير العذهائي:1

يعخف الستغيخ العذؾائي بأنو تظبيق رياضي يخفق كل عشرخ مؽ عشاصخ فزاء العيشة بقيسة 
فيؾ مجسؾعة تزؼ قيسا عجديا يعبخ كل واحج مشيا عمى  .xويخمد عادة لمستغيخ العذؾائي بالخمد  1.ةعجدي

 عشرخ مؽ عشاصخ فزاء العيشة.

 . أنهاع المتغير العذهائي:2

 تشقدؼ الستغيخات العذؾائية إلى نؾعيؽ: متغيخ عذؾائي متقظع ومتغيخ عذؾائي مدتسخ.

 . المتغير العذهائي المتقطع: 1.2

الستغيخ العذؾائي الحي يأخح عجدا محجودا مؽ القيؼ، أو عجدا غيخ محجود مؽ القيؼ ولكؽ قابل  ىؾ
 .سخررة لمفخد في شخكة مداىسة..عجد الديارات السشتجة مؽ مؤسدة ما، عجد الأسيؼ المثل:  2.لمعج
 إلخ.

 مثال: 

الستغيخ العذؾائي الحي يعبخ عؽ عجد الرؾر  Xفي تجخبة رمي قظعة نقجية مختيؽ متتاليتيؽ. ليكؽ 
 ؟Xما ىي قيؼ  .الغاىخة

 

                                                             

عسان، ، مخكد الكتاب الأكاديسي، SPSSالإحراء الحيهي باستخدام برنامج جاسؼ محمد التسيسي ووسام مالػ داود،  - 1
 .89، ص 2016

2-  Pasquale De Marco, Statistics Reinvented: A Comprehensive Guide for Modern Data 

Analysis. CRC PRESS, 2023, P 29  
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 الجهاب:

 إمكانيات ىي فزاء العيشة: 4نلاحظ مؽ معظيات السثال بأن رمي قظعة نقجية مختيؽ يشتج عشو 

 Fولمرؾرة بالخمد:  Pنخمد لمخقؼ بالخمد: 

Ω={PP,FF,FP,PF} 
 أن الستغيخ العذؾائي ىؾ عجد الرؾر الغاىخة، فإن قيسو ىي: وبسا

PP : :0عجد الرؾر الغاىخة ىؾ 

FF :2: عجد الرؾر الغاىخة ىؾ 

FP :1: عجد الرؾر الغاىخة ىؾ 

PF :1: عجد الرؾر الغاىخة ىؾ 

 ىي: Xومشو فإن قيؼ  2، أو 1، 0نلاحظ مسا سبق أن عجد الرؾر يأخح إحجى القيؼ التالية: 

X={0,1,2} 
 وىؾ متغيخ عذؾائي متقظع لأن قيسو محجودة وقابمة لمعج.

 :. التهزيع الاحتمال لممتغير العذهائي المتقطع1.1.2

وكانت                               متغيخ عذؾائي متقظع لتجخبة عذؾائية حيث:  Xإذا كان 
 الاحتسالات السقابمة لقيؼ الستغيخ العذؾائي ىي 

ويتؼ  1.ليابالاحتسال السقابل  Xقيؼ  فإن التؾزيع الاحتسالي لمستغيخ العذؾائي ىؾ إرفاق كل قيسة مؽ
 :التالي الججولمقابمة قيؼ الستغيخ العذؾائي والاحتسالات السقابمة في 

Xi X1 X2 ........ Xn ∑ 

P(X=xi) P(X=x1) P(X=x2) ........ P(X=xn) 1 

 ويجب تحقق شخطيؽ أساسييؽ في التؾزيع الاحتسالي ىسا: 

 
                                                             

 .328، ص 2016 ، عسان،دار عالؼ الثقافة لمشذخ والتؾزيع، المثالي في الرياضياتمحمد الجويػ،  -1

 1 2, ,......., nX x x x

( )iP X X
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 الذخط الأول: كل الاحتسالات تكؾن مؾجبة

 الذخط الثاني: مجسؾع الاحتسال يداوي الؾاحج. 

 مثال:

الستغيخ العذؾائي الحي يداوي حاصل الفخق بيؽ  Xفي تجخبة رمي حجخ الشخد مختيؽ. ليكؽ 
 .(طخح الخقؼ الغاىخ في الخمية الثانية مؽ الخقؼ الغاىخ في الخمية الأولىالخقسيؽ الغاىخيؽ )

 ؟ وما نؾعو؟Xما ىي قيؼ  -1

 ؟Xكؾن ججول التؾزيع الاحتسالي لـ  -2

 الجهاب:

يجب أولا تحجيج عشاصخ فزاء العيشة. وبسا أن التجخبة ىي رمي  xلتحجيج قيؼ الستغيخ العذؾائي 
، وكحلػ الحال بالشدبة 6إلى  1حالات وىي الأرقام مؽ  6حجخ الشخد مختيؽ، فإن الخمية الأولى تقبل 

  لمخمية الثانية.

 ليحه التجخبة ىؾ  عجد الحالات السسكشة

فقيؼ الستغيخ العذؾائي ىي نتيجة طخح نتيجة الخمية الثانية مؽ نتيجة الخمية الأولى، كسا ىؾ مبيؽ  
 في الججول التالي:

 

0 ( ) 1iP X x  

1

( ) 1
n

i

i

P X x


 

26 36n  
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 مؽ الججول الدابق فإن قيؼ الستغيخ العذؾائي ىي: -1

 

 .وىؾ متغيخ عذؾائي متقظع لأن قيسو محجودة وقابمة لمعج

 ججول التؾزيع الاحتسالي: -2

 0لتذكيل ججول التؾزيع الاحتسالي ليحا الستغيخ يجب حداب الاحتسالات السقابمة لقيسو، فسثلا القيسة 
 حالة مسكشة، أي أن الاحتسال السقابل ليا ىؾ:            . 36مخات مؽ بيؽ  6عيخت 

 ججول التؾزيع الاحتسال كسا يمي:وبتظبيق نفذ الظخيقة مع جسيع القيؼ نتحرل عمى 

 
 نلاحظ مؽ خلال قيؼ الججول أن شخطي التؾزيع الاحتسال محققان وىسا:

 .1و 0كل قيسة للاحتسال محرؾرة بيؽ  -

 1مجسؾع الاحتسالات يداوي:  -

 :التمثيل البياني لمتهزيع الاحتمال المتقطع 

متقظعة تخسؼ عمى معمؼ بسحؾريؽ، حيث  يسثل التؾزيع الاحتسالي لمستغيخ العذؾائي الستقظع بأعسجة
تؾضع عمى السحؾر الأفقي قيؼ الستغيخ العذؾائي، وعمى السحؾر العسؾدي تؾضع قيؼ الاحتسالات 

 1السقابمة.

 مثال:

 في رمي قظعة نقجية مختيؽ. السظمؾب ىؾ تسثيل التؾزيع الاحتسالي لعجد الرؾر الغاىخة بيانيا.

 

                                                             

1- Allan G . Bluman, Elementary Statistics: A Step By Step Approach, 9th Edition, 

McGraw-Hill Education, New York, 2014, P 260. 

 5, 4, 3, 2, 1,0,1,2,3,4,5X      

6 1

36 6

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 الجهاب:

 حالات مسكشة، يعخفيا فزاء العيشة كسا يمي: 8دي إلى وقؾع يؤ نعمؼ بأن رمي قظعة نقجية مختيؽ 

={PP,FF,PF,FP}Ω 

 ، والاحتسالات السقابمة ليا ىي:X={0,1,2}ىي:  Xقيؼ 

  =P(X=0)(، الاحتسال السقابل ىؾ: PP) عجم عيؾر أية صؾرة، ىحا معشاه X=0لسا 
 

 

  =P(X=1)(، الاحتسال السقابل ىؾ: FPو PFواحجة ) عيؾر صؾرة، ىحا معشاه X=1لسا 
 

 

  =P(X=1)(، الاحتسال السقابل ىؾ: FFرتيؽ)عيؾر صؾ ، ىحا معشاه X=2لسا 
 

 

 أي أن التؾزيع الاحتسال لمستغيخ العذؾائي يكؾن كسا ىؾ مؾضح في الججول التالي:

∑ 2 1 0 X=xi 

1 
 

 
 

 

 
 

 

 
 P(X=xi) 

 

 يكؾن كسا يمي:التسثيل البياني ليحا التؾزيع 
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 . دالة التهزيع:2.1.2

تدتخجم دالة التؾزيع لحداب احتسالات مجسؾعة مؽ القيؼ، ويظمق عمييا أيزا دالة التؾزيع التخاكسي، 
ذلػ أن الغاية الأساسية مؽ حدابيا ىي التعخف عمى قيسة الاحتسالات الستجسعة إلى غاية قيسة معيشة 

 1 مؽ قيؼ الستغيخ العذؾائي.

 F(X)فإن دالة التؾزيع ، لتجخبة عذؾائية فزاء العيشةالستغيخ العذؾائي السعخف عمى  Xإذا كان ف
 تعظى بالعلاقة التالية:

 

 

 لا تقبل الأعجاد العذخية، حيث: Xفي حالة الستغيخ العذؾائي الستقظع فإن قيؼ  :1ملاحظة 

 

 مثل: 

أكبخ مؽ قيسة معيشة، نكتبيا بجلالة دالة  Xإذا طمب مشا حداب احتسال أن تكؾن قيسة  :2ملاحظة 
 التؾزيع وفق العلاقة التالي:

 

 مثل: 

تشتسي لسجال معيؽ مؽ القيؼ، فإنيا تكتب Xإذا طمب مشا حداب احتسال أن تكؾن قيسة  :3ملاحظة 
 بجلالة دالة التؾزيع كسا يمي:

 

 مثل: 

 

 
                                                             

 68، ص 2016، مؤسدة ىشجاوي لمتعميؼ والثقافة، القاىخة، 1، طعمم الإحراءديفيج جيو ىانج،  - 1

1

( ) ( ) ( )
X xi

X x

F xi P X xi P X xi




   

( 1) ( 1)( ) ( ) ( )i iP X xi P X x F x    

( 2) ( 1) (1)P X P X F   

( ) 1 ( ) 1 ( )P X xi P X xi F xi     

( 2) 1 ( 2) 1 (2)P X P X F     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )P a X b P X b P X a F b F a       

(3 6) ( 6) ( 3) (6) (3)P X P X P X F F       
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 مثال: 

 في اليؾم.  Aإليػ التؾزيع الاحتسال الحي يسثل عجد الدبائؽ الحيؽ يذتخون مشتؾجا مؽ مؤسدة 

∑ 3 2 1 0 X=xi 

1 0,2 0,4 0,3 0,1 P(X=xi) 

 أوجج قيؼ دالة التؾزيع ليحا التغيخ. -

 الجهاب: 

 لإيجاد قيؼ دالة التؾزيع نظبق العلاقة التالية: 

 :Xنحدب قيؼ دالة التؾزيع لكل قيسة مؽ قيؼ  -

 

 

 

 

 .مؽ السبيعات اليؾمية لا تتجاوز زبؾن واحج %40بأن  F(1)تفدخ القيسة: 

 التمثيل البياني لدالة التهزيع لممتغير العذهائي المتقطع: 

تخسؼ عمى معمؼ بسحؾريؽ، حيث  بقظع أفقية متقظعةلمستغيخ العذؾائي الستقظع  تسثل قيؼ دالة التؾزيع
 دالة التؾزيع تؾضع عمى السحؾر الأفقي قيؼ الستغيخ العذؾائي، وعمى السحؾر العسؾدي تؾضع قيؼ 

 السقابمة.

  مثال:

 مثل بيانيا قيؼ دالة التؾزيع لمسثال الدابق.

 

 

 

1

( ) ( ) ( )
X xi

X x

F xi P X xi P X xi




   

(0) ( 0) ( 0) 0,1

(1) ( 1) 0,1 0,3 0,4( 0) ( 1)

(2) ( 2) ( 0) ( 1) ( 2) 0,1 0,3 0,4 0,8

(3) ( 3) ( 0) ( 1) ( 2) ( 3) 0,1 0,3 0,4 0,2 1

F P X P X

F P X P X P X

F P X P X P X P X

F P X P X P X P X P X

    

       

           

              
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 لجيشا مؽ السثال: الجهاب:

 

 التسثيل البياني ليحا التؾزيع يكؾن كسا يمي:

 
 :. التهقع الرياضي3.1.2

مؾزونة  X، ويسثل الؾسط الحدابي لقيؼ ييعبخ التؾقع الخياضي عؽ القيسة الستؾقعة لمستغيخ العذؾائي
 1عخف بالعلاقة التالية:باحتسالاتيا، حيث ي

 

 : الأمل الخياضيE(x)حيث: 

       Xiقيؼ الستغيخ العذؾائي : 

      Pi يئالسقابل لقيسة الستغيخ العذؾا: الاحتسال 
                                                             

، ص 2008/2009العمؾم، جامعة تذخيؽ، ، اللاذقية: كمية مبادئ في الاحتمالات والاحراءمبارك أسيخ ديب،  - 1
143. 

∑ 3 2 1 0 X=xi 

1 0,2 0,4 0,3 0,1 P(X=xi) 

 1 0,8 0,4 0,1 F(X) 

1 1 2 2

1

( ) .......
n

i i n n

i

E X X P x P x P x P


    
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 خهاص التهقع الرياضي:

 يتسيد التؾقع بسجسؾعة مؽ الخرائص الخياضية، نمخريا في ما يمي:

  :التؾقع الخياضي لقيسة ثابتة يداوي القيسة الثابتة نفديا 

 الإثبات: 

  إذا أضيفت أو طخحت قيسة ثابتةa  مؽ قيؼ الستغيخX  فإن التؾقع الخياضي لمقيؼ الججيجة يداوي

 :  aتؾقع القيؼ الأصمية مزافا إليو )أو مظخوحا مشو( الثابت

 الإثبات: 

  قيؼ الستغيخ أو قدست إذا ضخبتX قيسة ثابتة  )عمى( فيa  فإن الأمل الخياضي لمقيؼ الججيجة
 :aالثابت في)أو مقدؾما عمى( يداوي التؾقع الأصمي مزخوبا 

 الإثبات: 

  إذا كانa وb  :عجديؽ حقيقيان فإن 

 الإثبات: 

 

 ييؽ يداوي مجسؾع )أوفخق( تؾقعييسا.ئالتؾقع الخياضي لسجسؾع )أو فخق( متغيخيؽ عذؾا 

 الإثبات:

 . التباين:4.1.2

يقيذ التبايؽ مجى تذتت التؾزيع الاحتسالي لمستغيخ العذؾائي، فكمسا كانت قيستو صغيخة كمسا كان 
ويعخف تبايؽ الستغيخ العذؾائي الستقظع بأنو مجسؾع مخبعات  متسخكد حؾل قيسة التؾقع،التؾزيع الاحتسالي 

 1ويعظى بالعلاقة الآتية:فخوقات قيؼ الستغيخ العذؾائي عؽ تؾقعيا الخياضي، 

                                                             

1 - Louis Houde, MODULE 6 Variable aléatoire : Analyse quantitative de probleme de 

gestion, Université du Québec à Trois-Rivières.  

https://oraprdnt.uqtr.uquebec.ca/Gscdepot/paf1010/12/M6.pdf  récupéré le :13/11/2025. 

( )E a a

1 1

( ) 1
n n

i i

E a aPi a Pi a a
 

     

1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n

i i i

E X a X a Pi XPi aPi E X a
  

        

1 1

( ) ( ) ( )
n n

i i

E aX aX Pi a XPi aE X
 

    

( ) ( )E X a E X a  

( ) ( )E aX aE X

( ) ( )E aX b aE X b  

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )
n n n n n

i i i i i

E aX b aX b Pi aXPi bpi a XPi b pi aE X b
    

            

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n n

i i i

E X Y X Y Pi XPi YPi E X E Y
  

        

https://oraprdnt.uqtr.uquebec.ca/Gscdepot/paf1010/12/M6.pdf
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 أو:

 أو

  الانحخاف السعياري ىؾ الجحر التخبيعي لمتبايؽ:ملاحظة: 

 :التباينخهاص 

 ثابتة اللقيسة تبايؽ اa  الرفخيداوي : 

 الإثبات:

   إذا أضيفت أو طخحت قيسة ثابتةa  مؽ قيؼ الستغيخX  القيؼ  تبايؽلقيؼ الججيجة يداوي ا تبايؽفإن
  نفديا. الأصمية

 الإثبات:

 

 

 

 

  إذا كانa وb  :عجديؽ حقيقييؽ فإن 
 الإثبات: 

 
 
 
 
  إذا كانX وY :متغيخيؽ عذؾائييؽ فإن 

 الإثبات:  

 
2

1

( ) ( )
n

i i

i

V X X E X P


  

 
22( ) ( ) ( )V X E X E X 

( ) 0V a 

 
22 2 2( ) ( ) ( ) 0V a E a E a a a    

2

2

2

2

( ) (( ) ( ))

(( ) ( ( ) ))

( ( ) )

( ( ))

( )

V X a E X a E X a

E X a E X a

E X a E X a

E X E X

V X

      

     

     

   



( ) ( )V X a V X 

2( ) ( ( ))V X E X E X   

2( ) ( )V aX b a V X 

2

2

2 2

2 2 2

( ) (( ) ( ))

( ( ) )

( ( )) ( ( ( )))

( ( )) ( )

V aX b E aX b E aX b

E aX b aE X b

E aX aE X E a X E X

a E X E X a V X

      

     

         

    

( ) ( ) ( )V X Y V X V Y  

( )X V X 



المتغير العذهائي :الرابعالفرل   

 

 74 
 

 
 
 
 
 
 
 :تطبيق
الستغيخ  Xذكؾر وأنثييؽ. ليكؽ  3يج اختيار طالبيؽ عذؾائيا وفي آن واحج مؽ مجسؾعة مكؾنة مؽ نر

 الستحرل عميو.عجد الحكؾر العذؾائي الحي يسثل 
 كؾن ججول التؾزيع الاحتسالي لمستغيخ العذؾائي. -1
 ما ىؾ عجد الحكؾر الستؾقع الحرؾل عميو. -2
 أحدب الانحخاف السعياري لمستغيخ العذؾائي. -3

 :الحل

 .Fوللإناث بالخمد  Gنخمد لمحكؾر بالخمد لجيشا تجخبة سحب في آن واحج، 

   Ω{GG, FF, GF}=فزاء العيشة ليحه التجخبة ىؾ: 

ن التختيب غيخ ميؼ ىؾ عيؾر ذكخ وأنثى، وبسا أن الدحب في آن واحج أي أ GFالعشرخ  ملاحظة:
يغيخ مخة واحجة في فزاء العيشة. وأما في حالة الدحب عمى التؾالي فإن عيؾر ذكخ وأنثى يكتب 

 )أنثى ثؼ ذكخ(. FG)ذكخ ثؼ أنثى( و  GFبعشرخيؽ ىسا: 

 .لتكؾيؽ ججول التؾزيع الاحتسالي نحجد قيؼ الستغيخ ونحدب الاحتسالات السقابمة -1
 .X={0, 1, 2})عجد الحكؾر( ىي:  Xمؽ فزاء العيشة يتبيؽ أن قيؼ 

X=0عجم عيؾر أي ذكخ : 
 

 
 

   

2

2

2 2

2 2

( ) (( ) ( ))

(( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( )) 2( ( ))( ( ))

( ) ( ( )) 2 ( ( ))( ( ))
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E X E X Y E Y

E X E X Y E Y X E X Y E Y

E X E X E Y E Y E X E X Y E Y

      

     

        

           

 ( ) ( )V V   
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X=1عيؾر ذكخ واحج : 
 

X=2عيؾر ذكخيؽ : 
 

 ججول التؾزيع الاحتسال يكؾن كسا يمي:

 
 
 

 عجد الحكؾر الستؾقع الحرؾل عميو ىؾ التؾقع الخياضي لمستغيخ العذؾائي، يحدب بالعلاقة التالبة: -2
        

 
 
 
 

 العجد الستؾقع الحرؾل عميو مؽ الحكؾر في ىحه التجخبة ىؾ دكخ واحج. )يتؼ تقخيب الشتيجة(
يتميز التهقع الرياضي بتأثره بأوزان القيم، شأنو في ذلك شأن الهسط الحدابي، أي قيمة ملاحظة: 

 التي يقابمها أكبر احتمال. Xالتهقع غالبا تدور حهل قيمة 
 نحدب قيسة التبايؽ بالعلاقة التالية: الانحخاف السعياري لإيجاد قيسة  -3
 

 :لجيشا
 

 ىي قيسة التؾقع الخياضي لسخبعات القيؼ نحدبيا مؽ الججول كسا يمي: E(X2القيسة )
 
 
 

∑ 2 1 0 X=xi 

1 0,3 0,6 0,1 P(X=xi) 

1 1

1 3 2

2
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6
( 1) 0,6
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P X
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    

2 0

2 3 2
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3
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xn C C
P X
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



    
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( ) .......
n

i i n n

i

E X X P x P x P x P


    
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2 2( ) 1,2 1,44E X  



المتغير العذهائي :الرابعالفرل   

 

 76 
 

  
 
 
 

 في علاقة حداب التبايؽ: E(X2)=1,8نعؾض قيسة 
 

 الانحخاف السعياري ىؾ:
 

 . عزوم المتغير العذهائي المتقطع:5.1.2
خرائص ومؾجد حؾل وصف شامل  لتقجيؼفي الإحراء ونغخية الاحتسالات تدتخجم العدوم 

 .التي تحجد شكل التؾزيع ومؾقعو وتذتتو السقاييذأو مجسؾعة بيانات. فيي بسثابة  ةحتساليلاا اتتؾزيعال
 1:عدوم مخكدية وعدوم لا مخكدية لىوتشقدؼ العدوم إ

 :. العزوم المركزية1.5.1.2
، يدسى Z=X-E(X)حيث:  Zفإن الستغيخ  E(X)متغيخ عذؾائي متقظع بتؾقع رياضي  Xإذا كان 

 ونكتب: Zrىؾ التؾقع الخياضي لمستغيخ  rمتغيخا عذؾائيا مخكديا، حيث أن العدم السخكدي مؽ الجرجة 
 

 
 ومؽ علاقة العدم السخكدي يسكؽ استشتاج ما يمي:

 : r=0لسا 
 

 : وبتظبيق خاصية الظخح عمى التؾقع نجج:r=1لسا 

  ىي نفديا قيسة التبايؽ: 2فإن قيسة العدم السخكدي مؽ الجرجة : r=2لسا 

                                                             

1- Laurent SMOCH, Mesures Et Analyses Statistiques De Données Probabilites, 

Université du Littoral- Côte d’Opale, La Citadelle, 2012, P 30. http://www-lmpa.univ-

littoral.fr/~smoch/documents/M1-GSI/probas-Master1-GSI-chapitre3.pdf (Récupéré le 

14/11/2025 
 

∑ 2 1 0 X=xi 

1 0,3 0,6 0,1 P(X=xi) 

 4 1 0 X
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 . العزوم اللامركزية:5.1.22.
تعج العدوم اللامخكدية مؽ أىؼ الأدوات التي تدتعسل في وصف الستغيخ العذؾائي، ويعخف العدم 

 بالعلاقة التالية: rاللامخكدي مؽ الجرجة 
 

 مؽ علاقة العدم اللامخكدي ما يمي: ويتبيؽ

 :1فإن العدم يداوي  r=0لسا 

 فإن العدم يداوي التؾقع: r=1لسا 

 ي حداب التبايؽ.نتحرل عمى:                  ، وىي علاقة تدتخجم ف r=2لسا 

 :علاقة العزوم اللامركزية بالعزوم المركزية 

 العدم السخكدي الثاني )التبايؽ( يداوي الفخق بيؽ العدم اللامخكدي الثاني ومخبع العدم اللامخكدي الأول:

 

 . الدالة المهلدة لمعزوم:6.1.2

الجالة السؾلجة لمعدوم ىي أداة ميسة تداعج عمى حداب العدوم لسختمف الختب، وتدتخجم أيزا في 
 tحيث  Mx (t)= etxمتغيخ عذؾائي متقظع، وكان  Xتحجيج التؾزيعات واختبار مجى التقارب. فإذا كان 

حيث يظمق عمى ىحه الأخيخة الجالة السؾلجة لمعدوم                        ، فإن: متغيخ عذؾائي حقيقي
 1، وتعظى في حالة الستغيخ الستقظع بالعلاقة التالي:Xلمستغيخ 

 

 . المتغير العذهائي المدتمر:2.2

يأخح عجدا لانيائيا مؽ القيؼ داخل مجال معيؽ، السدتسخ بأنو الستغيخ الحي العذؾائي  يعخف الستغيخ
 مثل: دخل الأسخ، الؾقت السدتغخق لإنتاج وحجة مؽ مشتؾج معيؽ، أوزان مجسؾعة مؽ الظمبة...... إلخ.

                                                             

 .47ص ، مرجع سابقمحمد بجاوي ومحمد دوة،  - 1
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عؽ تؾزيع الستغيخ يختمف الاحتسالي فإن تؾزيعو  غيخ محجود X  وبسا أن عجد القيؼ السسكشة لـ
، لحا P(X=xi)=0 ستغيخ السدتسخ ىؾ أمخ مدتحيل، كسا أن إيجاد احتسال قيسة واحجة لمالستقظع العذؾائي

 إلى مجال معيؽ مؽ القيؼ.  Xيدتعسل ىحا الشؾع مؽ التؾزيعات لحداب احتسال أن تشتسي قيسة 

 . دالة كثافة الاحتمال: 1.2.2

 يعبخ عؽ قانؾن الاحتسال لمستغيخ العذؾائي السدتسخ بجالة غيخ سالبة تدسى دالة كثافة الاحتسال.
 الجالة إيجاد احتسالات الأحجاث السعبخ عشيا بقيؼ الستغيخ العذؾائي. حيث يسكؽ مؽ خلال ىحه

 1يخمد ليحه الجالة بالخمد         وتتسيد بخاصيتيؽ أساسيتيؽ:

 

 

حيث تذيخ الخاصية الأولى إلى أن دالة الكثافة تكؾن دائسا مؾجبة، وتذيخ الثانية إلى أن إجسالي 
 .1السداحة تحت مشحشى الجالة يداوي 

 لمستغيخ السدتسخ بسشحشى مترل يأخح الذكل التالي: وتسثل دالة الكثافة الإحتسالية

 
الكمية  الاحتسالاتحيث أن السداحة السحرؾرة بيؽ خط السشحشى ومحؾر الفؾاصل تعبخ عؽ مجسؾع 

  والتي تداوي الؾاحج الرحيح.

 
                                                             

1 - Douglas C.Montgomery, George C.Runger, Applied statistics and probability for 

engineers, 7th Edition, Wiley, Hoboken New Jersey, 2018, P68. 
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يكؾن بحداب التكامل الخياضي  Xوانظلاقا مؽ مشحشى دالة كثافة الاحتسال، فإن حداب أي احتسال لقيؼ 
 :f(x)لمجالة 

-  

 
-  

 
 : 1ملاحظة

تعظي نفذ الاحتسال الحي تعظيو    أي أن الإشارة    ، لا تتأثخ قيسة الاحتسال بغمق أو فتح السجال
 لأن القيؼ مترمة ولا يؾجج فخق جؾىخي بيؽ القيسة والتي قبميا أو التي بعجىا. ،   الإشارة    

 أي أن:                                 و  

 : 2ملاحظة 

 جالة كثافة الاحتسال كسا يمي:الاحتسال بإجخاء التكامل ليتؼ حداب 

( ) ( ) ( )

b

a

P a x b P a x b f x dx      

( ) ( ) ( )

a
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 ، فإذا كانت دالة الكثافة مؽ الذكل:         حيث أن        ىي الجالة الأصمية لجالة الكثافة 

 

 فإن الجالة الأصمية ليا ىي:                   

 مثال: 

 لتكؽ دالة كثافة الاحتسال السعخفة كسا يمي: 

 

 .cأوجج قيسة الثابت  -1

 أحدب  -2

 الإجابة:

 حتى تكؾن الجالة الدابقة دالة كثافة إحتسال يجب تؾفخ الذخطيؽ:  -1

 

 

 .xالذخط الأول: محقق لأن الجالة مؾجبة ميسا كانت قيسة الستغيخ 

 الذخط الثاني: نجخي التكامل الخياضي لجالة الكثافة:
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 لتربح الريغة الشيائية لجالة كثافة الاحتسال ىي:

 

 

 

 حداب الاحتسال: -2

 

 

 

 

 دالة التهزيع: .2.2.2

، F(X)، ويخمد ليا بالخمد Xتقيذ دالة التؾزيع الاحتسالات الستخاكسة لسجسؾعة مؽ قيؼ الستغيخ 
 حيث تعظى بالعلاقة التالية:
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 ملاحظة:

، يخ العذؾائي تشتسي إلى مجال معيؽتداعج دالة التؾزيع عمى حداب احتسال أن تكؾن قيسة الستغ
 حيث:

 

 

 

 مثال:

ثؼ أحدب:   ومثميا بيانيا  انظلاقا مؽ دالة كثافة الاحتسال لمسثال الدابق، أوجج دالة التؾزيع
P(1<X<2)؟ 

 

 

 

 لجيشا مؽ تعخيف دالة التؾزيع:

 

 نبحث عؽ قيؼ دالة التؾزيع حدب مجالات تعخيف دالة الكثافة الاحتسالية:

 : X<0لما  -

 

 لسا: -
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 X>3لما:  -

 

 

 

 

 

 ومشو فإن الريغة الشيائية لجالة التؾزيع ىي:  

   

 

 

 

 F(X)التسثيل البياني لجالة التؾزيع:  *

 
 ، نعؾض القيؼ في دالة التؾزيع:3و 0بسا السجال السظمؾب حداب يقع بيؽ                       
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 . التهقع الرياضي لممتغير العذهائي المدتمر:3.2.2

، فإن تؾقعو الخياضي يعظى  f(x)متغيخ عذؾائي مدتسخ معخف بجالة كثافة احتسال  Xإذا كان 
  1بالعلاقة التالية:

 

 أحدب تؾقع الستغيخ العذؾائي لمسثال الدابق:مثال: 

 

 

 

 

 لجيشا علاقة التؾقع:

 

  

 

 

 

 

 

 
                                                             

1- Sheldon M. Ross, Introduction to Probability Models, 11 th Edition,  Academic Press, 

Oxford,  2014, P 37. 
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 التباين:. 4.2.2 

فإن تبايشو يعظى بالعلاقة  f(x)متغيخ عذؾائي مدتسخ معخف بجالة كثافة احتسالية  Xإذا كان 
 1التالية:

 

 حيث تبدط العلاقة إلى الريغة التالية:

 

 

 

 مثال:

 أحدب التبايؽ والانحخاف السعياري في السثال الدابق: 

 

 

  

 قانؾن حداب التبايؽ:

 

  

 

 

 

 
                                                             

1- Jason Arevaya, Probability and statistics for economics and busness an Introduction 

using R, MIT Press, Cambridge, 2025,P 294. 
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 الانحخاف السعياري:

  

 . عزوم المتغير العذهائي المدتمر:5.2.2
، فإن القيؼ الستؾقعة لبعض f(x)متغيخ عذؾائي مدتسخ معخف بجالة كثافة الاحتسال  Xإذا كان 

 ى عدوما.بجلالة ىحا الستغيخ تدسالجوال 
 السدتسخ إلى عدوم مخكدية وعدوم لا مخكدية:وتشقدؼ عدوم الستغيخ العذؾائي 

 . العزوم المركزية:22.1.5.
 r، فإن العدم السخكدي مؽ الجرجة f(x)دالة كثافتو الاحتسالية ىي  مدتسخمتغيخ عذؾائي  Xإذا كان 

 1ليحا الستغيخ يعظى بالعلاقة التالية:
 

 
 ومؽ علاقة العدم السخكدي يسكؽ استشتاج ما يمي:

 : r=0لسا 
 

 : وبتظبيق خاصية الظخح عمى التؾقع نجج:r=1لسا 

  ىي نفديا قيسة التبايؽ: 2: فإن قيسة العدم السخكدي مؽ الجرجة r=2لسا 

 
 . العزوم اللامركزية:22.2.5.

 بالعلاقة التالية:لمستغيخ العذؾائي السدتسخ  rيعخف العدم اللامخكدي مؽ الجرجة 
 

 ويتبيؽ مؽ علاقة العدم اللامخكدي ما يمي:

 :1فإن العدم يداوي  r=0لسا 

                                                             

1- Jean-François Le Gall, Measure Theory, Probability, and Stochastic Processes, 

Springer, 2022, P 152. 

( ) 0,38 0,62X V x   
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r r

rM E X E X X E X f x dx





   

 
0

0 ( ) 1M E X E X  

 
1

1 ( ) ( ) ( ) 0M E X E X E X E X    

   
2 22

2 ( ) ( ) ( ) ( )M E X E X E X E X V X    

( ) ( )r r

r im E X X f x dx





  

0

0 ( ) 1m E X 

1

1 ( ) ( ) ( )m E X E X xf x dx





   
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 فإن العدم يداوي التؾقع: r=1لسا 

 ، وىي علاقة تدتخجم في حداب التبايؽ.                     نتحرل عمى:                   r=2لسا 

 :علاقة العزوم اللامركزية بالعزوم المركزية  

 العدم السخكدي الثاني )التبايؽ( يداوي الفخق بيؽ العدم اللامخكدي الثاني ومخبع العدم اللامخكدي الأول:

 

 . الدالة المهلدة لمعزوم:6.2.2

 :ةالتالي العذؾائي السدتسخ فإن الجالة السؾلجة لمعدوم تعظى بالعلاقةحالة الستغيخ في 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 2

2 ( ) ( )m E X x f x dx





  

2

2 2 1M m m 

( ) ( ) ( )txi txi

xM t E e e f x dx





  
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 تمارين الفرل الرابع

  :10التمرين 
سشؾات، أما  05الأول ىؾ الأفزل ومجة حياتو تفؾق  مؤسدة ترشع نؾعيؽ مؽ قظع الغيار. الشؾع

 الشؾع الثاني فتقل مجة حياتو عؽ خسذ سشؾات.
 قظع مؽ الشؾع الثاني. 8قظعة، فتبيؽ بعج إتسام الرفقة وجؾد  15بظمبية لاقتشاء  الدبائؽتقجم أحج 

 قظع في نفذ الؾقت: 4إذا استعسل الدبؾن   -1
 سشؾات. 5مؽ  أكثخ القظع الأربع بعج أن تتمف : Aالحجث  أحدب احتسال 1-1
 سشؾات. 5أن تجوم عمى الأقل قظعة واحجة أكثخ مؽ  :Bالحجث  أحدب احتسال 1-2
 الحي يسثل عجد القظع ذات الشؾعية الخفيعة السجخبة مؽ طخف الدبؾن. Xليكؽ الستغيخ العذؾائي  -2  
 لمستغيخ العذؾائي. الإحتساليأوجج التؾزيع  2-1
 P(X>2)     P(X≤3). وأحدب: F(X)دالة التؾزيع  أوجج قيؼ 2-2
 أحدب عجد القظع ذات الشؾعية الجيجة الستؾقع تجخيبيا مؽ طخف الدبؾن. 2-3

  :10التمرين 
( عذؾائيا 20الستغيخ العذؾائي الحي يسثل عجد الحكؾر الستحرل عميو عشج اختيار طالبيؽ ) Xليكؽ 

 ذكؾر. 5إناث و  7عمى التؾالي بجون إرجاع مؽ مجسؾعة مكؾنة مؽ 
 .Xأوجج التؾزيع الإحتسالي لـ  -1
 أحدب عجد الحكؾر الستؾقع الحرؾل عميو والانحخاف السعياري. – 0

  :10التمرين 
 ستغيخ العذؾائي السعخف بجالة الكثافة الإحتسالية التالية:ال Xليكؽ 

 

 
 

 . حيث Kأوجج قيسة الثابت  -1

 .Xأوجج دالة التؾزيع لمستغيخ العذؾائي  -0
 أحدب الإحتسالات التالية: -3
 -P(X<12)    

(30 ) 0 30
( ) 0

0

k x x
f x k

   
  
  ما عدا ذلك
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  -P( 10  X  20)   
  - P(X>15) 
 السعياري لمستغيخ العذؾائي. الخياضي والإنحخاف التؾقعأحدب  -4

  

 :10التمرين 

 إليػ دالة الكثافة الإحتسالية السعخفة كسا يمي:

 

 

 

 

 

 .aأوجج قيسة العجد  -1
 .F(X)أوجج دالة التؾزيع  -0

 أحدب التؾقع والتبايؽ. -3
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 0

( ) x 0
200

0 x > 

x
f x a a

a

 



      


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 الرابع لحل تمارين الفر

 :11التمرين 
 قظع في نفذ الؾقت: 4إذا استعسل الدبؾن   -1 

 :سشؾات 5مؽ  أكثخ أن تتمف القظع الأربع بعج احتسال  -1-1

         
4

7

4

15

35
( ) 0,025

1365

A
Cn

P A
n C

    

 :سشؾات 5أن تجوم عمى الأقل قظعة واحجة أكثخ مؽ احتسال  -1-2

 

1 3 2 2 3 1 4 0

7 8 7 8 7 8 7 8

4

15

( )

7 56 21 28 35 8 35 1 1295
0,948

1365 1365

B
C C C C C C C Cn

P B
n C

  
 

      
  

 

 قيؼْ  ىي:   -2
 :Xلإعجاد ججول التؾزيع الاحتسال يجب حداب الاحتسالات السقابمة لقيؼ  التؾزيع الاحتسالي: -2-1

0 4

0 7 8

4

15

1 70
( 0) 0,051

1365

Xn C C
P X

n C






    

 
1 3

7 81

4

15

7 56
( 1) 0,287

1365

X
C Cn

P X
n C






    

 
2 2

7 82

4

15

21 28
( 2) 0,43

1365

X
C Cn

P X
n C






    

 
3 1

3 7 8

4

15

35 8
( 3) 0,2

1365

Xn C C
P X

n C






    

 
4 0

7 84

4

15

35 1
( 4) 0,025

1365

X
C Cn

P X
n C






    

 

∑ 4 3 2 1 0 Xi 

1 0,025 0,2 0,43 0,287 0,051 P(X=xi) 

 0,1,2,3,4X 
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 دالة التؾزيع: -2-2

 

( 3) (3) 0,968P X F  
 

( 2) 1 (2) 1 0,768 0,232P X F     
 

 E(X)العجد الستؾقع:  -2-3

1

( ) . ( )
n

i

i

E X X P X xi


  

 

 )قظعتان(. 2ىؾ  عجد القظع ذات الشؾعية الجيجة الستؾقع تجخيبيا مؽ طخف الدبؾن 
 :12التمرين 

 ذكؾر. 5إناث و  7( عذؾائيا عمى التؾالي بجون إرجاع مؽ مجسؾعة مكؾنة مؽ 20اختيار طالبيؽ )

ىي:  Xقيؼ ْ  0,1,2X 
 

 التهزيع الاحتمالي -1
1 1

0 7 6

1 1

12 11

7 6
( 0) 0,318

132

Xn C C
P X

n C C






    

 
1 1 1 1

5 7 7 51

1 1

12 11

5 7 7 5
( 1) 0,53

132

X
C C C Cn

P X
n C C





   
    

 
1 1

5 42

1 1

12 11

5 4
( 2) 0,151

132

X
C Cn

P X
n C C






    

 

∑ 2 1 0 Xi 

1 0,151 0,53 0,318 P(X=xi) 

∑ 4 3 2 1 0 Xi 

1 0,025 0,2 0,43 0,287 0,051 P(X=xi) 

 1 0,968 0,768 0,338 0,051 F(X) 

∑ 4 3 2 1 0 Xi 

1 0,025 0,2 0,43 0,287 0,051 P(X=xi) 

1,847 0,1 0,6 0,86 0,287 0 Xi . P(X=xi) 
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E(X)عجد الحكؾر الستؾقع الحرؾل عميو ىؾ:  -1
 

1

( ) . ( )
n

i

i

E X X P X xi


 
 

 
 

 
 (.1يتؾقع الحرؾل عمى ذكخ واحج )

 الانحخاف السعياري: لجيشا 

 
22( ) ( ) ( )X V X E X E X   

 

 
 

 

 

2( ) 1,134E X  

 
2

( ) 1,134 0,832 0,66X V X     

 0,66الانحخاف السعياري ىؾ 
 :13التمرين 

                                                                                      
 
 :تحقق الذخطيؽ حتى تكؾن الجالة الدابقة دالة كثافة احتسال يجب -1
 
 
 

 .xالذخط الأول محقق لأن الجالة مؾجبة ميسا كانت قيسة 
 

∑ 2 1 0 Xi 

1 0,151 0,53 0,318 P(X=xi) 

0,832 0,302 0,53 0 Xi . P(X=xi) 

∑ 2 1 0 Xi 

1 0,151 0,53 0,318 P(X=xi) 

 4 1 0 X
2 

1,134 0,604 0,53 0 X
2
 . P(X=xi) 
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 
  ما عدا ذلك
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 الذخط الثاني:
 
 
 
 
 
 
 

 يربح شكل الجالة:
 
 
 
 F(x)دالة التؾزيع:  -2
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   

 
    

 

 
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 
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 ما عدا ذلك
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     

      

 
  

 


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       

 
    

 



   
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 جالة التؾزيع:الريغة الشيائية ل
 

 

 

 

 

 حداب الاحتسالات -3
21 12

( 12) ( 12) (12) (30 12 ) 0,64
450 2

P x P x F       
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1 20
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450 2
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(10 20) (20) (10) 0,88 0,55 0,33P x F F        
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( 15) 1 (15) 1 (30 15 )

450 2
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 
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 

  
 

 

 الخياضي والانحخاف السعياري: التؾقع -4
 التهقع الرياضي:
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 
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 الانحخاف السعياري:
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
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 يربح شكل الجالة:
 
 
 
 F(x)دالة التؾزيع:  -2
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0

0

2

0

2

( ) 0 0
200

0
400

1 20
400

a

a

a

x
f x dx dx dx dx

x

a
a

 

 

  

 
   

 

   

   

( ) ( )

x

F x f x dx


 

0

0

2

0

0 ( ) ( ) 0 0

0 20 ( ) ( ) 0
200

400

x x

x x

x

X F x f x dx dx

x
X F x f x dx dx dx

x

 

 

    

     

 
 

 



 

  

2

0 20

0 20

20
2

0

400

20 ( ) ( ) 0 0
200

0
400

x x

x

x
X F x f x dx dx dx dx

x

 



     

 
   

 



   

x 0

( ) x 20
200

0 x > 20

x
f x

 



   





المتغير العذهائي :الرابعالفرل   

 

 97 
 

 ىي: جالة التؾزيعالريغة الشيائية ل
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قوانين التوزيعات الاحتمالية 
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 ثنائي الحد التوزيع 
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 تمهيد:

التصخق لمستغيخات العذػائية في الفرل الدابق، والتعخف عمى خرائز الستغيخ العذػائي  بعج
الستقصع، ونطخا لػجػد عجد لا نيائي مغ الستغيخات، أصبح مغ الزخوري إيجاد تصبيقات تداعج عمى 

ائي بعس التػزيعات الاحتسالية لمستغيخ العذػ تدييل الحدابات السختبصة بيا. حيث سيشاقر ىحا الفرل 
الستقصع، مغ خلال التعخف عمى الذخوط الػاجب تػفخىا لاستخجام تػزيع دون غيخه، وكحا الريغ 
الخياضية التي تدسح بحداب الاحتسالات، بالإضافة إلى خرائز كل تػزيع ) التػقع الخياضي 

 والتبايغ(.

 :التهزيع المنتظم. 1

سالات الشتائج فييا متداوية، وتسثل تجخبة يختبط التػزيع السشتطع بالتجارب العذػائية التي تكػن احت
 .رمي حجخ نخد غيخ مديف أحدغ مثال لتصبيق التػزيع السشتطع

 . قانهن الاحتمال: 1.1

 1بالعلاقة التالية:يعصى التػزيع الاحتسالي انصلاقا مغ تعخيف التػزيع السشتطع فإن 

 

 

 .X: عجد الكيع السسكشة لمستغيخ Nحيث 

 مثال:

شخحت مؤسدة مخترة في بيع الأجيدة الالكتخونية عخضا تخويجيا لفائجة زبائشيا الججد، حيث 
. حيث حخصت السؤسدة عمى أن %20، و%15، %10، %5ندب تخفيس مختمفة:  تزسغ العخض

 يكػن لكل زبػن نفذ الاحتسال في الحرػل عمى التخفيس، وعجم التسييد بيغ الدبائغ.

 : أربع قيع ىي Xنلاحظ مغ خلال معصيات السثال أن الكيع السسكشة لمستغيخ العذػائي 

 

                                                             

1- Julian Tugaut, Op_Cit, P 105.  
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 التػزيع ىشا ىػ تػزيع مشتطع متقصع، حيث أن قيسة الاحتسال ىي:

 

 حيث أن قيع الاحتسالات السسكشة ىي:

 

 

 

 : دالة التهزيع. 12.

 لمستغيخ العذػائي الستقصع بالعلاقة التالية: تعصى دالة التػزيع لمتػزيع السشتطع

 

 

 

 

 . التهقع الرياضي:3.1

انصلاقا مغ تعخيف التػقع الخياضي لمستغيخ العذػائي الستقصع يسكغ استشتاج علاقة إيجاد تػقع 
 1التػزيع السشتطع كسا يمي:

 

  

 

 

 
                                                             

1- Yvan Monka, Lois Discrètes, Académie de Strasbourg, 

 https://www.maths-et-tiques.fr/telech/20LoisDisTC1.pdf (récupéré le: 26/11/2025) 
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 . التباين: 4.1

 متغيخ عذػائي متقصع يتبع التػزيع السشتطع، فإن تبايغ ىحا الستغيخ يعصى بالعلاقة التالية: Xإذا كان 

 

 البخىان:

 لجيشا:

 

 

 وبتصبيق قاعجة مجسػع مخبعات الأعجاد الرحيحة الستتالية نجج:

  

 

 بتعػيس العلاقة الدابقة وعلاقة التػقع الخياضي  في علاقة التبايغ نجج:
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 . الدالة المهلدة للعزوم:5.1

 تعصى الجالة السػلجة لمعدوم لمستغيخ العذػائي الستقصع الحي يتبع التػزيع السشتطع بالعلاقة التالية:

 

 

حيث يسثل ىحا السجسػع متتالية ىشجسية حجىا الأول       ، ونتحرل بعج التبديط والتعػيس بعلاقة 
 السجسػع لمستتالية اليشجسية عمى العلاقة الشيائية التالية:

 

 

 مثال:

ا لعجم وجػد نطخ و ( خلال الأسبػع القادم. Startupسعخ سيع شخكة ناشئة ) تقييع يخيج محمل مالي
 .10،11،12،13،14: في الاحتسالمدتػيات أسعار متداوية  5السحمل  افتخض، خية كافيةبيانات تاري

 أوجج قانػن الاحتسال ليحا الستغيخ. -

 أوجج صيغة دالة التػزيع. -

 أحدب الكيسة الستػقعة والتبايغ. -

 الجهاب:

 بسا أن الاحتسالات متداوية فإن ىحا الستغيخ يتبع التػزيع السشتطع، وقيسو ىي:

 

 قانػن الاحتسال:  -

 

 دالة التػزيع: الريغة العامة لجالة التػزيع ىي: -
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 التػقع الخياضي: -

  

 

 التبايغ: -

 

 . تهزيع برنهلي:2

مغ أبدط التػزيعات الاحتسالية لمستغيخ العذػائي الستقصع، حيث يتصمب تصبيقو يعج تػزيع بخنػلي 
 وجػد تجخبة عذػائية يصمق عمييا تجخبة بخنػلي.

 تجربة برنهلي:. 1.2

ندسي تجخبة بخنػلي كل تجخبة عذػائية تقبل نتيجتيغ متشافيتيغ، تدسى الأولى نتيجة الشجاح والثانية 
. مع العمع qويخمد لاحتسال الفذل بالخمد: ، Pاحتسال الشجاح يخمد لو بالخمد:  حيث أننتيجة الفذل، 

 أن:
 ومغ أمثمة تجارب بخنػلي:

 )صػرة أو رقع( تجخبة رمي قصعة نقػد -

 )ناجح أو راسب( تجخبة رصج نتيجة الصالب في أحج السقاييذ -

 )مراب أو غيخ مراب(تجخبة رصج نتيجة تحميل الإصابة بسخض معيغ  -
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 القانهن الاحتمالي:. 2.2

الستغيخ العذػائي الحي يعخف بأنو عجد مخات  Xإذا أجخيت تجخبة بخنػلي مخة واحجة،  وباعتبار 
في حالة الفذل،  0ىي:  Xقيع فإن وبسا أن التجخبة تجخى مخة واحجة ، تجخبة بخنػلي الشجاح عشج إجخاء

 بالعلاقة التالية: الاحتسالي ليحا الستغيخػزيع التفي حالة الشجاح. حيث يعصى  1و

 

 
 ونكتب:

 
متغيخ عذػائي يتبع تػزيع بخنػلي لتجخبة تجخى مخة واحجة باحتسال  Xحيث تقخأ العلاقة الدابقة: 

 .Pنجاح 

 . دالة التهزيع:3.2

 انصلاقا مغ تعخيف دالة التػزيع والستسثل في التالية: 

 

 :0، فإن قيسة دالة التػزيع تداوي 0أقل مغ  Xبسا أنو لا تػجج قيع لـ  :X<0لسا  -

 

، وبالتالي فإن قيع دالة التػزيع ىي 0لسا                 : الكيسة الػحيجة ضسغ ىحا السجال ىي  -
 احتسال الفذل:

 

مزافا إليو احتسال  Pلسا           : قيسة دالة التػزيع ضسغ ىحا السجال ىي احتسال الشجاح  -
 :qالفذل 
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 بالعلاقة التالية:حيث أن الريغة الشيائية لجالة التػزيع بخنػلي تعصى 

 

 

 

 . التهقع الرياضي:4.2

 يتع إيجاد علاقة التػقع الخياضي لتػزيع بخنػلي كسا يمي:

 

 

 . التباين:5.2

 تبايغ الستغيخ العذػائي الحي بتبع تػزيع بخنػلي يعصى بالعلاقة التالية:

 

 

 

 

 . الدالة المهلدة للعزوم:6.2

 تعصى الجالة السػلجة لمعدوم لتػزيع بخنػلي بالعلاقة التالية:

 

 في حالة تػزيع بخنػلي: 1و 0بكيسو السسكشة وىي  Xنعػض 

 

 نحرل عمى الريغة الشيائية لمجالة السػلجة لمعدوم كسا يمي:
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 مثال: 

أحج إيسايل إلى  رسالةاعتسجت إحجى السؤسدات عمى الإيسايل لتدػيق مشتػجيا، حيث أرسمت 
 .0,15ىػ  وليكغ احتسال أن يذتخي الدبػن السشتػج بعج قخاءة الإيسايل الدبائغ،

 أكتب صيغة القانػن الاحتسالي. -

 .E(X)أحدب قيسة التػقع  -

 أحدب التبايغ. -

 الجهاب:

تقبل نتيجتيغ، حيث يعتبخ حجث شخاء السشتػج بعج قخاء الخسالة ىػ التجخبة ىي تجخبة بخنػلي لأنيا 
 نتيجة الشجاح، وحجث عجم الذخاء ىػ الفذل، وذلظ حدب الستغيخات التالية:

 

 قانػن الاحتسال: -

 

 

 قيسة التػقع: -

 لجيشا علاقة التػقع:

 مغ الدبائغ عمى السجى الصػيل سيذتخون السشتػج فػر تمقييع الإيسايل. %15وتفدخ ىحه الكيسة أن 

 التبايغ: -

 

 

 

 

0,15 1 0,85p q p    
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  
  

  

( ) 0,15E X p 

( ) 0,15 0,85 0,128V X pq   
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 . التهزيع ثنائي الحد:3

محاولة مدتقمة عغ الأخخى، وأن لكل كل مخة، حيث أن  nتجخبة بخنػلي تتكخر بافتخاض وجػد 
الحي يسثل عجد الشجاحات ىػ متغيخ  Xثابتة لكل السحاولات، فإن الستغيخ  pمحاولة احتسال نجاح 

  قيسو ىي:  عذػائي يتبع التػزيع ثشائي الحج.

 . القانهن الاحتمالي:1.3

 1يعصى القانػن الاحتسال بالعلاقة التالية:

  

 

 حيث: 

nعجد مخات تكخار التجخبة :. 

xقيسة الستغيخ العذػائي السخاد حداب احتساليا :. 

p مخة: احتسال نجاح التجخبة في كل. 

qاحتسال فذل التجخبة في كل مخة :. 

 ولتصبيق القانػن ثشائي الحج يجب تػفخ الذخوط التالية:

 .وجػد احتساليغ فقط لكل محاولة )تجخبة(: نجاح أو فذل -

 احتسال نجاح كل تجخبة ثابت بالشدبة لمتجارب الأخخى. -

 .محجود nعجد الإختبارات )السحاولات(  -

تكػن السحاولات مدتقمة: أي أن احتسال وقػع الحجث في محاولة ما لا يتأثخ بشتيجة محاولة  أن -
 أخخى. 

 

                                                             

1- Sheldon M. Ross, Op_Ct. P27.  

 1,2,3.......,X n

~ ( , )X n p

( ) x x n x

nP X xi C p q  
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 . دالة التهزيع:32.

 تعصى دالة التػزيع لمستغيخ العذػائي الحي يتبع التػزيع ثشائي الحج بالعلاقة التالية:

 

 

 

 

 . التهقع الرياضي:33.

فإن التػقع الخياضي ليحا الستغيخ يعصى بالعلاقة متغيخ عذػائي يتبع التػزيع ثشائي الحج،  Xإذا كان 
 1التالية:

 الإثبات:

 لجيشا علاقة حداب التػقع: 

 

 بتعػيس علاقة قانػن الاحتسال لمتػزيع ثشائي الحج:

 

 

 

 :z( بـ x-1ونعػض ) عامل مذتخك npنجعل 

 

 

 
                                                             

1- Dennis D. Wackerly & William Mendenhall III & Richard L. Scheaffer, Mathematical 

Statistics with Applications, Thomson Brooks/Cole, Belmont, 2008, P 107.  
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يتبع التػزيع ثشائي الحج، حيث  zالقانػن الاحتسالي لستغيخ                     : ةتسثل العلاقة التالي
 مخة، وبالتالي فإن مجسػعو يداوي الػاحج:  n-1تتكخر التجخبة 

 فتربح قيسة التػقع:     

 . التباين:34.

 1فإن تبايشو يعصى بالعلاقة التالية:متغيخ عذػائي متقصع يتبع تػزيع ثشائي الحج،  Xإذا كان 

 

 الإثبات:

 في شكل مجسػع متغيخات بخنػلة مدتقمة بعزيا عغ بعس:  Xيسكغ كتابة الستغيخ العذػائي  -

 

 ي مجسػع تبايشاتيا:ن تبايغ مجسػع متغيخات مدتقمة يداو بتصبيق خاصية التبايغ التي تشز عمى أ -

 

 لجيشا تبايغ متغيخ بخنػلي معصى بالعلاقة التالية: -

  

 نتحرل عمى تبايغ السجسػع كسايمي: -

 
                                                             

1- François Cottet-Emard, Probabilités et tests d-hypothèse, 1ere Edition, De Boeck 

Superieur S.A, Bruxelles, 2014, P 177.  
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 . الدالة المهلدة للعزوم:35.

 تعصى الجالة السػلجة لمعدوم لمتػزيع ثشائي الحج كسا يمي:

 

 

صيغة الجالة الخاصة بتػزيع بخنػلي، وخاصية الجالة الدابقة بالاعتساد عمى ريغة إثبات اليسكغ 
 السػلجة لمعدوم في حالة متغيخات مدتقمة كسا يمي:

 الحج ىػ عبارة عغ مجسػع متغيخات بخنػلي:بسا أن الستغيخ ثشائي  -

  

 الجالة السػلجة لمعدوم لسجسػع متغيخات مدتقمة ىػ: -

 

 ولجيشا صيغة الجالة السػلجة لمعدوم لتػزيع بخنػلي ىي: -

 

بتعػيزيا في العلاقة الدابقة نتحرل عمى الريغة الشيائية لمجالة السػلجة لمعدوم لتػزيع ثشائي  -
 الحج كسا يمي:

 

 مثال: 

 دول: 3، تع اختيار3/4إذا كان احتسال ارتفاع مؤشخ سػق الأسيع ىػ 

 الجول التي يختفع مؤشخ سػق الأسيع فييا؟ اكتب صيغة التػزيع الاحتسالي لعجد -1

 .ليحا الستغيخ السعياري  الخياضي، التبايغ والانحخاف التػقعأحدب  -2

 أحدب احتسال ارتفاع مؤشخ سػق الأسيع لجولتيغ. -3
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 الجهاب:

 لجيشا:

 تجخبة بخنػلي تقبل نتيجتيغ ىسا:

، كسا أن ىحه التجخبة مؤشخ سػق الأسيععجم ارتفاع الفشل: و   ارتفاع مؤشخ سػق الأسيعالنجاح:  -
 مخات )عجد الجول(، وبالتالي فيػ التػزيع ثشائي الحج. 3تكخرت 

 صيغة قانػن الاحتسال: -1

 

   n=3    ،p=3/4    ،q=1/4لجيشا: 

 

 

 التػقع والتبايغ والانحخاف السعياري: -2

 التػقع:

 التبايغ:

 

 الإنحخاف السعياري:

 : احتسال ارتفاع مؤشخ سػق الأسيع لجولتيغ -3

 في علاقة قانػن الاحتسال: Xنعػض قيسة 
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 . التهزيع الهندسي: 4

يعج التػزيع اليشجسي مغ أىع التػزيعات الاحتسالية الستقصعة، حيث يعشى بجراسة عجد مخات الفذل 
الستتالية قبل الحرػل عمى نجاح تجخبة بخنػلي، أي أنو وفق ىحا التػزيع فإن تجخبة بخنػلي يتع تكخارىا 

ػزيع اليشجسي: تحميل إلى أن يتع الحرػل عمى أول نجاح، ثع تشتيي التجخبة. ومغ بيغ استخجامات الت
 التكمفة والعائج لتقجيخ الفػائج السالية واتخاذ القخار السشاسب.

 . القانهن الاحتمالي:1.4

 1يعصى القانػن الاحتسالي لمتػزيع اليشجسي بالعلاقة التالية:

 

 . دالة التهزيع:2.4

قيسة أقل أو تداوي  Xدالة التػزيع لمستغيخ الحي يتبع التػزيع اليشجسي ىي احتسال أن يأخح الستغيخ 
 قيسة معيشة، حيث تعصى بالعلاقة التالية:

 

 . التهقع:3.4

 يسكغ استشتاج صيغة التػقع الخياضي لمستغيخ اليشجسي انصلاقا مغ العلاقة التالية:

 

 نعػض صيغة القانػن الاحتسالي:

 

 

 

 بتصبيق علاقة مجسػع الستتالية اليشجسية والاشتقاق نجج:

 
                                                             

1-  Dwaipayan Sethi, Introduction to Busness Analytics, Educohack press, Delhi, 2025. 
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 نعػض في العلاقة الدابقة لمتػقع: -

 

 

 ، وبالتعػيس نجج:p=1-qلجيشا مغ تعخيف تجخبة بخنػلي: 

 

 

 وبشاء عمى ما سبق فإن الريغة الشيائية لمتػقع تعصى بالعلاقة التالية:

 

 . التباين:4.4

 متغيخ عذػاي يتبع التػزيع اليشجسي، فإن تبايشو يعصى بالعلاقة التالية: Xإذا كان 

 

 الإثبات:

 لجيشا علاقة حداب التبايغ:

 

 

 مع العمع أن: 

 

 

 :qندتخخج السذتقة الثانية بالشدبة لـ 

 

1

2
1

1
( )

1

n
x

i

i

E X p X q p
q





 




2 2

1 1
( )

p
E X p

p p p
  

1
( )E X

p


2
( )

q
V X

p


 
22( ) ( ) ( )V X E X E X 

 2( ) ( 1) ( ).........(1)E X E X X E X  

  1

1

1

1

( 1) ( 1)

( 1)

n
x

i

n
x

i

E X X X X pq

p X X q









  

 





2

3
2

2
( 1)

(1 )

n
x

i

X X q
q





 






قهانين التهزيعات الاحتمالية المتقطعة :الخامسالفصل   

 

 114 
 

 :q2نزخب الصخفيغ في 

 

 

 

 ولجيشا أيزا:

  

 

 وبالتالي فإن: 

 كسا يمي: 1تربح العلاقة رقع 

 

 

 نعػض في علاقة التبايغ:

 

 

 أي أن علاقة التبايغ الشيائية ىي:

 

 . الدالة المهلدة للعزوم:5.4

 تعخف الجالة السػلجة لمعدوم لمتػزيع اليشجسي كسا يمي:
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 مثال: 

يقجم أحج البشػك خجمة ججيجة، حيث يتع الاترال بالدبائغ وعخض الخجمة الججيجة عمييع، فقجر 
 .0,25احتسال أن يقبل الدبػن بالانخخاط في الخجمة ىػ: 

 يدتسخ في الاترال بالدبائغ إلى أن يتحرل عمى أول مػافقة مغ زبػن.بافتخاض أن البشظ 

نلاحظ مغ السثال أن الستغيخ العذػائي ىشا ىػ عجد الاترالات إلى غاية الحرػل عمى أول مػافقة، كسا 
أن التجخبة تقبل نتيجتيغ ىسا: قبػل الدبػن لمعخض )الشجاح( ورفزو )الفذل(، كسا أن احتسال الشجاح مغ 

 .p=0,25يات ىػ: السعص

 التهقع:

 اترالات  4، حيث تفدخ ىحه الكيسة بأن البشظ يتػقع أن يجخي                                  

 حتى يحرل عمى أول مػافقة.

 التباين:

 

 ىشاك تفاوت متػسط بيغ عجد الاترالات اللازمة بيغ زبػن وآخخ. تفديخ الكيسة:

 . تهزيع بهاسهن:5

في الإحراء دتخجم عمى نصاق واسع تػزيعات الاحتسالية الستقصعة، ويمغ أىع ال تػزيع بػاسػن  يعج
جراسة عجد مخات وقػع حجث معيغ خلال وييتع تػزيع بػاسػن بالتصبيقي والاقتراد والعمػم الاجتساعية. 

 .د، عشجما تقع الأحجاث بذكل عذػائي ومدتقل، وبسعجل متػسط ثابتد مكاني محجيفتخة زمشية أو ح

ة، مثل عجد الدبائغ الػافجيغ إلى شدبيقجرتو عمى نسحجة الطػاىخ التي تتدع بالشجرة الد تػزيع بػاسػن بيتسوي
التي  لأعصابعسػمية خلال يػم، أو عجد ا مة إلى إدارةخلال ساعة، أو عجد الصمبات السقجمؤسدة 

عمى  التعخف مغ السججين تريب آلة إنتاجية خلال فتخة زمشية معيشة. في مثل ىحه الحالات، لا يكػ 
 .تػقيت وقػع الحجث، وإنسا عمى عجد مخات حجوثو
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 . القانهن الاحتمالي:1.5

 يعصى القانػن الاحتسال لمستغيخ العذػائي الحي يتبع تػزيع بػاسػن بالعلاقة التالية:

 

 

يعبخ عغ متػسط احتسال نجاح التجخبة، وعادة ما يكػن ىحا السعامل مختبصا  مهجبحيث    ىػ معامل 
 بحيد زمشي أو مكاني.

 . دالة التهزيع:2.5

 متغيخ عذػائي يتبع تػزيع بػاسػن، فإن دالة التػزيع ليحا الستغيخ تعصى بالعلاقة التالية: Xإذا كان 

 

 

 

  . التهقع:3.5

تعبخ قيسة التػقع عغ متػسط عجد الشجاحات، وبالتالي فإن قيسة التػقع بالشدبة لتػزيع بػاسػن ىي 
 قيسة معمسة التػزيع نفديا ونكتب:

  الإثبات:

 لجيشا مغ علاقة التػقع

 

 ولجيشا أيزا:

 

 ومشو يسكغ كتابة التػقع كسا يمي:

 

!

~

(

(

)

)

x

X

e
P X x

P

i
x






 



0 0

( )
0

!

x

si x

F X e
si x

x

 

   


 
  




( )E X 

0 0

( ) . ( )
!

x

x x

e
E X X P X xi X

x

  

 

   

1

! ( 1)!

x x

X
x x

 







1

1

( )
( 1)!

x

x

E X e
x

 














قهانين التهزيعات الاحتمالية المتقطعة :الخامسالفصل   

 

 117 
 

 وبتعخيف الجالة الأسية نجج: j=x-1وبػضع 

  

 بالتعػيس في علاقة التػقع نجج:

 

 . التباين:4.5

لا نيائية مغ بيغ التػزيعات الاحتسالية التي يتداوى فييا التػقع  Xيعج تػزيع بػاسػن ونطخا لكػن قيع 
 مع التبايغ، حيث تعصى علاقة التبايغ كسا يمي:

 الإثبات:

 لجيشا علاقة التبايغ:

 

 ولجيشا أيزا: 

 نحدب:

 

 

 ولجيشا:                                   نعػض في العلاقة الدابقة:

 

 

 : j=X-2نزع 

 

 

 وقج عمسشا سابقا أن: 
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 نعػض في العلاقة الدابقة فشجج:

 

 : ومشو

 فالعلاقة الشيائية لمتبايغ تربح:

 

 وىػ ما يثبت أن تبيان تػزيع بػاسػن يداوي قيسة السعمسة:

 

 . الدالة المهلدة للعزوم:5.5

 متغيخ عذػائي يتبع تػزيع بػاسػن، فإن الجالة السػلجة لمعدوم تدتخخج كسا يمي: Xإذا كان 

 

  

 

 نعمع أن: 

 

 أي أن العلاقة الدابقة يسكغ كتابتيا كسا يمي:

 

 فالريغة الشيائية لمجالة السػلجة لمعدوم لتػزيع بػاسػن تكتب كسا يمي:

 

 مثال:

 شمبات في اليػم الػاحج. 5شمبات الحرػل عمى قخوض السخابحة في إحجى البشػك  بمغ متػسط عجد
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 أوجج صيغة القانػن الاحتسالي. -1

 أحدب احتسال أن يتمقى البشظ شمبا واحجا في اليػم؟ -2

 ؟في اليػم 02جد الصمبات عغ شمبيغ أحدب احتسال ألا يقل ع -3

 أحدب التػقع والتبيان؟ -4

 الجهاب:

في اليػم الػاحج، وىػ متغيخ متقصع يتبع  ض التي ترل إلى البشظالستغيخ العذػائي ىػ عجد شمبات القخو 
 تػزيع بػاسػن حيث: 

 قانػن الاحتسال: -1

 

 

 :يتمقى البشظ شمبا واحجا في اليػماحتسال أن  -2

 

 :في اليػم 02جد الصمبات عغ شمبيغ احتسال ألا يقل ع -3

  

 

 

 

 

 التػقع والتبايغ:  -4

 لجيشا في تػزيع بػاسػن:
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 . تقريب التهزيع ثنائي الحد إلى تهزيع بهاسهن:6.5

العجيج مغ الجراسات التي يدتعرى عمى الباحث فييا حداب الاحتسالات باستخجام التػزيع  تػجج
ثشائي الحج، خاصة تمظ التي يكػن فييا عجد التجارب كبيخا واحتسال الشجاح في كل تجخبة صغيخا ججا، 

ن الحي يعتبخ الأمخ الحي يجعل حداب الاحتسال أمخا معقجا. فيتع في ىحه الحالة المجػء إلى تػزيع بػاسػ 
 خيارا عسميا وفعالا.

وتقػم فكخة التقخيب عمى أن عجد الشجاحات الستػقعة يبقى محجودا رغع زيادة عجد التجارب، كسا أن 
 التقخيب يتع وفق شخوط محجدة ىي:

 يكػن عجد التجارب )السحاولات( كبيخا ججا: أن -

 أن يكػن احتسال الشجاح في كل محاولة صغيخا ججا: -

 :5ويجب ألا يتجاوز حاصل ضخب عجد السحاولات في احتسال الشجاح ىػ معجل تػزيع بػاسػن  -

  

 فإذا تحققت الذخوط الدابقة يسكغ تقخيب التػزيع ثشائي الحج إلى تػزيع بػاسػن ونكتب:

 

 مثال:

قصعة مغ مشتج معيغ، وقج بيغ التجارب أن احتسال أن تكػن القصعة معيبة  10000تشتج إحجى السؤسدة 
 ىػ عجد القصع السعيبة في اليػم. X. وليكغ 0,0004ىػ 

وعجد  p=0,0004نلاحظ في ىحا السثال بأن التجخبة تخزع لمقانػن ثشائي الحج باحتسال نجاح 
صغيخ ججا يسكغ تقخيب ىحا التػزيع إلى تػزيع  pو  كبيخ ججا، n، وبسا أن n=10000السحاولات 

 بػاسػن حيث: 
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 الخامستمارين الفصل 

 : 11التمرين 

 الستغيخ X، ولكغ مخة واحجة نخمي قصعة نقجية متكافئة )ضيػر الخقع لو نفذ احتسال ضيػر الرػرة(
 العذػائي الحي يعبخ عغ عجد الرػر الطاىخة.

 أكتب صيغة قانػن الاحتسال؟ -1

 التػزيع؟ أوجج صيغة دالة -2

 أحدب التػقع والتبايغ؟ -3

 :12التمرين 

ومغ خلال بعس  ،يخاقب أحج العسال بػاسصة جياز خاص قصخ قصعة الغيار السرشػعة في وحجتو
السغيخ العذػائي  Xقصع. ليكغ  5مغ القصع السعيبة مغ عيشة بيا  %44السعصيات لػحظ أن الػحجة تشتج 

 الحي يسثل عجد القصع السعيبة. أحدب:
 احتسال وجػد قصعتيغ معيبتيغ. -1
 احتسال وجػد أكثخ مغ قصعتيغ معيبتيغ. -2
 العجد الستػقع مغ القصع السعيبة. -3
 أحدب التبايغ والانحخاف السعياري. -4

 :3التمرين 
مدتيمكيغ يتأثخون بعلامة الدمعة عشج شخائيا. قامت مجيخة  5مغ بيغ  3إحجى الجراسات أن  بيشت

الستغيخ العذػائي الحي  Xمدتيمكيغ تع اختيارىع عذػائيا. ليكغ  14التدػيق بأحج الستاجخ باستجػاب 
 يعبخ عغ عجد السدتيمكيغ الستأثخيغ بعلامة الدمعة. أحدب:

  ؟غ بتأثخىع بالعلامةمدتيمكي 5 احتسال أن يرخح -1

 ما ىػ العجد الستػقع لمسدتيمكيغ الستأثخيغ بعلامة الدمعة؟ -2
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 : 14التمرين 

أفخاد كل نرف ساعة. ولشفخض  5إذا كان متػسط عجد مدتعسمي الرخاف الآلي لأحج البشػك ىػ 
 الإحتسالات التالية:ىػ عجد مدتعسمي الرخاف الآلي خلال نرف ساعة، أحدب  Xأن الستغيخ العذػائي 

 أفخاد الرخاف كل نرف ساعة. 14أن يدتعسل  -1
 أفخاد خلال نرف ساعة. 3أن يقل عجد مدتعسمي الرخاف عغ  -2
 العجد الستػقع لسدتعسمي الرخاف الآلي خلال نرف ساعة. -3

 : 15التمرين 
تبيغ مغ خلال سجلات إحجى السرحات الصبية أن معجل وصػل الحالات الصارئة إلى قدع 

أن عجد الحالات الػافجة يتبع تػزيع بػاسػن،  . بافتخاضالات في الداعة الػاحجةح 3 الاستعجالات ىػ
 :حدب ما يميأ

 .احتسال وصػل حالتيغ خلال ساعة معيشة -1

 .ساعةاحتسال عجم وصػل أي حالة خلال نرف  -2

 .احتسال وصػل حالتيغ عمى الأقل خلال ساعتيغ -3
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 الخامستمارين الفصل حلهل 

 :11حل التمرين 

التجخبة ىي تجخبة رمي قصعة نقجية، تقبل نتيجتيغ ىسا: ضيػر الخقع وضيػر الرػرة، وبسا أن القصعة 
 واحج، فالتػزيع السشاسب ىػ تػزيع بخنػلي. الشقجية متكافئة والتجخبة أجخيت مخة مخة

 .X={0,1}الستغيخ العذػائي ىػ عجد الرػر الطاىخة قيسو: 

 قانػن الاحتسال: -1

، حيث يكتب p=0,5نجاح التجخبة يكػن بطيػر الرػرة وفذميا بطيػر الخقع، أي أن احتسال الشجاح  -
 قانػن الاحتسال كسا يمي:

 

 

 

 دالة التػزيع: -2

 تكتب دالة التػزيع ليحا الستغيخ وفق الريغة التالية:

 

 

 التػقع والتبايغ: -3

 التػقع: تػقع تػزيع بخنػلي ىػ احتسال الشجاح: 

 التبايغ: نتحرل عمى التبايغ في ىحه الحالة بزخب احتسال الشجاح في احتسال الفذل: 

 

 
 

~ (1,0.5)

1
( )

0
i

X

si X
P X x

si X



  
  

  

0

( ) 1

1 1

si X

F X si X

si X

  


    
   

( ) 0,5E X p 

( ) 0,5 0,5 0,25V X pq   
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 : 20حل التمرين 
السعصيات أن لجيشا تجخبة بخنػلي تقبل نتيجتيغ ىسا: أن تكػن القصع معيبة )نجاح(، أو نلاحظ مغ 

تكػن غيخ معيبة )فذل(، وقج تكخرت ىحه التجخبة خسذ مخات، وبالتالي فإن التػزيع السشاسب ىػ التػزيع 
 ثشائي الحج، حيث أن قانػنو الاحتسالي يكػن كسا يمي:

 

  

 :احتسال وجػد قصعتيغ معيبتيغ -1
2 2 3

5( 2) 0,4 0,6 0,3456P X C  
 

 :احتسال وجػد أكثخ مغ قصعتيغ معيبتيغ -2

0 0 5

5

1 1 4

5

( 2) 1 ( 2)

( 2) ( 0) ( 1) ( 2)

( 0) 0,4 0,6 0,077

( 1) 0,4 0,6 0,2592

( 2) 0,077 0,2592 0,3456 0,6818

( 2) 1 0,6818 0,3182

P X P X

P X P X P X P X

P X C

P X C

P X

P X

   

      

  

  

    

    

 العجد الستػقع مغ القصع السعيبة. -3

( ) 5 0,4 2E X nP   
 

 :السعياري  التبايغ والانحخاف -4
( ) 5 0,4 0,6 1,2V X nPq     

( ) 1,2 1,095X V X   
 

 
 

~ (5,0.4)X 

5

5( ) (0,4) (0,6)x x n x x x x

nP X xi C p q C   
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 : 23حل التمرين 
 تتػفخ فيو شخوط التػزيع صشائي الحج، وبالتالي فإن قانػن الاحتسال يعصى بالعلاقة التالية:التػزيع 

10

10

3 2
( )

5 5

x x

x x n x x

nP X xi C P q C



    
      

   
 

 :مدتيمكيغ بتأثخىع بالعلامة 5احتسال أن يرخح  -1
5 5

5

10

3 2
( 5) 0,2

5 5
P X C   

 :العجد الستػقع لمسدتيمكيغ الستأثخيغ بعلامة الدمعة -2
3

( ) 10 6
5

E X nP    

 : 20حل التمرين 

ػائي ارتبط بحيخ زمشي )نرف ساعة(، فإن الستغيخ يتبع تػزيع بػاسػن، حيث بسا أن الستغيخ العذ
 ىي معامل التػزيع، ويكتب القانػن الاحتسالي كسا يمي: 5تسثل الكيسة 

 

 

 :أفخاد الرخاف كل نرف ساعة 14أن يدتعسل احتسال  -1

 
 

 :أفخاد خلال نرف ساعة 3أن يقل عجد مدتعسمي الرخاف عغ احتسال  -2

55
( )

! !

x xe e
P X xi

X X

 

  

5 105
( 10) 0,18

10!

e
P X



  
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5 0

5 1

5 2

( 3) ( 2) ( 0) ( 1) ( 2)

5
( 0) 0,0067

0!

5
( 1) 0,0034

1!

5
( 2) 0,0842

2!

( 3) 0,0842 0,0067 0,0034 0,0943

P X P X P X P X P X

e
P X

e
P X

e
P X

P X







        

  

  

  

    
 

 :العجد الستػقع لسدتعسمي الرخاف الآلي خلال نرف ساعة -3
( ) 5E X   

 :20حل التمرين 

 لجيشا مغ السعصيات           في ساعة واحجة

 :احتسال وصػل حالتيغ خلال ساعة معيشة -1
 

 

 ة:نرف ساعاحتسال عجم وصػل أي حالة خلال  -2
 .1,5نعجل السعامل ليتػافق مع مجة نرف ساعة حيث أن السعامل الججيج يربح 

 

 
 :احتسال وصػل حالتيغ عمى الأقل خلال ساعتيغ -3

 .6نعجل السعامل ليتػافق مع مجة ساعتيغ حيث أن السعامل الججيج يربح 
 
 

 

 

3 23
( 2) 0,224

2!

e
P X



  

3 

1,5 0(1,5)
( 0) 0,223

0!

e
P X



  

 
6 0 6 1

( 2) 1 (1) 1 ( 0) ( 1)

6 6
1 1 0,0173 0,9827

0! 1!

P X F P X P X

e e 

       

 
      

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :الدادسالفرل 
قوانين التوزيعات الاحتمالية 

 المدتمرة
 التوزيع المنتظم 

 توزيع برنولي 

 التوزيع ثنائي الحد 

 التويع الهندسي 

 توزيع بواسون 
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 تمهيد:

من تعخيف الستغيخ العذهائي السدتسخ الحي يقبل عجدا لا نيائيا من القيم، فإن حداب  انظلاقا
الاحتسال يكهن معقجا كمسا كانت دالة الكثافة الاحتسالية أكثخ تعقيجا، لحا تم استحجاث مجسهعة من 

هزيعات القهانين الاحتسالية التي تديل ىحه العسمية. حيث سيدمط ىحا الفرل الزهء عمى أشيخ ىحه الت
تهزيع كاي تخبيع،   تهزيعي بيتا وقاما، الاحتسالية والستسثمة في: التهزيع السشتظم السدتسخ، التهزيع الظبيعي،

 وتهزيع ستيهدنت.

 :المدتمر التهزيع المنتظم. 1

كسا بأنو يتبع التهزيع السشتظم ضسن مجال من القيم إذا كتب  Xنقهل عن متغيخ عذهائي مدتسخ 
 :يمي

 

 باحتسال متداو. bو aوىحا يعشي أن الستغيخ العذهائي يأخح جسيع القيم السسكشة بين 

 . دالة كثافة الاحتمال:1.1

متغيخ عذهائي مدتسخ يتبع التهزيع السشتظم، فإن دالة كثافة الاحتسال ليحا الستغيخ تعظى  Xإذا كان 
 1بالعلاقة التالية:

 

 

 مع ضخورة تحقق الذخطين التاليين:

 

 

 

 
                                                             

1- Ken Black, Business Statistics : For Contemporary Decision Making, Sixth Edition, 

USA, 2010, P 180 

~ ( , )X U a b
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  

 
 
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 . دالة التهزيع:1.1

انظلاقا من صيغة دالة كثافة الاحتسال، فإن دالة التهزيع لمستغيخ العذهائي السدتسخ السشتظم تعظى 
 بالعلاقة التالية:

 

 

 

 . التهقع:1.1

 يعظى تهقع التهزيع السشتظم السدتسخ بالعلاقة التالية:

 

 الإثبات:

 لجيشا قانهن التهقع لمستغيخ العذهائي السدتسخ:

 

 

 فإن قيسة التهقع تربح: (a,b)ن قيسة دالة الكثافة معجومة خارج السجال بسا أ

 

 

 

 لجيشا: 
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( ) ( )

1

si x a

x a
F x P X xi si a x b
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si x b
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


      


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 فتربح قيسة التهقع كسا يمي:

 

 

 

 . التباين:1.1

 يتبع التهزيع السشتظم السدتسخ، فإن تبايشو يكهن كسا يمي: Xإذا كان 

 

 الإثبات:

 لجيشا علاقة التباين العامة:

E(Xنحدب 
2
): 

 

 

 

 حيث أن: 

 

 

 ومشو:
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 ولجيشا أيزا:

 

 

 وبالتعهيض في علاقة التباين نجج:

 

 

 

 

 

 الدالة المهلدة للعزوم: 1.1

متغيخ عذهائي مدتسخ يتبع التهزيع السشتظم فإن الجالة السهلجة لمعدوم ليحا الستغيخ تعظى  Xإذا كان 
 بالعلاقة التالية:

 

 

 حيث أن:

 

  

 (:1نعهض في العلاقة )
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 مثال:

بافتخاض أن مذتخيات زبهن من أحج الستاجخ )الهحجة: ألف دج( تتبع التهزيع السشتظم، وىي محرهرة 
 بين ألفين وستة آلاف ديشار جدائخي.

 أكتب صيغة دالة كثافة الاحتسال ليحا التهزيع. -1

 .P(X<4)وأحدب  .التهزيعأوجج دالة  -2

 أحدب التهقع والتباين. -3

 الجهاب:

 دالة كثافة الاحتسال: -1

  

 

 

 دالة التهزيع: -2

 

 

 

 

 دج. 4555من الدبائن يقل إنفاقيم في ىحا الستجخ عن  %55تفديخ القيسة: 

 التهقع والتباين. -3
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 . التهزيع الطبيعي:1

يعج التهزيع الظبيعي من أىم التهزيعات الاحتسالية لمستغيخ العذهائي السدتسخ وأكثخىا استخجاما، وىه 
اشتق اسم التهزيع  يذكل الجعامة الأساسية لسعظم الشظخيات الإحرائية وأساليب التحميل الإحرائي. وقج

 الظبيعي من أن معظم التهزيعات )في حالتيا الظبيعية( تأخح شكلا قخيبا مشو.

( والانحخاف السعياري )ويعتسج التهزيع الظبيعي عمى معمستين ىسا: الستهسط )الهسط الحدابي( )
 :حيث نكتب ) 

)~ ( ,X N  
 

 . شكل التهزيع الطبيعي:1.1

يتسيد السشحشى الظبيعي بذكمو الجخسي الستساثل حهل خط عسهدي يسخ بقيسة الهسط الحدابي الحي 
Meيداوي بدبب التساثل كلا من الهسيط والسشهال  Mo  طخفا السشحشى الظبيعي إلى  . ويستج

ما لانياية يسيشا ويدارا دون ملامدة الخط الأفقي وتداوي السداحة الكمية لمحيد السحرهر بين السشحشى 
 . الهاحدومحهر الفهاصل قيسة 

 شكل التهزيع الطبيعي

 

 

       

  

 

 

وتختمف أشكال التهزيعات الظبيعية عن بعزيا البعض باختلاف قيستي الستهسط والانحخاف 
 السعياري كسا ىه مبين في الذكمين الآتيين:

 

 

  
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 : تهزيعات طبيعية لها نفس الانحراف المعياري وتختلف متهسطاتها:1الحالة 

 
 : تهزيعات طبيعية تختلف انحرافاتها المعيارية وتتداوى متهسطاتها:1الحالة 

 
 . دالة كثافة الاحتمال:1.1

أن الستغيخ العذهائي الحي يتبع التهزيع الظبيعي ىه متغيخ مدتسخ يقبل عجدا لانيائيا من القيم،  بسا
فإن حداب الاحتسال يكهن من خلال إجخاء التكامل الخياضي لجالة كثافة الاحتسال التي تعظى بالعلاقة 

 1التالية:
2

1

21
( )

2

X

f x e





 

 
  

  

 خصائص التهزيع الطبيعي: .1.1

 التهزيع الظبيعي بسجسهعة من الخرائص تسيده عن باقي التهزيعات الاحتسالية الأخخى ىي: يتسيد

                                                             

1- Benjamin Benzon, The normal distribution, an epistemological view, St Open, 2021, 

DOI: 10.48188/so.2.6. 

1 
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  منحنى انتىزٌع انطبٍعً ٌكىن متماثلا حىل قٍمة انمتىسط 
 طرفا انمنحنى لا ٌلامسان محىر انفىاصم وإنما ٌمتدان إنى ما لا نهاٌة 
  تساوي انىاحد.إجمانً انمساحة تحت انمنحنى 
 :ًتتىزع انمساحة انكهٍة نهمنحنى عهى جانبً قٍمة انمتىسط كما ٌه

1 
من السداحة الإجسالية لمسشحشى محرهرة بين  62,16%  و  
2من السداحة الإجسالية لمسشحشى محرهرة بين  61,16%  2و  
3من السداحة الإجسالية لمسشحشى محرهرة بين  66,91%  3و  

 
 . التهزيع الطبيعي المعياري:1.1

لرعهبة حداب الاحتسالات بإجخاء التكامل الخياضي لجالة الكثافة الاحتسالية، فقج تم إيجاد  نظخا
يخمد  معياري إلى متغيخ عذهائي طبيعي  Xصيغة رياضية تسكن من تحهيل الستغيخ العذهائي الظبيعي 

 . Zلو بـ: 

ىه عبارة عن متغيخ عذهائي طبيعي متهسظو معجوم وانحخافو السعياري يداوي  Zالستغيخ السعياري 
0يكهن متهسظو تهزيع وحيد ، أي أنو من بين التهزيعات الظبيعية اللانيائية يهجج 1   وانحخافو

  ونكتب:ىه التهزيع الظبيعي السعياري           السعياري 

                                                             

1- Peter Bruce, Andrew Bruce & Peter Gedeck, Practical Statistics for Data Scientists, 

Second Edition, O’Reilly Media, Sebastopol, 2020, P 70. 

(0 ;1)~Z N  1 
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 بالعلاقة الآتية: Zويسكن إيجاد قيسة الستغيخ 

X
Z






 

 حداب الاحتمالات:  .1.1

، حيث Zإلى متغيخ معياري  Xالاحتسالات باستخجام التهزيع الظبيعي نقهم بتحهيل الستغيخ  لحداب
والاحتسالات السقابمة ليا ويظمق  Zقام السخترهن بإعجاد ججول يزم كل القيم السسكشة لمستغيخ السعياري 

 (11)أنظر الملحق رقم "جدول التهزيع الطبيعي المعياري" عمى ىحا الججول 

، وأن يكهن مهجبة Zولاستخجام الججول السحكهر أعلاه يجب أن تكهن قيسة الستغيخ السعياري 
0aحيث أو                                  الإحتسال من الذكل:  . 

)وفي بعض الحالات يكهن الاحتسال السظمهب حدابو من الذكل  )P Z a  أو تكهنa 
 قيسة سالبة، فيتهجب عميشا في ىحه الحالة تحهيل العلاقة قبل قخاءة الاحتسال من الججول.

 وفيسا يمي أىم العلاقات والريغ التي نعتسج عمييا لتحهيل الاحتسالات:

bحيث   عجدان مهجبان bو  a)بافتخاض  a) 

1) ( ) 1 ( )

2) ( ) ( )

3) ( ) 1 ( )

4) ( ) ( ) ( )

5) ( ) ( ) ( ) 1

6) ( ) ( ) ( )

P Z a P Z a

P Z a P Z a

P Z a P Z a

P a Z b P Z b P Z a

P a Z b P Z a P Z b

P b Z a P Z b P Z a

    

    

     

      

        

        
 

 من جدول التهزيع الطبيعي المعياري:  قراءة الإحتمال .6.1

مرفهفة قيم حيث يسثل كل من الدظخ الأول والعسهد الأول  منججول التهزيع الظبيعي السعياري  يتكهن 
 :Zقيم الستغيخ في الرهرة التالية  )السذار إلييسا بالمهن الأحسخ( 

( )P Z a( )P Z a
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، أما القيم الهاقعة في Zوتجل القيم الهاقعة في الدظخ الأول عمى الخقم الثاني بعج الفاصمة من قيسة 

 . Zالعسهد الأول فتسثل الخقسين الرحيح والعذخي من قيسة 

 السظمهبة. Zأما القيم الهاقعة داخل السرفهفة فيي قيم الاحتسالات السهافقة لقيسة 

 فسثلا لحداب الاحتسال التالي: 

لأن القيسة أصميا  5في الججول، ونلاحظ أن الخقم الثاني بعج الفاصمة ىه  5,8نبحث عن القيسة 
والقيسة السظمهبة في العسهد الأول ىي  5,55وبالتالي فإن القيسة السظمهبة في الدظخ الأول ىي ، 1,21

 ىاتين القيستين يداوي الاحتسال السظمهب كسا ىه مبين في الذكل:وتقاطع  5,8

 
 فالاحتسال السظمهب ىه: 

 مثال:

15)متغيخ عذهائي طبيعي حيث:  Xليكن  ; 2)~X N  
 

 أحدب الاحتسالات الآتية:

  ( 17)P X  ( 13)P X  (13,5 18)P X  
 

( 0,8) ?P Z  

( 0,8) 0,7881P Z  
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 الجهاب:

 ( 17) ? (1P X    

وفق العلاقة:  Zإلى قيسة معيارية  Xنقهم بتحهيل القيسة الظبيعية 
X

Z







 

15ولجيشا:  17القيسة السخاد تحهيميا ىي    2و    

17 15
( 17) ( 1)

2

X
P X P P Z





  
     

  

  ومشو يربح الاحتسال السظمهب إيجاده ىه:
( 1) ?P Z    :وبالتالي يربح  1,55أي أن القيسة السعيارية التي سشبحث عشيا في الججول ىي

 الاحتسال: 

( 1) 0,8413P Z   
( 13) ? (2P X    

13 15
( 13) ( ) ( 1)

2

X
P X P P Z





 
      

نلاحظ أن القيسة السعيارية الستحرل عمييا لا تدتجيب لستظمبات استخجام الججول، وبالتالي نقهم 
 (، فتربح الشتيجة كسا يمي:4( )أنظخ الرفحة 2بتحهيميا باستخجام العلاقة رقم )

( 1) ( 1) 0,8413P Z P Z     

(13,5 18) (3P X   

13,5 15 18 15
(13,5 18) ( 0,75 1,5)

2 2

X
P X P P Z





   
         

 

 فتربح الشتيجة كسا يمي: (4( )أنظخ الرفحة 5نحهل صيغة الاحتسال وفق العلاقة رقم )

( 0,75 1,5) ( 0,75) ( 1,5) 1P Z P Z P Z        
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 ولجيشا من الججول: 

( 0,75) 0,7734

( 1,5) 0,9332

P Z

P Z

 

  

 أي أن الشتيجة الشيائية ىي: 

( 0,75 1,5) 0,7734 0,9332 1 0,7066P Z       
 (:Gamma. تهزيع قاما )1

ويكهن متساثلا.  شكل الجخسيأخح ظبيعية الحتسال الاالخسم البياني دالة كثافة  تست الإشارة سابقا إلى أن 
 . غيخ متساثل اتهزيعالسجروس الستغيخ  يتبعالعجيج من الحالات العسمية إلا أن التجارب أثبتت أنو في 

عائمة تهزيعات غاما من عائلات دوال الكثافة الاحتسالية التي تتيح مجسهعة واسعة من الأشكال وتعج 
ا في العجيج من ا ميسر إلى تقجيم دالة تمعب دو  لاغاما، نحتاج أو  تهزيعلتعخيف و  .غيخ الستساثمةالتهزيعية 

 .فخوع الخياضيات

 ا:. دالة الكثافة الاحتمالية1.1

 1:العلاقة التاليةقبل التظخق لجالة كثافة تهزيع قاما نقجم الجالة الخياضية قاما حدب 

1

0

( ) 0XX e dx 


     

 ومن بين خرائص دالة قاما:

( ) ( 1). ( 1)n n n      
1

2


 
   
  

 2أما تهزيع قاما فإنو يعظى بالعلاقة التالية:

                                                             

1- Jay L. Devore, Kenneth N. Berk, Modern Mathematical Statistics with Applications, 

Second Edition, Springer, New York, 2012, P 195. 

 .57، ص مرجع سابقمحمد بجاوي ومحمد دوة،  - 2
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11

( ) ( )

0 sinon

x

x e
f x

 

 







 



 

 .معمستا ىحا التهزيع Bو  αحيث تسثل كل من 

 . التهقع:1.1

 يسكن الحرهل عمى قيسة التهقع الخياضي لتهزيع قاما كسا يمي:

 لجيشا من تعخيف التهقع:  -

0

0

( ) ( )

1
( )

( )

x

E X xf x dx

E X x e dx 

 













 

 نزع: 

,
x

u x u dx du 


     

 بالتعهيض في العلاقة الدابقة نجج:

1

0

1
( )

( )

uE X u e du 




 



 
  

 ونعمم من تعخيف دالة قاما أن:

0

( 1) . ( )uu e du   


      

 فشحرل عمى قيسة التهقع كسا يمي:
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1 . ( )
( )

( )

( )

E X

E X





  

 



 





 

 . التباين:1.1

 يعظى تباين تهزيع قاما بالعلاقة التالية:
2( )V X  

 الإثبات:

 
22( ) ( ) ( )V X E X E X  

 لجيشا:

2 2

0

1

0

( ) ( )

1

( )

x

E X x f x dx

x e dx 

 
















 

 وبهضع:

,
x

u x u dx du 


     

 نجج:
2

2 1

0

( )
( )

uE X u e du







 

  

 مع العمم أن: 

1

0

( 2) ( 1) . ( )uu e du    


        
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 فإن: 
2 2( ) ( 1)E X     

 نعهض في علاقة التباين فشجج:

 
22 2( ) ( 1)V X         

 . تهزيع بيتا:1

يعج تهزيع بيتا من أشيخ التهزيعات الاحتسالية لمستغيخ العذهائي السدتسخ، حيث يكتب التهزيع بالريغة 
 التالية:

 

 وقب التظخق لجالة الكثافة الاحتسالية ندتعخض فيسا يأتي الجالة الخياضية بيتا:

 ا:الكثافة الاحتماليةدالة . 1.1

التي تعظى دالة بيتا الخياضية قبل التظخق إلى دالة الكثافة الاحتسالية، كان لداما أن نعخج عمى صيغة 
 بالعلاقة التالية:

 

 1كسا يسكن كتابة ىحه الجالة بجلالة دالة غاما الخياضية كسا يمي:

 

 

 أما دالة كثافة الاحتسال لتهزيع بيتا فتعظى بالعلاقة التالية:

 

 . التهقع:11.

 متغيخ عذهائي يتبع تهزيع بيتا، فإن التهقع يعظى بالعلاقة التالية: xإذا كان 
                                                             

1- Mezbahur Rahman& Md Iftikhar Amin, A note on parameter estimation in Beta 

distribution, Far  East  Journal  of  Theoretical  Statistics,  68(2), Prayagraj, 2024, P 257.  

)~ (X   

1

1 1

0

( ) (1 )x x dx       

( ) ( )
( )

( )

 
 

 


 
 

 

1 11
( ) (1 )

( , )
f x x x

B

 

 

  
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 الإثبات:

 لجيشا من علاقة التهقع:

 

 ومن دالة الكثافة نجج أن:

 

 

 

 ولجيشا من تعخيف دالة الكثافة لتهزيع بيتا:

 

 نعهض في علاقة التهقع:

 

 وباستخجام دالة غاما لجيشا:

 

 نجج: 1نعهض في العلاقة 

 

 

 

 

 وبتعخيف دالة غاما لجيشا:

( )E X


 




( ) . ( )E X x f x dx





 

1

1 1

0

1

1

0

1
( ) . (1 )

( , )

1
( ) (1 )

( , )

E X x x x dx
B

E X x x dx
B

 

 

 

 

 



 

 





1

1

0

(1 ) ( 1, )x x dx B     

( 1, )
( ) ........(1)

( , )

B
E X

B

 

 




( ) ( )
( )

( )

 
 

 


 
 

 

( 1) ( )

( 1 )
( )

( ) ( )

( )

( 1) ( )
( ) . .......(2)

( ) ( 1 )

E X

E X

 

 

 

 

  

  

  

  


 

 

   


   
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 ( نجج:2بالتعهيض في العلاقة )

 

 . التباين:11.

 يعظى تباين تهزيع بيتا بالعلاقة التالية: 

 

 

 الإثبات:

 لجيشا علاقة التباين:

 

 نحدب:

 

 

 ولجيشا من تعخيف دالة الكثافة لتهزيع بيتا:

 

 ( نجج:1نعهض في العلاقة )

 

 ( نجج:2وبالعهدة إلى دالة غاما والتعهيض في العلاقة )

 

( 1) . ( )

( 1 ) ( ) ( )

  

     

   

      

( )E X


 




2
( )

( ) ( 1)
V X



   


  

1

2 2

0

1

2 1 1

0

( ) ( )

1
( ) (1 ) .....(1)

( , )

E X x f x dx

E X x x dx
B

 

 

 



 





 
22( ) ( ) ( )V X E X E X 

1

1 1

0

(1 ) ( 2, )x x dx B      

2 ( 2, )
( ) .....(2)

( , )

B
E X

B

 

 






قهانين التهزيعات الاحتمالية المدتمرة :الدادسالفصل   

 

 145 
 

 

 

 

 

 

 وبتعخيف دالة غاما لجيشا:

 

 

 ومشو فإن: 

 

 نعهض في علاقة التباين فشجج:

 

 

 

 :تربيع. تهزيع كاي 1

لأصل حالة ىه في ا، و حتسالية في الإحراء الاستجلاليأحج أىم التهزيعات الا يعج تهزيع كاي مخبع
يخمد لو بالخمد:  الفخضيات وتقجيخ فتخات الثقة. دتخجم بذكل واسع في اختباريخاصة من تهزيع قاما، و 

2 وتقهم فكخة تهزيع كاي مخبع عمى وجهد عجد ،k ( من الستغيخاتz التي تتبع التهزيع الظبيعي )
(، حيث أن مجسهع مخبعات ىحه الستغيخات يتبع تهزيع كاي مخبع 1وتبايشيا  5السعياري )متهسظيا 
 .kبجرجات حخية تداوي 
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 الكثافة الاحتمالية: . دالة1.1

 ثافة الاحتسال لتهزيع كاي مخبع بالعلاقة التالية:دالة كتعظى 

2 2
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2
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 حيث: 

X.ىه الستغيخ العذهائي الحي يأخح دائسا قيسا مهجبة : 

K.درجات الحخية : 

2

k 
 
 

دالة قاما عشج القيسة : 
2

k
  

 . دالة التهزيع:1.1

 بشاء عمى تعخيف دالة التهزيع، فإن علاقتيا في حالة تهزيع كاي مخبع ىي كسا يمي:
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 . التهقع:1.1

 :تهزيع كاي مخبع بالعلاقة التاليةيعظى تهقع 

 التهقع يداوي قيسة درجات الحخية :  -

( )E X k
 

 

 الإثبات:

 لجيشا علاقة التهقع:
( ) . ( )E X x f x dx
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 نزع:            ، فتربح العلاقة:

 

 

 

 

 

 أن:  وبسا

 

 فإن:

 

 

 . التباين:1.1

 ضعف قيسة درجات الحخية:تباين تهزيع كاي مخبع يداوي 

( ) 2V X k
 

 الإثبات:

 :التباينلجيشا علاقة 
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 نحدب: 

  

 

 

 نزع:            ، فتربح العلاقة:

 

 

 

 

 

 حيث أن: 

 

 فإن:

 

 لتربح العلاقة الشياية لمتباين:

 

 

( وذلك بالاعتساد عمى 52يتم حداب قيم الاحتسالات من خلال ججول القيم )أنظخ السمحق رقم ملاحظة: 
 .kدرجات الحخية 
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 :. تقريب تهزيع كاي تربيع للتهزيع الطبيعي1.1

كبيخة فإنو يسكن  k، وكانت قيسة kمتغيخ عذهائي يتبع تهزيع كاي تخبيع بجرجات حخية  Xإذا كان 
  1حيث: zتقخيبو إلى التهزيع الظبيعي السعياري بستغيخ معياري 

 

 وتعظى دالة التهزيع في ىحه الحالة بالعلاقة التالية:

 

 

 :هدنتي. تهزيع ست6

 جراسة متهسط مجتسعلدتعسل في الإحراء الاستجلالي ىه تهزيع احتسالي مدتسخ ي ستيهدنتتهزيع 
هزيع الظبيعي من الت ستيهدنتيقتخب تهزيع  . حيثيخا وحجم العيشة صغطبيعي عشجما يكهن التباين مجيهلا

 .عجد درجات الحخية زادالسعياري كمسا 

 حيث: nبجرجات حخية  ستيهدنتأنو يتبع تهيع  Tونقهل عن متغيخ عذهائي 

 

 2بالعلاقة التالية: Tوتعظى قيسة الستغيخ 

 

 

 : الستغيخ الظبيعي السعياري.Zحيث: 

U .متغيخ عذهائي يتبع تهزيع كاي تخبيع 

 ىسا متغيخان مدتقلان. Uو Zمع افتخاض أن كلا من 

                                                             

1- Frédéric Ouimet, Refined normal approximations for the central and noncentral chi-

square distributions and some applications, Statistics, Volume 56 - Issue 4, 2022, PP 935-

956. 

2 - DeGroot Morris H &  Mark J. Schervish, Probability and Statistics, 5th ed, Pearson, 

2021. 
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 بالعلاقة التالية: ستيهدنتوتعظى دالة الكثافة الاحتسالية لتهزيع 

 

 

 

 حيث:

دالة غاما : 
n)درجات الحخية )عجد صحيح مهجب : 

 :3,1416: قيسة ثابتة 

 ملاحظة:

 إلى حج بعيج التهزيع الظبيعي وىه متساثل حيث: ستيهدنتيذبو شكل تهزيع  -

  كمسا اقتخبت قيسة الجالة من الرفخ. tكمسا زادت قيسة  -

 (.53)أنظخ السمحق رقم  tنتحرل عمى قيم الاحتسالات من خلال ججول قيم  -
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 :الفصل الدادستمارين 

 : 11 تمرين

إذا عمست أن أجهر العسال في إحجى السؤسدات تتبع تهزيعا طبيعيا، وأن الأجخ الستهسط في ىحه 
 دج. 5555دج، بانحخاف معياري 28555السؤسدة ىه 

 إذا اختخنا عاملا من ىحه السؤسدة بظخيقة عذهائية:

 (.Z)بجون استعسال ججول قيم  دج.34555دج و23555أن يكهن أجخه محرهرا بين . أحدب احتسال 1

 من العسال. %4495,. أوجج حجود السجال الحي يحرخ أجهر 2

 : 11 تمرين

أفخاد أن الاستيلاك الذيخي  4إحجى الجراسات التي أجخيت عمى العائلات السكهنة من  أشارت
لتخ. إذا عمست أن استيلاك العائلات ليحه السادة يتبع  6لتخ بانحخاف  25الستهسط من مادة الحميب ىه 
 تهزيعا طبيعيا أحدب ما يمي:

 لتخ(. 15من  أقل دتيمكالتي ت لتخ وندبة العائلات 35من ثخ أك دتيمكندبة العائلات التي ت -
 عمق عمى الشتيجتين.؟

  ؟من العائلات. %75أقل كسية يدتيمكيا  -

 ؟ما ىي الكسية التي يدتيمك ثمث السجتسع كسية أكبخ مشيا -

 : 11 تمرين

 :، ويتبع تهزيع قاما بسعمستين(يسثل مجة تذغيل آلة )بالداعاتالحي  Xليكن الستغيخ العذهائي 

2

3







 
 

 أكتب صيغة دالة الكثافة الاحتكالية ليحا التهزيع -1

 أحدب قيستي التهقع والتباين -2

3~ (2, )X 
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 :الخاتمة

 

تشاولت ىذه السطبهعة البيداغهجية مجسهعة من السفاهيم الأساسية لسقياس  لقدختاما، 
، والتي تسحهرت حهل مفاهيم السجسهعات والتحميل التهفيقي كسدخل لشعرية 2الإحراء 

قد تم الحرص عمى تقديم و الاحتسالات، إضافة إلى الستغيرات العذهائية وتهزيعاتيا الاحتسالية. 
من شأنو جي مبدط مدعم بالأمثمة والتسارين التطبيقية، الأمر الذي السحتهى وعرضو بأسمهب مشي

 يداىم في ترسيخ الفيم الشعري وتشسية السيارات التحميمية لدى الطمبة.أن 

وقد استيدفت ىذه السطبهعة طمبة الجذع السذترك عمهم اقترادية وتجارية وعمهم التديير، 
ية التي سيدتغميا الطالب كقاعدة لسقاييس لسداعدتيم عمى استيعاب الأسس الإحرائية الزرور 

 أكثر تخررا في مداره الأكاديسي، ويهظفيا كأداة لفيم العهاىر الاقترادية وتحميل السعطيات.

وقد تسثمت الغاية الأساسية من ىذه السطبهعة في تهفير سشد بيداغهجي يتاح لمطمبة ويداىم 
تطبيقي يحرمو الطالب بالسسارسة السدتسرة  في نجاحيم وتفهقيم، مع التأكيد عمى أن الإحراء عمم

 والتدريب الستهاصل.
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 . المراجع باللغات الأجنبية:2
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