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Résumé

Le calcul fractionnaire est devenu de plus en plus un important axe de re-
cherche en mathématiques et ce, en raison de son utilisation extensive dans
différent domaines de sciences.

Dans ce travail on a établi une nouvelle inégalité de Lyapunov pour un
problème aux limites fractionnaire d’ordre supérieur.

En transformant le problème initial en un problème auxiliaire et on uti-
lisant les propriétés de la fonction de green, le résultat voulu est obtenu.
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Abstract

Fractional computing has become an increasingly important research
area in mathematics due to its extensive use in different fields of science.

In this work a new Lyapunov inequality was established for a higher
order fractional boundary problem.

By transforming the initial problem into an auxiliary problem and using
the properties of the green function, the desired result is obtained.
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Introduction

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on
peut appliquer le concept de dérivée à la fonction dérivée elle-même, et par
là même introduire la dérivée se- conde. Puis les dérivées successives d’ordre
entier. L’intégration, opération inverse de la dérivée, peut éventuellement
être considérée comme une dérivée d’ordre "moins un". On peut aussi se
demander si ces dérivées d’ordres successifs ont un équivalent d’ordre frac-
tionnaire. Selon une thèse d’histoire des mathématiques récente [17], la déri-
vation numérique d’ordre fractionnaire remonte à diverses correspondances
entre Gcried Leibniz, Guillaume de L’Hospital et Johann Bernoulli à la fin
du 17ème siècle. Mais ces grands pionniers se heurtent à un paradoxe.

On pourrait penser que cette recherche de dérivation fractionnaire est
une question de mathématiques "pures" sans intérêt pour l’ingénieur. Pour-
tant un exemple simple de mécanique des uides montre comment la dérivée
d’ordre un demi apparaît tout naturellement quand on veut expliciter un ux
de chaleur sortant latéralement d’un écoulement uide en fonction de l’évo-
lution temporelle de la source interne. La dérivée d’ordre un demi étant in-
troduite, on doit être vigilant quant à sa dénition précise dans les situations
les plus générales. Il en est de même pour la dénition de la dérivée d’ordre
fractionnaire a, où a est typiquement un nombre réel entre zéro et un. Pen-
dant longtemps plusieurs dénitions, suite aux travaux de Joseph Liouville et
Bernhard Riemann au milieu du 19ème siècle, ont coexisté sans qu’il y ait
une parfaite compatibilité entre elles.

Un interet particulier pour la dérivation fractionnaire est lié à la mo-
délisation mécanique des gommes et des déformations passées et dont le
comportement est dit viscoélastique. En eet, la dérivation fractionnaire s’y
introduite naturellement, autrement dit les dérivées non entières possèdent
un eet de mémoire qu’elle partage avec plusieurs matériaux viscoélastiques
ou polymères. Ce fait est également une des raisons pour les quelles le calcul
fractionnaire a connu récemment un grand développement. L’utilisation de
l’eet mémoire des dérivées fractionnaires dans la construction des modèles
matériels simples est livrée ve un cout élevé en ce qui concerne la résolution
numérique. Tout en utilisant un gorithme de déscrétisation des dérivées non
entières on doit tenir compte de sa structure non locale qui signie en général
un haut stockage d’information et une grande complexité de l’algorithme.

Les équations diérentielles d’ordre fractionnaire peuvent également être
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utilisées pour décrire la propriété héréditaire de divers matériaux et procédés
qui ne sont pas possibles via les équations diérentielles d’ordre entier. Avec
cette particularité, les modèles d’ordre fractionnaires correspondent à une
situation plus réaliste et pratique [1, 2, 3, 33, 34].

L’étude des systèmes d’équations dientielles d’ordre fractionnaire a éga-
lement eu un grand intérêt, de tels systèmes apparaissent dans une grande
variété de problèmes d’application, en particulier en biosciences [4, 5, 6].

Dans la plus part des cas, ces systèmes sont associés à des perturbations
aléatoires ce qui rend leurs étude un peu moins évidente. Cette problèma-
tique a été bien traité par le calcul stochastique fractionnaire. Notons que,
les équations diérentielles stochastiques fractionnaires (FEDS fractionnaires
en abrégé) permettent de écrire aussi des phénomènes avec eet mémoire.
Motivés par les application de ces équations (FEDS), les propriétés de la
solution ont été largement étudiées [7, 13, 14].

Dans ce travail, on s’intéresse aux inégalités de Lyapunov pour les équa-
tions dierentielles d’ordre non entier. L’inégalité de Lyapunov et ses généra-
lisations ont de nombreuses applications dans différents domaines tels que
la théorie des oscillations, le comportement qualitatif des solutions des ra-
tions diérentielles, comme la stabilité et les propriétés spectrales. De plus,
en appliquant ces inégalités, on peut estimer le nombre maximum de zéros
pour les solutions non triviales de problèmes considérés et la distance entre
les zéros consécutifs des solutions oscillatoires [21− 29, 32, 36, 37, 39, 40].

Notre travail est réparti sur trois chapitres.
Le premier chapitre est consacré aux éléments de base du calcul fraction-
naire, un aperçu historique et quelques conceptes préliminaires seront intro-
duit.

Dans le deuxième chapitre : on présente quelques notions de base concer-
nant les questions d’existence et d’unicité de la fonction de Green.

Dans le dernier chapitre, on obtient une nouvelle inégalité de Lyapunov
pour un problème aux limites fractionnaire d’ordre supérieur en transfor-
mant le problème initiale en une equation intégrale équivalente.

{
cDα

0+u(t) + q(t)u(t) = 0, a ≤ t ≤ b,

u(a) = u
′
(a) = u′′′(a) = u

′′
(b) = 0.

Où 3 < a ≤ 4.q : [a, b] → R est une fonction continue et cDα
0+ est la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo.

8



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Éléments du calcul fractionnaire

1.1.1 Un aperçu historique

Le calcul fractionnaire est un domaine de l’analyse mathématique qui
traite la notion d’intégration et dérivation d’ordre fractionnaire.

Le calcul fractionnaire peut être considéré comme un sujet ancien et pour-
tant il est actuel. Ces origines remontent à la fin du 17-ième siècle, l’époque
où Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et
intégrale.

Quand Leibniz a introduit le symbole dnf
dxn pour désigner la dérivée n-iéme

d’une fonction f dans ses publications, l’Hopital lui a écrit une lettre pour
poser la question : "Que signifie dnf

dxn si n = 1
2
". Dans sa réponse, datée du

30 septembre 1695, Leibniz réponds qu’il s’agit d’un paradoxe, mais qu’un
jour, il en découlera de très utiles conséquences. Aujourdíhui, on sait que
cíest la vérité. Cette lettre de l’Hopital, est aujourdíhui admise comme le
premier incident de ce quíon appelle la dérivation fractionnaire.

Ensuite, Leibniz a continué à écrire sur les dérivées d’ordre général et en
1730, Euler a étudier un résultat de la dérivée lorsque l’ordre n est une frac-
tion. Mais, seulement en 1819, avec Lacroix, apparut la première définition
de dérivée fractionnaire. En considérant la fonction f(x) = xm, (m est un
entier positif) ;Lacroix a développé la dérivée n-iéme

dnf

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n,

et en utilisant la définition de la fonction Gamma qui généralise la factorielle,
il a obtenu
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dnf

dxn
=

Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n, m ≥ n.

Il a étudié l’exemple suivant, pour m = 1 et n = 1
2

:

d
1
2x

dx
1
2

=
2
√
x√
π

.

Depuis lors, de nombreux mathématiciens, comme Fourier, Abel, Riemann,
Liouville, parmi d’autres, ont contribué au développement de ce sujet.

Différentes formes d’opérateurs fractionnaires ont été introduites au fil
du temps, comme Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikov, Weyl, Ca-
puto, Hadamard et récemment Caputo-Fabrizio [12, 30, 35, 38].

Pendant trois siècles, le calcul fractionnaire a été développé comme un
pur sujet théorique de mathématiques, mais c’est récemment qu’il a connu
un grand intérêt en raison de ses applications dans divers domaines, non
seulement en mathématiques, mais aussi en physique, mécanique, ingénierie,
chimie, biologie, finance et autres domaines scientifiques [27, 33].

Les dérivées fractionnaires sont des opérateurs non locaux, contraire-
ment aux dérivées habituelles, elles possèdent un effet mémoire quíelles par-
tagent avec plusieurs matériaux tels que les matériaux viscoélastiques ou
polymères.

Les opérateurs fractionnaires les plus courants considérés dans la littéra-
ture prennent en compte le passé du processus. Ils sont généralement appe-
lés opérateurs fractionnaires à gauche. Mais dans certains cas, nous pouvons
également nous intéresser à l’avenir du processus. Dans ce cas, les dérivés
fractionnaires à droite sont alors considérés.

1.1.2 Fonctions spéciales

Dans cette sous-section, on présente les deux fonctions, les plus utilisées
dans le calcul non entier. Il s’agit de Gamma et Bêta d’Euler. Ces fonctions
jouent un rôle crucial dans le calcul fractionnaire.

Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction
Gamma d’Euler Γ(z), elle prolonge la factorielle aux nombres réels et même
complexes.
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Définition 1.1.1. On définit la fonction Gamma d’Euler Γ(z) par l’intégrale
suivante

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt z ∈ C, Re(z) > 0. (1.1)

Quelques propriétés de la fonction Gamma
1. La fonction Gamma est continue sur ]0,+∞.
2. Pour tout z ∈ R∗

+, on a

Γ(z + 1) = zΓ(z). (1.2)

3. En particulier,∀n ∈ N∗, on a

Γ(n) = (n− 1)!. (1.3)

Fonction Bêta

Définition 1.1.2. La fonction Bêta où la fonction Bêta díEuler est définie
par

β(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, (1.4)

avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0.

Remarque 1.1.1. La fonction Gamma et Bêta sont liées par la relation
suivante :

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
. (1.5)

1.1.3 Intégration fractionnaire

L’intégrale d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de
l’intégrale d’ordre entier.

Vu sa grande utilisation dans la plus part des travaux scientifiques, on
a choisi l’approche de Riemann-Liouville pour l’intégration fractionnaire.
On va exposer sa définition, ses propriétés, ainsi que quelques exemples d’ap-
plications. Soit Ω = [a, b], (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini de R et
f une fonction continue sur Ω.

En commençant par la formule de Cauchy pour une intégrale itérée n
fois, donnée par

(Ina f)(x) =

∫ x

a

dτ1

∫ τ1

a

dτ2 · · ·
∫ τn−1

a

f(τn)dτn (1.6)

11



=
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt, (1.7)

où n ∈ IN , Riemann et Liouville ont défini l’intégration fractionnaire en
généralisant l’équation (1.7) à des valeurs non entières de n (ou même com-
plexe) et en utilisant la définition de la fonction Gamma.

Définition 1.1.3. [30, 38] Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville
Iαa+ et Iαb− d’ordre réel α > 0 (ou α ∈ C, tel que Re(α) > 0) de f sont défnies
par

(Iαa+f) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, (1.8)

(Iαb−f) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt, (1.9)

où Iαa+f s’appelle intégrale fractionnaire d’ordre α à gauche et Iαb−f s’appelle
intégrale fractionnaire d’ordre α à droite.

Dans la suite on travaille qu’avec l’intégrale à gauche Iαa+.

Proposition 1.1.4. [30, 38] Si f ∈ C([a, b]) alors pour α, β ;
complexes tels que Re(α) > 0 et,Re(β) > 0 on a

Iαa+(I
β
a+f) = Iα++β

a+ f (1.10)

Démonstration. En utilisant la définition (1.8) ; on trouve

[Iαa+(I
β
a+f)](x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− s)α−1(Iβa+f)(s)ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ s

a

(x− s)α−1(s− t)β−1f(t)dtds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(t)

[∫ s

t

(x− s)α−1(s− t)β−1ds

]
dt,

et par le changement de variable s = t+ (x− t)τ , on obtient∫ x

t

(x− s)α−1(s− t)β−1ds = (x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− τ)α−1τβ−1dτ

= (x− t)α+β−1Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

Donc

[Iαa+(I
β
a+f)](x) =

1

Γ(α + β)

∫ x

a

(x− t)α+β−1f(t)dt.
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Exemple 1.1.5. Calcul de l’intégrale fractionnaire de la fonction
f(x) = (x− a)β, avec a ∈ R et β > −1.

En utilisant la formule (1.8), on trouve

Iαa+(x− a)β =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)βdt, (1.11)

et par le changement de variable t = a+ (x− a)βτ ,il en découle

Iαa+(x− a)β =
(x− a)β+α

Γ(α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1τβdτ =
Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)
(x− a)β+α.

(1.12)
Si on pose a = 0, on obtient

Iα0+(x)
β =

Γ(β + 1)

Γ(β + α + 1)
(x)β+α. (1.13)

Exemple 1.1.6. Calcul de l’intégrale fractionnaire de la fonction constante
f(x) = C.
D’après la formule (1.8), on a

Iαa+C =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1Cdt

=
C

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1dt

=
C

αΓ(α)

[
−(x− t)α

]x
a

=
C

Γ(α + 1)
(x− a)α (1.14)

1.1.4 Dérivation fractionnaire

Pareil au concept de l’intégration, la notion de la dérivation fraction-
naire est une généralisation de la différentiation d’ordre entier.
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Les trois définitions les plus fréquemment utilisées pour la dérivation
fractionnaire sont celles de Grunwald-Letnikov, de Riemann-Liouville et de
Caputo [30, 38].
D’autres définitions ont été introduites par d’autres mathématiciens, comme
par exemple Weyl, Fourier, Cauchy et Abel.

Dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov

Grunwald et Letnikov, respectivement en 1867 et 1868, sont revenus à
la source originale et ont commencé la formulation par la définition fonda-
mentale d’une dérivée, comme une limite,

f ′(t) =
df(t)

dt
= lim

h→0

f(t)− f(t− h)

h
. (1.15)

et en considérant la dérivée n-iéme de f

f (n)(t) =
dnf(t)

dtn
= lim

h→0

1

hn

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
f(t− kh). (1.16)

où (
n
k

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
.

La définition de la dérivée fractionnaire de Grunwald -Letnikov consiste
à la généralisation da la formule (1.16) à un ordre arbitraire α.

Définition 1.1.7. [30, 38] Soit α ∈]m;m+1[ (m entier). Les dérivées frac-
tionnaires de Grunwald -Letnikov GLDα

a+f et GLDα
b−f d’ordre α sont don-

nées par

GLDα
a+f(t) = limh→0

1

hα
∑m

k=0(−1)k
(
α
k

)
f(t− kh)

=
m∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(−α + k + 1)
+

1

Γ(−α +m+ 1)

∫ t

a

(t−τ)m−α)f (m+1)(τ)dτ (1.17)

et

GLDα
b−f(t) = limh→0

1

hα
∑m

k=0(−1)k
(
α
k

)
f(t− kh)
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=
m∑
k=0

f (k)(b)(b− t)k−α

Γ(−α + k + 1)
+

1

Γ(−α +m+ 1)

∫ b

t

(τ − t)m−α)f (m+1)(τ)dτ (1.18)

où
(
α
k

)
=

Γ(α + 1)

k!Γ(α− k + 1)
, t − a = mh (respectivement b − t = mh) et

les fonctions f (k)(t) , (k = 1, 2, · · · ,m + 1) sont supposées continues sur
l’intervalle [a, t].
GLDα

a+f s’appelle dérivée fractionnaire de Grunwald -Letnikov d’ordre α
à gauche et GLDα

b−f s’appelle dérivée fractionnaire de Grunwald -Letnikov
d’ordre α à droite.
Dans la suite on ne considère que la dérivée à gauche GLDα

a+f .

Exemple 1.1.8. Calcul de la dérivée fractionnaire de la fonction f(t) =
(t− a)β

au sens de Grunwald-Letnikov (α ∈]m,m+ 1[ et β > m).
Par la formule (1.17), on a

GLDα
a+(t− a)β =

1

Γ(−α +m+ 1)

∫ t

a

(t− τ)m−α d
m+1

dτm+1
(τ − a)βdτ .

En tenant compte que

dm+1

dτm+1
(τ − a)β = β(β − 1) · · · (β −m)(τ − a)β−m−1

=
Γ(β + 1)

β −m
(τ − a)β−m−1,

et par le changement de variable τ = a+ s(t− a), il en découle que

GLDα
a+(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β −m)Γ(−α +m+ 1)

∫ t

a

(t− τ)m−α(τ − a)β−m−1dτ

=
Γ(β + 1)B(−α +m+ 1, β −m)

Γ(β −m)Γ(−α +m+ 1)
(t− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(−α + β + 1)
(t− a)β−α. (1.19)

Exemple 1.1.9. Calcul de la dérivée fractionnaire de la fonction f(t) = C
au sens de Grunwald-Letnikov .
Par l’application de la formule (1.17), on trouve directement
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GLDα
a+f(t) =

C

Γ(1− α)
(t− a)−α +

∑m
k=1

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)

+
1

Γ(−α +m+ 1)

∫ t

a

(t− τ)m−αf (m+1)(τ)dτ (1.20)

En prenant en considération que f (k)(a) = 0 pour k = 1, 2, · · · ,m + 1 il en
résulte que

GLDα
a+f(t) =

C

Γ(1− α)
(t− a)−α. (1.21)

•Composition de dérivées fractionnaires au sens de Grunwald-
Letnikov avec les dérivées d’ordre entier

Proposition 1.1.10. [38] Pour n entier positif et α non entier, on a

dn

dtn
(GLDα

a+f(t)) =
GL Dn+α

a+ f(t), (1.22)

et

GLDα
a+

(
dn

dtn
f(t)

)
=GL Dn+α

a+ f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α−n+k

Γ(−α− n+ k + 1)
. (1.23)

Remarque 1.1.2. L’opérateur de la dérivée fractionnaire de Grunwald-
Letnikov et dn

dtn
commutent entre eux seulement si la condition f (k)(a) = 0

pour k = 0, 1, · · · , n− 1, est vérifièe.

• Composition avec les dérivées fractionnaires :

Proposition 1.1.11. Si 0 ≤ m < q < m+ 1 et 0 ≤ n < p < n+ 1 alors
GLDp

a+(
GLDq

a+f(t)) =
GL Dq

a+(
GLDpf(t)) =GL Dp+qf(t), (1.24)

seulement si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, · · · , r − 1 où r = max(n,m).

Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Ce sont des dérivées d’ordres non entiers, définit à travers l’intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville.

Définition 1.1.12. Soit α ∈]m− 1,m[ avec m ∈ N∗. Les dérivées fraction-
naires d’ordre α au sens de Riemann - Liouville RLDα

a+f et RLDα
b−f sont

définies par

(RLDα
a+f)(t) =

(
d

dt

)m[
(Im−α

a+ f)(t)

]
(1.25)
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=
1

Γ(m− α)

(
d

dt

)m∫ t

a

(t− s)m−α−1f(s)ds

et
(RLDα

b−f)(t) =

(
− d

dt

)m[
(Im−α

b− f)(t)

]
(1.26)

=
1

Γ(m− α)

(
− d

dt

)m∫ b

t

(s− t)m−α−1f(s)ds.

RLDα
a+f s’appelle dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α à

gauche et RLDα
b−f s’appelle dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre

α à droite.

Dans la suite on ne considère que la dérivée à gauche RLDα
a+f .

Exemple 1.1.13. Reprenons l’exemple de la fonction f(x) = (t− a)β avec
β > −1.

On aura

RLDα
a+(t− a)β =

(
d

dt

)m[
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)
(t− a)β+m−α

]
=

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 +m− α)

Γ(β + 1 +m− α)

Γ(β + 1− α)
(t− a)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(t− a)β−α. (1.27)

Pour α = 1, la formule (1.27)se réduit à

RLD1
a+(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β)
(t− a)β−1 = β(t− a)β−1 =

d

dt
(t− a)β (1.28)

Pour
β = 0 on obtient

RLDα
a+1 =

1

Γ(1− α)
(t− a)−α (1.29)

c’est - à - dire que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann - Liouville
d’une constante n’est pas nulle.
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Proposition 1.1.14. [17] Soit α ∈]m − 1,m[ et f une fonction vérifiant
RLDα

a+f = 0.
Alors

f(t) =
m−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α−m)
(t− a)j+α−m (1.30)

où les cj sont des constantes quelconque.

Proposition 1.1.15. [30, 38] L’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville
possède les propriétés suivantes :

1.
RL

lim
α>→m−1

Dα
a+f = f (m−1) et

RL

lim
α>→m

Dα
a+f = f (m). (1.31)

2.
RLDα

a+ + oIαa+ = id. (1.32)

3.

Iαa++o
RLDα

a+f(t) = f(t)−
m∑
j=1

[RL

Dα−j
a+ f(t)

]
t=0

(t− a)α−j

Γ(α− j + 1)
. (1.33)

• Composition de dérivées fractionnaires au sens de Riemann -
Liouville avec les dérivées d’ordre entier

Proposition 1.1.16. Pour n entier positif et α non entier, on a

dn

dtn

(RL

Dα
a+f(t)

)
=RL Dn+α

a+ f(t), (1.34)

et

RLDα
a+

(
dn

dtn
f(t)

)
=RL Dn+α

a+ f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)−α−n+k

Γ(−α− n+ k + 1)
. (1.35)

Remarque 1.1.3. Pareil à l’opérateur de la dérivée fractionnaire de Grunwald-
Letnikov celui de Riemann - Liouville aussi commute avec dn

dtn
seulement si

la condition f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, · · · , n− 1, est vérifiée.

• Composition avec les dérivées fractionnaires
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Proposition 1.1.17. [17] Si 0 ≤ m < q < m + 1 et 0 ≤ n < p < n + 1,
alors

RLDp
a+

(RL

Dq
a+f(t)

)
=RL Dp+q

a+ f(t)−
m∑
j=1

[RL

Dq−j
a+ f(t)

]
t=a

(t− a)−p−j

Γ(−p− j + 1)
,

(1.36)
RLDq

a+

(RL

Dp
a+f(t)

)
=RL Dp+q

a+ f(t)−
n∑

j=1

[RL

Dp−j
a+ f(t)

]
t=a

(t− a)−q−j

Γ(−q − j + 1)
.

(1.37)

Remarque 1.1.4.

RLDp
a+

(RL

Dq
a+f(t)

)
=RL Dq

a+

(RL

Dp
a+f(t)

)
=RL Dp+q

a+ f(t), (1.38)

seulement si [RL

Dp−j
a+ f(t)

]
t=a

= 0, j = 1, · · · , n,

et [RL

Dq−j
a+ f(t)

]
t=a

= 0 j = 1, · · · ,m.

• Lien entre les approches de Riemann-Liouville et Grunwald-
Letnikov
Si f(t) ∈ Cn−1([a, T ]) et f (n)(t) est intégrable sur l’intervalle [a, T ]. Alors,
pour tout p(0 < p < n) les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville et
Grunwald-Letnikov coincident et si 0 ≤ m− 1 ≤ p < m ≤ n, on a

RLDp
a+(f(t)) =

GL Dp
a+(f(t)) = −

m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−p

Γ(−p+ k + 1)
+

1

Γ(m− p)

∫ t

a

f (m)(s)

(t− s)p−m+1)
ds.

(1.39)

Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

La dérivation fractionnaire de type Riemann-Liouville a joué un rôle im-
portant dans le développement de la théorie des dérivées et des intégrales
fractionnaires en raison de leurs applications dans les mathématiques pures.
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Cependant, la technologie moderne exige une certaine révision de l’ap-
proche mathématique pure. De nombreux travaux sont apparus, en particu-
lier sur la théorie de viscoélasticité et la mécanique du solide, où les dérivées
fractionnaires sont utilisées pour une meilleure description des propriétés des
matériaux.

Les problèmes appliqués demandent des définitions des dérivées fraction-
naires autorisant l’utilisation des conditions initiales interprétables physi-
quement, lesquelles contiennent f(a), f ′(a), · · · etc.

Malheureusement, l’approche de Riemann-Liouville conduit à des condi-
tions initiales contenant les valeurs limites de la dérivée fractionnaire à la
borne inférieure t = a, par exemple

limRL
x→aD

α−j
a+ f(x) = bj, 1 ≤ j ≤ n.

Malgré le fait que les problèmes aux valeurs initiales avec de telles conditions
initiales peuvent être résolus avec succès mathématiquement, leurs solutions
sont pratiquement inutiles, car il n’y a pas d’interprétation physique connue
pour de tels types des conditions initiales.

Une certaine solution à ce conflit a été proposée par M. Caputo dans son
article [10] et deux ans plus tard dans son livre [11], et récemment dans les
espaces de Banach par El-Sayed [19, 20].

On a déjà vu que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
d’ordre α ∈]m− 1,m[ s’obtient par une application de l’opérateur intégrale
fractionnaire suivie d’une dérivation classique d’ordre m. La dérivée de Ca-
puto est le résultat de la permutation de ces deux opérations.
Définition 1.1.18. Soit α ∈]m− 1,m[ et f ∈ Cm([a, b]). Les dérivées frac-
tionnaires d’ordreα de f au sens de Caputo CDα

a+f et CDα
b−f sont définies

par (C

Dα
a+f

)(
t

)
=

1

Γ(m− α)

∫ t

a

(t− s)m−α−1f (m)(s)ds, (1.40)

et (C

Dα
b−f

)(
t

)
=

(−1)m

Γ(m− α)

∫ b

t

(s− t)m−α−1f (m)(s)ds, (1.41)

CDα
a+f s’appelle dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α à gauche et CDα

b−f
s’appelle dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α à droite.
Dans la suite on ne considère que la dérivée à gauche CDα

a+f .
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Exemple 1.1.19. Reprenons l’exemple de la fonction f(t) = (t − a)β. On
aura

CDα
a+(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(t− a)β−α. (1.42)

En effet, (
d

dx

)m

(t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(β + 1−)
(t− a)β−m. (1.43)

et
Im−α
a+ (t− a)β−m =

Γ(β + 1−m)

Γ(β + 1− α)
(t− a)β−α. (1.44)

Exemple 1.1.20. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une constante.
Si A est une constante, alors par la définition on trouve directement que

CDα
a+A = 0 (1.45)

Lemme 1.1.1.

CDαtλ−1 =
Γ(λ)

Γ(λ− α)
tλ−α−1, λ > [α] et CDαtλ−1 = 0, λ < [α]. (1.46)

Proposition 1.1.21. [30, 38]
L’opérateur de dérivation de Caputo possède les propriétés suivantes :

1.
CDα

a+[I
α
a+f ] = f. (1.47)

2.

Si CDα
a+f = 0 alors f(x) =

m−1∑
j=0

cj(x− a)j. (1.48)

3.

Iαa+[
CDα

a+f ](x) = f(x)−
m−1∑
j=0

(x− a)j

j
f (j)(a). (1.49)

4.

lim
α>→m−1

CDα
a+f ̸= f (m−1) mais lim

α<→m−1

CDα
a+f = f (m). (1.50)

Corollaire 1.1.22. Si 0 < α < 1, β < 1 et f de classe C1 alors

(Iαa+ + oRLDα
a+)f = f
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et

(CDα
a+ + oIαa+)f = f .

C’est-à -dire que les dérivations au sens de Riemann - Liouville et de Ca-
puto respectivement constituent l’inverse à droite et à gauche de l’opérateur
intégrale de Riemann - Liouville.

Corollaire 1.1.23. Si 0 < α, β < 1 avec α+ β ≤ 1 et f de classe C1 alors

(CDα
a+ + oCDβ

a+) =
C Dα+β

a+ f = (CDβ
a+ + oCDα

a+)f. (1.51)

Proposition 1.1.24. Si α > β > 0 et si f ∈ C[a, b] alors

(CDβ
a+ + oIαa+)f = Iα−β

a+ f. (1.52)

• Lien entre les approches de Caputo et Riemann-Liouville

(RLDα
a+f)(x) = (CDα

a+f)(x) +
m−1∑
j=0

(x− a)−α+j

Γ(−α + 1 + j)
f (j)(a). (1.53)

Cette relation peut aussi s’écrire sous la forme suivante

CDα
a+f =RL Dα

a+

[
f −

m−1∑
j=0

(x− a)j

j!
f (j)(a)

]
. (1.54)

Remarque 1.1.5. Si f (j)(a) = 0, j = 0, 1, 2, · · · ,m − 1 alors la dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville et de Caputo coincident.

• La linéarité des opérateurs de dérivation fractionnaire La dé-
rivation fractionnaire est une opération linéaire

Dα
a+(λf(t) + µg(t)) = λDα

a+f(t) + µDα
a+g(t). (1.55)

oùDα désigne toute les dérivées fractionnaires considérées dans cette section.
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Chapitre 2

La fonction de Green

2.1 Bref Historique

La fonction de Green est une solution (également appelée solution élé-
mentaire ou solution fondamentale ) d’une équation différentielle linéaire
à coefficients constants ou d’une équation aux dérivées partielles linéaire à
coefficients constants.

Ces fonctions de Green, qui se trouvent être le plus souvent des distri-
butions, ont été introduites par George Green en 1828 pour les besoins de
ľ électromagnétisme. Le mémoire de Green restera confidentiel jus-qua’à sa
republication en trois parties, à partir de 1850. Les fonctions de Green, qui
seront dénommés ainsi par Riemann en 1869, seront alors abondamment
utilisées, notamment par Neumann en 1877 pour sa théorie du potentiel
Newtonien dans un espace à deux dimensions, puis en 1882 par Kirchhoff
pour ľéquation de propagation des ondes dans un espace à trois dimensions
et enfin par Helmholtz en acoustique.

2.2 Définition de la fonction de Green

Soit p, q, f ∈ C([a, b]) où p ∈ C1([a, b]), a < b et (αi, βi) ∈ (R × R) tels
que pour tout i = 1, 2 :
|α1|+|α2|, |β1|+|β2| ≠ 0. On considère les équation différentielles ordinaires :
(H)(py

′
)
′
+ qy = 0,

(NH)(py
′
)
′
+ qy = f .
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ainsi que les conditions aux bords associées :

(CB)h

{
α1y(a) + α2y

′
(a) = 0,

β1y(b) + β2y
′
(b) = 0.

(CB)nh

{
α1y(a) + α2y

′
(a) = γ,

β1y(b) + β2y
′
(b) = δ.

Définition 2.2.1. On appelle fonction de Green associé au problème homo-
gène (H)−(CB)h une fonction G : [a, b]×[a, b] → R vérifiant les propriétés :

(a) G est continue sur [a, b]× [a, b].

(b) G est symtrique : G(t, s) = G(s, t), ∀(t, s) ∈ [a, b]2.

(c) ∂G
∂t
(t, s) est continue pour tout t ̸= s.

(d) La fonction partielle t → G(t, s) est solution de l’équation (H) pour
tout t ̸= s.

(e) La fonction partielle t→ G(t, s) vérifie les condition (CH) pour tout
s ∈ [a, b].

2.2.1 L’existence et unicité de la fonction de Green

Théorème 2.2.2. Supposons que le problème homogène (H)− (CB)h n’ad-
met pas de solution non triviale. Alors, il existe une (et une seule) fonction
G ne dépendant pas de f , et dite fonction de Green telle que, pour toute
fonction f , la solution y de problème non homogène (NH)− (CB)h s’écrit
de manière unique sous la forme :

y(t) =
∫ b

a
G(t, s)f(s)ds.

Démostration : Voir [18](mémoire 2)

2.2.2 Méthode de Calcul la fonction de Green

Soit ϕ1et ϕ2 les solutions respectives des problèmes à conditions initiales :
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(H) +

{
ϕ1(a) = α2,

ϕ
′
1(a) = −α1.

et

(H) +

{
ϕ2(b) = β2,

ϕ
′
2(b) = β1.

Alors, ϕ1, ϕ26 ̸= 0sont linéairement indépendantes car sinon ϕ1 (et aussi ϕ2)
serait solution du problème (P0) := (H) + (CB)h contredisant l’hypothèse.
Soit donc W6 ̸= 0leur Wronskien et G la fonction de Green définie par :

G(t, s) =


ϕ1(t)ϕ2(s)

p(t)W (s)
, a ≤ t ≤ s,

ϕ1(s)ϕ2(t)

p(s)W (t)
, s ≤ t ≤ b.

Remarquons que le produit pW est constant.

2.2.3 Existence et unicité d’une solution :

1. La fonction F définie par :

F (t) =
∫ b

a
G(t, s)f(s)ds =

ϕ2(t)

pW

∫ t

a

ϕ1(s)ds+
ϕ1(t)

pW

∫ b

t

ϕ2(s)ds,

est solution du problème (NH) + (CB)h.
2. La fonction H définie par :

H(t) =
∫ b

a
G(t, s)f(s)ds =

ϕ2(t)

pW

∫ t

a

ϕ1(s)ds+
ϕ1(t)

pW

∫ b

t

ϕ2(s)ds+ψ1(t)+

ψ2(t),

est solution du problème (NH) + (CB)(nh), où ψ1(t) et ψ2(t) les
uniques solutions des problèmes :

(H)+

{
α1ψ1(a) + α2ψ

′
1(a) = γ.

β1ψ1(b)− β2ψ
′
1(b) = 0.

et (H)+

{
α1ψ2(a) + α2ψ

′
2(a) = 0.

β1ψ2(b)− β2ψ
′
2(b) = δ.
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2.2.4 Exemples

Exemple 2.2.3. La fonction de Green du problème :

{
y

′′
+ y = 0,

y(0) = y(π
2
),

s‘écrit

G(x, y)

{
− cos y sinx, si x ≤ y,

− cosx sin y, si x ≥ y.

Exemple 2.2.4. Considère le problème à deux points sur un intetvalle [a, b] :

{
y

′′
= f(x), a < x < b,

y(a) = 0, y(b) = 0,

construisons les fonctions φ1 etφ2 solutions des problèmes de cauchy :


φ

′′
1 = 0,

φ1(a) = 0,

φ
′
1(a) = −1


φ

′′
1 = 0,

φ2(b) = 0,

φ
′
2(b) = −1

Alors, φ1(x) = (a−x), φ2(x) = (b−x) et W (φ1, φ2) = b−a. D’où la fonction
de Green :

G(x, y) =


(x− a)(y − b)

(b− a)
, si x ≤ y,

(y − a)(x− b)

(b− a)
, si x ≥ y.

La solution unique du problème (1, 4) est donc donnée par :

y(x) =

∫ b

a

G(x, y)f(y)dy =
x− b

b− a

∫ b

a

(y− a)f(y)dy+
x− a

b− a

∫ b

x

(y− b)f(y)dy.
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2.3 Réducation ďun problème aux limites à
une équation intégrale

Parfois il y a intérêt à réduire la résolution ďun problème aux limites à
la résolution ďune équation intégrale.

Dans ce qui suit on va expliquer par deux exemples comment un problème
aux limites peut s’écrire, via une fonction de Green, comme une équation
intégrale. C’est pourquoi, la question de prouver l’existence des solutions
d’un problème aux limites se rèduit à prouver l’existence de solution d’une
équation intégrale. Pour cette raison, on peut utiliser le théorème de point
fixe pour montrer l’existence des solutions des équations intégrales.

Exemple 2.3.1. Considérons le problème de Dirichlet suivant :{
y

′′
= f(x, y(x)),

y(0) = y(1) = 0.
(2.1)

La fonction de Green du problème homogène :

{
y

′′
= 0,

y(0) = y(1) = 0.

est la forme

G(t, s) =

{
(s− 1)t, 0 ≤ t ≤ s.

(t− 1)s, s ≤ t ≤ 1.

La résolution du problème aux limites (2.1) se ramène à une équation inté-
grale non linéaire du type Hammerstein à noyau fonction de Green :

y(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s, y(s))ds.

Exemple 2.3.2. Considérons le problème :{
y

′′
= f(t), a < t < b.

y(a) = γ, y(b) = δ.
(2.2)
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Constructions les fonctions ϕ1 et ϕ2 solutions des problèmes :
ϕ

′′
1(t) = 0,

ϕ1(a) = 0,

ϕ
′
1(a) = −1,

et


ϕ

′′
2(t) = 0.

ϕ2(b) = 0.

ϕ
′
2(b) = −1.

(2.3)

Alors ϕ1(t) = (a− t), ϕ2(t) = (b− t) et W (ϕ1, ϕ2) = b− a.
D’ou la fonction de Green :

G(t, s) =


(t− a)(s− b)

b− a
, a ≤ t ≤ s,

(s− a)(t− b)

b− a
, s ≤ t ≤ b.

La solution unique du problème (2.2) est donnée par :

y(t) =

∫ b

a

G(t, s)f(s)ds =
ϕ2(t)

pW

∫ t

a

ϕ1(s)ds+
ϕ1(t)

pW

∫ b

t

ϕ2(s)f(s)ds+ ψ1(t)ψ2(t)

=
s− b

b− a

∫ t

a

(s− a)f(s)ds+
s− a

b− a

∫ b

t

f(s)ds+ δ
s− a

b− a
+ γ

b− s

b− a
.
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Chapitre 3

Inégalité de Lyapunov pour un
problème aux limites
fractionnaire d’ordre supérieur

Dans ce chapitre, on obtient une nouvelle inégalité de Lyapunov pour
un problème aux limites fractionnaire d’ordre supérieur en transformant le
problème initiale en une equation intégrale équivalente.{

cDα
0+u(t) + q(t)u(t) = 0, a ≤ t ≤ b,

u(a) = u
′
(a) = u′′′(a) = u

′′
(b) = 0.

(3.1)

Où 3 < a ≤ 4.q : [a, b] → R est une fonction continue et cDα
0+ est la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo.

3.1 Inégalité de Lyapunov

Nous transformons le problème (3.1) en une équation intégrale équiva-
lente.

Lemme 3.1.1. Supposons que 3 < α ≤ 4, la fonction u est une solution au
problème aux limites (3.1) si et seulement si u satisfait l’équation intégrale

u(t) =

∫ b

a

G(t, s)q(s)u(s)ds (3.2)

29



où la fonction G(t, s) est définie par

G(t, s) =
1

2Γ(α)
=

{
(α− 1)(α− 2)(t− a)2(b− s)α−3 − 2(t− s)α−1, a ≤ s ≤ t ≤ b

(α− 1)(α− 2)(t− a)2(b− s)α−3, a ≤ t ≤ s ≤ b.

(3.3)

Démonstration. En utilisant les propriétées du calcul fractionnaire, u est la
solution de (3.1) si et seulement si elle satisfait à l’équation suivante

u(t) = c0 + c1(t− a) + c2(t− a)2 + c3(t− a)3 − 1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1q(s)u(s)ds.

(3.4)
Apartir, des conditions initiales u(a) = u′(a) = u′′′(a) = 0, on obtient
c0 = c1 = c3 = 0. La condition u′′(b) = 0, donne

c2 =
(α− 1)(α− 2)

2Γ(α)

∫ b

a

(b− s)α−3q(s)u(s)ds.

Remplaçant c0, c1, c2 et c3 par leurs valeurs dans(3.4),on obtient

u(t) =
(α− 1)(α−)(t− a)2

2Γ(α)

∫ b

a

(b−s)α−3q(s)u(s)ds− 1

Γ(α)

∫ t

a

(t−s)α−1q(s)u(s)ds,

(3.5)
alors

u(t) =
∫ b

a
G(t, s)q(s)u(s)ds, t ∈ [a, b].

Où G(t, s) est donnée dans (3.3).

Avec

G(t, s) =

{
g1(t, s), a ≤ s ≤ t ≤ b

g2(t, s), a ≤ t ≤ s ≤ b
(3.6)

Lemme 3.1.2. La fonction de Green G satisfait
1. G(t, s) ≥ 0 pour tout a ≤ t, s ≤ b.

2. maxt∈[a,b]G(t, s) = G(b, s), s ∈ [a, b].

3. G(b, s) a un maximum unique donné par

max
t∈[a,b]

G(t, s) =
1

Γ(α)

(
(α− 3)

1
2 (α− 2)

3
2

2

)α−3

(b− a)α−1. (3.7)
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Démonstration. La fonction g1(t, s) est positive et non décroissante. En effet,
pour a ≤ s ≤ t ≤ b,

g1(t, s) =
1

2Γ(α)
[(α− 1)(α− 2)(t− a)2(b− s)α−3− 2(t− s)α−1]

≥ 1

2Γ(α)
[(α− 1)(α− 2)(t− s)2(t− s)α−3 − 2(t− s)α−1]

=
1

2Γ(α)
[α(α− 3)(t− s)α−1] ≥ 0.

d’autre part
∂g1(t, s)

∂t
=

1

Γ(α)
[(α− 1)(α− 2)(t− a)(b− s)α−3 − (α− 1)(t− s)α−2]

≥ 1

Γ(α)
[(α− 1)(α− 2)(t− s)(t− s)α−3 − (α− 1)(t− s)α−2]

=
1

Γ(α)
[(α− 1)(α− 3)(t− s)α−2] ≥ 0.

par conséquent

maxt,s∈[a,b] g1(t, s) = maxt,s∈[a,b] g1(b, s).

En vue de (3.3) et (3.4), g1(b, s) est défini par

g1(b, s) =
1

2Γ(α)
[(α− 1)(α− 2(b− a)2)(b− s)α−3 − 2(b− s)α−1].

Sa dérivée en ce qui concerne s prend la forme
∂g1(b, s)

∂s
=

1

2Γ(α)
(α− 1)(b− s)α−4[−(−α− 3)(α− 2)(b− a)2 + 2(b− s)2],

alors

∂g1(b, s)

∂s
= 0 pour s = s∗ = b−

(
(α− 3)(α− 2)

2

) 1
2

(b− a).

Donc

maxs∈[a,b] g1(b, s) =
1

2Γ(α)
[(α− 1)(α− 2)(b− a)2(b− s∗)α−3 − 2(b− s∗)α−1],

par calcul on obtien

maxs∈[a,b] g1(b, s) = g1(b, s
∗) =

1

Γ(α)

(
(α− 3)

1
2 (α− 2)

3
2

2

)α−3

(b− a)α−1.

Maintenant si a ≤ t ≤ s ≤ b ,alors
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g2(t, s) =
1

2Γ(α)
[(α− 1)(α− 2)(t− a)2(b− s)α−3] ≥ 0

et
∂g2(t, s)

∂t
=

1

Γ(α)
[(α− 1)(α− 2)(t− a)(b− s)α−3] ≥ 0.

D’où

maxs∈[a,b] g2(t, s) = maxs∈[a,b] g2(b, s) = g2(s, s) =

1

2Γ(α)
[(α− 1)(α− 2)(s− a)2(b− s)α−3],

et
∂g2(s, s)

∂s
=

1

2Γ(α)
(α− 1)(α− 2)(s− a)(b− s)α−4[2b+ αa− 3a− s(α− 1)].

On a
∂g2(s, s)

∂s
= 0 pour s = s∗ =

2b+ αa− 3a− s

(α− 1)
.

D’où

maxs∈[a,b] g2(s, s) = g2(s
∗, s∗) =

2(α− 2)

Γ(α)(α− 1)

(
α− 3

α− 1

)α−3

(b− a)α−1.

Maintenant, on comparé g1(b, s∗) et g2(s∗, s∗). On a

g1(b, s
∗) ≥ g2(s

∗, s∗)

alors

maxs∈[a,b]G(b, s) = g1(b, s
∗) =

1

Γ(α)

(
(α− 3)

1
2 (α− 2)

3
2

2

)α−3

(b− a)α−1.

Maintenant, on peut donner l’inégalité de type Lyapunov pour le pro-
blème (3.1).

Théorème 3.1.1. Soit q une fonction continue réelle. Si problème aux limite
fractionnaire suivent{

cDα
0+u(t) + q(t)u(t) = 0, a ≤ t ≤ b,

u(a) = u′(a) = u′′′(a) = u′′(b) = 0,
(3.8)
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a une solution continue non triviale,∫ b

a

|q(t)|ds > Γ(α)

(b− a)α−1

(
2

(α− 3)
1
2 (α− 2)

3
2

)α−3

. (3.9)

Démonstration. SoitX = C[a, b] l’espace de Banach avec la norme ∥u(t)∥∞ =
maxa≤t≤b |u(t)|. on a

u(t) =
∫ b

a
G(t, s)q(s)u(s)ds t ∈ [a, b],

donc

∥u∥ ≤
∫ b

a
maxt,s∈[a,b] |G(t, s)||q(s)|ds∥u(s)∥.

En vue du Lemme 3.1.2, on obtient

1 ≤ 1

Γ(α)

(
(α− 3)

1
2 (α− 2)

3
2

2

)α−3

(b− a)α−1
∫ b

a
|q(s)|ds,

dont découle l’inégalité de (3.9)

Application à un problème de valeurs propres fractionnaire
On présente une application des résultats obtenus aux problèmes de va-

leurs propres.

Corollaire 3.1.2. Supposons que 3 < α ≤ 4. Si λ est une valeur propre au
problème aux limites fractionnaires (3.1), alors

|λ| ≥ Γ(α)

(b− a)α−1

(
2

(α− 3)
1
2 (α− 2)

3
2

2

)α−3

.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a abordé l’étude d’une nouvelle inégalité de Lya-
punov pour un problème aux limites fractionnaire d’ordre supérieur.

Pour une meilleure assimilation, la première partie de ce travail a été
dévoué aux rappels concernant le calcul fractionnaire, la deuxième partie est
consacrée à quelques notions de base concernant les questions d’existence et
d’unicité de la fonction de Green.

Ensuite la dernière partie est consacré à la résolution du problème aux
limites comment se réduit via une fonction de Green à la résolution d’une
équation intégrale.
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