= Ron) b gt i ol &y L=
M République Algérienne Démocratique et Populaire &@%
iy gradad) ciaatl (lad ploail 3059 STl
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
i Ual) s o AaLEY Aaals
Université Chadli Bendjedid — EIl Tarf
L o1 53800 g st dls
Faculté des Sciences et de la Technologie
byl ) o
Département de Mathématiques

Meémoire de fin d’études

En vue de I’obtention du diplome de Master
Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiére : Mathématiques

Spécialité: Analyse fonctionnelle et calcul stochastique

Théme

Propagation des ondes acoustiques

Presentée par:
Zaidi Karima

Devant le Jury :

Dr. BOUSELSAL Naila MCA Univ Chadli Bendjedid El Tarf Présidente
Dr. BOUSSAHA Hanéne MCA Univ Chadli Bendjedid El Tarf Rapporteur
Dr. ZAHANI Nadjela MCA Univ Chadli Bendjedid El Tarf Examinatrice

Année Universitaire 2024-2025




Remerciement:

C’est avec une profonde émotion que je rends grace au bon Dieu de m’avoir donné la force
et le courage d’achever ce travail que j’ai tant attendu et espéré.

Je remercier le directeur de mon mémoire, docteur BOUSSAHA HANENE pour la
confiance qu’il m’a accordée, ainsi que pour sa disponibilité et sa patience, de ses qualités
humaines et scientifiques. Je ne pourrai jamais oublier son esprit de recherche et ses
commentaires utiles. Un grand merci de m’avoir donné la chance de réaliser ce travail. Il
était plus qu’un encadreur.

Je tiens aussi a exprimer ma reconnaissance & tous les enseignants qui ont contribué
a ma formation LMD.

Je tiens a remercier Dr BOUSELSAL NAILA pour 'honneur qu’il me fait en
présidant le jury.

Je remercie Dr ZEHANI NADJELA d’avoir bien voulu accepter de faire partie du
jury.

Merci & mes parents, mes fréres, mon fiancé et mes amis pour 'appui moral
qu’ils m’ont témoigné, a qui je souhaite une vie pleine de bonheur, de santé et de
prospérité.

A tous ceux qui, de prés ou de loin, ont contribué a ce que cette thése soit réalisée se

dirigent ma gratitude et mes pensées.



Résumé

Ce mémoire est traiter la propagation et la diffraction des ondes acoustiques dans un
milieu homogeéne contenant un obstacle, modélisée par I’équation de Helmholtz avec des
conditions aux limites de Dirichlet ou de Neumann, selon la nature de I'obstacle.

L’étude se concentre sur 'analyse de ’existence et de 'unicité de la solution en utilisant
la méthode des équations intégrales, notamment les équations de Fredholm de deuxiéme
espéce. Elle aborde également des notions fondamentales telles que la fonction de Green |,
la théorie du potentiel et la condition de radiation de Sommerfeld. Cet’étude a été traitée
dans [4], [5], [7], [11], [12].

Mots clés: Diffraction des ondes acoustiques, Equation de Helmholtz, Equation

intégrales, Fonction de Green,Théorie de potentiel.
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Abstract

This thesis deals with the propagation and diffraction of acoustic waves in a homoge-
neous medium containing an obstacle. modeled by the Helmholtz equation with Dirichlet
or Neumann boundary conditions, depending on the nature of the obstacle.

The study focuses on analyzing the existence and uniqueness of the solution using
the method of integral equation, notably the Fredholm equations of the second kind. It
also addresses fundamental notions such as the Green’s function, potential theory and the
Sommerfeld radiation condition. This study has been covered in [4], [5], [7], [11],[12]

Key words: Diffraction of acoustic waves, Helmholtz equation, Integral equation,

Green’s function, Potential theory.
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Notations

Ot =R3\Q~ : désigne le domaine extérieur a I'obstacle.

' = 0Q% :est le bord de 'obstacle supposé régulier.

k : est le nombre d’onde et est déterminé par la fréquence temporelle de 'onde inci-
dente et la vitesse de propagation du milieu.

u : est le champ diffracté, c’est-a-dire la perturbation de la pression acoustique due &
la présence de 1’obstacle,

f : est une donnée déterminée par ’onde incidente.

[ : un opérateur différentiel lié & la nature physique de I'obstacle i.e Dirichlet pour
les obstacles dits rigides, Neumann pour les obstacles dits mous.

0N : La frontiere de €.

R™\Q : Espace extérieur ot se propage 1’onde.

0€); : La frontiére de Q; (i € N).

A : Opérateur de Laplace ( Laplacien)

Au : Laplacien de u

\% : Opérateur gradient.

% : la dérivée normale extérieure par apport a wu.

G (x,y) : Fonction de Green de I’équation de Helmholtz.
p : la masse volumique du milieu.
P : désigne la pression.

V : la vitesse

v
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Introduction générale

La propagation des ondes acoustiques est un phénomeéne physique fondamental que I'on
retrouve dans de nombreuses situations pratiques, telles que la transmission de la voix,
le fonctionnement des sonores, ou encore ’acoustique architecturale. Lorsqu’une onde
sonore se propage dans un milieu homogene isotrope et rencontre un obstacle, elle subit
des phénomeénes complexes comme la réflexion, la réfraction, 'absorption et la diffraction.
Par exemple, lorsqu’un haut-parleur diffuse un son dans une piéce, les ondes se propagent,
interagissent avec les murs, les objets et les ouvertures, créant une distribution de pression
acoustique qui dupant fortement de la géométrie et des propriétés physique du milieu.
D’un point de vue mathématique, la modélisation de ces phénomenes repose sur ’équation
des ondes. Cette équation peut étre transformée via la transformée de Fourier en temps,
donnant lieu a I’équation de Helmholtz avec des conditions aux limites de Dirichlet ou de

Neumann qui représente par le probléme suivant :

Au+ k*u =0 dans QF
Bu=f surl

(0.0.1)

ou u est le champ diffracté, c’est a dire la perturbation de la pression acoustique due
a la présence de 'obstacle et k est le nombre d’onde, lié a la fréquence et a la vitesse de

propagation du son dans le milieu. L’opérateur de Helmholtz, défini comme

A + K2, (0.0.2)

est donc central dans I’étude des ondes stationnaires. II intervient dans la formulation

mathématique de nombreux problemémes acoustiques, en particulier lorsqu’on considére



Introduction

des milieux comportant un ou plusieurs obstacles. La présence de ces obstacles impose
des conditions aux limites complexes, rendant I’analyse mathématique plus délicate. Pour
résoudre ces problémes, notamment en domaine non borné, il est souvent avantageux de
recourir a la méthode des équations intégrales, qui reformule le probléme aux dérivées
partielles en une équation intégrale sur le bord de 'obstacle. Cette approche, utilisant des
opérateurs de potentiel simple et double, permet de réduire la dimension du probléme et de
mieux gérer les conditions aux limites & 'infini (condition de rayonnement de Sommerfeld).

Probléme Extérieur : on est présence d’un probléme aux limites posé en domaine
non borné. Il faudra en particulier compéter le probléme aux limites (0.0.1) par une
condition de rayonnement (condition & 'infini) bien choisit pour assurer I'unicité de la
solution.

Pour l'existence de la solution, on utilise la méthode des équations intégrales qui
consiste & chercher la solution ce forme d’un potentiel avec une densité inconnue sur le
bord de 'obstacle. Ainsi, on obtient une équation intégrale de type Fredholm e. i I'unicité
entraine 1’existence.

Ce travail présenté contient trois chapitre. Le premier chapitre, on rappelle quelque
notions de bases de la théorie des opérateurs compacts.

-Le deuxiéme chapite est étude de 'opérateur de Helmholtz a travers la méthode des
équations intégrales, application aux problémes intérieurs et extérieurs.

-Le dernier chapitre présente la théorie du potentiel et I’étude de I'unicité et ’existence
de la solution des problémes aux limites et une application numérique. Beaucoup de
chercheurs se sont intéressés a utiliser 'opérateur de Helmholtz, on cite en exemple, les
travaux Rainer Kress [4], Wolfgang Hackbusch [5], Giroire&Nedelec [7]dans les cas
continu. Dans le cas discret, voir les travaux de Koopman&Brenner[11], Coste&Patra

[12] et les références 1a dedans.



CHAPITRE

Préliminaires et Notions

fondamentales

Lorsqu’une onde acoustique se propageant dans un milieu homogeéne rencontre un obsta-
cle,elle subit une perturbation. On dit que I'onde incidente est diffractée (ou réfléchie) par
I’obstacle. Résoudre un probleme de diffraction consiste a déterminer cette perturbation a
partir de la nature et de la géométrie de 'obstacle. Ce type de problématique se rencontre
dans un grand nombre d’applications liées & ’acoustique : détection pétroliere, I'imagerie
médicale, ... Mais on peut également citer d’autres application associées a d’autres types
d’ondes : diffraction d’une onde sismique par une construction, la diffraction d’ondes
radar (électromagnétiques) par un avion, ...

Nous nous intéresserons exclusivement aux ondes acoustiques et nous nous placerons
en régime périodique en temps (on parle également de régime harmonique).

Considérons un milieu de propagation homogéne contenant un obstacle diffractant oc-
cupant un domaine borné Q~simplement connexe R? et R? Dans ce cadre, I'onde diffractée

recherchée résout le probléme aux limites extérieur suivant :

Au+ k>0 =0 dans QF
fu=f surl

(1.0.1)



1.1. Opérateur borné compact

1.1 Opérateur borné compact

Définition 1.1.1 Soit X un espace normé. Un opérateur linéaire K : X — X est dit

borné s’il existe une constante positive C' > 0 telle que :
[Kz|[x < Cllz||x

Pour tout z € X.
On note par L (X) lespace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans X

muni de la norme

|| K|l

z€X,x#0 HJC\ \X

1] =

Théoréme 1.1.1 Soient X,Y et Z des espaces normés et K : X — Y, S:Y — Z sont

des opérateurs linéaires bornés alors de produit KS : X — Z définit par

(KS)(p) = K (S¢)

pour tous p € X, K.S est un opérateur linéaire borné avec

LS| < [IKL]1S]]

Définition 1.1.2 Un opérateur linéaire K : X — Y entre deux espaces normés est dit
compact si l'image de la boule unité Bx de X est relativement compacte i.e si K (Bx)
est compacte. Ceci est équivalent a dire que pour toute suite bornée (p,) dans X, la suite

(Ky,,) contient une sous suite convergente dans Y.
Théoréme 1.1.2 Les opérateurs linéaires compacts sont bornés.

Théoréme 1.1.3 Toute combinaison linéaire des opérateurs compacts est compacte.



1.1. Opérateur borné compact

Soit € un ouvert de R”. On définit '’espace C' (D) espace des fonctions continues sur
D telle que Q = D. Le principal intérét de I'espace C (D) est de disposer d’un produit

scalaire:

V<f,g>eo<D>2,<f,g>:/Df<x>g<x>dx

Ce produit scalaire permet de définir la notion d’orthogonalité, ainsi que celle d’adjoint.

1.1.1  Opérateur intégral

Soit k : D x D — R une fonction continue. L’opérateur linéaire K : C' (D) — C (D)

définit par :

(K f) (2) = / k(e,y) f(y)dy,z € D

D
est dit un opérateur intégral avec un noyau continue k et de norme

1K ||oe = max / (2, y) |dy.
D

Théoréme 1.1.4 L’opérateur intégral K avec moyau continu est un opérateur compact

sur C' (D).
Définition 1.1.3 k: D x D — C est continu sur D x D sauf sur la diagonale
A={(z,y);y ==}
Il eziste deux constantes positives M et o € (0,n),(D C R") tel que :
|k (x,y)| < M|z —y|* Vo #y,0<a<n,
est un noyau faiblement singulier.

Théoréme 1.1.5 L’opérateur intégral K avec un noyau faiblement singulier est un opéra-

teur compact sur C' (D).

Théoréme 1.1.6 (arzela-ascoli) Soit M C R™ un ensemble compact.Un ensemble B C

C' (M) et relativement compact si et seulement si il est borné et équicontinu.



1.1. Opérateur borné compact

1.1.2 Opérateur adjoint

Définition 1.1.4 On dit que K : C (D) — C (D) et K* : C (D) — C (D) sont adjoints
s’ils vérifient :
V(f.9) € C(D)* (K[, 9) = (f. K"9)
et on a

[ = 17
Définition 1.1.5 K symétrique ou auto-adjoint < K = K* et D (K) = D (K*).

Remarque 1.1.1 Si un opérateur K : C' (D) — C (D) admet un adjoint K*,alors cet

adjoint est unique et K et K* sont linéaires.

Définition 1.1.6 Soint un opérateur K : C (D) — C(D).Le noyau de K est le sous-

espace définit par:

Ker(K)={feC(D)\Kf =0}
et 'image définit par :
i (i) = {3f € C (D), K f = g}
Proposition 1.1.1 soit K € L(C (D),C (D)) un opérateur borné, alors

Ker (K) = Im(K*)*
)

= Im(K)"

Im(K) = Ker(K*)"

Im(K*) C Ker(K)"

Théoréme 1.1.7 On considére un opérateur & noyau k continu sur D x D par la formule



1.2. Equations intégrales de Fredholm du second espéce

(Kp) (2) = /D k(e,y) o (y) dy,Ve € D

alors 'opérateur K admet un unique opérateur adjoint K* pour le produit scalaire

usuel de L2, défini par :
(°0) ) = [ b (5.2)6 () dy. Yo € D.
D

1.2 Equations intégrales de Fredholm du second es-

péce

L’équation qui va nous intéresser est une équation de fredholm du second espéce. Pour

f € C (D) et K un opérateur a noyau continu, trouver ¢ € C (D) tel que:

o (2) — K (@) = f () (1.2.1)
1.2.1 Existence et unicité de solution

L’existence et 1'unicité de ¢ (solution de 1.2.1) peuvent étre établies par la série de Neu-

manmn.

Théoréme 1.2.1 Soit K : X — X un opérateur linéaire borné dans un espace de
Banach X avec ||K|| < 1 et : X — X lopérateur identité. Alors (I — K) posséde un

opérateur inverse borné sur X qui est donné par la série de Neumann

(I-K)"'=> K"

n>0

et qui satisfait
1

(= E)H < v—r
1—[IK]|



1.2. Equations intégrales de Fredholm du second espéce

Preuve. On a ||K"|| < ||K]||" ,depuis ||K || < 1 nous avons la convergence absolue

1
K < D NEN" = =
2 > TR

n>0 n>0

dans 'espace de Banach L (X, X) on note :

S=) K"

n>0

Avec ||S]| < (1 —||K]||)"".S linverse de (I — K) (I — K)S = (I — K)

N N
]&E?)OZOK":NIEEOZOK”(I—K):]&EO (I— KN =1

car on a

IEM < BV = 0,N — o0

Donc la solution de ’équation (1.2.1) est sous la forme suivante :

(@)= (I-K)" f(a),VaeD

1.2.2 La théorie de Riesz Fredholm

Maintenant, nous présentons la théorie Riesz Fredholm pour 1’équation d’opérateur de

deuxiéme espéce

p—Kp=f

Nous supposons que X est un espace normé, K : X — X est un opérateur linéaire

compact et L défini par:

L=1-K

Théoréme 1.2.2 soit K : X — X un opérateur linéaire compact et I — K est injective.

Alors Uopérateur inverse (I — K)™" existe et borné.



1.2. Equations intégrales de Fredholm du second espéce

Théoréme 1.2.3 Si l'opérateur étudié dans le cadre des équations intégrales est
L=(-K)

Alors il a les propriétés suivantes :
-Ker (L) est de dimension finie.

-Im (L) est un sous espace fermé de co-dimension finie, et plus précisément
Im (L) = Ker (L*)"

ou L*est l’opérateur adjoint de L.

-1l existe un unique r € N appelé nombre de Riesz de l'opérateur K tel que :

{0} = Ker (L") £ Ker (L") £ ... £ Ker (L") = Ker (L") = ...
X = Im(L°) #° Im (L") #° .. #° Im (L") =Im (L") = ...

et on a la somme directe:
X =Ker (L") ®Im (L")

Corollaire 1.2.1 Soit K : X — X un opérateur compact continu. Pour f € X, on

considére les problémes :
trouver ¢ € X tel que p — Kp =0 (1.2.2)

trouver v € X tel que p — Ko = f (1.2.3)

on a alors Ualternative:

Corollaire 1.2.2 Si l’équation (1.2.2) n’a que la solution triviale ¢ = 0 , alors pour
tout f € X , léquation (1.2.3) a une unique solution . De plus cette solution dépend
continument de f.

-Si Uéquation(1.2.2) a une solution non triviale, alors elle admet un nombre fini m € N
de solutions ¢y, ..., p,, linéairement indépendantes. Dans ce cas, la solution de (1.2.3)

s’écrive sous la forme:

n=1



1.2. Equations intégrales de Fredholm du second espéce

ot p est une solution particuliére de (1.2.3) et f € Ker (L’")L , i.e [ doit satisfaire m

conditions d’orthogonalité.

Théoréme 1.2.4 On considére les deuz équations intégrales homogénes avec noyau con-

tinuk: D xD — D:

trouver ¢ € C (D) telle que : ¢ — /D k(x,y)e(y)dy =0 (1.2.4)

trowver ¢ € C' (D) telle que : ¢ — /Dk: (y,z)¢ (y)dy =0 (1.2.5)

on consideére, pour f € C (D) et g € C (D) les équations intégrales avec seconds membres
trouver p € C' (D) telle que : ¢ — /D kE(xz,y)p(y)dy = f(x) (1.2.6)

trouver ¢ € C (D) telle que : ¢ — /D k(y,x)¢ (y)dy = g (x) (1.2.7)

Théoréme 1.2.5 Alors on a l’alternative:

Ou bien les équations(1.2.4) et (1.2.5) n'ont que les solutions triviales p = 0 et ¢ = 0.
Dans ce cas, les équations(1.2.6) et (1.2.7) admettent une unique solution ¢ € C (D) et
Y € C (D) pour chaque f € C (D) et ge C (D).

Ou bien les équations (1.2.4) et (1.2.5) ont le méme nombre fini m de solutions
linéairement indépendantes. Dans ce cas, les équations (1.2.6) et (1.2.7) sont solvables si

et seulement si pour toute solution ¢ de (1.2.4) et toute solution v de (1.2.5) on a :

[ r@v@de= [ s@e@dr =0

dans ces conditions, la solution générale de (1.2.6) s’écrit sous la forme:

p=3+> anp,
n=1

ot p est une solution particulicre de (1.2.6) et les (¢,,),<,<,, formet une famille libre

de solution de (1.2.4).

10



1.2. Equations intégrales de Fredholm du second espéce

Résumé (Alternative de Fredholm)
Soit K € C (D) un opérateur compact et A # 0. La structure du spectre des opérateurs

compacts permet d’étudier la solvabilité de ’équation

M-—K)p=f (1.2.8)

Alors, seule I'une des deux éventualités suivantes peut se produire :

1-L’opérateur Al — K admet un inverse continu et ’équation (1.2.8) a une unique
solution pour tout f € C' (D).

2-L’opérateur A\I — K n’est pas injectif. Dans ce cas, I’équation (1.2.8) admet une

solution (qui est nécessairement non unique) si et seulement si
fe[Ker(\ —K)-.
1.2.3 Formules de Green

Soit © un domaine borné de classe C? |, 9Q =T la frontiére est conexe et u,v € C? (Q2) N

ok (ﬁ), alors la premiére formule de Green est donnnée par :

/uAvdy:/u@dfy—/VuVUdy. (1.2.9)
Q r on Q

et la deuxiéme formule de Green est donnée par:

/Q (uAv — vAu) dy = /F (u% - v%) dy (1.2.10)

La dérivée normale sur la frontiére existe dans le sens que la limite

%(x) :]llii%(n(x),gradu(x—hn(az))),x el

existe uniformement sur I'.

Les résultats de ce chapitre sont démontrés dans les livres [3] ou [§].

11



CHAPITRE

2 Onde acoustique et

Théorie du potentiel

2.1 Modélisation d’une onde acoustique

La propagation d’une onde acoustique dans un milieu homogene et isotrope caractérisé

par une vitesse de propagation C' > 0 est décrite par ’équation des ondes
g

1 90*U

o (@) = AU (2,8) =  (3,1). (2.11)

ou U (x,t) désigne la pression au point x € R3, & I'instant ¢ > 0 et ou f (z,t) désigne

un terme source. Cette équation peut étre obtenue par linéarisation de I’équation d’Euler

1
(aa‘t/ + = grad V? + rotV AV) +grad P =0, (2.1.2)

Pour les fluides compressibles autour d’une position d’équilibre, dans le cas de petites

perturbations, avec un écoulement irrotationneli.e rotV = 0 , 'équation (2.1.2) devient :

av 1
(at + - grad V2> +grad P =0, (2.1.3)

12



2.1. Modélisation d’une onde acoustique

ou P désigne la pression, V' la vitesse et p la masse volumique.

Lorsqu’un systéme régi par I’équation des ondes est soumis a une excitation périodique,
on peut s’attendre a ce que sa solution devienne elle aussi périodique en temps avec la
méme période. La justification rigoureuse de ce passage a la limite en temps long repose
sur le principe d’amplitude limite. Etant donné f € L2 (R3) un support compact. Soit U

la solution du probléme d’évolution :

1 9*U

Ty (z,t) — AU (2,t) = f(x)e ™ (z,t) € R? x (0, +00) (2.1.4)
U(x,0) = 0 r €R3
%—(t] (z,0) = 0 z R’

Alors

lim |U (z,t) — u (x) e ™| =0 Vz e R’

ou u vérifie

Au+ K*u = f dans R® | k= “ >~ 0: nombre d’onde (2.1.5)
c

La solution U décrit le régime transitoire, alors que la solution U de (2.1.5) décrit le
régime périodique établi, aussi appelé régime harmonique. Plus précisément, ce régime

correspond & la recherche de solutions particuliéres de(2.1.1) de la forme

U(z,t) =Re{u(z)e ™},

ou la fonction u a valeurs complexes explique la variation spatiale résultant de I’équation
(2.1.5). L’opérateur A + k? est appelé opérateur de Helmholtz et I’équation obtenue en

I’absence de source, & savoir :

Re {(Au+ r*u) e™™} = 0,Vt > 0
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2.2. Solution particuliére

i,e

Au + k*u = 0 dans R?

est appelé ’équation de Helmholtz.

2.2  Solution particuliére

2.2.1 Les ondes radiales

Maintenant, nous intéressons au cas des solutions radiales de ’équation de "Helmholtz"
a l'extérieur d’une boule r > Ry.nous utilisons pour obtenir ses solutions les coordonnées

sphériques sont définies par:

xry = r sinf cosgp
Ty = r sinf singp
r3 = 1 cosf

avecr > 0,0 <6 <met < p < 2m Dans ce systéme, 'expression du Laplacien est

la suivante :

A=A+ LA,
T

ou A, est 'opérateur de "Laplace-Beltrami". Les opérateurs A, et A, sont définis par

A—lé 22 _{_i 1 g Si 92 4_# 8_2
~r2or \| or 2 |sinaoo \" o9 sin?0 \9p? ) |’

Si on cherche une solution u indépendante de 6 et , on obtient :

1d [ ,du 2
ﬁa(?“ %)—FR’U,—O

14



2.2. Solution particuliére

d2u+2du+ 9
— 4t —— 4+ KU =
dr? = rdr

d*u Lo du
/r‘_ JE—
dr? dr

+Kru=0

ol encore

(Tu)” + K2 (ru) = 0
Ainsi, les solutions radiales sont de la forme (car xk # 0)

IRT —1KT

e e
+p

u(r)=2A .

—
2.2.2 Solutions fondamentales

Définition 2.2.1 On appele solution fondamentale de l'opérateur —A — K%,k > 0, une

distribution E € D' (R?) vérifiant
—AE —k’E =46y dans D' (R%),
c’est a dire une distribution telle que :
(AE + *E,¢) = = (0),V¢ € D (R?)

Proposition 2.2.1 Les fonctions définies par

ik|z|

E(@x) = — R*\ {0
@) = Gy * €EAO)
—ik|z|

e
E = —

sont des solutions fondamentales de l'opérateur —A — k% dans R , pour tout k > 0.
Pour démontrer la proposition précédente on a besoin de ce lemme :

Lemme 2.2.1 Pour toute fonction ¢ € D (R3), posons :
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2.2. Solution particuliére

0 (s):= /2 Y (sx)dx,Vs € R,

ot S? est la sphére unité de R®. Alors ¢ € D (R) est paire et

¥ (0) = 47 (0).
Preuve. Les solutions fondamentales radiales E (z) = ¢ (r) (i.e, |x| = r) de 'opérateur
(—A — k?) vérifient
% (r2¢/), + K20 =0, Vr>0,
ou encore
(r¢"” +2¢') + k* (r¢) =0, Vr >0,
c’est a dire

(r¢)" 4+ k* (r¢) =0, Vr >0,

En intégrant cette équation , on obtient que

einr efinr
¢(r) =A——+n
r r
Prenous p = 0 et recherchons le coefficient A pour que E (z) = X e*?!/|z| soit une

solution fondamentale. Bien évidemment, E (z) = Ae I®l/ |z| définit alors également
une solution fondamentale (puisque k est réel) .Pour toute fonction test 1 € D (R?) ,i.e

supy C B(z,R) on a :

(AE+KE ) = (B, A+ k%))
_ / E (A + k%) do
B(z,R)

= lim [ E(A¢ + k%)) d

e—0

Qe

tel que Q. = B (2, R)\B (z,¢) et I'. =T'U S (z,¢).0n applique la deuxiéme formule de

Green , tel que 8% = —% ou n est la normale extérieur, on obtient :

16



2.2. Solution particuliére

/ E (Aw + /4321/1) dr = (—/F Eaa—qfdv + /F %—fzﬁdv + / (AE + /<;2E) z/mia:)

ce qui implique

oy OF
2 T oty oL
<AE+/<¢E,1/)>—£1L% [ E8r+8r }dV

on reprend les notions du lemme(3.1) :

= lim <—¢> &)V () + ¢ (2) ¥ (¢) 52)
= —X)(0),

(AE+K’E,¢)) = lim <—gb (e)e? | w(ew)dw + ¢ (e)e® | ' (ew) dw)
e— S2 S2

et donc en choisissant A = ﬁ,on a bien une solution fondamentale de —A — k2. =

Remarque 2.2.1 On notera que
E € C*> (R*\ {0})
et que G (z,y) = E (x — y) vérifie

—-A,G (z,y) =6,
2.2.3 La condition de radiation de Sommerfeld

La condition de radiation de Sommerfeld caractérise complétement le comportement des
solutions d’équation de "Helmholtz" comme une onde divergente (i. e onde sortante) au
voisinage de I'infini.

Physiquement, cette condition assure que ’onde diffracté se propage loin de 1’obstacle

et mathématiquement assure 'unicité de la solution i.e le probleme est bien posé.
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2.2. Solution particuliére

Proposition 2.2.2  Une solution radiale u de l’équation de Helmholtz a l'extérieur d’une

boule est sortante si et seulement si elle vérifie

d 1

U iku=o (—) , 7 — o0, dans R>. (2.2.1)
r

la condition (2.2.1) est appelé condition de rayonnement de Sommerfeld.

Remarque 2.2.2  On peut donner une formulation équivalente de la condition (2.2.1)
pésentant 'avantage de ne pas dépendre de la dimension d’espace . Plus précisément, on
peut vérifier q'une solution radiale u est sortante si et seulement si ellevérifiela"condition

de rayonnement de Sommerfeld" :

2
U
lim — —iku| dy=0.
R—o0 |z|=R on
Soit
1 eislz—yl X
G(f,y) =-——r—, POUr T,y € R y &L 7£ Y,
At |z —y|

solution fondamentale de I’équation de Helmholtz dans R3.

Les proprietés de la fonction fondamentale G sont résumés dans le théoréme suivant :
Théoréme 2.2.1 G (.,y) résout l’équation de Helmholtz

Au+ k*u =0 dans R*\ {y} pour tout y € R
—_——

et satisfait la condition de radiation

x
]

uniformément pour toutes les directionsé—‘.

VJUG(xay) — kG (xay> =0 (%) 7|$| — 0

18



CHAPITRE

Théorie du potentiel et

Application

Dans ce chapitre, on présente les problémes aux limites de Dirichlet et Neumann intérieur

et extérieur. Pour les résoudre, on utilise la théorie du potentiel

3.1 Problémes aux limites

Soient f et g des fonctions continues, alors on pose les problémes au limites suivants :

3.1.1 Probléme de Dirichlet intérieur:

Trouver u € C*(Q) NC (Q) tel que :
D™ ¢ Au+r*u=0 dans (3.1.1)

u=f surl
3.1.2 Probléme de Neumann intérieur :

Trouwver u € C*(Q) NC (Q) tel que :
N™ ¢ Au+k%2=0 dans Q (3.1.2)

g—Z:g sur I’
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3.2. Unicité de la solution

3.1.3 Probléme de Dirichlet extérieur :
([ Trouver u € C? (R*\Q) N C (R*\Q) tel que :
Au+ k*u = 0 dans R3\Q

Dt (3.1.3)
u=f surl

| u satisfait la condition de radiation de Sommerfeld(2.2.1)

3.1.4 Probléme de Neumann extérieur :

Trouwver u € C* (R3\Q) N C (R3\Q) tel que :

Au+ k*u = 0 dans R*\Q

N* \ (3.1.4)
% =g sur

u satis fait la condition de radiation de Somm erf eld (2.2.1)

\

3.2 Unicité de la solution
Théoréme 3.2.1 Soit Imx > 0. Alors les problémes de Neumann et de Dirichlet in-

térieurs admettent au plus une solution.

Preuve. Soit u € R (£2) une solution de I’équation de Helmholtz, d’aprés la premiére

formule de Green (1.2.9) , pour u = v on obtient:

/Fug—:;dy = /Q (| grad ul® — k*|ul?) dz

Siu:O,g—Z:OsurF,alors:

— /Fu%d'y = /Q (| grad ul® — K*|ul?) dz

tel que k # 0 et Im x > 0 alors:
/ lu|?dx =0
Q

doncu=0dans ). m
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3.2. Unicité de la solution

Remarque 3.2.1 Soulignons que dans le cas d’un probléme de Helmholtz intérieur, on
perd ['unicité de la solution, au moins pour certaines valeurs du nombre d’onde.

En effet, considérons le probléme homogéne

Au + k*u = 0 dans )

u=0 surT.

2 n/est pas valeur propre de lopérateur

Ce probléme admet une solution non nulle que si k
—A sur H*(Q) N H} (Q).0r, cet opérateur étant auto-(adjoit et & résolvante compacte,
son spectre est constitué d’une suite de valeurs propres positives (A, (2)),cy tendant vers
Uinfini. Par conséquent, si k = Kk, = /A, (Q),n € N, la solution du probléme de

Helmholtz intérieur, lorsqu’elle existe, n’est pas unique. Les fréquence Kk, sont appelées

fréquences irrégquliéres associées au domaine 2.

L’ingrédient principale pour établir 'unicité de la solution pour les problémes ex-

térieurs est le lemme de Rellich.

Lemme 3.2.1  (de Rellich) Soit k > 0 et u € C* (R*\Q) une solution de I’équation de

Helmholtz satisfait la condition de radiation de Sommerfeld et
| b =o(). k- o
|z|=R

alors u = 0 dans R3\Q.

Preuve. La démonstration est basée sur le développement de u sous la forme :

u(z) = el:T Z LAGL)

n=0

avec 1,6, ¢ les coordonnées sphériques de x et 'utilisation de la représentation intégrale

a Pextérieur du domaine, et pour plus de détail voir[3]. m

Théoréme 3.2.2  Soit u € C? (R?’\ﬁ) une solution de l’équation de Helmholtz satis-

faisant la condition de radiation de Sommerfeld et

3u
- >
Im </€/F'U/En) O,

alors u = 0 dans R3\Q.
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3.2. Unicité de la solution

Preuve. Voir [3]. =

Théoréme 3.2.3 (d’unucité) Le probléme de Dirichlet extérieur admet au plus une

solution.

Preuve. Soit u une solution du probléme extérieur homogene (3.1.3) ou v = 0 sur I'.

Soit Qr = R¥3\Q N {|z| < R} .La premic¢re formule de Green entraine que
ou
u—dy = / | grad ul* — K?|ul?) dz
AL”:R on Qr ( )

au

et donc

Im u
jei=r 0N

2
ou
o= |5
! |x|:R(3”
_ / u
el=r \ |07

car u vérifient la condition de radiation a I’infini,donc

dy=0 (3.2.1)
Par conséquent :

2
0
+ k2ul* | dy + 2k Im H—udv
jel=r 0N

2
+ /£2|u|2> dy — 0, R— o

lim lul> =0
R=00 Jiz|=R

Le Théoréme de Rellich s’applique, Donc
u =0
[

Remarque 3.2.2 Le résultat d’unicité précédent demeure valable pour une condition de
type Neumann sur le bord. En effet, avec les natations ci-dessus on a pour toute solution

de l’équation de Helmholtz dans Qg :

9,
/ ﬂa—Zch = /QR (| grad ul® — k*|ul?) dz,

et donc

ou ou

Im u—dy = Im/ﬂ—dfy.
|z|=R 871 r 371

Comme le terme de droite est nul pour une condition de Neumann, on peut pour suivre

la prewve a partir de (3.2.1).

22



3.3. Méthodes d’équations intégrales

3.3 Meéthodes d’équations intégrales

L’idée principale des méthodes d’équations intégrales est de montrer qu’un probléme ex-
térieur peut étre formulé de maniére équivalente sous la forme d’une équation sur le bord
de I'. 11 est important de connaitre la fonction de Green du probléme ce qui n’est possible
que pour des milieux simples (homogeéne, stratifié,...).

Parmi les avantages de cette méthode, elle permet une prise en compte implicite de la
condition de rayonnement et elle réduit le probléme d’une dimension d’espace (du 3D au
2D ou du 2D au 1D). Ceci représente un gain mémoire important lors de 'approximation
numérique.

Le point essentiel des méthodes d’équations intégrales est le théoréme de représentation
intégrale de la solution. Il permet d’obtenir une expression analytique de la solution en
fonction d’inconnues définies sur le bord de I'obstacle. Le théoréme de représentation

nécessite 'utilisation de la formule de Green ainsi que la connaissance de la solution

fondamentale.
3.3.1 Formule de représentation intégrale dans un domaine
borné

Théoréme 3.3.1  Soit u € C*(Q) N C (Q) est une solution de I’équation de Helmholtz
Au+ r*u=0 dans Q

Alors

IG (z,y)  Odu . _ —u(z),z €,
/F (u (y) “on@)  on (y) G( ,y)) dv (y) 0.r e RAD,

Preuve. On choisit arbitrairement un point fixe z € €2, soit la sphére
Qo= {y e R\ |z —y|=¢}

tel que Q,. C Q et la nombre unité n vers l'intérieur de 2, ..On applique la deuxiéme

formule de Green a la fonction u (y) et G (z,y) dans le domaine {y € Q\ |z —y| > ¢},
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3.3. Méthodes d’équations intégrales

on obtient

/rmx,g (u ) agn(g(c )y) g—z (y) G (a:,y)> dy(y) =0

Ainsi sur (2, . nous avons

iKE 1 ) eme
G(x,y) = y— grad, G (z,y) = (E - m) P (y) (3.3.1)
Montrons que :
i [ (000 25 = S )G ) ) ) = ) = 10
Tenant compte de 2 = —£ on calcule lim. fs(x 0 % (y) G (z,y)
| Fwaw| < e
A7e | ) s(e) e T E e 0
ems ou
lim d =
i [ F@HD = 0@
im [ S 0) Gy = 0

e—0 S(z,e) e
Examinons maintenant la seconde intégrale et montrer que

lim u(y) agn(—z;/)dV (y) = u(z)

e—0 S(z,e)
G (@.y) 1N e 0G (z,y) () — (o)) 26 @ Y)
[ Gt e = [ e[ ww - e )
Notant que u (y) — u (z) = o(¢) uniformément sur S (x,¢), il vient d’apres (3.3.1)

iy [ ()~ o) G ) =0

£—0 S(z,e)

Pour conclure, il reste a estimer la limite ¢ — 0 du terme

oG (z,y) (1 . ) e're 2\ 2
—d = - — K .mes (S5°) .«
/S"(a:,e) on (y) ! (y) € € ( )

0G (z,y) B

En utilisant cette derniére relation, on obtient I () = u (x) , d’ou le résultat. m
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3.3. Méthodes d’équations intégrales

3.3.2 Formule de représentation intégrale a ’extérieur d’un do-

maine borné

Théoréme 3.3.2 Soit u € C* (R*\Q) N C (R¥\Q) est une solution de équation de
Helmbholtz et satisfait la condition de radiation de Sommerfeld (3.9) uniformément pour

toutes les directions % . Alors

Y G (z,y)  Ou ., _ 0,z €0
/F( W) =5, W on () G( ,y)) dv (y) w(2). € RAQ

Preuve. Soit x € R3*\Q = (V, considérons une sphére S. de centre x, de rayon
e > 0 petit tel que S, C ', et soit Bg suffisamment grande pour contenir ) tel que

Qr = {z e R*\Q: |z —y| < R} . On applique la deuxiéme formule de Green dans le

domaine Qg (hachuré). On a a% = —%
G (@y) )
+/S(:c,a) (u ) on (y) G (z,y) an >d7 (y)
(500 5 0y 20

- IF+I€+[R7

pour le calcule I, I, , on suit les étapes de la preuve précédente. Il reste & montrer que

I%im Ir = 0, en utilisant les hypotheses sur le comportement a I'infini de w :
— 00

u(y) :O<‘—;|> et 3 —iku=o(1)
quand |y| =r — 400

Pour plus de détails voir [3]. m

Remarque 3.3.1 Une solution de l’équation de Helmholtz vérifie la condition de radia-

tion de Sommerfeld (3.9) satisfait aussi

u(x)zO(%),M—M)o

uniformément pour toutes les directions ﬁ
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3.4. Potentiel simple et double couche

3.4 Potentiel simple et double couche
Rappelons la solution fondamentale de I’équation de Helmholtz dans R3

1 eirle—yl

G =— c R3
(z,9) ™Y T FY

Définition 3.4.1  Soit ¢ € C(092) une fonction donnée, et G noyau de Green . La
fonction

u@) = [ Glew)di).c R0 (3.4.1)
o0N

est appelée potentiel de simple-couche de densité .

Définition 3.4.2  Soit ¢ € C(09) une fonction donnée , et G noyau de Green. La
fonction
0G (z,y)

v(z) = o 8n—(y)w (y) dv (y),z € R\0Q (3.4.2)

est appelée potentiel double-couche de densité 1.

Lemme 3.4.1 Soit I' = 09 € C?, alors il existe une constante M > 0 tel que :

M|x_y|2axay€1—‘

0
|
=
3
=
S~—
=
AN

Preuve. Voir[4]. =

Théoréme 3.4.1 Les deux potentiels simple et double couche satisfaient la condition de

radiation de Sommerfeld

Vu (z) — iru (z) = 0 (I:ril) o — 00 (3.4.3)

uniformément pour toutes les directions ‘%'
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3.4. Potentiel simple et double couche

Notation 3.4.1 Nous distinguerons par indices + et — la limite obtenue en approchant

la frontiere T de Uintérieur de R*\Q et ), respectivement i.e :

vy (z)= lim w(y),zel.

y_m:yER?’\ﬁ

v_(z)= lim v(y),zel.

Y—=Tyen
Théoréme 3.4.2  Soit I' € C?, le potentiel double couche v avec densité ¢ € C (T') est

prolongeabe par continuité de Q a Q et de R3\Q a R3\Q avec les limites :

viuﬁ—Zﬁwn%%%?wwwi§¢@»xen (3.4.4)

ol

Uj:(x):}lLiH(l]v(x:I:hn(x)),

uniformément x € I',et l'intégrale impropre est convergent.
Preuve. Voir [3]. =

Théoréme 3.4.3 Soit ' de classe C? , alors le potentiel double couche v avec la densité
W vérifie
lim n(x)[Vv(x+ hn(x)) —Vv(x—hn(x))] =0 (3.4.5)

h—+0

uniformément pour tout x € I'.

Corollaire 3.4.1 Le potentiel double couche avec une densité continue v vérifie la rela-

tion du sant :
vy —v_ =

Théoréme 3.4.4 Soit T € C?, le potentiel simple couche u (z) avec la densité o € C (T')

satisfait :
R Oux (x) oG (x,y)d 1 r
2= [ e T ) F je @) e,
ot
Ous (z) .
o = }lllir(l)n (x) .Vu(z + hn(z)),

uniformément x € I, et l'intégrale impropre est convergent.

Preuve. Voir [3]. =
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3.5. Existence des solutions

3.5 Existence des solutions

L’existence d’une solution du probléme aux limite revient & la résolution d’une équation
intégrale qui reléve & ’alternative de Fredhollm, en d’autres termes I’étude de I'existence
de la solution se reméne a l'injectivité des opérateurs intégraux correspondants.

La formule de Green montre que toute solution de I’équation de Helmholtz peut étre
représentée comme une combinaison des potentiels simple et double couche, ce qui est a
la base de la méthode indirecte : on cherche la solution pour cela, sous la forme de d’un
des deux potentiels.

Nous introduisons les opérateurs intégraux K , K': C'(T') — C (T) par

(50 (0):=2 [ v )y ) o e (35.)
') @) i=2 [T o) iy ) o e (35

Les opérateurs intégraux K, K’ admettent un noyau faiblement singulier, par con-
séquent sont des opérateurs compacts.

L’opérateur K’ est 'opérateur adjoint de 'opérateur K dans le systéme dual

(€ (@), ()

Défini par

(.6) = /T body

Théoréme 3.5.1 Le potentiel double couche

o) = [ G )iy () o € BT

avec la densité continue, v est une solution du probléme de Dirichlet intérieur (3.1.1)

a condition que 1) est une solution de I’équation intégrale

o) -2 [y ) dy ) = -2f (0),a e T
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3.5. Existence des solutions

il résout le probléme de Dirichlet extérieur (3.1.3) dans R3\Q a condition que v est

une solution de l’équation intégrale

w2 [ Dy ) ay ) =2f () w e

Théoréme 3.5.2 Le potentiel simple couche

u(w)=/FG<x,y>¢<y>dv<y>,xeR3\r

avec la densité ¢ continue, u est une solution du probléme de Neumann intérieur

(8.1.2) a condition que ¢ est une solution de l’équation intégrale

IG (z,y)

¢ (r) +2 Fwéb(y)ch(y) =2g(x),z €l

il résout le probléeme de Neumann extérieur (3.1.4) dans R3\Q & condition que ¢ est

une solution de l’équation intégrale

IG (z,y)

¢ (r) =2 FW¢(Q)d7(Q)Z—QQ($)a$€F-

On peut écrire les équations intégrales pour les problémes de Dirichlet intérieur et

extérieur de la forme

Vv — Ky =-2f, (3.5.3)
et

O+ Kip = 2f, (3.5.4)

et pour les problémes de Neumann intérieur et extérieur de la forme

¢+ K'¢ = 2g, (3.5.5)

et

¢—K'¢=—2g. (3.5.6)

29



3.5. Existence des solutions

On va appliquer la théorie de Riesz-Fredholm pour ces équations.Nous consédérons

I'espace linéaire R (£2) des fonction & valeur complexe

weC*(Q)NC ()

On introduit 'espace linéaire

U:= {u\p,ueR(Q),Au+/@2u:0dans Q,g—u:03ur F}
n

Le noyau de l'opérateur (I + K) correspond aux solutions du probléme de Neumann

homogéne intérieur et on énonce le théoréeme suivant :
Théoréme 3.5.3 N[ +K)=U.

Preuve. Voir[4]. m

On applique lalternative de Fredholm, on a :

dmN ([+K)=dimN (I+ K')=my

ou my = 0, si k n’est pas une valeur propre du probléme de Neumann intérieur, donc
N (I + K)={0}
L’existence des solutions pour le probléme de Neumann intérieur et Dirichlet extérieur

sont établies par les deux théorémes suivants :

Théoréme 3.5.4 Le probleme de Neumann intérieur est résoluble si et seulement si

/ugdv =0,
r

pour toute u solution de probléme de Neumann homogéne intérieur.

Théoréme 3.5.5 Le probléeme de Dirichlet extérieur est uniquement solvable.
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3.6. Application

On introduit maintenant ’espace linéaire

Vo= {?‘F,UER(Q),AU—FKJZU:OC&LHS Q,v =0 sur F}.
n

Le noyau de lopérateur (I — K’) correspond aux solutions du probléme de Dirichlet

homogéne intérieur et on énnonce le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.6 N (I — K') = V.On applique l’alternative de Fredholm, on a :

dimN (I - K')=dimN (I - K)=mp

ot mp = 0 st K n’est pas une valeur propre du probléme de Dirichlet intérieur.

Théoréme 3.5.7 Le probléme de Dirichlet intérieur est résoluble si seulement si

ov

pour toute v solution du probléme de Dirichlet homogéne intérieur.

Théoréme 3.5.8 Le probléme de Neumann extérieur est uniquement résoluble.

3.6 Application

L’intérét d’'une sonde sphérique pour la détermination des trois composantes du vecteur
intensité acoustique a été montré dans il]. La connaissance analytique des phénomeénes
de diffraction autour de la sphére dans le cas d’'un champ d’ondes planes ou d’ondes

sphériques a permis de mettre au point des algorithmes conduisant & la connaissance
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compléte du champ acoustique non perturbé. Comme pour 'intensimétrie traditionnelle
par différences finies, ces derniers s’appuient sur des mesures de phases.

La direction de propagation ou encore les cosinus directeurs du vecteur intensité acous-
tique peuvent étre déterminés jusqu’a 12500 Hz.

A ces fréquences, les phénomeénes de diffraction ne relévent plus simplement de la
sphere de mesure mais de toute la sonde. L’approche analytique n’étant plus possible
pour cette géométrie complexe, la présente étude propose une approche numérique basée
sur I’équation intégrale de Helmholtz.

Le but de cette étude est double :

- Dans un premier temps, ce calcul permet de quantifier les perturbations dues & la
poignée et ainsi de connaitre les limites de la géométrie présentée au lér Congrés Francais
d’Acoustique [13].

- Dans un second temps, une optimisation de la forme de la poignée conduisant a
une erreur minimale est proposée. Méme si ce calcul est limité & 10 kHz pour les raisons
présentées dans la partie suivante, ces enseignements restent valables dans tout le domaine

de mesure.

3.6.1 Reésolution par équation intégrales

Les phénomeénes de diffraction des ondes acoustiques peuvent étre mis en équation sous
forme intégrale par une combinaison de potentiels de simple et double couche.

Soient p, la pression diffractée par 'obstacle et p; la pression incidente. La fonction
de Green s’écrit:

¢H||37P|

G (M, P) (3.6.1)

S représente la surface de 1'obstacle, €2; et €2, les domaines intérieur et extérieur.

/S {Pd (P) QG% P _ a];dg \a o, P)} ds = vPy (M) (3.6.2)

avecv:OsiMGQi,vzlsiMGQe,v:%siMeS.
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L’étude étant réalisée dans I’hypothése d’un champ incident d’ondes planes, le
gradient de pression sur ¢ est donné par:
0P, (P) OP; (P)

Gn = " om (3.6.3)

L’intérét principal (3.6.3) du polyedre (approximation de la surface ¢ en éléments
plans) est d’annuler les termes G;; (3.6.6) ; En effet, le calcul de ces termes entrainent des
difficultés lors du découpage de ¢ en éléments de surfaces gauches.

La pression ainsi que la composante normale de son gradient sont approximées par des
distributions constantes par morceaux.

La pression diffractée en chacun des points p, , centre de gravité des mailles est alors

solution du sytéme d’équations linéaires suivant:

1 OP,
(50 fe1) 1pa = 0oy | 52 (3.6.4)
avec pour i # j
P, P
Gij = /Mdfj M;; = /G(Pl,P) de; (3.6.5)
c (9nj c
pour ¢ = j

Pour certains nombres d’ondes &', le noyau de I’équation (3.6.2) devient singulier. Au
contraire de géométries simples, comme la sphére ou le cylindre, il n’est pas possible ici
d’exprimer analytiquement ces fréquences. Schenck (3.6.4) a montré que ces valeurs k&’
sont celles pour lesquelles le probléme intérieur de Dirichlet (3.6.7)admet

une solution non triviale.

APd<M)+]€/2Pd(M):O pour M € €;
Py(M)=0 pour M € ¢

(3.6.7)

Pour remédier a ce probléme, de la méme fagon que (3.6.3), des points a l'intérieur du

solide sont utilisés pour surdéterminer le systéme. Cette technique bien adaptée pour les
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premiers nombres d’ondes caractéristiques, sera moins satisfaisante au dela de 10 kHz. En
effet, la densité plus grande de fréquences caractéristiques entrainera une surdétermination
plus importante et donc un conditionnement du systéme de plus en plus délicat.

En outre, le faible rayon de la tige (figure 1) donne a la sonde un comportement
semblable & celui de deux obstacles cote a cote (spheére + poignée). L’apparition de di-
vergences au voisinage des nombres d’ondes caractéristiques dépendra alors de I'incidence

de l'onde.

3.6.2 Diffraction par la sonde 3D

Le maillage de la sonde a été réalisé a 1’aide de triangles, de trapézes et de rectangles;
L’utilisation de ces différentes formes a permis d’obtenir des mailles de surfaces compa-
rables. La surface de la sphére est approximée par 55 triangles et 5 trapézes assurant le
raccordement avec la tige. Le maillage de la totalité de la sonde en 295 éléments (figure

1) est suffisant pour satisfaire les hypotheses dans la partie précédente.

as] «=] EEEEEEEEEEH @& ]

L

=2

La méthode présentée dans § I permet de calculer la pression diffractée a la surface
de la sonde ainsi que la pression mesurée par chacun de six microphones.

Soient p,,, et p,,s , les pressions mesurées respectivement pour la sonde totale et pour
la sphére seule.De la méme facon, Ap, et Ap, représentent le déphasage entre deux
microphones d’'un méme axe de mesure.

Les perturbations engendrées par la poignée sont alors représentées par les grandeurs

K et p:

P
K =20log ||P t|‘ v =Ap, — Ap, (3.6.8)

L’évolution de ¢ avec I'incidence de 'onde montre que les ondes provenant de .I’avant

dans I'axe de la tige (figure 2) sont beaucoup plus perturbées que celles provenant de
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larriere (figure 3). Le facteur K évolue de fagon similaire avec des variations maximums
de + 2.5db.

Cette évolution en fonction de l'incidence de I'onde est vérifiée expérimentalement
(figure 4 et 5). Deux raisons expliquent ’écart entre les deux courbes de la figure 5:

- de multiples réflexions non maitrisées entre la sonde et le haut-parleur,

- I'hypothése de 'onde sphérique serait ici plus réaliste [14].
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3.7 Conclusion

Cette étude a permis d’analyser la propagation des ondes acoustiques en présence d’un
obstacle, & travers I’équation de Helmholtz et les méthodes des équations intégrales. La
fonction de Green et la théorie du potentiel ont joué un réle essentiel dans la reformulation
du probleme et dans I’étude rigoureuse de 'existence et de I'unicité de la solution, sous
des conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann.

Cette approche a permis de simplifier le probléme en le placant dans un cadre théorique
plus accessible a ’analyse, notamment dans les domaines non bornés, ot la condition de
radiation de Sommerfeld prend toute son importance. Ces résultats offrent une base
théorique solide pour la compréhension des phénomeénes ondulatoires et ouvrent la voie a
des applications futures dans divers domaines tels que la physique et I'ingénierie acous-

tique.
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