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Abstract

It is remarkable in recent years that the field of fractional calculus has been the subject
of much research by many mathematicians, because of its effectiveness in describing

physical phenomena such as rheology, viscoelasticity, electrochemistry;,... ,etc.

In this note, we give an introduction to fractional calculus then study a fractional
problem and establish some existence results, while our analysis is based on the fixed
point method and especially the method of upper un lower solutions based on the

theorem of Schauder fixed point theorem.



Résumé

Il est remarquable ces derniéres années que le domaine du calcul partiel ait fait
’objet de nombreuses recherches par de nombreux mathématiciens, du fait de son
efficacité a décrire des phénomenes physiques tels que la rhéologie, la viscoélasticité,

I’électrochimie,... etc.

Dans ce mémoire, nous donnons une introduction au calcul fractionnaire puis étu-
dions un probleme fractionnaire et établir quelques résultats d’existence, alors que
notre analyse est basée sur la méthode du point fixe et et spécialement la méthode

des sous et sur solutions basé sur théoreme du point fixe de Schauder.
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Introdutioin

L’analyse fractionnaire est une branche de I’analyse mathématique qui étudie la

possibilité de définir des puissances non entieres des opérateurs de dérivation et
7 Z . 2z . 2z . 7 . . .

d’intégration. Ces dérivées ou intégrations fractionnaires entrent dans le cadre plus

général des opérateurs pseudo-différentiels.

Par exemple, on peut se demander comment interpréter convenablement la racine
carrée v D = D2 de l'opérateur de dérivation, c’est-a-dire une expression d'un certain
opérateur qui, lorsqu’elle est appliquée deux fois a une fonction, aura le méme effet

que la dérivation.

Plus généralement, on peut examiner le probleme de définir D* pour des valeurs
réelles de «, de telle sorte que lorsque a prend une valeur entiére n, on récupere la

dérivation n-ieme usuelle pour n > 0 et la meme chose pour l'intégration.

Il'y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons souligner

quelques unes, a savoire 'approche de Riemann-Liouville et 'approche de Caputo.

Le but de ce travail est une initiation a 1’étude de quelques problémes fractionnaires
alors que notre analyse est basé sur la théorie de point fixe pour établir nos résultats
d’existence. Apres des généralités, notre étude va s’articuler sur trois points. Tout
d’abord, nous rappellons quelques théorémes de point fixe apres étudier un exemple
d’application en appliquant les théorémes de point fixe. Dans la 2éme partie, nous
définissons les intégrales et dérivées fractionnaires, apres avoir introduit tous les
éléments nécessaires. Enfin, avant de conclure, on présente des théoremes d’existence

et unicité de quelques problemes fractionnaires.



Chapitre 1

Théorie de point fixe et exemple

d’application

1.1 Rappel et quelques notions sur la théoire de point
fixe

Aujourd’hui la théorie du point fixe se rencontre pratiquement dans tous les domaines
de la recherche en mathématiques et spécialement quand on étudie l'existence et
I"unicité de la solution des équation différentielles. L'objectifs de notre travail est
d’exposer cette méthode de point fixe et d’expliquer, par des exemples concrets, ses
applications et illustrer quelques avantages d’appliquer le principe de I'application

contractante et le théoréme de point fixe de Schauder.

Définition 1.1.1. (Point fixe) Soit A une application d’un ensemble X dans lui méme.
On appelle point fixe de A tout point y tel que Au = y. Sl existe un tel y on dit
que A posseéde un point fixe, ce qui est équivalent a dire que 'équation Ax —x =0

possede une solution.

Définition 1.1.2. Etant donnés deux espaces métriques (X,d) et (Y,p) et une appli-
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cation A: X — Y. Alors
(i) A est k-lipschitzienne si Vy,v € X,p(A(y), A(v)) < k.d(y,v),
(ii) sik =1, A est dite non-expansive,
(iii) si k < 1, A est dite contractante,
(iv) A est contractive siVy,v € X,y # v,0(A(y), A(v)) < d(y,v).

On a les implications suivantes :

A contractante sur X = A contractive sur X =
A non-expansive sur X = A l-lipschitzienne sur X =
A uniformément continue sur X = A continue sur X.

Proposition 1.1.3
Soit (X,d) un espace métrique et soit A une application A : X — X. Si A est contractive sur

X, elle ne peut avoir qu’un seul point fixe.

Théoréme 1.1.4
(Théoréme du point fixe de Banach) Soit X un espace métrique complet, soit S une partie
fermée de X, et soit A : S — S une application contractante de constante 0 < k < 1 telle que
A(S)CS.Ona:

(i) Existence et unicité : il existe y € S un point fixe unique de A, i.e., A(y) =y.

(ii) Algorithme de calcul : la suite (yn)n>0 de points de S telle que y,11 = A(yn) et
Yo € X (choisi arbitrairement ), avec AV =Tdx, A" =AoAo..oA(itéréde A), et
Yn+1 = A(vo).

(iii) Estimations de l'erreur : ¥n >0, 0ona :
(iii — 1) Estimation a priori : d(yn,y) < £5d(yo,y1)-
(iii — 2) Estimation a posteriori : d(y,41,Yy) < ﬁd(yn,y).

(iv) Vitesse de convergence : d(y,+1,y) < k.d(yn,y).

Remarque 1.1.5. Ce résultat est parfois appelé théoreme de point fixe des contractions, on
trouve également dans la littérature : théoréeme de Banach-Picard, théoréme de Banach-
Caccioppoli,...

Remarque 1.1.6. Ce théoreme représente en quelque sorte un idéal du point de vue de
I’analyse numérique. En effet, on a I'existence et 1'unicité et un algorithme de calcul
stable qui donne la solution (unique). De plus, on dispose de deux majorations, a

priori et a posteriori, de I’erreur et de la vitesse de convergence.
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Théoréme 1.1.7
(Schauder) Soit X un espace de Banach, et M une partie non vide, convexe, bornée et fermée

de X. Alors toute application compacte M — M admet un point fixe.

Théoréme 1.1.8
Soit X un espace normé, © #= M C X convexe et V C X relativement compacte. Alors toute

application continue M — V admet un point fixe.

Définition 1.1.9. Soit (E,d) un espace métrique. On dit que (E,d) est précompact (ou
bien : totalement borné) si : pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini de E par
des parties finies de E dont le diametre est inférieur a e. Une partie A de E sera dite

précompacte dans (E,d) si le sous-espace métrique (A,d4x 1) est précompact.

Définition 1.1.10. Soit (E,d) un espace métrique. Une partie A de E sera dite relative-

ment compacte dans (E,d) si la ferméture A de A est compacte.
Proposition 1.1.11

Soit A un sous-ensemble d’un espace métrique X. Alors :

(a) Si A est relativement compact, A est précompact.

(b) Si A est précompact et X est complet, A est relativement compact.
Théoréme 1.1.12

(Ascoli-Arzela) Soit X = Cla,b] co < a < b < oo, muni de la norme ||.||,,, M C X. Si
M est

(i) uniformément borné, i.e., Ir > 0tq ||ul|, <rVu e M,

(ii) équicontinu, i.e. Ve > 0,36 > 0 tel que
lx —y| <detye M= |u(x) —u(y)| <e,
alors M est totalement borné (précompact).

Définition 1.1.13. Soit X est un espace de Banach. un ensemble non vide convexe et
fermé P C X est appellé cone s’il satisfait les deux conditions suivantes :
(i) x € P, A > 0 implique Ax € P.

(ii) x € P, —x € P implique x = 0.
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Théoreme 1.1.14 (Théoreme de Guo-Krasnoselskii)
[5llsoit X un espace de Banach et K C X un cone. ()1, )y sont deux ouvers de X avec
0e) C 0_1 C 0.

Soit T : KN (Q\ () — K un opérateur completement continu tel que :
(i) Tu % u for any u € KN oQy and Tu # y for any u € KN 9y,

ou bien

(ii) Tu % u for any u € KN 9Oy and Tu £ u for any u € KN 9.

Alors T possede un point fixe dans KN (Qp\ Q).

1.2 Quelques resultats d’existence pour un probleme
aux limites

1.2.1 Fonction de Green associée a un probleme periodique

Considérons le probléme périodique suivant :

(1.1)

oll w est une constante, si w # 1,2, ..., alors la fonction de Green du probléme (1.1) est

donnée par

sinw(t—s)+sinw(2m—t+s)
G(t,s) = o—cos2wm) —» 0S8 S tE<27, .
o) = sinw(s—t)+sinw(2r—s+t) 0<t<s<? .
2w(1—cos2wrr) P USTSSS 2T

La recherche de la solution de (1.1)) revient a chercher un point fixe de 1’opérateur

suivant :

21
Ty(t) = [~ Glts)fsy(s))ds.

Nous montrons avec le principe de contraction de Banach 'unicité de la solution. Si

1 b . . 1 .~
f est k-lipschitzienne, alors (1.1) a une seule solution si k < , ou
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27
Y= max/ G(t,s)ds.
0

0<t<2m

Soit
_sinwx + sinw (27 — x)
 2w(1 — cos2wrt)

G(x) , x €10,2m].

Alors, G est croissante sur [0, 77], décroissante sur [77,277] et G(t,5) = G(|t — s|).

D’ou

sinwr
(1 — cos2wr)

sin2w7t

, t,s€10,2m|.
2w(1 — cos2w) s € (0,27]

= G(0) < G(t,s) < G(m) = —

De plus, G(t,s) est positive sur [0,277] % [0,277] pour 0 < w < 1/2 etlorsque la fonction

de Green est positive, on peut toujours trouver son minimum N et maximum M.

Définissons un coHne K comme suit

K= {y e Clo.27d, min y(t) > 1 [yl } (13)

0<t<

Ensuite, par le theoremel.1.14{du point fixe de Krasnoselskii, nous pouvons établir
I'existence et la multiplicité des solutions positives. Cependant, si w = 1/2, alors

la fonction de Green est nulle pour t =s. N = 0 va nous empecher d’appliquer le
theoréme|1.1.14{sur le cone K défini par (1.3).

En résumé, dans le cas o1 la fonction de Green associée au probleme posé est zéro

sur un ensemble de mesure nulle, on peut pas travailler sur le cone standard K.

Apres cette petite introduction pour étudier le probleme (1.1). Nous allons presenter

le travail de R. Greaf et al comme un exemple.

Soit le probleme aux limites suivant

y' +R(y=gt)f(y), 0<t<2m,

(1.4)
y(0) =y(2m), y'(0) = y'(27).

Sans I’hypothese que la fonction de Green associée au probléme ci-dessus est stricte-

ment positive (nonnégative), nous ne demandons que
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B = min /Oznc(t,s)dt>0. (1.5)

0<s<2m

De cette derniere. On définit alos un cone E sur lequel appliquer le theoréme|1.1.14

pour prouver l'existence de solutions positives du probleme (1.4).

27T

E= {y € C[0,27], y(t) > 0 et /0 y(t)dt > % ||y||} (1.6)

ou

M= max |G(t,s)].

0<s<2mm,0<t<L21

1.2.2 Solutions positives non triviaux

Les hypothéses utilisées pour établir 1’existence de solutions sont les suivantes :

(H1) f:]0,00) — [0,00) est continue,
(H2) g:[0,1] — [0,00) est continue et 7 = ming<¢<2,g(t) >0,

(H3) f:]0,00) — [0,00) est convexe et non décroissante.

Nous introduisons la notation suivante :

i I e f i W)
Jo=imy Ty et =Ty

Théoréme 1.2.1
Supposons que (H1) et (H2) sont vérifiées, alors si :

(a) fo=o0et foo =0,.
ou bien
(b) fo=0, foo = co et (H3) est vérifiée.

Alors a au moins une solution positive non triviale y(t) > 0.

La démonstration est basée sur le théoreme du point fixe de Guo-Krasnoselskii|l.1.14
dans le cone E qu’on a définit par (1.6).

Lemme 1.2.2
T : E — E est stable.



CHAPITRE 1. THEORIE DE POINT FIXE ET EXEMPLE D’APPLICATION 13

Démonstration. Soity € E . Alors

27 2 p27
/0 Ty(t)dt = /02/0 G(t,s)g(sz)f(y(s))dsdt
= [ s fwe) [ Gltsaas

]-
y y

D’autre part,

27 27
Ty(t) = [ Glt,s)g(s)f(y(s))ds < M [~ g(s)f(y(s))ds pour tout t € [0,27

D’ou
27 [3

Par conséquent Ty € E. O

Lorsque f est continue, nous pouvons définir la fonction f* comme suit

f(y) = max {f(z)}.

0<z<y
Lemme 1.2.3 ( [6])
Si f est continue. Alors fy = fo et f& = feo

Preuve de Theoreme[1.2.10 A 'aide du Théoréme de Ascoli Arzela, nous prouvons que

T est un opérateur compact.

Nous noterons

Q, = {y € Clo,2n], yl| <r}.

Partie (a). D'apres que fp = co,nous pouvons choisir 71 > 0 suffisamment petit pour

que

f(y) > 8y poury <r

ot § satisfait f276/(2Mrt) > 1 avec  défini dans (H2).Nous montrons maintenant

que Ty £ y pour tout y € KN 9O)y.
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En effet, s'il existe y; € 00} tel que Ty; <y, alors de (1.5) et la définition de 7, on a

1 27
lvall = 1Tl = 5= [ T (s

27 27T
> o [T5Ofn) [ Gl s)ids
> B py(s))ds
- 21 Jo

27
> i—’f/o y1(s)ds
> BIOP )

2

> fﬂ?\i||y1||>71

D’ot la contradiction.

Lorsque fo =0, ona d’aprés le Lemme que limy 0 f*(y)/y = 0. Par conséquent,

il existe 1, € (r1,00) tel que

* r2
ry) < —.
Fr2) < g

Nous prouvons que Tu # y pour tout y € KN aQ),. S'il existe y € 90, tel que Tuy >y,

alors

ly2|l < || Ty2l| <2M||g|| f*(r2) <72

d’ot1 la contradiction. De la premiere partie du Theoreme(1.1.14) T a au minimum un

point fixe dans KN (Qy\ Q). Il est evident que y(¢) > 0 est une solution non triviale
de (1.4).

Partie (b). Lorsque fo = o0, nous pouvons choisir r, > 0 suffisamment grand pour

f(%rz) > %72,

que

ou 0 satisfait g250/(2Mrm) > 1.

Nous montrons que Ty £ y pour tout y € KN aQ),. S'il existe y € 00, tel que Tyz <y,

alors
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1 2r
lvall = Tyl 2 5 [ Tva(at

o | 8O 2(6)) [ Gt )atas

27 Jo

B ™ ¢ y5(s))ds

27T Jo

Par conséquent, compte tenu de (H3) et de I'inégalité de Jensen, nous avons

el = B2 ([ vatsras)

> (£l
> ﬁﬂf<ﬁ )

D’ot la contradiction.

Lorsque fy = 0, le Lemme (1.2.3) implique limy_,o f*(y)/y = 0. Alors, il existe r; €
(0,77) tel que

r

F) < engl

Nous montrons que Ty # y pour touty € KN Q). S'il existe y1 € 90 tel que Ty >y,

alors

[yall < I Tyall = 27eM|[g]| f*(r1) <71

d’ot1 la contradiction. De la deuxiéme partie du Theoreme(1.1.14} T a au minimum un

point fixe dans KN (Qy\ Q). Il est evident que y(¢) > 0 est une solution non triviale
de (1.4).
En resumé, si les hypotheses (H1), (H2) et (H3) sont vérifiées, alors a au moins

une solution positive non triviale y(¢) > 0. O

Exemple 1.2.4. Considérons le probleme aux limites (I.T) o1 0 < w < 1/2, ¢ est une

fonction positive continue sur [0,27], quelconque et f (y) =y*aveca € (0,1) U (1,00).
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Nous affirmons que (1.1) a une solution non triviale y(t) > 0.

Dans ce cas,
2sin?wrr

= 0
b w2(1 — cos2mtw) ~

Avec le choix ci-dessus de fonctions f et g, on voit que (H1) et (H2) sont satisfaites,

et de plus (H3) est vérifiée si w € (1,00).
On peut voir que

fo=oet foo=0sia € (0,1). De la partie (a) de Theoreme (1.1) a une solution
non triviale y(t) > 0.

Et

fo=0et foo =c0osia € (1,00). De la partie (b) de Theoreme (1.1) a une solution
non triviale y(t) > 0.



Chapitre 2

Introduction au calcul fractionnaire

La dérivation numérique d’ordre fractionnaire remonte a diverses correspondances
entre Leibniz, Guillaume de I’'Hospital et Johann Bernoulli a la fin du 17éme siecle.
Mais ces grands pionniers se sont heurtés a un paradoxe. On pourrait penser que cette
recherche de dérivation fractionnaire est une question de mathématiques "pures" sans
intérét pour 1'ingénieur. Par contre, on voit bien a travers un exemple l'introduction

naturelle d'une intégrale d’ordre un-demi.

Plusieurs mathématiciens ont contribué a 1’élaboration de la théorie de la dérivation
d’ordres non entiers et différentes définitions de 1’opérateur fractionnaire ont vu le
jour. Les plus familiéres sont celles de Caputo, de Griinwald-Letnikov et de Riemann-
Liouville. Pour la compréhension de cet opérateur, il est impératif de définir quelques

fonctions et notions de base.

2.1 Fonctions spéciales

L'une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma
d’Euler. Son interprétation est simplement la généralisation de la factorielle de n (n!)

car elle permet a n de prendre des valeurs non entieres et méme complexes.

17
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2.1.1 Fonction Gamma
Définition :

La fonction Gamma pour un nombre complexe z de partie réelle strictement positive

est donnée par 'intégrale suivante :
(e°]
I'(z) = / e '#71dt, Rez>0),
0

Voici quelques propriétés intéressantes de la fonction gamma.

Propriétés :

1. T(z4+1)=2(z),Rez>0
2.T(n+1)=nl'(n) =nl,VvneNcarI(1)=1

La premiere propriété vient de l'intégration par partie de la fonction Gamma. En
effet,
F(z+1)= / t?e”t = lim [—tze*t]g‘ + z/ t*~le~tdt = 2I'(z).
0

0 A—o0

Pour la deuxiéme, il suffit de remarquer que pour z =1, I'(1) vaut 1 et d’utiliser la

premiere propriété pour les n > 0

Représentation limite :

La fonction gamma se présente aussi sous forme de limite

r y n'n*
(2) _zl—>noloz(z—|— 1)...(z+n)

On introduit, pour la démonstration de cette formule, la fonction auxiliaire

fu(z) = /On (1 — %) 1t (2.1)

On substitue t/n par T puis on répete 1'intégration par parties pour avoir

fu(z) = n* /0”(1 — )" ldr

, Rez>0.

z

n n
= —n/ (1—1)" 7%t
z 0
- ! /n 1T
z(z+1)...(z+n—-1) Jo
n'n?

z2(z+1)...(z4+n—-1)(z+n)
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La limite de la fonction f, comme définie dans (2.1) donne bien la fonction Gamma.

2.1.2 Fonction Béta

Pour alléger l'écriture de plusieurs fonctions, il est plus commode d’utiliser une
fonction nommé Béta qu'une combinaison de valeurs de la fonction Gamma.
Définition :

La fonction Béta est définie pour deux variables complexes de parties réelles positives

comme suit

1
B(z,w) = / 11 -1)*dr, (Rez>0,Rew >0).
0

Propriétés :

Pour des variables z et w a parties réelles non négatives on a les relations suivantes :

1. B(z,w) = rr((zgi%)

2. La symétrie : B(z,w) = B(w, z).
En effet, afin d’établir une relation entre la fonction Béta et la fonction Gamma nous

introduisons la fonction h
t
hyw(t) = / 711 — 1)v 1dr,
0

ainsi que sa transformée de Laplace H. Comme /h est une convolution de deux

fonctions t*~1 et t*~1, H n’est autre que le produit des transformées des deux.

I[(z) T(w) T(z)T(w)

Hsz(s): iz gW - gztw 7

Il est possible d’obtenir la fonction d’origine h par la transformée inverse de Laplace

de H car I'(z)I'(w) est une constante. D'une part 1'unicité de l'inverse donne

r(z)r(w) terwfl

he(t) = I'(z+w)

7

et comme h; 4, (1) = B(z,w), alors on aboutit a

T(z)T(w)

B(z,w) = Tt w)
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De cette derniere relation, on déduit que

B(z,w) = B(w,z).

Représentation intégrale :

Elle peut prendre aussi les formes intégrales pour x,y € R
/2
B(x,y) = 2/ sin? 19 cos? 164,
0

et
tx—l

= ————dt.
B(X;y) /0 (1+t)x-|—y
Elle satisfait des équations fonctionnelles telles que :

_ Yy
B(x,y+1)= —x+yB(x,y),
T
Blxy) Blx+y1-y)= xsin(7ty)’

1
B(x,x) = 21_2"B(§,x).

I existe d’autres fonctions spéciales [3] connues et utilisées dans le calcul fraction-
naire comme celle de Mittag-Leffler qui a le méme role que I’exponentielle dans les

équations différentielles.

2.1.3 Fonction de Mittag-Leffler
Définition :

La fonction Mittag-Leffler généralise la fonction exponentielle comme suit ([3])

() Zk
Ea'ﬁ(z):k;om, (0(>0,ﬁ>0).

Propriétés :

Cette fonction a été introduite par G. M. Mittag-Leffler [3] et étudiée aussi par A.
Wiman [3]. Les deux parameétres de cette fonction jouent un réle important dans
le calcul fractionnaire. Elle a de nombreuses propriétés et relations avec d’autres

fonctions. Nous citons entre autres
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1 E1,1 (Z) = BZ,
|
2 El,Z(Z) = .
Z_1—
3 E1,3 Z)—e 2 Z,
4. Et en général

5. Ep1(z%) = cosh(z),
6. EZ,Z(ZZ) — sinhz’

z

On vérifie rapidement que les propriétés précédentes sont vraies car

[e0]

zk
LD kzo K
o 1.2, k1 e —1
E1,2 Z = = — =
(2) ];)I"k+2 z,;)(k—kl)! z
ad zk 1 Zk+2 c—1—z
Fia(z) = kz T(k +3) z_Zkg k+2)'_ z
) 00 ZZk 00
Ey1(z°) = Z (2k+1 —cosh (z)
k=0
) 00 ZZk 1@ 2k+1 )
Exp(z°) = Z —T(Zk T2z —(Zk 1) = (sinhz)/z

Pour B =1 on retrouve la fonctlon Mittag-Leffler a un parametre

00 k

Ex1(z) = ;m = Eqa(z), (a>0).

214 Transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil tres simple d’emploi pour résoudre les pro-
blemes d’évolution ( équations différentielles, équations aux dérivée partielles,
équations intégrales). Par cette tansformée, les équations différentielles deviennent
des équations algébriques, tandis que les équations aux dérivées partielles se trans-
forment en des équations différentielles. Il en résulte une simplification effecace des

problémes qui permet souvent leur résolution analytique.

On rappelle qu'une fonction f définie sur (0,00) est dite "d’ordre exponentielle 2" s'il

existe des constantes M et T telles que

e f(H)] <M, Vte (0,00).
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Si f est de plus intégrable alors sa transformée (L f)(t) nommée transformée de Laplace

existe pour tout s de partie réelle supérieure strictement a a

(LHE) = [ feear

On aura 'occasion d’écrire la transformée inverse unique de Laplace d"une fonction

F lors de la résolution des EDFE.

Notation 2.1.1.

E(s):=(Lf)(s), G(s):=(£g)(s)-

On cite, sans démonstration, quelques propriétés élémentaires connues et simples a

vérifiées.

Propriétés :

Linéarité : (L(c1f + c28)(s) =c1F(s) + c2G(s), Res>a.
1
At _
(L(e )(s)— T Re s > a.
Translation : £ (e f) (s) = F(s —a), Re(s—A)>a.

Dérivation : £ (f') (s) = sF(s) — f(0+), Res>a.

L ( f(”)> (s) =s"E(s) —s" LF(0T) — ... — f*D(0F), Res>a.
t

Intégration : £ (/o f(T)dT) (s) =F(s)/s, Res>a.

L) (s) = % > 1.

L (cosAt) (s) = 524—% Re's > Re (—iA)

L (sinAt) (s) = serLAz Re's > Re (—iA)

c </Otf(t - u)g(u)du) (s) = F(s)G(s), Res>a.

L(F"f)(s)=(=1)"F"(s), Res>a.
n—p
s (tﬁflga,ﬁ(mw) (s) = Si — s <t
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2.2 Introduction de l'intégrale d’ordre 1/2

On se donne l'intervalle [0, +oco[ pour la variable d’espace x. On suppose la variable
t positive et on se donne une constante de diffusion y strictement positive et une
fonction f(t) qui pour cet exemple ne dépend que du temps. On cherche une solution

u(x,t) solution du probleme de la chaleur suivant :

ou 0%u

- - Y— = > .
5 (x,1) H (x,t)=f(t), t>0, x>0, (2.2)
u(0,¢) =0, (2.3)
a—u(x,t) — 0, quand x — +-oo. (2.4)

ox

Les ingénieurs sont intéressés principalement par le flux de la chaleur ®(t) a la paroi,

donné par la loi de Fourier :

ou

O(t) = —H3y

(0,t), t>0, (4 étant un parametre strictement positif)
Le probleme précédent se résout a 1'aide de la transformée de Fourier en temps.
Notons par i(x,w) la transformée de Fourier de u(x,t) par rapporta f :
+oo ,
i(x,w) = / u(x,t)e dt,
—00
ou encore u est la transformée inverse de i/ donnée par

1

+0o0
» iwt
— , dw.
271'/ i(x,w)e™ dw

—o0

u(x, t) =

I1 s’ensuit que la dérivée par rapport au temps de u est

ou 1 [t ;

—(x,t) = — iwi(x,w)e” “tdw.

ot < ) 27 /—oo ( )
La transformée de Fourier de la dérivée en temps s’obtient en multipliant la trans-
formée de Fourier par l'expression iw, ce qui donne

Ju

T iwil. (2.5)

Soit j?la transformée du second membre. L’équation (2) du probleme devient simple-
ment : )

NP o TR

rwu — ym = f
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Notons aussi 1/z la détermination principale de la racine carrée, d"'un nombre com-

plexe de partie réelle positive. Re 1/z étant positive alors la solution de 1’équation (2)

14 iw iw
= %f—l— wexp <\/;x> + Bexp (—\/;x) .

Les conditions (3) et (4) nécessitent que & = 0 et que f = —1, on en déduit que

iu(x,w) = %f [1 —exp <—\/%x>] .

La dérivée de cette expression par rapport a x a la paroi (i.e. : x = 0) vaut

®(w) = —\/%ﬁ (2.6)

La quantité (6) comparée a (5) peut étre interprétée comme la transformée d’une

est

intégrale d’ordre un-demi de la fonction f a cause de la multiplication par (iw) 2.

2.3 Intégrale et dérivée fractionnaires

2.4 Intégrale et dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville

On définira dans cette section les intégrales et dérivées fractionnelles dans un inter-

valle fini.
2.4.1 Intégrale fractionnaire
Définition :

Soita € C,Rea >0et f € Lp(a,b). Les intégrales fractionnaires de Riemann-Liouville

d’ordre a € C notée I, et [ sont définies par

e e =

(x>a)

et

)= s [ A2 (b

Iy, (respectivement I; ) est dite intégrale fractionnaire d’ordre a« de f de borne

inférieure a (respectivement de borne supérieure b).
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Remarque 2.4.1. Quand o« = n € IN*, les intégrales précédentes coincident avec les inté-

grales n'®™e de la forme :

mnE = [an [Can. [T feat,

ST ACRURIOL

et

(Ip_f)(x) = /dh/ dty .. / f(tn)dty

= m/ (£ —x)"1f(t)dt

2.4.2 Dérivée fractionnaire
Définition :

Soit « € C, Rea > 0 et soit n = [Re a] + 1, [x] désigne la partie entiere de x. Les

dérivées de borne inférieure et supérieure d’ordre a sont données par :

0N = () W@ @>o

DN = (—) W) (<t

En particulier, si n € IN\ {0} alors

(Dy_f)(x) = (=1)"f"(x);
ott f(") (x) désigne la dérivée n'®™® ordinaire de f(x).

Si par contre a est un nombre complexe pur, alors Re « = 0 et & = 16 tel que 0 parcourt
IR*

ot e L (eno
. _ b
RO = e e s (£ <)

t— x)i
Apres ces définitions voici quelques propriétés des intégrales et dérivées fraction-

naires au sens de Riemann-Liouville
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Propriétés :

Sia et € Ctel que Re B > 0 alors

L (I (= )P ) () = g (x = )P (Rea>0);

2. (Dl (b= @) 1)(x) = il (x —@)f 1 (Rea>0);
3. (I8 (b= 0P 1) (x) = (s (b — )P (Rew>0);
)

4 (D (b= P 1) (x) = 5

Les quatre premieres propriétés se démontrent de la méme maniere. On se contentera

(b—x)P=*=1 (Rea>0).

donc de vérifier la 2™ pour a = 0, puis on citera dans le corollaire un résultat direct

de celle-ci.

Y B 1 d\" x th71dt
(D8 () = ﬁ(d—) /W

— B(,B/n_lx) d n—1—u
_ Bl (d_) oy
(D, (x) = r(ﬁr——ﬁ)Jr)(di) e

On a utilisé, pour cette démonstration, le changement de variable suivant t = xz et

pour les autres on a utilisé le changement de variable t —a = z(x — a).

Remarque 2.4.2. On note que les dérivées (D%, (t —a)P~1) et (DE (b —t)P~1) s'annulent
sia —Be€{0,1,...,n —1}. Ceci est dil au fait que r(+p) =0, VpelN.

Remarque 2.4.3. On peut vérifier que la dérivée fractionnaire d’une constante n’est pas

nulle, en général, et on a exactement pour 0 < Re o < 1

08 1)) = S o 1y - T

On remarque aussi que (D§ t*7™)(x) = L(a—m+1) (x"=™)(") est nulle pour des constantes

T T(n—m+1)
m e {1,2,...,[Re a] 4 1}. Ceci est vrai aussi pour (Dj_t*~")(x), d’ot les résultats

suivants :

Proposition 2.4.1. Soit Re @ > 0 avec n = [Re a] 4 1, I’équation (D5, f)(x) =0a une
famille de solutions f(x) =¥/ ¢j(x —a)*~ Javecej€ R (j=1,...,n) des constantes
arbitraires. En particulier, si 0 < Re @ <1 alors la solution de I'équation précédente

estcp(x —a)* L.
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Proposition 2.4.2. Soit Re « > 0 avec n = [Re a] + 1, 1’équation (Dj_f)(x) =0 a une fa-
mille de solutions f(x) = Y d;(b — x)*~J avec die R (j=1,...,n) des constantes
arbitraires. En particulier, si 0 < Re &« <1 alors la solution de I"équation précédente
estdy(b—x)* L.

Nous notons que les deux équations énoncées dans les deux derniéres assertions

sont des exemples d’équations différentielles fractionnaires simples.

2.4.3 Transformée de Laplace des dérivées et intégrales de Riemann-
Liouville

On a vu que l'une des propriétés de la transformée de Laplace est qu’elle transforme

le produit de convolution, et en particulier 'intégrale et la dérivée fractionnaire, en

un produit de transformées. L'assertion suivante introduit la transformée de Laplace

pour l'intégrale et la dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville, voir [4].

On rappelle tout d’abord la définition d’une fonction absoliiment continue.

Définition 2.4.1. On appelle ensemble de fonctions absolfiment continues qu’on notera

ACla, b] I'ensemble des primitives de fonctions sommables de L1 (a,b), i.e.
X
FeAC[ab] = 3ceR,3p e L(ab): f(x)=c+ / ¢(1)dt, Vx € [a,b]
a

et on définira AC"[a,b] I'ensemble des fonctions f continues a dérivées continues jusqu’a
Uordre n — 1 telles que f"=1) € ACla,b]

AC"[a,b] = {f e C"a,b): D" f € AC[a,b]}.

Proposition 2.4.3. Si f € AC"[a,b], f s’écrit sous la forme

x —a)k

_ 1 X n— n = (
F0) = Gy [, G0 0 @)

n—1
Lemme 2.4.1. Soienta € C:Rea >0et f € L1(0,b) pour b > 0. Soit aussi I’estimation

|f(x)] < AePo* (0 < x <b), pourRes > py

valable, pour des constantes A > 0 et pg > 0, alors

(LI f)(s) =s"F(s)
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Lemme 2.4.2. Soienta € C:Re a > 0et f € AC"[0,b], pour b > 0. Soit aussi |'estimation
|f(x)| < Beo* (0 < x <)

valable, pour des constantes B > 0 et g9 > 0, alors

n—1

(LDgy,f)(s) =5s"F(s) — kz sk(DS‘J:k_1 )(0+), pour Res > py
=0

2.4.4 Compositions d’opérateurs fractionnaires

La propriété du semi-groupe des opérateurs d’intégration fractionnaire découle des

résultats suivants développés par Samko et al. voir [4].

Lemme 2.4.3. SiRe a > 0 et Re > 0, alors les identités suivantes
(2 15, F) () = (TP ) (x) et (1) f) (x) = (7P f) (x) (2.7)

sont satisfaites presque partout dans [a,b], pour f € L,(a,b) (1< p < oc0). Enoutre,
sia + B > 1, alors les relations précédentes (2.7) sont vraies pour tout point de [a, b].

L’assertion suivante montre que 1’opérateur de dérivation fractionnaire est I'inverse

gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire.

Lemme 2.4.4. SiRea >0et f € Ly(a,b), alorsona
(Dot Lot f)(x) = f(x) et (DI f)(x) = f(x).

Par composition avec un opérateur d’intégration fractionnaire on trouve facilement

les relations suivantes :

Proposition 2.4.4. Si Re a > Re > 0, alors pour f € L,(a,b)
(D18 F) () = (15 P F)(x) et (D18 F)(x) = (1) ().
Particulierement, pour f =k € N etRea >k=a,0ona

(DI ) () = (1375f) (x) et (DU f) (x) = (=) (") (x).
Proposition 2.4.5. Soient « tel que Re w > 0 et m € IN. Si les dérivées fractionnaires
(D%, f)(x) (respectivement (D¥_f)(x)) et (D™ f)(x) (respectivement (Dj " £)(x))
existent, alors

(D™Dyg f)(x) = (Da™f)(x),
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(respectivement

(D"Dy_f)(x) = (=1)"(Dp =" f)(x))-

Pour présenter d’autres propriétés on a besoin de définir les espaces de fonctions

Iy, (Lp) et I} (L,) pour garantir I'existence des fonctions D, f et D} _f.

Définition 2.4.2. Les espaces de fonctions I, (L,) et I (L,) sont définis par

Loy (Lp):=={f:3¢p € Lp(ab),f =17, ¢}
et
I_(Lp):={f:3¢p € Ly(ab),f=1 ¢}

respectivement.

La composition de 'opérateur I, avec 'opérateur D7, est donnée par le résultat

suivant
Proposition 2.4.6. SiRe a > 0et f € If, (Lp), alors (If, D5, f)(x) = f(x)
Proposition 2.4.7. SoientRea >0, n = [Re a] + 1 et f,_o(x) = (/7" f)(x) I'intégrale

fractionnaire d’ordre n — a. Si f(x) € L1(a,b) et fy_a(x) € AC"|[a,b], alors on a la

relation suivante

(18D ) () = flx) - ) e L

j=1

Des deux dernieres propositions on aboutit a la propriété suivante.
Proposition 2.4.8. Soienta >0etp>0telsquen=[a]+1,m=[B]|+leta+p<net

soient f € L1(a,b) et fiu—o € AC™[a,b]. Alors on a la relation suivante :

(x — )]

(DD}, f)(x) = (D317 f) i Dy f)(a+) TA—a—j)

j=1

Preuve 1. Comme n > « + B, alors on utilise le lemme pour avoir
(D3 Dy f)(x) = DG DL, £) () = DM (115, Dy f) ()

Sachant que f € Ly(a,b) et fiu—o € AC™[a,b], on utilise le lemme 2.4.4| tout en substituant
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« par B pour trouver

(D8,DE, f)(x) = DMIL Pl - é(Dm e )
(D)) - é(D“[I“ O AT )
— (D5 () - §<D5Jf><a+><z>"[1” )
(D5, DEF)(x) = (DEEPF)() - Ji(Dfﬂf)(H)%-
OJ

On remarque que selon la définition de Riemann-Liouville I'opérateur de dérivation
fractionnaire ne peut pas définir un semi-groupe. Néanmoins, il existe d’autres
généralisations de la dérivation et de I'intégration basées sur différentes approches.
On a choisi celle de M. Caputo pour son utilité dans la formulation des problémes
appliqués. Cette approche permet de formuler des conditions initiales pour les

problemes d’ordres fractionnaires.

On définira dans cette section les intégrales et dérivées fractionnaires dans un inter-

valle fini.
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2.5 Dérivée fractionnaire de Caputo

2.5.1 Dérivée fractionnaire

L’opérateur de Riemann-Liouville jouait un rdle important dans le développement
du calcul fractionnaire et dans ses applications en mathématiques pures. Par contre,
les besoins de la technologie moderne requiert certaines révisions sur cette approche
pour pouvoir interpréter les conditions initiales telles que f(a), f'(a), etc. Dans
I'approche de Riemann-Liouville, les conditions initiales sont des limites de valeurs
des dérivées fractionnaires dont nous ne connaissons pas encore leurs interprétations

physiques.

Définition :

Dans cette section on présente des définitions et quelques propriétés de la dérivée
fractionnaire de Caputo. Soit [4,b] un intervalle fini de la droite réelle. Les dérivées
fractionnaires de Caputo, notées (“D%, f)(x) et (“D}_f)(x) d’ordre a € C tel que

Re « > 0 sont définies par

D3N = gy | =0

CDNW = 1o [

oun=[Rea|+1.

Elles sont aussi reliées aux dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville comme suit

i n—1 ¢(k) i
€D A0 = D f) - Y Wy 28)

!
= K

i n—1 ¢(k)
©pg f) = by |f- e -nr.

k=0

Ces définitions coincident si la fonction f € AC"[a,b] et]’équivalence peut étre démon-

trée en utilisant un théoréme de dérivation par parties adapté au calcul fractionnaire.

Dans les cas suivants, on a la dérivée fractionnaire de Caputo qui coincide avec celle

de Riemann-Liouville :

(“Dy, f)(x) = (D, f) (%) (2.9)
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si f(@) =y/(a) == " D(a) =Oet
(€D}_f)(x) = (D}_f)(x) 210
si f(b) = f'(b) =+ = f"- 1 (b) =0,

D’apres les derniéres relations entre 1’opérateur de Riemann-Liouville et celui de Ca-
puto (2.8), (2.9) et (2.10), on voit clairement qu’ils ont presque les mémes propriétés.

Propriétés :

Sia,pcCetRep>0,alors

1. CD, (t—a)f = {1 (t—a)f ! (Rew>O,Re p>n).

2.Dg (b— 1)t = Bl (b= (Rea>0,Re B) > n).

3. DY, (t—a)f=0etD} (t—a)k=0sik=0,1,....n—1.

4. CD¥ c=0et CDZ‘_C = 0, pour toute constante c.

Sia=0eta=nmn,alors
(“Dy ) (x) = y™ (x), (((D§_y) (x) == (=1)"y™(x) (x € RT).
Sia e R*,a € RetA € C alors on a, d’apres la propriété 2.17 de [1]
(CD§ M) () = A,

((“DiyEelA(t—a)"])(x) = AE[A(t—a)"].

2.5.2 Transformée de Laplace de la dérivée de Caputo

L’assertion suivante qui découle du lemme donne la transformée de Laplace de
la dérivée fractionnaire de Caputo “D¥,..

Lemme2.5.1. Soita >0,n—1<a<n (n€N)telquey<c C"(R*),y" €L(0,b) (b>
0), I'estimation du lemme est vérifiée pour y("), alors les transformées de La-
place Y (s) et (£[D"y]) existent et lim,_,oo(D*y)(x) =0, pourk=0,1,...,n —1.On a

la relation
n—1

(LEDGy)(s) =s"Y(s) — kZ%)S"‘“y(k)(O)-

En particulier, pour 0 < a <1

(LEDGy)(s) =s"Y(s) — s*y(0).
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Les transformées de Laplace précédentes appliquées a la dérivée de Riemann-
Liouville et Caputo nous permettent de résoudre quelques EDEF. Il existes bien évi-
demment d’autres transformées comme la transformée de Fourier par exemple et
des techniques analytiques ainsi que des méthodes numériques. La section suivante

est consacrée seulement a des exemples de résolution des EDF linéaires a coefficients

constants par la transformée de Laplace.
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2.6 Equations différentielles fractionnaires

Pour I'étude des EDF, il faut avoir des conditions initiales ou limites. Pour les équa-
tions différentielles ordinaire les conditions sont la valeur initiale ou la dérivée au
point initial. Cependant, pour les EDF a dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

sont définies par :
(DX*fY(a+)=by, breC (k=1,...,n),

ottn=[Rea]+1sia ¢ N eta=nsiacN.Lanotation précédente (D% *f)(a+)

désigne la limite de tous les points du voisinage de 4, (4,4 +¢), ¢ >0, comme suit :

(DST*)(a+) = lim (DiFf)(x), 1<k<n—1,
(DE"f)(a+) = lim (L) ()= () () sia#n,

(D) f)(at) = fla) sia=n.
Dans le cas ot1 0 < Re & < 1 les conditions précédentes prennent la forme :

(II7*f)(x)=b beC.

Les EDF a dérivée fractionnaire de Caputo ©D§ , quant a elles utilisent les dérivées
naturelles, i.e.
fR0)=b beC, k=0,...,n—1

Kilbas et Marzan ont étudié le probleme de Cauchy avec une dérivée de Caputo

d’ordre complexe « suivant :

(°D§, f)(x) =ylx, f(x)] a<x<b,
fOO)=b beC, k=0,..,n—1.

IIs ont établi I’équivalence entre le probléme

(D& F)(x) =Af(x)+y(x) a<x<b0<a<l
f(0)=beR,

et I’équation intégrale de Volterra de deuxieme espece de la forme

x):IEL(x—a /y x>0
ET(k+1) x—tl fx
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Maintenant, on résout une équation différentielle fractionnaire unidimensionnelle
non homogene a coefficients constant a dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville de la forme

m

ADEy(x) + Agy(x) = £(x) (x> 0) @11)
k=1

avecm € N*,0<Rea; <...<Rea,etAy,..., Ay € R, en utilisant la dérivée frac-

tionnaire de Riemann-Liouville Dp* y  (k=1,...,m).
Pour des fonctions y appropriées, par exemple y vérifiant les conditions de 1'un
des lemmes et (DE ™ yf)(0)=0, (k=1,...,n),latransformée de Laplace est
donnée par

(LD, y)(s) = sY(s).
Appliquons cette derniére a I’équation (2.11)

m
Ap+ Z Aystk
k=1

Y(s) = F(s).

Par la transformée inverse £~!, on trouve une solution de (2.11) sous la forme

y(x) = (5—1 [AO . ;é_) Aks,ka ().

Maintenant qu’on a la solution générale y, essayons de résoudre quelques exemples.

Exemple .1. On va résoudre par la méthode de la transformée de Laplace I'équation a

dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville suivante énoncée par [2] :
D! +aD/? +bD°| (1) = 0.
y(0) =co
(J'2)(0) = c1
oll ¢ et c1 sont deux constantes finies non nulles.
On transforme les deux membres de 1'équation
5Y(s) — y(0)] +a | L(DY2y)(1)] +bY(s) = 0.

/2
+

1/2

La substitution de la quantité £(D{/?y)(s) par sa valeur s'/2Y (s) — ( o4+ v)(0) dans

la derniére équation donne

[s —ast/2 4 b] Y(s) — y(0) — a(Ji/?y)(0) =0,
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Alors,

a -1/2

Supposons que la quantité y(0) + a(J'/?y)(0) est une constante finie non nulle. On

peut alors inverser la transformée de Laplace en utilisant les transformées de Laplace
de fonctions usuelles et compositions de fonctions élaborées précédemment. Il reste

une quantité a décomposer : s — as'/2 + b.

1 1 1 1
s—ast/24+b a—B\sl/2—n /28
On suppose que « et B sont les zéros distincts de s — as!/? + b. Inversant maintenant

1/2

S —

_ 1 _ 1 o _ 2
(£ {M} = (£7) {5—1/2(5 —a?) *3 —az} = t7V2E 1 o (a®t) + ae™ .

On trouve, apres quelques transformations simples, la solution y.

y(t) = [L71Y](t)
- C(thaﬁq [“eazt — BePt 4 1712 1 o (02h) — t_l/zELl/Z(ﬁzt)] '

Exemple 2. Soit 1’équation suivante avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo voir

[3].

(“DE.y)(x) —Ay(x) =0, x>01<a<2etAeR,
y(0) =co, ¥(0)=cr. @.12)
ou ¢y et ¢; deux constantes données.

Appliquons la transformée de Laplace a 1’équation précédente en tenant compte de

la valeur de la transformée de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, on aura

Y(s) = y(0) S 1y 02 (2.13)
YWy TV Wy '
On remarque que
x—1
N s
LIE (M) () =
et que
N =2
L[tE 2 (AtY)](s) = )

sont vérifiées si s~ *A < 1. Il ne reste qu’a remplacer les deux dernieres équations
dans (2.13)) et pour trouver la solution y de (2.12)

y(x) =y(0)En1(Ax") + y'(0)xEqa2(Ax").



Chapitre 3

Quelques resultats d’existence sur un

probleme fractionnaire

Ces dernieres années, les équations différentielles fractionnaires ont été d"un grand
intérét et il ya eu de nombreux résultats sur 1'existence et 1'unicité des solution de ce
type d’équations. Dans ce chapitre, nous allons principalement étudier I’équation

différentielle fractionnaire non linéaire suivante

D*u = f(t,u),0<t<1,u(0)=0, (3.1)

ol 0 < & < 1,D* est la dérivée fractionnaire de Reimann-liouville sans aucune exi-
gence monotone sur le terme non linéaire en construisant des fonctions de controle
supérieures et inférieures et en exploitant la méthode des sous et sur solutions.
L'existence et 1'unicité de la solution positive de 1’équation 3.1 sont obtenues par le
théoréme de point fixe de Schauder. D’autre part, nous soulignons que ce travail
est basé sur l'article qui présente bien l'utilisation de la méthode des sous et sur
solutions pour certains type d’équations différentielles fractionnaires non linéaires et
cette méthode est un outil puissant pour résoudre ces équations différentielles non

linéaires.
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3.1 Existence de la solution positive

Soit X = C[0,1] un espace de Banach muni de la norme sup et définissons

K={ueX:u(t)>0,0<t<1}.

Alors, Eq (3.1) est équivalente a I’équation intégrale

u(t) —L/t(t—s)“_lf(s u(s))ds,0<t<1 (3.2)
- T(a) Jo ’ e '

L’équation intégrale est également équivalente au probleme du point fixe
Tu(t) = u(t), u € C[0,1],

ou l'opérateur T : K — K est défini comme

(Tu) (t) = %/Ot(t )L f (s, u(s))ds,0 < £ < 1. (33)

o

Alors on aura le lemme suivant.

Lemme 3.1.1

L'opérateur T : K — K est compact.

Démonstration. L'opérateur T : K — K est est continu selon ’hypothese de non néga-

tifité et continuité de f(t,u). Soit M C K borné, c’est a dire qu'il existe une constante

St 4L,V >

pour tout u € M, on a

t
T 1= g [ (=9 s )i |
1 t
< Fay o 9 Sl |ds
L ot e
S W/O(t—S) 1dS
< #'X
- T'(1+a)

Ainsi,

Tu ||< ———.
I Tell< T
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Par conséquent, T (M) est uniformément borné.

Maintenant, nous allons prouver que 'opérateur T est équicontinu.

Pour chaque u € M, tout € > 0,t1,t, € [0,1],t] < t. Soit § = (er(zlzra) )%, alors quand

|ty —t1 | <dona

| Tu(ty) — Tu(tp) |=

1 b .
—m/o (ty — )" L f(s,u(s)ds|.

Alors
| Tu(t1) — Tu(t) |
f
_ﬁ /otl(tz = 8)" (s, u(s))ds - %a)/:(tz =) f (s u(s)ds
D’ou

| Tu(t1) — Tu(ty) |

= %/gtl((tl — )1 — (tp —s)* 1)ds
+ﬁ/:(t2 —5)* s

< Freal =+ ()]

< L(tz —t )“

=~ T(1+a) !

2

< Tara)® €

Par conséquent T (M )est équicontinue. Le théoréme d’Arzela-Ascoli implique que T
est compact. ]
Maintenant, soit f(f,u) : [0,1] x [0,+00) — [0,400) une fonction continue.

Pour tout u € [a,b],on définit la fonction de contrdle supérieure

H(t,u) = sup f(t7),

a<n<u
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et fonction de controle inférieure

h(t,u)= inf f(t,7).

u<ny<b

C’est évident qu’on trouve H(t,u) et h(t,u) sont monotones non décroissantes par
rapport u et
h(t,u) < H(t,u) < f(t,u).

Définition 3.1.2. Soient (¢

~—

,u(t) € K,b > u(t) > u(t) > a,satifaisant

1 st
D(f) > —— / (f — ) 1H(s,7(s))ds,0 < t < 1),
(a) Jo
et
1/t
Du(t) < c [ (1= 9)* Ths,u(s))ds,0 <t <1),
T'(a) Jo
alors les fonctions 7(t) et u(t) sont appelées respectivement sur et sous solutions de
I’équation 3.1}

Nous donnons maintenant les principaux résultats dans ce chapitre.

Théoréeme 3.1.3
Supposons que f(t,u) :[0,1] x [0,4-00) — [0,+00) est continue, et que U(t) et u(t) sont
les sur et sous solutions de I’équation alors ce probleme aux valeurs initiales admet au

moins une solution u(t) € C[0,1], de plus
u(t) <u(t) <u(t), t €[0,1].
Démonstration.  Soit
S={u(t) u(t) ek, u(t) <u(t) <u(t), t[0,1]},

muni de la norme

u ||= max |u(t)|,
]l = ma u()

alorsona || u || <b.

Ainsi, S est un sous-ensemble convexe, borné et fermé de 1’espace de Banach X.

D’aprés la compacité de 'opérateur T, il suffit de prouver que T: S — S.
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Pour tout u(t) € S,ona u(t) <u(t) <iu(t),alors

Tu(t) < %/ Y 1H(s,u(s))ds
< FL/ ) H(s,u(s))ds < a()
et
) > o [ (6= s (s, u(s))is
> e =9 s uas
> u(t)
Donc

u(t) < Tu(t) <u(t),

et d’apres théoreme de Schauder notre opérateur T admet un point fixe dans l'espace
S. En conclusion, notre probleme admet au moins une solution u(t) € C[0,1] et
u(t) < Tu(t) <u(t), t €[0,1]. O

Corollaire 3.1.4
Supposons que f(t,u) : [0,1] x [0,400) — [0,+00) est continue, et il exite kp > ki >
0,telques

ki < f(81) <k, (£,1) € [0,1] X [0, +00), (34)
Alors le probleme aux valeurs initiales ademt une solution positive u(t) € C[0,1].
De plus

k ko

mt“ § u(t) S mtlx

Démonstration. Par I’hypothése (3.2) et la définition de la fonction de controle, nous

avons
ki <h(t,1) < H(t1) <k, (t1)€[0,1] x [a,b].

Maintenant, on considére I"équation

D*w(t) =k;, w(0)=0. (3.5)
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évidemment, I'équation (3.3) a une solution positive

w(t) = ﬁ/{)t(t—s)“”kzds
o .
I'(1+«)

1t o
W/o (t — ) 'H(s,(s))ds

v

Alors que w(t) est une sur solution de 1’équation

De la méme fagon, on vérifie que v(t) = I*(kq) est la sous solution de 1’équation (3.1).
Une application direct de notre théoréme prouve que le probléme posé admet au
moins une solution u(t) € C[0,1] et de plus

k1 ko

e S “OSrarg”

Corollaire 3.1.5
supposons que f(t,u) :[0,1] x [0,+00) — [0,400) est continue,oit a est une constante
positive, de plus,

a< lim f(t,u)<+oo,te0,1]. (3.6)

u——+oo
Alors le probleme aux données initiales admet au moins une solution positive u(t) €
C[0,1].

Démonstration. D’aprés (3.6), il existe des constantes positives N, R telles que lorsque
u>R,ona f(tu)<N.Soit

C= max  f(t,u),

0<t<1,0<u<R
alors,
a<f(t,u) <N+C,0<u<+oo.
D’aprés le corollaire précédent, le probleme aux données intiales (3.1) admet au
moins une solution positive u(t) € C[0,1] et satisfait

c ., N+C

fra) ““OSrara” 37)

]
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Corollaire 3.1.6
Supposons que f(t,u) :[0,1] x [0,4+0c0) — [0,+00) est continue, oil a est une constante

positive, de plus,

t,
a< lim max M < 400, (3.8)
u—+00(0<t<1 u

Alors le probleme de valeur initiale a au moins une solution positive

u(t) € C[0,9],00 0 < d < 1.

Démonstration. D’apres

t,u

a< lim max M < 4-o00.
u—+000<t<1l U

Il existe M > 0 et C > 0, tel que pour tout u € X nous avons

f(tu(t)) < Mu(t)+C
Par la définition de la fonction de contrdle, nous avons
H(t,u(t)) < Mu(t) +C (3.9)
Ensuite, on considere 1'équation
D*u(t)=Mu(t)+C,0<a<1,0<t <1 (3.10)

L’équation est équivalente a I’équation intégrale

1t
u(t) = —— t— ) N (Mu(s) +C)ds,0 <t <1.
()= gy ) =) (Mu(s) + s, 0 <t <
Soit A : K — K un opérateur défini comme suit
t
Au(t) = L/ (t — )" (Mu(s) + C)ds,0 < t <1,
T'(a) Jo

Il est clair que A est un opérateur compact. Alors, soit

o
= e K _—: <R < .
Br {u(t) |Hu (1 )t H <—|—oo}

Bg est un sous-ensemble convexe, borné et fermé de 1’espase de Banach C|0,d],0u1

0 <d < 1.Pourtoutu € Bona

IA A
2 =
+ o+
==

IN
+
=
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Ensuite,
|| Au(t)—r(%mt“ ||
< %/Ot(t—s)“_lu(s)ds
S iRl
M C .
S TA+a) (F(1+a)+R)5'
Soit : :
) I'14+a)]* [ROA+a))]*
5<mln{{w} '[W} ,1},
Ensuite
| Au(t) - F(%H)t“ I<R.

Par conséquent, le théoréme fixe de schauder assure que 1'opérateur A a au moins un
point fixe et ce qui prouve que I’équation (3.10) admet au moin une solution positive

w*(t),0 < t < ¢.Par conséquent, nous avons

* _ 1 ! a—1 *
w (t)_m/o (t — §) 1 (Mw*(s) + C)ds,0 < t < 1,
En combinant la condition (3.9), on a
t
W (1) > ﬁ/o (F— )" H(s, w" (s))ds, 0 < £ < 1.

w*(t) est la sur solution du probleme aux conditions intiales (3.1),et v*(t) = I*(x) >
0 est la sous solution de I’équation (3.1). En conclusion le probleme (3.1) admet au

moins une solution positive u(t) € C[0,d],0ou

O<d<letov™(t) <u(t) <w*(t).

Corollaire 3.1.7
Supposons que f(t,u) :[0,1] x [0,+00) — [a,+0c0) est continue, oit a est une constante

positive, et il existe d > 0,c > 0, tel que
max{f(t,1): (t,1) € [0,1] x [0,d]} < cT'(1+«a), (3.11)
alors, le probleme aux données initiales admet au moins une solution positive u(t) €

C[0,1] et satisfait
O< [fu(t) [[<c.
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Démonstration. Par la définition de la fonction de contréle, nous avons
a<H(tl)<cI'(l1+a)ec[0,1] x[0,d].

D’aprés le premier corollaire, le probleme aux données intiales (3.1) admet au moins

une solution positive u(t) € C[0,1], et vérifie 0 < u(t) <c.

Donc

O< [fu(t) [[<e.

3.2 Unicité de La solution positive

Dans cette section, nous prouverons l'unicité de la solution positive en utilisant le

théoréme de contraction de Banach.

Théoreme 3.2.1
Si I'équation admet une paire de sous et sur solutions positives et pour tout u,v € X, il

existe | >0, tel que
I f(tu) = f(to) [[<Tu—o], (3.12)

alors lorsque
[
I'(a+1)

le probleme aux données initiales admet une et seule solution positive u € C[0,1].

<1,

Démonstration. Pour démontrer ce théoreme, il suffit de montrer la contraction de

I'opérateur T. Alors, pour tout uy,u; € X et par I'hypotese (3.12), on a

| Tuy — Tuy ||

< g =0 ) - frn(o)de
< gl [ -l

< g el

Lorsque

[

_ "
Tat1) =
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l'opérateur T est une contraction. Par conséquant, le probleme aux données intiales

(3.1) admet une solution unique u € C[0,1]. O

Enfin, nous donnons un exemple pour éclairer nos résultats.

Exemple 3.2.2. nous consédérons 1'équation fractionnaire

1o u(t) _
D2u(t) =1+ T 0SS 1,u(0) =0, (3.13)
ol
u
f(t’u):1+u+sin[u+1]'
Comme

lim f(t,u)=2et f(t,u) >1,u € [0,+00),

U—r—+00

D’aprés les corollaires qu’on a vu I'équation admet une solution positive.



Conclusion générale

Le calcul fractionnaire est devenu un outil trés efficace pour modéliser certains phéno-
menes en biologie, mécanique...etc. D'un point de vue mathématique, I’opéra- rateur
fractionnaire est une équation intégrale de type Voltera. Dans ce mémoire, nous avons
essayé de faire une introduction au calcul fractionnaire et ses applications. Nous
avons vu les outils principaux pour le calcul comme les fonctions spéciales. Apres
avoir donné une vue complete sur le calcul fractionnaire, on a abordé un probleme
fractionnaire dans le dernier chapitre et en ce qui concerne I’analyse d’existence de
solutions, nous avons utilisé la méthode du point fixe. La méthode de sous et sur
solutions a était aussi un outil fort pour établir nos résultats. Nous espérons que ce
modeste travail sera une vision préliminaire sur le calcul fractionnaire et initiation a

la recherche scientifique.
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