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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse par la question d’existence et d’unicité de la solution
pour le probléeme de Cauchy d’une équation différentielle fractionnaire au sens de

Caputo suivant :

“Dy(z) = f(z,y(x)), x€[0,T], 1<a<?2

y(0) = vo, ¥'(0) = w1

ot “D* est 'opérateur de dérivation fractionnaire de Caputo, f(.,y) : [0,7] x I — R

une fonction continue par rapport a x € [0, T], pour tout y € I C R.

Mots clés : Intégrale fractionnaire, dérivée fractionnaire, équation différentielle frac-

tionnaire.



Abstract

In this work, we are interested in the question of existence and uniqueness of the
solution for a Cauchy problem of a fractional differential equation in the sense of

Caputo as follows :

“Doy(z) = f(z,y(x)), x€[0,T], 1<a<?2
y(0) =0, y'(0) =

where “D® is the Caputo fractional derivative operator, f(.,y) : [0,7] x I — R a

continous function with respect to x € [0, 7], for all y € I C R.

Key words : Fractional integral, fractional derivative, fractional differential equa-

tion.



Introduction

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire a
la généralisation de la dérivation a un ordre quelconque, entier ou non entier, réel
ou complexe. Les concepts de dérivation et d’intégration fractionnaires sont souvent
associés aux noms de Riemann et de Liouville, alors que 'interrogation sur la gé-
néralisation de la notion de dérivée a des ordres fractionnaires est plus ancienne. En
effet, I’histoire du calcul fractionnaire commenca par une question clé de Leibniz, a

qui on doit I'idée de la dérivation fractionnaire. Il introduisit le symbole de dérivation
n

dan
symboles qui poussa I"Hospital & s’interroger sur la possibilité d’avoir n dans Q. Il

d’ordre n, = D™y ou n est un entier positif. Ce fut peut étre un jeu naif des
posa la question : et sin = %? En 1695, dans une lettre & "Hospital, Leibniz écrivit
prophétiquement : « Ainsi il s’ensuit que d 37 sera égal & zv/dx : z, un paradoxe
apparent dont ’on tirera un jour d’utiles conséquences ». Sur ces questions, nous
retrouvons les contributions de grands mathématiciens tels qu’€uler ou Lagrange
au XV IIIe siecle, Laplace, Fourier, Liouville (1832,1837) ou Riemann (1847) au
X1Xe siecle, ainsi qu’a Grinwald (1867) et Letnikov (1868) dans la seconde moitié
du méme siécle. Il semble qu'une contradiction dans les définitions ait empéché un
succes plus grand de la théorie, qui n’est certes pas encore unifiée; de plus, I’ab-
sence au début d’une interprétation géométrique ou physique claire de la dérivée

fractionnaire d’une fonction a largement contribué a ce que des champs de recherche
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passionnants restent dans I'ombre. Le paradoxe des définitions distinctes fut résolu
par la compréhension du caracteére non local de 'opérateur de dérivation non entiére
(voir [6], [9], [10], [13]). Pendant ces trois derniéres décennies, plus d’intéréts ont

été prétés au calcul fractionnaire et les champs d’applications se sont diversifiés.

Le calcul traditionnel était basé sur la différentiation de l'intégration d’ordre en-
tier, le concept du calcul fractionnaire a le potentiel énorme de changer la maniére.
Plusieurs études théoriques et expérimentales montrent que certains systémes élec-
trochimiques, thermiques et viscoélastiques sont régis par des équations différentielles
a dérivées non entieéres. L’utilisation de modeéles classiques basés sur une dérivation
entiére n’est pas appropriée. Des modeles basés sur des équations différentielles a

dérivées non entieres ont été développés.

Dans le développement de la théorie de l'intégration et de la dérivation fraction-
naires ainsi que ses applications en mathématiques pures, la définition de Riemann-
Liouville a joué un role trés important. Néanmoins, les résolutions des problémes
physiques requierent une certaine révision de cette approche bien établie, notam-
ment en diffusion et en électricité ou la dérivation fractionnaire est utilisée pour
mieux décrire certaines propriétés physiques. En rhéologie, les modéles mathéma-
tiques adoptés conduisent en générale a des équations différentielles fractionnaires.
Constater également que I'obtention des systémes fractionnaires issus directement de
Iidentification, particuliérement en électrochimie, en mécanique et dans les systémes
biomédicaux. Ainsi, la nécessité d’une formulation adéquate des conditions initiales

pour de telles équations différentielles fractionnaires est fondamentale.

En générale, les applications requiérent des définitions permettant 1'utilisation de

conditions initiales interprétables physiquement. Malheureusement, la définition de
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la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville conduit & des conditions ini-
tiales de type fractionnaires qui sont difficiles & interpréter physiquement. En dépit
du fait qu’'un tel probléme de valeur ou condition initiale peut étre bien résolu en
utilisant une représentation diffusive [15]. Cependant, Sabatier et al. [15] montrent
que ni I’approche Riemann-Liouwville, ni 'approche Caputo ne peuvent étre utiliser
pour prendre en compte les conditions initiales d’une maniére commode d’un point
de vue physique. Pour éventuellement pallier & cette situation, Caputo dans [3] pro-
pose une nouvelle définition de la dérivée fractionnaire qui porte d’ailleurs son nom
et qui incorpore les conditions initiales de la fonction a traiter, ainsi que ses dérivées
entieres. Cette approche a été adoptée par Caputo et Mainardi dans leurs travaux

en viscoélasticité [4].

La dérivation au sens classique ou d’ordre entier a un sens physique et géométrique,
tous deux treés clairs, ce qui a priori permet de simplifier son introduction dans la réso-
lution des problemes appliqués dans les domaines scientifiques. Malheureusement, ce
n’est pas le cas pour la différentiation fractionnaire. Le manque ou ’absence de telles
interprétations a été fortement abordé lors de la premiére conférence internationale
sur le calcul fractionnaire qui a eu lieu & New Haven (USA) en 1974 ou la question
a été classée parmi les problémes ouverts et est restée sans réponse (voir [13], [14]),
et ce malgré les rencontres internationales qui ont suivi, notamment en 1984, 1989
et en 1996. Récemment, beaucoup d’efforts ont été dédiés a cette question et diffé-
rentes approches ont été adoptées, parmi celles-ci nous citerons celle de Podlubny
qui se base sur 'intégrale de Riemann-Liouville et pour une introduction a la ma-
tiere [12]. La raison principale de 1'usage des modeles d’ordre entier était 1’absence
des méthodes de solution pour des équations fractionnaires ou d’ordre non entier.
Actuellement un bon nombre de méthodes pour 'approximation de la dérivée et de

I'intégrale fractionnaires ont été proposées et peuvent étre employées dans divers
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applications, notamment en théorie du controéle, en théorie des circuits, etc... La dé-
rivation fractionnaire a largement dépassé le stade simple outil formel capable de
condenser en une écriture plus compacte certaines propriétés purement analytiques;
c’est notamment par ses domaines d’application de plus en plus nombreux qu’elle a

ouvert la voie & des questionnement scientifiques profonds.

Dans les derniéres décennies, beaucoup d’auteurs ont affirmés que 'usage des opéra-
teurs de dérivation et d’intégration fractionnaires est souhaitable pour la description

des propriétés de plusieurs matériaux comme les polymetres.

Les développements résumés ci-dessus constituent les trois chapitres de ce mémoire.
On va en décrire les principaux aspects, afin de faciliter la lecture de ce mémoire,
certains développements et démonstration sont donnés.

Le chapitre 1, est consacré a la description de quelques fonctions spéciales, a savoir,
la fonction Gamma, la fonction Béta et la fonction de Mittag-Leffler. Ces fonctions
jouent un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire.

Le chapitre 2, est dédié a la description de la théorie de I'intégrale et la dérivée frac-
tionnaires sont proposées : les différentes définitions de la dérivation fractionnaire
proposées dans la littérature (Riemann-Liouville et Caputo) et leurs propriétés prin-
cipales.

Le chapitre 3, est consacré a I’étude du probléme de Cauchy d’une équation diffé-
rentielle avec dérivation non entiére. On s’intéresse particulierement a la dérivation
fractionnaire au sens de Caputo. Pour conclure ce chapitre, on a proposé quelques

résultats sur ’existence et 'unicité de solutions.



Chapitre 1

Définitions et propriétés

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques définitions des fonctions spéciales
telles que la fonction Gamma, la fonction Béta et la fonction de Mittag-Lefller avec

certains propriétés importantes et exemples [§].

1.1 Fonction gamma

Cette fonction est née de I'exigence de donner un sens a x! pour x complexe quel-

conque.

En mathématiques, la fonction gamma est une fonction complexe, considérée égale-
ment comme une fonction factorielle a 1’ensemble des nombres complexes (excepté

en certains points).

Définition 1.1.1 Pour tout nombre z tel que Rez > 0, la fonction gamma est

définie par
+oo

['(z) = /tz_le_tdt. (1.1)

0

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ot la partie réelle est

7
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strictement positive.

1.1.1 Propriétés

1. Lien avec la fonction factorielle

La fonction gamma est généralement percue comme un prolongement de la
factorielle & I'ensemble des nombres complexes (excepté les entiers négatifs ou
nuls), on a

['(z+1) =zT'(2). (1.2)

En plus,

I'n+1)=n!, neNl.

En effet, par une intégration par parties, on obtient

—+00

I'(z) = /tz_le_tdt

0
“+oo
Tl t
::{e_t——] + [ —e7tdt
ZO z

“+oo

1
:—/ﬁfﬂt
z

0

1
= T(z+1
T+ 1)

d’ou

I'(z+1) = 2I'(2).
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D’apres ((1.2]), on a

I'(n+1) =nl(n)

=n(n—1)'(n—1)

=n(n—1)(n—2)..2.1

Exemple 1.1.1

I(8) =T(7+1) =1,

2. Dérivée

*

La fonction gamma est indéfiniment dérivable sur R*, sa dérivée est donnée

par
—+00

I (z) = / (In(1))t—e"dt.

0

En effet, par dérivation, on obtient
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—+o00

['(z) = /t’z_le—tdt
0
a7
I'(2) = &/tz_le_tdt
0
+o00 P
= /a(zﬁz%t)dt
0
+o0

o0t
_ t
n /e aZ dt

0
+o0o
= / (Int)t* e 'dt,
0

généralement, sa dérivée k — ieme possede sur R’ l'expression intégrale sui-

vante :

—+00

I (z) = /(lnt)ktz_le_tdt.

0
1.1.2 Valeurs particuliéres

1
1.T(1)=1 e T (5) = /7.
En effet,

“+o00

I'(z) = /tZ1etdt,

0

10
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pour z =1, 0n a

1
Evaluons I’ (5)

D’apres (|1.1]), on a

11



Définitions et propriétés

Multiplions l'intégrale par elle-méme, on obtient

“+o00 “+oo

1\1? 2 2
{F <§>} = 2/6_‘” dx Q/e_y dy
0 0

—+00+400

0 0

c’est une intégrale sur le le quadrant du plan, on peut la calculer aisément en

passant aux coordonnées polaires r et 6 ol

r= Vg
et

dr dy =r dr df

donc

Par conséquent,

2. Tin 4 1) = ZONVT

2 22np)

12
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D’apres ((1.2), on a
[(z+1) = 2I'(2),

alors

2 2
1 1
— (n_%)<n—g) ..... ;%F(%)
(2n)!

Remarque 1.1.1 Ces valeurs permettent, par récurrence de déterminer les autres

valeurs de la fonction gamma pour les demi entiers positifs et négatifs également.

La fonction gamma n’existe pas pour les entiers négatifs.

1.1.3 Quelques formules importantes

Formule de multiplication

[(z).I'(z+ %) = 21725 /7T(22).

Formule des compléments

Pour tout 2z tel que 0 < Rez < 1

[(1—2)T(z) =

sin(7z)

1.2 Fonction Béta

L’origine de la fonction Béta remonte au début du calcul différentiel et intégral.

13
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Définition 1.2.1 La fonction Béta est définie par l'intégrale suivante :

1
B(z1,22) = /tzl_l(l —t)27!'dt, Rez >0, Rez > 0. (1.3)

0
1.2.1 Propriétés
Soient 27, 2z deux nombres complexes, on a

1. La relation B(z1,22) = B(22,21) se démontre en effectuant le changement de

variable T"— 1 —¢

B(z1,29) = [ 2711 — )= 'dt

——

0
0
/ (1= )11y
1
1

271 — )2 de

I
o —

= B(z9, 21).

2. La relation

218(21, 2o + 1) = 228(21 + 17 22)

14
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se démontre en intégrant par parties, on obtient

1
216(2’1, 29 + 1) = Zl/tzl_l(]_ — t)z2 dt

0
1

t#1 1 t#1
. {—(1 - t)ﬂ + zl/—.z2(1 — )l
Z1 0 A 21

1

— z2/t21(1 — )2 de

0

= 2oB(21 + 1, 29).
3. Pour n = 25 + 1 est un entier, cela donne une relation de récurrence.

D’apres (1.4]), on a

-1
B(z1,n) = n

B(zy +1,n—1)
21

et comme B(z,1) = % , on obtient de proche en proche que

1.2...(n —1)

B(z1,n) = z1(21 + 1) (20— 1)

Et si z; = m est un entier, on obtient

(m—1)!(n—1)!

Bm,n) = (m+n—1)!

4. La fonction gamma et Béta sont reliées par la relation suivante :

[(z1).I'(29)

B(ZlaZQ) = F(Zl+22) 3

15

(1.4)
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on a évidemment

+oo “+o0o
[(z1).'(2) = /e‘xmzl_ldx : /e_yy”_ldy
0 0
400400

= //e_(ﬁy)le_lyzz_ldx dy.
0o "o

Dans cette intégrale double, effectuons le changement de variable y = v — x

pour 0 <z < u, et conservons la variable z,

0
comme 8_y =1,on adr dy = dz du, on a
U

“+o00 u

[(z1).T(29) = //e_“le_l(u — )2 tdr du
00
+o0 U
= /e_“ /le_l(u — )2 dx | du,
0 0

pour évaluer l'intégrale relative & dx, effectuons le changement de variable

x = tu, on obtient

U 1

/le_l(u — )2 de = / (tu)™ " (u — tx)2 u dt

0

0
1
— ,U/Z1+Z21/tzll(1 _ t)zzfldt
0

= w2 B (2, 2).

16
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Par suite,

—+00

F(Zl).F(ZQ) = 8(21722)/€_uuzl+z2_1du

0

= B(z1, 22)'(21 + 22).

Ce qui donne le résultat désiré.

1.2.2 Quelques valeurs

La fonction Béta posséde un grand nombre d’expression intégrale obtenue par chan-

gement de variables.

Posons

t=sin?fet1—t=-cos’b

= dt = 2sinfcosf db,

on obtient que

B(z1, 29) = 2/ (sin 0)**' 7" (cos #)* " d6.
0

11
B<§,§) = Tr.

En particulier,

Par suite,

cela donne

17
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1.3 Fonction Mittag-LefHer

Cette fonction est considérée comme une généralisation de la fonction e”.

Définition 1.3.1 1. La fonction de Mittag-Leffler 4 un seul paramétre est définie

par
E pum _— .
o (2) kgzo Tk £1)’ Re(a) >0

2. La fonction de Muittag-Leffler a deux paramétres est définie par

Zk

Bog(2) =) Tk T3 Re(a) > 0, Re(j3) > 0.

k>0

1.3.1 Propriétés

18
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d
B (2) = BFass (2) + 020 Fanip (2)

19
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Chapitre 2

Intégrale fractionnaire et dérivée

fractionnaire

Le but de ce chapitre est de présenter les éléments sur la théorie du calcul fraction-
naire sur lesquels s’appuie le travail décrit dans le chapitre 3. On expose la théorie de
I'intégrale et de la dérivée fractionnaires tout en passant par les différentes définitions
de la dérivation fractionnaire. En plus, une évaluation numérique de 'intégrale et la

dérivée fractionnaires de quelques fonctions usuelles [9], [1T].

Il existe plusieurs définitions mathématiques de l'intégration et de la dérivation
d’ordre fractionnaire. Ces définitions ne ménent pas toujours a des résultats iden-

tiques mais sont équivalentes pour une large gamme de fonctions.

21



Intégrale fractionnaire et dérivée fractionnaire

2.1 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

Soit f une fonction réelle définie et continue sur [a, b[ (ot b < 400), soit F' la primitive

de f sur [a, b[, que 'on notera I! f, définie comme suit
Fla) = (o) = [ £(t) a

avec F(a) = 0.
Ainsi la deuxiéme primitive est définie par

T

L) = [T ar

= / ]f(s) ds| dt

D’apres le théoreme de Fubini, on obtient

T

L) = [ (=150 at

a

En plus, la troisiéme primitive est donnée par

Par récurrence, on a

22



Intégrale fractionnaire et dérivée fractionnaire

ou bien

1" f(x) = (n_l 5 / - ! (tt))l_ndt, (2.1)

a

Définition 2.1.1 Soit o un nombre complezxe tel que Re () > 0 .
On appelle intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o de f, l'intégrale

swvante : .

() = o (1a) / : / <t))1_adt, (2.2)

rx—t

a

ou bien
x

ﬁﬂ@>@%5/@%¢f*f®dt

a

ou I' est définie par (1.1]).

Remarque 2.1.1 Soit n un entier positif.

Lorsque oo = n, on a le cas de la n ieme primitive de f.

Exemple 2.1.1 1. Soit f une fonction définie sur |a,b] par

fa)=(@—a), B>-1.

D’apres (2.2)), on a

apiry = L ()
Iaf($) - F(Oé)/(x _t)l—adt

1 (t —a)’
_ F(a)/(x e

23



Intégrale fractionnaire et dérivée fractionnaire

En intégrant par un changement de variable, posonst = a+ (z—a)y, on obtient

I f(a) = =00 r(a)) / #(1 - tldt
B (.T _ a)ﬁ-l—a N

ot B est définie par (1.3)).

2. Soit f une fonction constante sur R telle que f(z) =k, k € R.

D’aprés (2.2)), on a

wapy L[ F@®)
Iaf(m) - F(a)[(w _t)l—adt
ko[ dt
= F(a)[(x—t)l_adt
k «
- al'(a) (v —a)
k (6%
= m@—a) )

3. Soit f une fonction définie sur R par

flz) =€, keR

24



Intégrale fractionnaire et dérivée fractionnaire

D’apreés (2.2)), on a

apiy L f(t)
Iaf(x) - P(Oé)/({L‘ . t)l—adt

a
T

1 ekt
_ F(a)/(m adr

a

En intégrant par un changement de variable, posons y = x — t, on obtient

r—a

N 1 6k(gvft)
I%f(z) = F(a)/ a dt

ot E, la fonction de Mellin-Ross définie par

T

1
Ex(OZ, ]’C) = m/ta_lek(x_t)dt.
0

2.1.1 Propriétés de l’intégrale fractionnaire

Le résultat suivant donne quelques propriétés importantes de I'intégrale fractionnaire

au sens de Riemann-Liouville.

Proposition 2.1.1 soient f une fonction continue sur [a,b[, a, deuxr nmombres
complezes tels que Re(a) >0 et Re(f8) > 0, alors

1 13151 (x)) =157 f (@).

2 L) =157 (x), Re(o) > 1
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Intégrale fractionnaire et dérivée fractionnaire

3. lim I9f(z) = f(z).

a—07t

2.2 Deérivées fractionnaires

2.2.1 Au sens de Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est la plus connue et la plus
répandue. Cette définition est basée sur la primitive ou l'intégrale k ieme d’une

fonction.

Définition 2.2.1 Soit « € [n — 1,n], n un entier positif non nul.

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est définie par

B fa) = <)
R O ()
- TI'(n—a) dx”/(:z; — t)l-nta . (2:3)

a

Exemple 2.2.1 1. Soit f(x)= (v —a)?, B> —1.

D’apres la relation (2.3), on a

Mg f(r) = I ()]
dn

= Ll —a))
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Intégrale fractionnaire et dérivée fractionnaire

D’apres Uexemple [2.1.1], on obtient

d" (v — a)ftn—
dz" T'(n—a) B(B+1,n—a)
I+ d” n—a
_F(6+n—a+1)dx"(x_a)ﬂ+
B+n—a)f+n—a—1)..(0—a+1)

D f(z) =

_ r—a)’®

=T(B+1) Gin oG in_a) (z —a)

B B+n—a)B+n—a—1)..(8—a+1) Y ot
) G B n-—a-Df—at T G-ar )" Y
_M<x—a)’8_a

CT(B-a+1) .

2 Soit f(x) =k, keR.
D’aprés la relation (2.3)), on a

d»
RLDa — In—ak
() = (1K

D’apres 'exemple [2.1.1), on obtient

k dn
I'(n—a+1)dan
m—a)n—a-1)..1-a)

I'(n—a+1)
n—a)(n—a—-1)...(1—-a)
m—a)n—a—-1).(1-a)l(1—-a«a)

k

AT

D () = (o = aye

=k

(x —a)™*

=k

(r—a)™®

2.2.2 Au sens de Caputo

L’avantage principal de I'approche Caputo est que les conditions initiales de la dérivée
fractionnaire au sens de Caputo des équations différentielles fractionnaires prennent

la méme forme que dans le cas des équations différentielles d’ordre entier.

Définition 2.2.2 Soit n un entier positif non nul, soient f € C"([a,b]) et n—1<

27



Intégrale fractionnaire et dérivée fractionnaire

a<n.

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o de [ est définie par

Ca _ 1 | f(n)(t)
D2/(@) = Foray / et (2.4)

a

2.3 Lien entre les deux dérivées fractionnaires

Le résultat suivant donne une relation entre la dérivée fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville et la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Théoréme 2.3.1 [7] Si BLDOf et “Df existent, alors

1) () x — )
Difle) = MDgfw) - Y I

=0

Remarque 2.3.1 Lorsque fU(a) =0, j=0,n—1, on a

REDE f(x) = DS (a).

Exemple 2.3.1 1. Soit f(x) = (v —a)’,

sachant que

f™ (@) =pB-1)..(B—n+1)(z—a)™
L(B+1)

_ _ 4)Bn _
_F(ﬁ—n—l—l)(x a)’™",  pf>n-—1.
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Intégrale fractionnaire et dérivée fractionnaire

D’aprés la relation (2.4)), on a

VRN S B Ll
Dmﬂ”“rm—wm/kx—wkmﬂ“

a

_ I'(B+1) | (t—a)f™m
_F(n—a)r(ﬁ—n+1)/(x_t)ln+adt’ 0<n-1<ac<n.

a

En intégrant par un changement de variable, posons

t:a_(x_a)yv

on obtient
Do) = e 0 [P
L5 +1) r—a)’ -n n—o«
“ Tt _nrp @ BE-ntln-a)
— ﬂ(m _ a)ﬁ—a
S T(B-a+1) '

Remarque 2.3.2 Lorsque o =1, on a le cas usuel, i.e.

2 Soit f(x) =k, k € R et comme

f®(@)=0, n>L1

Par conséquent,

‘D% = 0.
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Intégrale fractionnaire et dérivée fractionnaire

2.4 Propriétés

S p— (f @ / (l‘t)"‘f’(t)dt) (2.5)

Nl—a) \ (z—a)> :
_ f(a) CDof(n
“ G oaeri—a) T D)
e Si fe (C(a,bl]), alors
“Dy[I5 f(2)] = f(2). (2.6)
e Si fe(C™(a,b]), alors
n—1 (z) a A
DL ()] = f) - Y0 P e~ 1)
e Linéarité
D*[3f(x) +vg(x)] = 6D f(x) + 7D (x) (2.8)

ou A, v € R et D désigne 'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville ou bien au sens de Caputo.
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Chapitre 3

Equation différentielle

fractionnaire

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques résultas d’existence et d’unicité de
la solution pour un probléme de Cauchy d’une équation différentielle fractionnaire
au sens de Caputo [1, 2, [5].

soit v un réel positif tel quen —1 < o < n , pour n > 1, et soit f(.,y) une fonction

continue par rapport a z € [a,b], pour tout y € [ C R,

Définition 3.0.1 1. L’équation différentielle est une équation qui contient une

ou dérivées fractionnaires.

2. Le systéme fractionnaire est un systéme qui est décrit par une équation diffé-

rentielle fractionnaire.

Définition 3.0.2 Le probléme de Cauchy d’une équation différentielle au dérivée

fractionnaire
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Equation différentielle fractionnaire

1 Au sens de Riemann-Liouville est donné par

BDey(x) = f (2, y(x))

RLDg‘*iy(x) =y, 1=1, n.

2 Au sens de Caputo est donné par

“Dyy(z) = f (z,y(x))

yD(a) =1y, i=0, n— L

3.1 Existence et unicité de la solution

(3.1)

(3.2)

Tout d’abord, on va montrer que le probléme de Cauchy posséde au moins une

solution.

Théoréme 3.1.1 Le probléme de Cauchy[3.9 admet une solution y si et seulement

St
X

o) = S e =o' + s [ =0 o)

a

Preuve.

Tout d’abord, supposons que y est une solution de 3.2} i.e.

“Dey(x) = f (z,y(x)).
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Equation différentielle fractionnaire

D’apres la relation on a

n—1

yla) = S —a) + 12Dy ()
=Y B =0 + @ y@)
_ i;o Yl —a) + ﬁ / (x — )L f (t, y(1))dt

a

D’oul la relation [3.3] satisfaite.
Réciproquement, supposons que

T

[ oy

a

a)

o) = 3l — ) + s

Dérivons la relation au-dessus k—fois, on obtient

n—1 z
1

y® () = ;(i iﬁk)! (x—a)™" + m/(w — O y(1)de

a

Effectuons le changement de variable t = a + z(z — a), on obtient

n—1 . _ \a—k
y B () = > 0 iﬁk)!(az—a)l k+%—ajm/(l—z)ak1f(a+z(x—a),y(a—l—z(m—a)))dz.
= 0
Lorsque z tend vers a a, on a
y(k)(a) = Yk
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Equation différentielle fractionnaire

De plus, Appliquons 'opérateur “D¢ sur et d’apreés [2.8, on obtient

ope =€ D2 [ f(a, y())].

a a

)= Y e~ ay

D’apres on trouve

CDS

r) =Y U - >] = f(.y()).

Par conséquent, y est une solution du probléme 3.2 =

Dans tout ce qui suit, considérons 1 < o < 2 et notera par “D® l'opérateur de

dérivation fractionnaire de Caputo pour a = 0.
Soit le probléme de Cauchy suivant :

“Dy(z) = f(z,y(x)), 2€[0,T], 1<a<2 (3.4)

y(0) = w0, ¥'(0) =w.

Théoréme 3.1.2 [7 Soit f(.,y) une fonction définie sur [0, T|x1 (I C R) wvérifie
les conditions suivantes :

1. f(.,y) est continue par rapport a x € [0,T], pour tout y € I,
2.3M>0:|f(z,y(x))| <M, pour tout (x,y) € [0,T] x 1.

Alors y € C*([0,T)) est une solution de si et seulement si

T

Y=Y+ yr+ ﬁ/(m — ) f(t,y(t))de.

0

ot C2([0,T]) ensemble des fonctions deux fois contindment dérivables sur [0,T].

Preuve.

Résultat immédiate d’apres le théoréme |
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Equation différentielle fractionnaire

Lemme 3.1.1 Soit y e C?([0,T]), alors

1f (. y(a))| < ¢

M z¢
(a+1)

ou 1% lintégrale fractionnaire pour a =0 et f(.,y) une fonction vérifie les conditions

du théoreme [3.1.2.

Preuve.
1°f (2, y(x))| =
<
<
<
]

Corollaire 3.1.1 [7] Soit f(.,y)

les conditions du théoréeme[3.1.3.

Alors le probleme de Cauchy

1 f .
o / (2 — 0 (2, (1))t

ﬁ / (@ — O£ (8 y(0)| dt.
M [ .
M z© B M x©

al(a)  T(a+1)

une fonction définie sur [0,T] x I (I C R) vérifie

y'(x) = f(,y(x), we[0,T],

y(0) =0, ¥'(0) =,

(3.5)
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Conclusion

admet une solution y € C*([0,T)) si et seulement si

T

=10+ + ﬁ / ( — ) LF (1, y(1))dt.

Théoréme 3.1.3 [7 Soit f(.,y) une fonction définie sur [0,T|xI (I C R) wvérifie

les conditions suivantes :
1. f(.,y) est continue par rapport a x € [0,T], pour touty € I,
2.3M>0:|f(z,y(x))| <M, pour tout (x,y) € [0,T] x I,

3. [ est L—lipschitzienne par rapport a y, i.e.

AL >0 [f(z, () = fz,02(2))] < Llyi(e) = we(2)l, 41, v2 € 1, 2 € (0,77,

a—1

4. axoe]o,T]:L{%] <1.

Alors le probléeme admet une solution unique.

Corollaire 3.1.2 [7 Soit f(.,y) une fonction définie sur [0,T] x I (I C R) vérifie
les conditions du théoréme [3.1.3.

Alors le probléme|3.5 admet une solution unique.
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Conclusion

Au terme de ce mémoire, aprés avoir présenté les notions préliminaires utiles dans la
théorie du calcul fractionnaire. On a définie selon I’approche de Riemann-Liouville
sur le calcul fractionnaire, la notion d’intégrale fractionnaire d’ordre o« > 0, qui
généralise la célébre formule d’intégrales répétées n—fois, en plus, on a introduit
les deux définitions les plus utilisées des dérivées fractionnaires & savoir celle de
Riemann-Liouville et de Caputo, en donnant les propriétés les plus importantes de
ces notions. Enfin, on a présenté des résultats d’existence et d’unicité du probléme

de Cauchy différentiel d’ordres fractionnaires relatifs a la dérivée de Caputo.
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