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Résumé

La théorie des équations fractionnaires jouent un role important dans la modéli-
sation de plusieurs processus physiques, biologiques et mécaniques, etc. Ces derniéres
années, une attention particuliére a été portée a I’étude de I'existence et de I'unicité
des solutions des équations différentielles fractionnaires.

Notre but principal dans ce mémoire est de présenter plusieurs résultats 1’exis-
tence et d’unicité pour une équation différentielle fractionnaire en utilisant le principe

de contraction de Banach ainsi que la théorie du point fixe de Krasnoselskii.

Mots clés : Equation différentielle fractionnaire, théoréme de point fixe de Ba-

nach, théoréme du point fixe de Krasnoselskii.



Abstract

The théory of fractional equations plays an important role in the modeling of
several physical, biological and mechanical processes, etc. In recent years, a great
attention was paid on the study of the existence and uniqueness of solutions for
fractional differential equations.

Our main goal in this work is to present several existence and uniqueness results
for a fractional differential equation using Banach’s contraction principal as well as

Krasnoselskii’s fixed-point theorem.

Keywords : Fractional differential equation, Banach fixed point theorem, Kras-

noselskii fixed point theorem.



Notation

N : Ensemble des nombres entiers positife.

N*: N — {0}.

R : Ensemble des nombres réels.

R* : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
R" : Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
C : Ensemble des nombres complexes.

| . ||: Norme.

R — L : Riemann-Liouville.

['(«) : Fonction Gamma d’Euler.

B(a, 8) : Fonction Béta.

M — L : Fonction de Mittag-Leffler

[a] : Partie entiére de a.

I? : Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville.
D¢ : Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

°D2 : Dérivée fractionnaire de Caputo.
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1. Introduction

1 Introduction

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le
calcul classique tel que nous le connaissons aujourd’hui. Ces origines remontent & la
fin du 17 — zéme siécle, ’époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements
du calcul différentiel et intégral. L’histoire débute le 30 septembre 1695. Dans une
lettre adressée & Gottfried Wilhelm Leibniz (le co-inventeur du calcul différentiel), le
Marquis de I’'Hopital lui pose la question suivante : g—f sin = % ? Le calcul différentiel
étant encore a ses débuts, Leibniz réponds qu’il s’agit la d’un paradoxe, mais quun
jour, il en découlera de trés utiles conséquences.

Le calcul fractionnaire est un sujet mathématique datant de plus de 300 ans, et les
dérivées fractionnaires ont été mentionnées dans certains contextes , par exemple :
Euler en 1730, Lagrange en 1772, Laplace en 1812, Lacroix en 1819, J.B.J. Fou-
rier(1822), Abel entre (1823 - 1826), J. Liouville(1832-1873), Riemann en 1847, H.
Holmgren(1865-1867), Grunwald en 1867 [12], A.K. Grunwald(1867-1872), Liouville
et Letnikov en 1868[21] [20], A.V. Letnikov(1868-1872), Sonin en 1869, Laurent en
1884, Nekrassov en 1888, Krug en 1890, Hadamard en 1892, O. Heaviside(1892-1912),
Weyl en 1917, Marchaud en 1927, Hardy et Littlewood en 1928, Riesz en 1937, E.R.
Amour(1938-1996), H. Kober(1940), D.V. Widder(1941), M. Riesz(1949), Oldham
et Spanier en 1970 et enfin Ross en 1974 ou il a organisé la premiére conférence sur
ce sujet & "Université de New Haven (voir [15] [18] [17] [23] [25] [27] [28] [29]).

D’autre part, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi,
depuis seulement un peut plus de 30 ans, elle a été objet de quelques conférences
spécialisées. Pour la premiére conférence, le mérite est attribué & B. Ross qui a
organisé la premiére conférence sur les calculs fractionnaires et ses applications a
I'université de New Haven en juin 1974, et il a édité les débats. Pour la premiére
monographie le mérite est attribué a K.B. Oldham et J. Spanier, qui ont publié

un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974 aprés une collaboration commune,
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1. Introduction

commencé en 1968.

Aujourd’hui, et comme 'avait prédit Leibniz, le calcul fractionnaire a un large
éventail d’applications, notamment le traitement du signal et de 'image, les biotech-
nologies et les applications biomédicales, le diagnostic et la détection des défauts dans
les machines par la modélisation. Il occupe une grand position dans les nombreux
mathématiciens, en raison du développement de la théorie du calcul fractionnaire
et ses applications en physique, mécanique, economie, Viscoelasticité, electrochime,
electromagnétisme,...etc. (voir [24], [28], [9], [15], [10]). Pas mal d’auteurs ont discuté
I’existence de solutions des équations différentielles fractionnaires non linéaires par
exemple ([7], [3], [16], [11], [30], [14],[4],[26]).

Organisation du mémoire

Ce mémoire se répartit en trois chapitres, comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons les notions préliminaires nécessaires a
la bonne compréhension de ce manuscrit

Le deuxiéme chapitre fournit une base théorique pour les calculs fractionnaires
nécessaires. Les concepts de base et les principales propriétés des opérateurs d’ordre
fractionnaire sont énumérés.

L’objet du troixieme chapitre est ’étude de l'existence et 'unicité des solutions

pour une équation différentielle fractionnaire hyperbolique non linéaire suivante :

CDay(t) = [(ty@)), teJ=10,1], (1)

soumis a des conditions aux limites intégrales

y(0) = / y(s)ds. 2)

_L (L= 5 y(s)ds

ot f:1[0,1] x R — R est une fonction continue, “D* la dérivée fractionnaire

12



d’ordre o de Caputo avec 1 < o < 2,0 < [ < 1. Nous commencons par établir une
équivalence entre ce probléme et une équation intégrale. Ensuite, nous présentons
un premier résultat d’existence en utilisant le théoréme du point fixe de Banach. Un

second résultat d’existence sera présenté en utilisant le théoréme de Krasnoselskii.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques concepts et définitions que nous

emploierons dans les chapitres suivants.

1 Quelques définitions

Définition 1.1 (Norme) [31] Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle une
norme sur E tout application || . || : E — R, vérifie :

NeeFE:xz|]|=0=z=0.

NVAXeR Ve E:|| Az ||=A|| x| (homogénéité).

Vr,ye Ex|lz+y|<|| x|+ |yl (inégalité triangulaire).

On dit alors que (E, || . ||) est un espace vectoriel normé.

Définition 1.2 (Opérateur linéaire) [22] un opérateur linéaire (ou plus simple-
ment un opérateur) est une fonction entre deux espaces vectoriels qui est linéaire sur

son domaine de définition.

Définition 1.3 (Opérateur compact) Soit D € E, un opérateur F' : D — E est

dit compact si pour tous ensemble borné S C D, F(S) est relativement compact. De

14



2. Espaces utilisés

plus, F' est complétement continu s’il est continu et compact.

Définition 1.4 (Ensemble equicontinue) Soit A un sous ensemble de C'(J, R) ;

L’ensemble A est equicontinue. i.e. pour tout € > 0 ; il existe 6 > 0 tel que
|ty —ta | 0 =] f(t1) — f(t2) ||< € pour tout t1,ts € J et tout f € A.

Théoréme d’Arzéla- Ascoli

Théoréme 1.1 Soit A un sous ensemble de C(J; R); A est relativement compact

dans C(J; R) si et seulement si les conditions suivantes sont vériffées :

i L’ensemble A est uniformément borné. i.e. il existe une constante k > 0 telle que :
| f(x) ||< K pour tout x € J et tout f € A .

ii L’ensemble A est equicontinue.

2 Espaces utilisés

Définition 2.1 (Espace L?) [27] Soit Q) = |a,b] (—o0 < a < b < 400) un intervalle

borné ou non borné de R. Pour 1 < p < oo, on définit l’espace L* comme suit :

1. Pour 1 <p < oo, LY(Q) est l’espace des fonction mesurables de puissance p

intégrables sur €2, c.-a-d. :

feLf Q) <:>/ | f(z) |P dz < oo (1.1)
Q
ol
7= ([ 1 £) P do)?
est une norme sur LY (Q) et (LY(Q),] . |l,) est un Banach.

15



2. Espaces utilisés

2. Pour p =2, alors :

L*(Q) = {f : f mesurable & carré intégrable sur Q, /f x)dr < oo},

(1.2)

L’espace (L*(Q); (., .)r2(q)) est un Hilbert, ot (.,.)12(q) est le produit scalaire
défini par :

(f;9)12(0 /f r)dr, Vf, g€ L*Q). (1.3)

3. Pour p = oo, L>*(Q2) est l’espace des fonctions essentiellement bornées sur €).

Définition 2.2 (Espaces des fonctions continues) [18]
Soit Q@ = [a,b] (—o00 < a < b < ) et n € N. On désigne par C™(Q2) ’espace
des fonctions f qui leurs dérivées d’ordre inférieur ou égale a n soit continues sur

Q, muni de la norme :
_ ) | )
7= 3215 =3 mas | /90) | me e (14

En particulier, sin = 0,C°%Q) = C(Q) l'espace des fonctions f continues sur €
muni de la norme :

I flle= max| f(z)]. (1.5)

Définition 2.3 (Espace métrique) Un espace métrique (E,d) est un ensemble F
muni d’une application d : E x E — R appelée distance ou métrique, qui satisfait les
propriétés suivantes :

i) Ve,y € B d(x,y) >0, etd(z,y) =0z =1y.

i) d(z,y) = d(y,z)  (symétrie).

i) Ve, y,z € B d(x,z) <d(z,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire).

Définition 2.4 (Espace complet) [19] On dit qu’un espace métrique (E, || . ||) est

complet si toute suite de Cauchy de F est convergente.

16



3. Fonctions spéciales

Définition 2.5 (Espace de Banach) [31] On appelle espace de Banach tout espace
vectoriel normé complet sur le corps k = R ou C.

3 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma d’Euler, Béta et la

fonction de Mittag-LefHer, qui jouent un réle trés important dans la théorie du calcul

fractionnaire et ces applications.

fo -2/

Iy
.

FIGURE 1 :Courbe representative de la

fonction Gamma.

3.1 La fonction Gamma d’Euler

En mathématiques, I'une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la

fonction eulérienne Gamma (ou fonction Gamma). Il s’agit d’une fonction complexe

17



3. Fonctions spéciales

qui prolonge la fonction factorielle & ’ensemble des nombres complexes.

Définition 3.1 Pour a € C, tel que Re(a) > 0, on définit la fonction Gamma

d’Euler, représentée par la relation sutvante :

—+00

I(a) = / o1y, (1.6)

0
Lemme 3.1 I'(a) est une fonction monotone et strictement décroissante pour

O0<a<l.

Proposition 3.1 [22] Pour tout a > 0 La fonction I'(«) satisfait les propriétés

sutvante :

1 I(1) = 1L,0(}) = V& D(0.) = +o0;
2 I'(x + 1) = 2'(x), Re(z) > 0;
3 T'(n+1)=nlVne N

4 T'(z) = %, pour —(n+1) <x < —n, n € N*.

Preuve.

L D(1) = [ e tdt =1

18



3. Fonctions spéciales

2. En intégrant(1.6) par parties

Mx+1) =

Alors :

3. On a:

(1)

+oo
eftt(l"i’l)*ldt

0
“+o00

e "t dt
0
+o00o
[—e "] 5° + / e " dt
0
—+o0

x / e "l dt = ol (zar).

0

I'z+1) =al'(2).

—+00

= / e 't Nt = 1.

0

Et en utilisant (1.7), on obtient pour n € N*

Fn+1)=nl(n) =n(n—-1)!=n!

Par conséquent

(n+1) =n!,¥Yn € N*.

19



3. Fonctions spéciales

4. Prolongement de Gamma dans C
soit z € C, on a :

Ay 1 Si—1 < Re(x) <0, alors : 0 < Re(z + 1) < let I'(x) est bien définie par
la forme : o
F(ﬁ):F(:ﬂ%—l):fO e td$'

x x
Ay i Si =2 <z < —1,alors : 0 < Re(x 4+ 2) < let I'(x) est bien définie par la

forme :

Tz +2)
I'(z) = 2@ tl)

A, :Si—n<Re(r) < —n+1 alors: 0 < Re(z+n) <1l,neN* ona:

['(n+ )
rlx+1)(x+2)..(x+n—-1)

[(z) =

Alors on peut prolonger I' pour les nombres complexes © € C tel que z ¢ Z

p ['(n+ )
z(z+1)(z+2)...(x +n)

[(x) = ;0 < Re(z+n) < 1.

3.2 La fonction Béta

Comme la fonction Gamma, la fonction Béta est également définie par une inté-

grale impropre.

Définition 3.2 /8] La fonction Béta ou bien la fonction de Bessel de seconde espéce
est une type d’intégrale d’Euler définie pour des nombre complexes o et 3 par la

relation :

1
/t“ (1 —t)P1dt, Re(a) >0, Re(B) > 0. (1.8)
0

20



3. Fonctions spéciales

FIGURE 2 : Courbe representative de la fonction Beta.

Proposition 3.2 La fonction Gamma est liée o la fonction Béta par la relation

sutvante :

, Re(a) >0 et Re(B) > 0. (1.9)

et elle est symétrique i.e.
B(a, ) = B(f, ).

Preuve. Le produit I'(a)['(5) peut s’écrire :

[e.o]

F(a)(B) = /ettaldt/essﬁlds = //e(t“)to‘lsﬁldtds.
0 0 0

0

21



3. Fonctions spéciales

C(a+5) —//e(”s)to‘lsﬁldtds.
00

Nous utilisons le changement de variable t4+s = x, pour 0 <t < ooet 0 < s < 00

implique 0 < x < o0 et 0 < y < 1. Le jacobien est

D[t’s]: Y v =—ay—xr+ay=—=x
D[QJ, y] 1-— Yy - .
Résultant :
dtds = ‘ ] dzdy = vdxdy.
z, Y]
D)) = e (ay)* ! 21— y)ﬂ_lwdazdy
[I-
o) 1
_ —mxa—l-ﬁ—ldx ya—1<1 o y)ﬁ—ldy
[l
= T(a+B)B(a,p).
Alors [(a)T(8)
e
[

3.3 Fonction de Mittag-Leffler

La fonction exponentielle, e*, joue un role trés important dans la théorie des

équations différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle

22



3. Fonctions spéciales

a un seul parameétre a été introduite par G.M. Mittag-Leffer.

FIGURES : La fonction de Mittag-Leffler a un seul

parametre

T T T T T T T T T

Eiq(z) : (e = 3 = 1) trait en pointillé

W+ #

z)

| Eyz,4(2) ¢ (e =v2, 3=1.3) trait plein Ry

et B 5 4

.|||;I|‘|{3

a1

(=

FIGURE 4 : La fonction de Mittag-Leffler a deux

parametres

Définition 3.3 Pour z € C, la fonction de Mittag-Leffler E,(z) (notée par M — L)

23



3. Fonctions spéciales

est défnie comme suit :

=y ———— o (o> 0);
K:OF ak—i—

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée E, 3(z) est défnie comme suit :

o0

Zf‘ak+ﬁ (>0,8>0).

K=0

Exemple 3.1 Pour des valeurs spéciales de o et B on a :
1. El(Z) = E1,1(2) = e~.
2. El,g(Z) = el J

z

5 = 2 = 2K 1 o= 2FtH! -
b2 :r(k+2)_k§(k+1)l zz(k—l—) 2@ =D
3. Eis(z) = <5
e ZK 1 & Zk+2
E =— = —(ef—z—-1
L3 kzor(ms) z2§(k:+2)' G

Théoréme 3.1 [18] La fonction de Mittag-Leffler posséde les proprietés suivantes :

1. Pour | z |< 1 la fonction de Mittag-Leffler généralisée satisfait :

z—1

/ e P B, p(2tY)dt =
0
2. Intégration de la fonction de M — L :

/ Eo s M) dt = 2P B, 5.1(A2%).

24



4. Théorémes des points fixes

3. La dériwée d’ordre n € N de la fonction de M — L est donnée par :

d" - « —n— o
(P Bap(0e) = 2 B ().

4 Théorémes des points fixes

Les théorémes de point fixe sont des outils extrémement utiles pour résoudre les
équations différentielles. En effet, ces théoréemes fournissent des conditions suffisantes
pour qu'une fonction donnée admette un point fixe, assurant ainsi l'existence et
I'unicité de la solution d’un probléme donné en le transformant en un probléme de
point fixe. Dans cette section, nous introduisons les théorémes du point fixe que nous
utiliserons par la suite. [5] [8]

Soit J := [0;T],T > 0. Notons C(J; R) est I'espace de Banach des fonctions

continues défnies de J dans R ; muni de la norme

| @ [[= sup{[ =(¢) |t € J}.

Définition 4.1 Soit f une application d’un ensemble E dans lut méme. On appelle

point fixe de f tout point u € E tel que
f(u) = u.

4.1 Théoréme de point fixe de Banach

Le principe de contraction de Banach, également connu sous le nom de principe
de Banach, est un outil précieux dans la théorie des espaces métriques. Il garantit

I’existence et I'unicité des points fixes de quelques applications des espaces métriques.

Définition 4.2 Soit (X, d) un espace métrique. Une application f: X — X est dite

k— Lipschitzienne de constante k > 0 st
Vu,v € X 2 d(f (u), f(v) < kd(u,v).
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4. Théorémes des points fixes

Définition 4.3 L’application k— Lipschitzienne f est dite une contraction si k €
(0,1).

Théoréme 4.1 Soit (X, d) un espace métrique complet, soit F' une partie fermée de

X, et soit f: X — X une contraction. Alors f admet un unique point fize f(x) = x.

4.2 Théoréme de point fixe de krasnosselskii

Le théoréme de Krasnoselskii est une combination de deux théorémes de point
fixe : a savoir le théoréme de Chauder et le théoréme de 'application contractante
de Banach.

Théoréme 4.2 Soit F' un ensemble non vide, fermé, et convere d’un espace de

Banach X : Ty et Ty sont deux applications de F' dans X telles que :
1. Ty(z) + Th(y) € F, Vx,y € F,
2. Ty est une contraction,

3. Ty est compacte et continue.

Alors, Ty + Ty admet un point fize dans F ; autrement dit, il existe x € I tel
que Th(z) + Th(z) = =.
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CHAPITRE 2

Calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une branche de I’analyse qui se consacre aux opérateurs
d’intégration et de dérivation d’ordre non entier.

Dans ce chapitre, nous abordons un appercu sur le calcul fractionnaire. Nous nous
limitons & deux des approches les plus populaires des dérivées fractionnaires, a savoir
I’approche de Riemann-Liouville et ’approche de Caputo, et nous présentons leurs

propriétés. Nous commencons par définir I'intégrale de Riemann-Liouville.

1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f : [a,b] — R (ou a valeurs vectorielles) une fonction continue.

e La primitive de f est donnée par ’expression

(1)) = / f(t)dt. (2.1)

e Pour la seconde primitive on aura
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1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

(2)(x) = / I3 f(s)ds (2.2)
_ / F@)dt | ds,

a

et en utilisant le théoréme de Fubini

i@ = [ [as] s

e En générale, pour la o'“"“primitive, on aura :

T

1) f(z) = 7da:1 72(1352... / @)z, = = ! 5 / (z— DOV Fdt (2.3)

a

Cette formule est appelée formule de Cauchy.

Définition 1.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction f €

L'[a,b] est donnée par la relation suivante :

x

(12 £) (x) = ﬁ / (a— 1) £ (1)t (2.4)

a

Cette formule est la généralisation de (2.3) par la factoriel de la fonction Gamma :
(a —1)! = (o),
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1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

ol o est un nombre réel ou complexe.

Remarque 1.1 La formule (2.4) est une généralisation de la o*™ primitive avec

un ordre de primitivation non entier.

Exemple 1.1 L’intégral fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction
f(2) = (z —a)? avec B > —1,

est donnée par :

x

<mﬁuo=f§y/@—wavuma

a

T

O‘:z:—a’B:L x—1)"Yt —a)’
e = g [0 -

Pour évaluer cette intégrale, on effectue le changement de variable suivant :
t=a+ s(x —a)=dt = (z — a)ds.

sitzxis:ﬁzletsit:a:s:o.

‘ -

I
z)
E/ [l
O\._\ O\H O\._\

I%(z —a)’ = (x—a—s(zr—a)* Y a+s(x—a)—a)’(x—a)ds

=
£

(@ — a) — s(z — )" [s(x — @)} (« — a)ds

‘ B

[(z —a)(1 —5)]* P (x — a)’(z — a)ds

=
£
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1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

1
1
= —/ z—a)*P(1 - 5)* s ds
0

['(a)
= L :p—ao‘ﬁl — ) 1sPds
- 7 >+0/<1 s
B B(a,5+1)x_aa+g
_ F(a)l(6+1) ( —a)a+5

Fa)T(a+5+1)
= M(w _ a)a—i—ﬁ_

MNa+p+1)
donc
I%(z — a)B — M(w — a)OH—B (2.5)
. Dla+pB+1) ' '

Exemple 1.2 L’intégral fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction

f(z) = 2" avec B > 1

est donnée par :

I f(a) = La / (e — )" Ldt. (2.6)

En posant t = xu = dt = xdu.
Sit=r=u=%2=1letsit=0=u=0.

Alors la formule (2.6) devient :

‘ -

I3 (2") =

p1

@) /1(:cu)ﬁ(:c — zu)* tadu,
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1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

En utilise la fonction Béta on trouve :

‘ -

1
I%(2%) = @ /mﬂuﬁxa_l(l —u)* adu

—

ﬁ\
—

1
/ a+pB—1+1 ﬁ )afldu
0

xoth

= o) /uﬁ(l —u)* du

xorl-ﬁ ’
= Ta)B(ﬁ +1,a)

LB+ DT(0) s
(e)l(a+p5+1)
_ F<6+ 1) xa—irﬁ
Ia+B+1) '

Alors o) — I(3+1) ot
@ C D(a+B8+1) '

Exemple 1.3 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o, (a € R),

d’une fonction constante f(x) = c est

(@) = I% = ﬁ /(g; et —

«

o) (x —a)* a€eR, ceR. (2.7)

Théoréme 1.1 [18] [33] Soit a, 8 > 0, alors pour toute fonction f € L'[a,b], lin-

tégrale fractionnaire de Riemann-Liouville posséde la propriété de semi-groupe :
I f(a) = 1540 f(2) = IS f (). (2.8)
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1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Preuve. Soit f € L'[a,b], la preuve découle directement de la définition

T T

/ (z — 1) Ldt / (t — u)P~1 f(u)dudt.

a u

1

arf ) =
Iajaf< ) F(a)I‘(ﬁ)

D’apres le théoréme de Fubini on a :

1¢I5 f(2) /f / — )’ dtdu.

En utilisant le changement de variable ¢ = u + s(x — u), on trouve :
I°I5 f(2) = /f /x—u—s z—u))* Hu+ s(z —u) — )’ dtdu

_ /f / v — ) — s(z — w)]*s(x — w)]Pdtdu

= W / f(u) /[(x —u)(1—8)]* "z — u)’tdtdu

T

— /f — )P 1/(1—5)“—135—1dtdu
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1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

D’ou le résultat. m
Théoréme 1.2 [22] Propriété de linéarité :
o7 [erf(2) + c2g(a)] = craly f(2) + c2al7 g(2), (2.9)

ol ¢y et ¢y sont des constantes et f(x) et g(x) sont deux fonctions arbitraires.

Preuve.
oLyl f(z) + cog(x)] = ﬁ/(w — 1) e f(t) + eag(t))dt
1 . 1 .
= clm a/(x — ) f(t)dt + CQm a/(x — ) g(t)dt

= Clajgf(x) + C2a[$g(x)'
D’ou le résultat. m

Proposition 1.1 /28] Soit o un nombre compleze et f € C°([a,b]).
i) (19)(2) = f(o);
ii) g (I2f) (x) = (127 f)(2),  Re(a) > 1
i11) lir(r)1+(]gf)(x) f(x), Re(a) > 0.

Preuve. i)

N = Fo / (z — 0 f (1)t




1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Alors on trouve :

(Igf)(x) = 1 [f(a) x 1+ / f(l)(t)dt]

= fla) + f(z) = f(a) = f(2).
D’ou le résultat.

i)
ggﬁﬂm>;§{%7j<>avm }

i i

N —

1

- T /e Ve -

a
x

1 a—2
= m/(m—t) f(t)dt

a

= (137 N)(@),

avec I'(a) = (a — 1) — 1).

iii) Soit f € C%([a,b)).

<mﬁwr1%5/@_wav@ﬁ

a
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1. Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

D’apres (2.5), on peut écrire :

x

(1°1)(z) = ﬁ /(:E C el 1 dt = é"’za_f);; —1.
Alors a
| (D@ - U@ ) 1= 020 - oy @) (2.10)
_ ﬁ / (z— 1)L f (1) dt — ﬁ / (= 1) f(z)dt |
< @ / (o= 0| (1) — S | de
- = /( S0 ()~ f) | dr ﬁ / (=" £(0) ~ F(a) | db

D’une part, comme f est continue sur [a,b), nous écrivons :

Va,t € [a,b),Ve > 0,3y >0:|t—z|<v=| f(t) — f(x) |<e,

qui conduit a

T x

/(x—t)“_l F(t) — ) | dt < /(x—t)a_ladt: % (2.11)
D’autre part,
[0 1 g0 f@ i< [ @00 0] -] @ D )
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2. Dérivation fractionnaire

T—7y

< 2sup | f(e) | /(a:—t)“_ldt, Va € |a,b)

e€la,x]

_ 2M(M—f>, ot M= sup | f() ]

Q Q e€la,z]

On compare entre (2.10), (2.11) et (2.12), on trouve :

D) - s @) < —rsler +2M (o - =)
m[éva +2M((z — a)® = 7%)].
D’aprés la limite :
O OIEE
Autrement dit :
|l (1)(@) ~ s @) 1< 2. >0

C.-a-d.
lim (15f)(z) = f(@).

a—0t

2 Dérivation fractionnaire

L’idée principale de la dérivation et I'intégration fractionnaire est la généralisation

de la dérivation et de l'intégration itérées. Le terme ”fractionnaire” est un terme

trompeur mais il reste conforme a 1'usage courant.
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2. Dérivation fractionnaire

2.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

L’approche de B. Riemann et J. Liouville de dérivation fractionnaire est donnée

par l'intégrale suivant :

Définition 2.1 [13/ [17] Soit o € Ryet n € N* tel que n —1 < o < n. La dérivation

fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville d’une fonction f (notée par

D2 ou bien DY) définie par la relation suivante :

1 d

D2 f(x) =Dl “f(x) = Tln—a) <%) /(m — )yt (t)dt, x>0, (2.13)

a

avec D™ = (%)n.

En particulier, si o = 0, alors on trouve :

(D2f)() = 12 (x) = (o). (2.14)

Sia =n, on trouve :
D} f(x) = DI [0 f(a) = DEF UL f(e) = D' f(a), (2.15)

D’autre part, si a < 0
D2 f(x) = I f (). (2.16)

Exemple 2.1 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction

Soit B>—-1et0<n—1<a<n,alorsona:

T

Df0) = oy (42 o= 0 stan

a
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2. Dérivation fractionnaire

D*(x — a)’

(

a

T

(%y /(m — )"t — a)Pdt.

On utilise le changement de variable t = a + s(x — a), on aura :

F(n—a)l'(B+1)
Fn—a)l'(B+14+n—a)

Done

a B+
D (ac—a)ﬁ—F

%) (l‘ _ (L)n_OH_B.

On sait que :

a
dx

(B+1+n—a)

(%)n (x — a)" P, (2.17)

)” (z—a)" P =B+n—a)(f+n—a—1)..(8—a+1)(z—a)’ (2.18)
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2. Dérivation fractionnaire

Par substitution de (2.18) dans (2.17) on trouve :

N I+ +n—-—a)B+n—a—1)..(—-a+1) )
Dz —a)’ = T(B+14+n—a) (o= a)’

FB+1DB+n—a)f+n—a—1)..(6—a+1)

z—a)’ @
(ﬁ+n—a)(ﬁ+n—a—1)...(6—@+1)F(ﬁ—a~|—1)( )
o F(ﬁ + 1) (.CE . a)/g’—a
- T(B—a+1) '
Donc G+
DYz —a)’ = m(w —a)’, (2.19)

Exemple 2.2 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une constante est en

général ni nulle ni constante.

C

POty

(x —a)™. (2.20)
Théoréme 2.1 [22] Soitn—1 < o < n et si f(x) satisfait les conditions de théoréme
de Taylor

o0 (k)
D f(z) = kzzo F(}f_—(gﬁl)x“. (2.21)

Preuve. Comme f(z) satisfait les conditions du théoréme de Taylor, on peut ap-

pliquer le développement de Taylor :

B f(k)(()) . > f(k)(()) .

k=0 0

On dérive au sens de Riemann-Liouville, on trouve :




2. Dérivation fractionnaire

Alors

a _ S f(k)(o) —a
D%f(x) = ;mxk :

Théoréme 2.2 [33] Soient o, > 0 etn—1<a<n, m—1<p < m tel que

n,m € N*alors :

1. sia> >0, alors pour f € L'[a,b] I’égalité

DI f)(x) = 1277 f (), (2.22)

est presque partout sur [a,b].

2. S’il existe une fonction ¢ € L'a,b] tel que f = I%p, alors

[ Dg f(x) = DGIg f(x) = f(x), (2.23)

pour presque tout x € |a, b].

3. Pour a > 0,k € N*.

Si les dérivées fractionnaires D2 f et DXt f existent, alors
DM(Dg f(x)) = Dy f(x), (2.24)
4. Si B> a>0 etla dérivée fractionnaire D?~“f eriste, alors
D;(I5 f)(w) = D*=° f(x). (2.25)

Preuve. En utilisant la définition (2.13) de dérivation fractionnaire et la relation

(2.8) on trouve :
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2. Dérivation fractionnaire

1. Pour a« > 8 > 0, alors n > m, on a :

D5 f)(w) = D"I;7°(13 f)(x)
= DIy f)(x)
= D"} f)(@)
= ;77 f(x).

2. Par la relation (2.23) on obtien :

DG f(x) = I (Dglie(x))
= IJo(x)
= f(z).

Et
DI f(z) = Di(I;15e(x))
= Ijp(z)
= f(2).
3.0mn a:
DDy f(x)] = D*D I~ f(x)

— DkJrn[gLfaJrkfkf(x)
_ Dk+n15+n—(a+k)f(x)
— Dk+nf(:)3).

D’ou le résultat.
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2. Dérivation fractionnaire

4. On a:

Di(IEN)@) = DI P(I )
= D f(a)

existepourt— 1< f—a<iaveci<n. m

2.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un role
important dans le développement du calcul fractionnaire, en raison de ses applications
en mathématiques pures et appliquées. Cependant, étant donnée que la dérivée au
sens de Riemann-Liouville d'une constant n’est pas nulle et que les conditions initiales
du probléme de Cauchy sont exprimées par des dérivées d’ordre fractionnaire, Caputo
propose une autre approche ot la dérivée de la constante est nulle et que les conditions
initiales sont exprimées comme dans le cas classique par des dérivées d’ordre entier.

Dans cette section, nous donnerons une définition de la dérivée fractionnaire au

sens de Caputo ainsi que quelques propriétés essentielles.

Définition 2.2 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € Ry de la fonction

f(z) est définie par la relation suivante :

xT

1
‘D fx) = I f")(z) = Tn—a) /@ — " M ydt, x> a, (2.26)
avecn —1 < a<n,néeN*.
St o = n on trouve
“DEf(x) = f) (). (2.27)
En particulier, si o = 0, alors
“‘Daf(x) = f(2). (2.28)

42



2. Dérivation fractionnaire

Exemple 2.3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction :

fz) = (z —a)".
Soit o non entier et >n—1 avec0 <n—1<a <n, alors on a :

L@+1) (t —a)’™.

0= 55

D’ou

T'(6+1) r ety oy
T(n—a)D(B—n+1) /( )" (t = a)” "t

a

‘D¥(x —a)’ =

En utilisant le changement de variable t = a + s(x — a), on aura :

Dz —a)’ = L+1) 1x—a—sx—a nmelig 4+ s(x —a) —a)’ ™z — a)ds
Die =0 = Frmmraa | @ e s =) s = 0) =) e~ a)d

rB+1)

z—a)—s(x—a) " * Ys(z — a)’ ™(z — a)ds
T(n—a)L(B—n+1) [( ) = s( )] [s( )7 )d

Il
o\ o
= —

_ L(B+1) / [(z — a)(1 — )] " "(z — )’ (2 — a)ds

I'n—a)l'(B—n+1)

1

- ( nal n
= Th—or ( —n+ /1—5 P "ds
1)B

_ ['B+ (n—a,ﬂ—n—i—l)(x_a)ﬁ_a
Fn—a)l'(f—n+1)

'+ Hn—a)l'(B—n+1)

= r—a)’®
B F(n—a)F(B—n+1)F(ﬁ—0z+1)( )

_ F(B+ 1) (LU—CI,)ﬁia

T —a+l) ‘
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2. Dérivation fractionnaire

Done

L(B+1)

c o . 8 __
Pale =0 =55 a3 1)

(z —a)’. (2.29)
Exemple 2.4 La dérivée fractionnaire de Caputo de la fonction
fla) =2
est donné par :

LB+1) | B—a _
DUf(x) = PP ={ TE-ain™ B>a—1,
07 6 S a—1.

(2.30)

Exemple 2.5 La dérivée fractionnaire de Caputo d’une constante est nulle i.e.

°DeC = 0, VO € R. (2.31)
1 X
‘Dyf(x) = m/(x—t)"alf(n)(t)dt
1 X

= —F(n vy /(x — )" x 0dt =0

a

2.3 Relation entre ’approche de Riemann-Liouville et celle

de Caputo

Le théoréme suivant établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 2.3 [18] [1] Soient f € C"([a,b]), a« >0, n € N* avecn —1 < a < n.
Si D*f(z) et °D*f(x) existent, alors on a :

n—1

‘D*f(x) = D*f 2 TG —a + 1) (x —a) ™. (2.32)
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2. Dérivation fractionnaire

De la relation (2.32), on déduit que si f®) = 0 pour k = 0,1,2,...,n — 1 et
=[a]+1
‘Df(x) = D*f(x). (2.33)

S0 < a<1, on trouve :
‘Df(x) = D*(f(z) — f(a)). (2.34)

Preuve. En utilise le développement de Taylor

fa) = fapta=a) @+ S f @ g B e,
Alors
f )_nl M]ﬂ(k)( R
(x _,;F(/Hl) a)+ R,_1,
telle que

f ™ (s)(z — s
R /f"> s = I a).

En utilisant les propriétés de la dérivée de Riemann-Liouville mentionnées précé-

demment, on obtient

D*f(x) = (Z "’Zk‘fl Tl >+Rn1>

_ le((]f+ >) f®(a)+ DR,
- 3 P )+ )
=3 %ﬂ“(m D f(z).

\ \
o
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2. Dérivation fractionnaire

Donc

‘Df(x) = D*f(x) -
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CHAPITRE 3

Quelques résultats sur 'existence et

I'unicité des solutions

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’é¢tude de I'existence et 'unicité des
solutions d’une équation différentielle fractionnaire hyperbolique non linéaire avec

des conditions aux limites intégrales, en utilisant des théorémes de point fixe.

1 Position du probléme

Nous considérons ’équation différentielle fractionnaire non linéaire avec des condi-

tions intégrales aux limites :

“Dy(t) = f(t,y(1), teJ=10,1], (3.1)



1. Position du probléme

y(1) = ﬁ / (1— )5 y(s)ds (3.3)

ot f:[0,1] x R — R est une fonction continue, “ D la dérivée fractionnaire
d’ordre o de Caputo avec 1 <a <2, 0< < 1.

Lemme 1.1 [34] Si a > 0, alors l’équation différentielle
“D*h(t) = 0,
admet une solution
h(t) = co + cit + cot® + ... + g t™ 1,

ouc; € Rii=0,1,2,...n—1,n=[a] + 1.

Lemme 1.2 St a > 0, alors
I ODR(t) = h(t) + co + c1t + cot? + ... 4 gt
ouc; € Rji=0,1,2,...,n—1,n=[a] + 1.

Définition 1.1 Une fonction y € C(J,R) est dite solution du probléeme (3.1)-(3.3),
si y satisfait 'équation ©Dy(t) = f(t,y(t)) sur J, et les conditions (3.2) et (3.3).

Pour étudié¢ d’existence de solutions du probléme (3.1)-(3.3), nous utilisons le

lemme suivant :

Lemme 1.3 [32] Soit 1 < a < 2 et soit h : J — R une fonction donnée continue.

Alors, le probléeme aux limites
“Dy(t) = h(t), teJ (3.4)
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1. Position du probléme

y(0) = / y(s)ds (3.5)

y(1) = / (1 — )5 y(s)ds (3.6)

admet une solution unique donnée par :

t

o) = ﬁ / (t — 5)*Th(s)ds +
1 —1 | —Tﬂ_lr—so‘_lr——(l_s)a_l
0/ YOG / o s )

ol

S [ | —

Preuve. En appliquant le lemme 1.2 nous pouvons réduire le probléme (3.4)-(3.6) a

une équation intégrale équivalente

y(t) = Igh(t) +co + Clt (37)
1 / o—1
= m !(t — 8) h(S)dS + Co + Clt,

Pour certaines constantes cg, ¢; € R.

Par intégration et 1'utilisation du théoréme de Fubini, nous obtenons :

/y(s)ds = / (3)41:(;))& h(T)dT + ¢o + % (3.8)
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1. Position du probléme

D’aprés (3.7), on trouve :
y(0) = co,

et par (3.5) et (3.8), nous arrivons a :

w0 = [ES i vt G

alors,

(1)
—20/ oT(a) h(r)dr, (3.9)

Et d’apres (3.6) et (3.7), nous obtenons :

IR
W)o/(l P y(s)ds

6(//) (s — r)* L h(r)drds

1 1
o 5)1 ‘1 5)P1
ds + / ds,
F(ﬁ 0/ I'(3) /

\_/

c’est-a-dire :

1
1

ﬁg/ﬁ_@%%@@+%+q__ m//ﬁ—sﬂl— r)* " h(r)drds

0
1 1
Co B—1 C1 ﬁl
(1 —35)"""ds+ —— /1—3 ds,
F(ﬁo/ ) /




1. Position du probléme

aprés simplifications, nous trouvons :

1
1

m/(l—s)o‘_lh(s)ds—i—co—f—cl - // (1= 1)1 — 5)°Lh(s)drds

(6+1) <6+2)

et s’écrire aussi,

(um)cﬁ( ﬁ+2> 0/1/11 )Y (r— ) U(s)drds

s

1 1
- )" h(s)ds. 3.10
o / (3.10)
0
En posant v, =1 — m,yz =1 m, alors (3.10) devient :

1

——1 y —r)r—s)* h(s 7"3—L —5)*h(s)ds
”1C°+”2C2‘r<a>r<ﬁ>0/8/“ = ) drds— s [ (1= h(s)s.

0

En utilisant (3.9), nous trouvons :

o = m//(l — )7 (r — 5)*h(s)drds (3.11)
! ) /(1 — 5)* 1 h(s)ds —i— / (1 —5)"Rh(s
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2. Existence et unicité des solutions

une combinaison de (3.7), (3.9) et (3.11) nous conduit & :
t

= — 5)* " 'h(s)ds 1 o — 7)1 (r — 5)* h(s)drds
o) = W)O/(t ) >d+%r(a>r<5)0/8/<1 V7 = ) h(s)drd

1
1

TS Ja= o thes + [%f}?@ - aﬁfa)} / (1= 5)°(s)ds,

ou d’une autre maniére,

y(t) = 1@ /(t—s)a Un(s)ds +
e
+ (71 272a - 2;@)) (1- S)a} h(s)ds

2 Existence et unicité des solutions

Deux méthodes permettent de résoudre le probleme de l'existence : Le premier
résultat est obtenu en utilisant le théoréme du point fixe de Banach et le second

résultat est fourni par 'utilisation du théoréme du point fixe de Krasnoselskii.

2.1 Premier résultat d’existence

Théoréme 2.1 [32] Supposons que la fonction f : [0;1]x R — R est continue et

qu’il existe une constante L > 0 telle que
(Hy):| f(t,2) = fty) IS Lz—yl t€0;1], 2,y eR.
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2. Existence et unicité des solutions

Si LA < 1, alors le probléme aux limites (3.1)-(3.3) admet une solution unique,

_ 1 B8, @) 1 2| vy | 2
A v ) 3, T+ AT@E®) T3, 1T+ D) ' 17, [ Ta+2) ot

Preuve. On définit 'opérateur F' par :

Fo)(t) = —— / (t— ) f(s, y(s))ds + (3.13)

| —1 —rﬂflr—so"lr——(l_s)ail
0/ [mamm fa=r o= S

2y, 2 U I
(%OéF(oz) &F(a))(l )]f(d»/( ))ds, t € [0,1].

+

Posons sup | f(t,0) |= M et montrons que FB, C B, , ou B, = {y €
te€[0;1]

C(0,1,R) |y [|[< p } et p> M4

Soient y € Bett e [0,1],ona:

te[0;1]

I (Fy)@) |< sup {ﬁ/(tS)alf(s,y(S))dS (3.14)

11
(1 =) (r —5)*7 1 f(s,y(s))drds
HE IF 0//

S

o — ) (s, y(s))ds —2|72’ | —5)*f(s,y(s))ds
+|71|F()/<1 )= (s, y(s))ds + >0/(1 )" (s, y(s))d

|7, [al(a
/ (1—s)” ))ds}
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2. Existence et unicité des solutions

1 ot
<t$%{nm!ﬁ” (1 £(5.9() = £(5.0) |+ f(5,0 ) ds

_Tﬂl _ al s s 5 s
MIIP 0//1 (I f(s,y(s)) = f(s,0) [+ | f(s,0])drd

s
1
1

!vﬁrmy/“‘)”<U“y<»—ﬂ&mef@ﬁDm

1

+

20y, [
MllaF 0/1 s)* (| f(s,5(5)) = f(5,0) [ + ] f(s,0]) ds

1
2t

+aF(a) /(1 —8)(] f(s,y(s)) — f(5,0) | + | f(s,0 )ds} .

0

Posons u = {=%, ce qui donne 1 —r = (1 —u)(1 —s), dr = (1 — s)du et par suite :

// (1 —7)7"Y(r — s)* tdrds = /1(1 — s)awlczs/lu —u)P o du = B8, @)

a+f
0 s

Par substitution dans (3.14) et aprés des simplifications, nous obtenons :

1 B(8, ) 1 (21
0 12 M S+ T T R - T
2|7, | 2 }
)

7 T(a+2) T(at2
(L, + M)A

IN A

P

ce qui implique que F'B, C B,, .

Supposons maintenant que z,y € C([0,1],R) et t € [0,1]. Alors
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2. Existence et unicité des solutions

te[0;1) ['(a)

| Flz) = Fw) < su L/t—sa1rfsx<s>>—f<s,y<s>>\ds

—rﬁlr—s s,x(8)) — j(s,y(s rds
mr //1 27| f(s,x(s)) — fs,y(s)) | drd

1 a—1 — f(s,y(s S
+|71|_w/<1_3> | f(s,2(5) = f(5,9(s)) | d

0

2], | 1 —35)® s,x(s8)) — J(S,U(s s
+W0/<1 1 | fs.a(s) = Fls,y(s)) | d

/1_sa|fsx< )) = f(s,y(s)) | ds

B(8, a) N 1

Lnx—yu{ L
Mot 1) " 7, (@t HL@I® | 7, [Tat D
N 2], | L2 }
|71 I T(a+2) T(a+2)
— LAlz—y].

IN

Par hypothése on a 0 < LA < 1, alors F' est une contraction.

On déduit que le probléme (3.1)-(3.3) admet une solution unique par 'utilisation

du principe de I'application contractante de Banach. m

Exemple 2.1 Considérons le probléeme auz limites suivant :

1 e
2+4 14| x|

CDay(t) = +tcos?t, t € [0;1] (3.17)

)



2. Existence et unicité des solutions

= /y(s)ds (3.18)
y(1) = r(ll) /(1 — s)"2y(s)ds. (3.19)

0

Dans cet exemple, o = g,ﬁ = % et f(t;x) = t2i4 1f||w‘ +tcos?t.

Ona:

L lzl=1yll
#4412 D0+ y )

| f2) = fLy) =
1
Z'x_y|7

donc, L = ;11
Par un calcul simple, on trouve : LA = 0,3715... < 1, et d’aprés le théoréme (2.1)
on déduit que le probléme (3.17)-(3.19) admet une solution unique.

2.2 Deuxiéme résultat d’existence

Théoréme 2.2 [32/Soit f : [0;1] x R — R wune fonction continue qui satisfait les
conditions (Hy) et (Hz) :| f(t,x) |< u(t),V(t,x) € [0,1] x R et p € (C[0,1],RT).
Supposons que

B8, @) 1 2], | 5
L{%M+ﬁﬁmww>%vlrm+n+m|ma+m+rm+m}zgm

Alors, le probléme auz limites (3.1)-(3.3) admet une solution unique.

Preuve. Posons sup | u(t) |=|| u(t) || -
te[0,1]

* B(8,a) 1 |’Y | 2
Nous fixons p* 2| u(t) || { i) T erAr@r® T mrerD T ey + r(m)}
et nous considérons I’ensemble B, = {y e C([0,1,R) || v I< p*}.
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2. Existence et unicité des solutions

Nous déffinissons les deux opérateurs P et () sur B par :

t
1

PO = o5 / (t— 5" f(s.y(s))ds, e (0,1

1 1

@O = / / (1= )P — )21 f (s, y(s))drds

- /(1—8)“‘1f(8,y(s))d8+% /(1—8)“f(s,y(8))ds

1

Soient x,y € B,+, nous avons :

HMH/ L (al // 1

Px < t—s)'d —5)drd

I +Qu |I< (o) (t—s) 8+|71|F (r—s) rds
1

1

T PRSI TEA TN
| v, [ T(a+1)

0

0

1

2l o
+F(a+1) U/(l—s) ds

IA

1 (8, a) 1 27, | 2
el {F(a+1)+|71|(a+5)F(Oé)F(ﬁ)+ e |r<a+1>+m|r<a+2>+r<a+2>}

pr.

IN

Donc, Pz + Qy € B,-.
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2. Existence et unicité des solutions

Nous avons :

B(8, a) N 1
7, [ (a+B)T(@T(B) v, [T(a+1)

H Qx—QyHSLHx—yH{

2], | L2 }
|7, [ T(e+2) T(a+2))

Par exploitation de (3.20), on déduit que @) est une contraction. D’apres la dé-
finition de 'opérateur P, on déduit que la continuité de f implique celle de P. En

plus, nous avons :

I Pl [ %d (3.21)
Ll
- T(a+1)

ce qui implique que P est uniformément borné.
Maintenant, nous montrons que P est compact.

On a:

(Pu)tn) = (Po)2) = 5 [ (1= 9" o p(6)ds = s / (12— )7 f(5.(s))ds

Posons f* = sup | f(t,z) | .
(t,w)G[O,l}XBp*

o8



2. Existence et unicité des solutions

En tenant compte de la condition (H7), nous trouvons :

(Py)(t) — (Py)(tz) = ﬁ / (2 — 5)"" — (11— )] F(s,y(s))ds + / (ts — 5)°f (s, y(s))ds
f* / a—1 o o a—1 7 _ a—1
< T O/[(tg—s) (t1 — s) ]ds—l—t/(tg s)*ds|,
nous conduit 3 :
f*

| (Py)(t2) — (Py)(t2) [< |15 =17 |- (3.22)

I'a+1)

Le second membre de (3.22) est indépendant de y et tend vers zéro quand ty—t; —
0, donc P est équicontinu. En utilisant le théoréme d’Arzela-Ascoli, on déduit que
P est compact dans B. Ainsi, toutes les hypothéses du théoréme du point fixe de
Krasnoselskii sont satisfaites. Ceci, implique que le probléme aux limites (3.1)-(3.3)

admet une solution unique sur [0,1]. =
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Conclusion

Notre but principal dans ce mémoire consistait & présenter quelques résultats
d’existence et d’unicité de solutions d’une équation différentielle fractionnaire. Ces

résultats ont été obtenus en utilisant certains théorémes de point fixe.
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