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Résumé

Dans ce travail, nous étudions le problème aux limites : −div((|Ou|p1(x)−2 + |Ou|p2(x)−2)Ou) = f(x, u) dans Ω

u = 0 dans ∂Ω

où Ω est un ouvert borné de RN , N ∈ N∗.

Et f est définie par :

f(x, u) = f± = ±(−λ | u |m(x)−2 u+ | u |q(x)−2 u) , telle que :

m(x) := max{p1(x), p2(x)} < q(x) <
N.m(x)

N −m(x)
, ∀x ∈ Ω̄.

Dans le premier chapitre, nous montrons l’existence d’une infinité de solutions faibles

pour tout λ > 0.

Dans le deuxième chapitre, nous prouvons que si λ est suffisamment grand, alors il

existe une solution faible non triviale du problème (3.1).

Notre approche utilisée pour démontrer les deux cas précédents, est la théorie

des espaces de Lebesgue-Sobolev à exposent variable, combinée avec la version Z2-

symétrique pour les fonctionnelles impliquant le théorème du Col et une méthode

variationnelles adéquate.

Mots clés : Opérateur p(x)-Laplacien, espace de Lebesgue-Sobolev généralisé,

point critique, Solution faible, fluides éléctro-rhéologiques.



Abstract

In this travel we study the boundary value problem: −div((|Ou|p1(x)−2 + |Ou|p2(x)−2)Ou) = f(x, u) in Ω

u = 0 on ∂Ω

where Ω is a smooth bounded domain in RN , N ∈ N∗.

We focus on the cases when:

f(x, u) = f± = ±(−λ | u |m(x)−2 u+ | u |q(x)−2 u), where :

m(x) := max{p1(x), p2(x)} < q(x) <
N.m(x)

N −m(x)
, ∀x ∈ Ω̄

In the first chapter, we show the existence of infinitely many weak solutions for any

λ > 0.

In the second chapter, we prove that if λ is large enough then there exists a non-

trivial weak solution.

Our approache relies on the variable exponent theory of generalized Lebesgue-

Sobolev spaces, combined with a Z2-symmetric version for even functionals of the

Mountain Pass Lemmma and some adequate variational methods.

Key words: p(x)-Laplace operator, generalized Lebesgue-Sobolev space, critical

point, weak solution, electrorheological fluids.
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NOTATIONS

Ω : Un ouvert de RN non vide.

∂Ω : La frontière de Ω.

Ω̄ : L’adhérence de Ω.

Ω< := {x ∈ Ω ; |u(x)| < 1}.

Ω> := Ω \ Ω<.

div u :=
n∑
i=1

∂ui
∂xi

= La divergence de u.

Ou :=

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xn

)t
= grad u.

−∆p(x)f : Le p(x)− Laplacien := −div
(
|Of |p(x)−2Of

)
ρp(x)(u) :=

∫
Ω

|u|p(x)dx le module .

L0(Ω) : L’espace des fonctions mesurables .

Lp(x)(Ω) : L’espace de Lebesgue à exposant variable .

C∞0 (Ω) : L’ensemble des fonctions de classe C∞ à support compact dans Ω.

W 1,p(x)(Ω) : L’espace de Sobolev à exposant variable .

W
1,p(x)
0 (Ω) : La fermeture de C∞0 (Ω) dans W 1,p(x)(Ω).

h+ := sup
x∈Ω

h(x).

h− := inf
x∈Ω

h(x).

p+ := sup
x∈Ω

ess p(x).

p− := inf
x∈Ω

ess p(x).

m(x) := max{p1(x), p2(x)}, ∀x ∈ Ω̄.
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INTRODUCTION

L es fluides éléctro-rhéologiques sont des suspensions de particules solides

dispersées dans une phase liquide, leurs performances dépendent des ma-

tériaux utilisées lors de leurs fabrications. Ils sont des fluides particuliers de grand

intérêt technologique dont la viscosité apparente change de manière réversible en

réponse à un champ électrique. Tels fluides on été intensivement étudiés des années

1940 à nos jours, découverts pour la première fois par W. M. Winslow en 1947.

L’équation du mouvement constitutif d’un fluide électro-rhéologique est donnée

par :
∂u

∂t
+ div s(u) + (u.Ou)u+ Oπ = f

où u : R3+1 −→ R3 est la vitesse du fluide en un point, O = (∂1, ∂2, ∂3) est l’opérateur

gradient, π est la pression et f est une force externe.

Le tenseur s est de la forme :

s(u)(x) = µ(x)(1 + |Du(x)|2)
p−2

2 Du(x),

où p = p(x) et Du =
1

2
(Ou+ Ou⊥) est la partie symétrique du gradient de u.

La modélisation mathématique des fluides électro-rhéologiques a déterminé l’étude

des espaces de Lebesgue-Sobolev à exposant variables Lp(x) et de W 1,p(x), où p(x)est

une fonction à valeurs réelles. Les espaces de Lebesgue à exposant variable sont ap-

parus pour la première fois en 1931 dans l’article de W. Orlicz [21] où définie et

4



INTRODUCTION

donner leurs propriétés de base avec son preuve comme la complétude, la réflexivité

et la séparabilité. Plus tard, les mathématiciens polonais on étudié les espaces fonc-

tionnels modulaires.

À présent, la théorie des espaces de Lebesgue-Sobolev à exposent variable est bien

développée mais il existe tout de même certaines difficultés liées à leur applicabilité

aux équations aux dérivées partielles.

Dans cette thèse, nous allons étudier des équations aux dérivées partielles d’un

type non standard est un sujet intéressant ces dernières années. Il s’agit des équations

ou figure l’opérateur dit p(x)-Laplacien soumises à condition au bord nécessitant

l’introduction des espaces de Lebesgue-Sobolev à exposent variable.

L’opérateur p(x)-Laplacien noté ∆p(x) défini par :

∆p(x)u := div
(
|Ou|p(x)−2Ou

)
,

n’est en aucun cas une généralisation de l’opérateur classique p-Laplacien malgré

que les deux opérateurs coïncident lorsque p est constant. Il apparait dans certains

problèmes physiques, comme, dans la théorie de l’élasticité et de la mécanique des

fluides...

Le problème modèle que nous allons aborder dans ce mémoire est de la forme : −div((| Ou |p1(x)−2 + | Ou |p2(x)−2)u) = f(x, u) pour x ∈ Ω

u = 0 pour x ∈ ∂Ω
(1)

où Ω ⊂ RN(n > 3) est un domaine borné de RN à assez régulier et 1 < pi(x),

pi(x) ∈ C(Ω) pour i ∈ {1, 2}. Nous recherchons des solutions faibles non tri-

viales du problème (1) dans l’espace de Sobolev généralisé W 1,m(x)(Ω), où m(x) =

max{p1(x), p2(x)} ∀x ∈ Ω̄. Nous rappelons que le types des problèmes (1) on été

intensivement étudiés au cours des dernières années. Nous nous référons à [3, 11, 12]

pour quelques résultat intéressants.

Ce mémoire se compose de trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous rap-

pelons quelques définitions et outils de base. En plus, nous donnons les propriétés

Univ.Chadli Ben Djdid 5 Lekouaghet.R



INTRODUCTION

élémentaires des espaces de Lebesgue-Sobolev à exposant variable et nous men-

tionnons certains théorèmes important et quelque résultats fondamentaux qui nous

seront utiles dans l’étude de ce problème. Le second chapitre nous étudions l’exis-

tence des solutions faibles dans W 1,p(x)
0 pour λ > 0.

Le dernier chapitre, est consacré à étudier l’existence d’une solution faible non tri-

viale dans le cas où λ négatif.

Univ.Chadli Ben Djdid 6 Lekouaghet.R



CHAPITRE 1

NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, on présente quelques définitions et notions préliminaires,

qu’on a utilisée dans la suite de ce mémoire.

1.1 Définitions :

Dans cette section, on rappelle quelques définitions et propriétés nécessaires pour

la suite de ce travail.

Définition 1.1.1. Soit E un R-espace vectoriel. On appelle norme sur E et on la

note ‖.‖ toute applications définie sur E à valeurs dans R+ vérifier :

1. ‖x‖ = 0 =⇒ x = 0.

2. ‖λx‖ = |λ| . ‖x‖ ,∀λ ∈ R, ∀x ∈ E.

3. ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖ ,∀x, y ∈ E.

Le couple (E, ‖.‖) est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.1.2 (Espace de Banach). On dit qu’un espace normé de E est de Ba-

nach, si toute suite de Cauchy est convergente.

C’est-à-dire E est complet en tant qu’un espace métrique muni de la distance asso-

ciée.

Remarque 1.1.1. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé et complet.

7



1.1. DÉFINITIONS :

Définition 1.1.3 (Espace réflexif). [2]

Soit X un espace de Banach, et soit J une injection canonique de X dans X ′. On

dit que X est réflexif si J est surjective, c-à-d J(X) = X ′.

Remarque 1.1.2. Tout espace réflexif X est complet puisque le dual d’un espace

vectoriel normé quelconque est toujours complet.

Remarque 1.1.3. Si (X, ‖.‖X) est réflexif, alors (X, ‖.‖X) est un Banach.

Proposition 1.1.1. Pour tout p ∈ ]1,+∞[, l’espace Wm,p(Ω) est un espace réflexif.

Définition 1.1.4 (Espace séparable). [2] On dit qu’un espace métrique X est sépa-

rable s’il existe un sous ensemble D ⊂ X dénombrable et dense dans X.

Définition 1.1.5 (Valeur propre). Un scalaire λ est une valeur propre de l’opérateur

L s’il existe une fonction f non nulle tel que Lf = λf .

Les valeurs propres de L sont donc les scalaires λ tels que L − λ.Id n’est pas

injectif.

Définition 1.1.6 (Fonction propre). Soit f une fonction non nulle sur un espace

fonctionnelle (espace de fonctions), f est une fonction propre d’un opérateur linéaire

L s’il existe un scalaire λ tel que Lf = λf . On dit que f est une fonction propre

associée à la valeur propre λ.

Définition 1.1.7 (Valeur propre simple). Une valeur propre λ de l’opérateur L est

dite simple si sa multiplicité algébrique ml(λ) = 1.

Définition 1.1.8 (Valeur propre double). On dit qu’une valeur propre λ est double

si une racine multiple de l’équation caractéristique de Lf = λf .

Lemme 1.1 (Lemme de Fatou). [34] Soit ϕ ∈ ϕ(A, µ) et fk, f, g ∈ L0(A, µ).

1. Si fk −→ f µ-presque partout, alors ρϕ(f) 6 lim inf
k→∞

ρϕ(fk).

2. Si |fk| ↗ |f | µ-presque partout, alors ρϕ(f) = lim inf
k→∞

ρϕ(fk).

3. Si fk −→ f µ-presque partout et |fk| 6 |g| µ-presque partout, et ρϕ(λg) <∞

pour tout λ > 0, alors fk −→ f dans Lϕ.

Ces propriétés sont appelées le Lemme de Fatou (pour le module), la convergence

monotone et la convergence dominée respectivement.

Univ.Chadli Ben Djdid 8 Lekouaghet.R



1.2. CONVERGENCE FAIBLE ET CONVERGENCE FORTE :

1.2 Convergence faible et convergence forte :

Nous sommes maintenant en mesure de définir la convergence faible et la conver-

gence forte.

Soit (X, ‖.‖X) un espace normé, X ′ son dual (topologique). On définie désigne le

crochet de dualité 〈., .〉 entre X ′ et X.

Définition 1.2.1 (La convergence faible). Soit (xn)n une suite d’éléments de X.

On dit que (xn)n converge faiblement dans X vers x ∈ X si

〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉 , ∀f ∈ X ′,

et on note xn ⇀ x.

Définition 1.2.2 (La convergence forte). Soit (xn)n une suite d’éléments de X. On

dit que (xn)n converge fortement dans X vers x ∈ X si

‖xn − x‖X −→ 0,

et on note xn −→ x.

Proposition 1.2.1. Soit (xn)n une suite d’éléments de X et x ∈ X. On a

xn −→ x =⇒ xn ⇀ x.

Démonstration. Voir [2].

1.3 Dérivées d’une fonctionnelle et points critiques :

1.3.1 Dérivé au sens de Gâteaux :

Définition 1.3.1. Soient V une partie d’un espace de Banach X et F : V −→ R

une fonction à valeurs réelles. Si u ∈ V et z ∈ X sont tels que pour t > 0 assez

petit on a (u + tz) ∈ V, on dit alors que F admet (au point u) une dérivée dans la

direction z si la limite

lim
t→0+

F (u+ tz)− F (u)

t
existe.

Univ.Chadli Ben Djdid 9 Lekouaghet.R



1.3. DÉRIVÉES D’UNE FONCTIONNELLE ET POINTS CRITIQUES :

On notera cette limite F ′(u).

On notera qu’une fonction F peut avoir une dérivée directionnelle dans toute

diriction z ∈ X, sans pour autant être continue.

Définition 1.3.2. Soient V une partie d’un espace de Banach X et F : V → R. Si

u ∈ V, on dit que F est dérivable au sens de Gâteaux (ou G-Différentiable en u), s’il

existe l ∈ X ′ tel que dans chaque direction z où F (u + tz) existe pour t > 0 assez

petit, la dérivée directionnelle F ′z(u) existe et on a :

lim
t→0+

F (u+ tz)− F (u)

t
=< l, z > .

On posera F ′(u) = l. L’espace de toutes les fonctionnelles dérivables au sens de

Gâteaux sur un espace de Banach X est noté C1(X,R) où C1(X) tout simplement.

1.3.2 Dérivé au sens de Fréchet :

Définition 1.3.3. [33] Soit E un espace de Banach, Ω ⊆ E un ensemble ouvert et

I : Ω −→ R une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Fréchet en

u ∈ Ω, s’il existe A ∈ E ′ tel que :

lim
‖v‖→0

I(u+ v)− I(u)− Av
‖v‖

= 0,

où

I(u+ v)− I(u) = Av + o(‖v‖).

Si I est différentiable, alors A est unique et on note I ′ = A. L’ensemble des fonctions

différentiables sera noté C1(Ω,R).

Proposition 1.3.1. [33] Soit Ω un ouvert d’un espace de Banach E.

Soit I : Ω −→ R une fonctionnelle Gâteaux différentiable dans un voisinage de

u ∈ Ω, alors si l’application u 7−→ I ′G(u) est continue au voisinage de u. Alors I est

Fréchet différentiable et on a : I ′G(u) = I ′(u).

Remarque 1.3.1. L’importance de la proposition (1.3.1) réside dans le fais qu’il est

souvent techniquement plus facile de calculer la dérivée au sens de Gâteau et ensuite

de prouver qu’il est continu, plutôt que de prouver directement la différentiabilité au

sens de Fréchet.

Univ.Chadli Ben Djdid 10 Lekouaghet.R



1.4. ESPACE MODULAIRE :

1.3.3 Point critique :

Définition 1.3.4. Soient X un espace de Banach, W ⊂ X un ouvert

et f ∈ C1(W,R). On dit que x ∈ W est un point critique de f , si f
′
(x) = 0.

f
′
(x) désigne la différentielle au sens de Gâteau de f au point x.

Si c ∈ R, on dit que c est une valeur critique de f , s’il existe x ∈ W tel

que :f(x) = c et f
′
(x) = 0.

Remarque 1.3.2. 1. Si x est un point d’extrémum de f , alors est un point

critique.

2. Si x n’est pas un point critique de f , on dit que x est un point régulier de f .

1.4 Espace modulaire :

Maintenant, on va définit l’espace modulaire et leurs propriétés de base.

Définition 1.4.1. Soit le module ρ définit par :

ρp(.)(f) =

∫
Ω\Ω∞

| f(x) |p(x) dx. (1.1)

Définition 1.4.2. Soit X un espace vectoriel sur R. L’application ρ : X −→ [0,+∞]

est dite semi-modulaire sur l’espace X si elle vérifier les propriétées suivantes :

1. ρ(0) = 0.

2. ρ(−f) = ρ(f).

3. ρ(λf) = 0 =⇒ f = 0 ∀λ > 0.

4. λ 7−→ ρ(λf) est continue à gauche sur [0,+∞[ pour tout f ∈ X.

( c-à-d lim
λ−→1−

ρ(λf) = ρ(f) , ∀f ∈ X ).

5. ρ est convexe autrement dit ρ(θf + (1 − θ)g) 6 θρ(f) + (1 − θ)ρ(g),

∀f, g ∈ X, θ ∈ [0, 1].

Définition 1.4.3. Un semi-modulaire ρ est dit continue si : ∀f ∈ X l’application

λ 7−→ ρ(λf) est continue sur [0,+∞].

Un semi-modulaire ρ est dit modulaire si ρ(f) = 0 =⇒ f = 0.
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1.4. ESPACE MODULAIRE :

Remarque 1.4.1. Un semi-module est toujours convexe.

Proposition 1.4.1. Soit ρ un semi-modulaire sur X. Alors, ∀f ∈ X on a :

ρ(µf) 6 µρ(f), ∀µ ∈ [0, 1]. (1.2)

Démonstration. On a d’après la convexité de ρ et le fait que ρ(0) = 0, il donne :

ρ(µf) = ρ(µf + (1− µ)(0))

6 µρ(f) + (1− µ)ρ(0)

6 µρ(f).

Définition 1.4.4. Si ρ est un semi modulaire (resp. un modulaire) sur X, alors :

Xρ := {f ∈ X : ∃λ > 0, ρ(λf) <∞}. (1.3)

est appelé espace semi-modulaire (resp. modulaire)associé à ρ.

Proposition 1.4.2. Soit p ∈ P(Ω), la fonction ρp(.) satisfait les propriétés sui-

vantes :

1. ρp(.)(f) > 0 pour tous fonction f .

2. ρp(.)(f) = 0 si et seulement si f = 0 p.p dans Ω.

3. ρp(.)(−f) = ρp(.)(f) ∀f .

4. ρp(.) est convexe.

5. Si | f(x) |>| g(x) | p.p, x ∈ Ω et si ρp(.)(f) <∞ alors ρp(.)(f) > ρp(.)(g).

6. Si 0 < ρp(.)(f) < ∞, alors la fonction λ 7−→ ρp(.)

(
f

λ

)
est continue et

décroissante dans [1,∞[.

7. ρp(.)
(

f

‖f‖p(.)

)
6 1, pour tout f avec 0 6 ‖f‖p(.) <∞.

8. Si ‖ f ‖p(.)6 1 , alors ρp(.)(f) 6‖ f ‖p(.).

9. Si f est une fonction mesurable sur Ω et Ω
′ ⊂ Ω est vérifier la condition

Ω
′ ⊂ Ω∞ ou bien Ω

′ ⊂ (Ω∞)c on a :

‖ f ‖Lp(.)(Ω′ )6‖ f ‖Lp(.)(Ω) .
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1.4. ESPACE MODULAIRE :

Démonstration. (1) , (2) et (3) sont faciles à vérifier.

(4) Soient u : Ω −→ R et v : Ω −→ R deux fonctions mesurables. On utilise la

convexité de la fonction R+ 3 t 7−→ tp, p > 1, il vient :

| αf(x) + βg(x) |p(x)6 α | f(x) |p(x) +β | g(x) |p(x) .

∀α, β ∈ [0, 1] , avecα + β = 1, p.px ∈ Ω En intégrant sur α, β on obtient :∫
Ω\Ω∞

| αf + βg |p(x) dx 6 α

∫
Ω\Ω∞

| f |p(x) dx+ β

∫
Ω\Ω∞

| g |p(x) dx.

Et on a

| αf + βg |6 α | f | +β | g |,

donc

sup
Ω∞

(| αf + βg |) 6 sup
Ω∞

ess(α | f | +β | g |)

6 sup
Ω∞

ess(α | f |) + sup
Ω∞

ess(β | g |)

6 α sup
Ω∞

ess | f | +β sup
Ω∞

ess | g | .

Alors

ρp(.)(αf + βg) =

∫
Ω\Ω∞

| αf + βg |p(x) dx+ sup
Ω∞

(| αf + βg |)

6 α

∫
Ω\Ω∞

| f |p(x) dx+ β

∫
Ω\Ω∞

| g |p(x) dx+ α sup
Ω∞

ess | f | +β sup
Ω∞

ess | g |

6 α

(∫
Ω\Ω∞

| f |p(x) dx+ sup
Ω∞

ess | f |
)

+ β

(∫
Ω\Ω∞

| g |p(x) dx+ sup
Ω∞

ess | g |
)

6 αρp(.)(f) + βρp(.)(g).

(5) Soient f , g deux fonctions mesurables telles que : | f(x) |>| g(x) | p.p. x ∈ Ω

Pour p : Ω −→ [1,+∞[ une fonction mesurable, on a :

| f(x) | p(x) >| g(x) | p(x).

En intégrant sur Ω on obtient :∫
Ω

| f(x) |p(x) dx >
∫

Ω

| g(x) |p(x) dx,

ce qui veut dire :

ρp(.)(f) > ρp(.)(g).
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1.4. ESPACE MODULAIRE :

(6) Soit λ un point de l’intervalle [1,+∞[ et {λn}n>1 ⊂ [1,+∞[ une suite ten-

dant vert λ.

Donc

lim
n→+∞

∣∣∣∣f(x)

λn

∣∣∣∣p(x)

=

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

,

et on a : ∣∣∣∣f(x)

λn

∣∣∣∣p(x)

6‖ f(x) ‖p(x)∈ L1(Ω).

Alors, le théorème de convergence dominée de Lebesgue donne :

lim
n→∞

∫
Ω

∣∣∣∣f(x)

λn

∣∣∣∣p(x)

dx =

∫
Ω

∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

dx,

ce qui montre que lim
n→+∞

ρp(.)

(
f

λn

)
= ρp(.)

(
f

λ

)
.

Donc la fonction λ −→ ρp(.)

(
f

λ

)
est continue. Soit maintenant λ1 > λ2 deux

nombres appartenant à [1,∞[. On a :∣∣∣∣f(x)

λ1

∣∣∣∣p(x)

6

∣∣∣∣f(x)

λ2

∣∣∣∣p(x)

.

En intégrant sur Ω, on obtient ρp(.)
(
f

λ1

)
6 ρp(.)

(
f

λ2

)
ce qui montre que la

fonction λ→ ρp(.)

(
f

λ

)
est décroissante.

(7) En utilisant la propriété caractéristique de la borne inférieure, on voit qu’il

existe une suite Ef = {γn}n>1 de points de l’ensemble {λ > 0 | ρp(.)
(
f

λ

)
6 1}

tendant vers ‖f‖p(∆). En utilisant le lemme de Fatou, la propriété(6) et la

définition de la norme ‖∆‖p(∆), on obtient :

ρp(.)

(
f

‖f‖p(.)

)
=

∫
Ω

lim inf
n→+∞

ρp(.)

(
f

γn

)
6 1.

(8) Comme ‖f‖p(∆) 6 1, en utilisant la convexité de ρp(∆)(f) on obtient :

ρp(.)(f) = ρp(.)

(
‖f‖p(.)

f

‖f‖p(.)

)
6‖ f ‖p(.) ρp(.)

(
f

‖f‖p(.)

)
‖f‖p(.) .

par ce que ρp(.)

(
f

‖f‖p(.)

)
6 1.
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1.5. ESPACES DE LEBESGUE-SOBOLEV A EXPOSANT VARIABLES :

(9) Soit u une fonction mesurable sur Ω et Ω′ ⊂ Ω et vérifie la condition Ω′ ⊂ Ω∞

ou bienΩ′ ⊂ (Ω∞)con a :

ρΩ′

p(.)(f) =

∫
Ω′\Ω′∞

| f(x) |p(x) dx+ sup
Ω′∞

ess | f(x) |6 ρp(.)(f),

donc

{λ > 0|ρp(.)
(
f

λ

)
6 1} ⊂ {λ > 0|ρΩ′

p(.)

(
f

λ

)
6 1},

donc

inf{λ > 0|ρΩ′

p(.)

(
f

λ

)
6 1} 6 inf{λ > 0|ρp(.)

(
f

λ

)
6 1},

ce qui implique :

‖ f ‖Lp(.)(Ω′)6‖ f ‖Lp(.)(Ω) .

1.5 Espaces de Lebesgue-Sobolev a exposant variables :

Dans cette section, nous définissons les espaces de Lebesgue et de Sobolev à

exposant variable Lp(.) et W 1,p(x) et quelques propriétés. Ces espaces diffèrent des

espaces Lp et W 1,p classiques lorsque l’exposant p n’est pas une constante mais une

fonction p : Ω −→ [1,∞].

1.5.1 Espace Lp(x)(Ω) :

Définition 1.5.1. Soit p ∈ P(Ω). On définit l’espace de Lebesgue à exposant variable

Lp(x) par :

Lp(x)(Ω) =

{
fest une fonction mesurable sur Ω :

∫
Ω

|f(x)|p(x) dx <∞
}
. (1.4)

muni de la norme dite de Luxembourg :

|u|p(x) := inf

{
λ > 0 :

∫
RN

∣∣∣∣u(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

dx 6 1

}
. (1.5)

Théorème 1.1. voir[17], [13]

1. L’espace Lp(x)(Ω) est de Banach pour 1 6 p 6∞.
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1.5. ESPACES DE LEBESGUE-SOBOLEV A EXPOSANT VARIABLES :

2. L’espace Lp(x)(Ω) est réflexif si 1 < p− 6 p+ <∞.

3. L’espace Lp(x)(Ω) est séparable si p+ <∞.

Proposition 1.5.1. L’application :

Lp(.)(Ω) −→ R+

f 7−→‖ f ‖p(.),

est une norme sur Lp(.)(Ω).

Démonstration. 1. Si f = 0 p.p. alors

|0|p(.) = inf

{
λ > 0, ρp(.)

(
0

λ

)
6 1

}
= inf {λ > 0} = 0.

Et si |f |p(.) = 0, on a :

ρp(.)(f) 6 |f |p(.),

( comme |f |p(.) 6 1 alors ρp(.)(f) 6 |f |p(.) président ce qui implique que

de la Proposition ρp(.)(f) = 0)

donc |f |p(∆) = 0 si et seulement si f = 0 p.p.

2. Pour prouver que :

|αf |p(.) = |α| |f |p(.),

on remarque que si α = 0 l’égalité est vraie. Si α ∈ R∗, on a :

|αf |p(.) = inf

{
λ > 0, ρp(.)

(
αf

λ

)
6 1

}
= |α| inf

{
λ

|α|
> 0, ρp(.)

(
f

λ/|α|

)
6 1

}
= |α| |f |p(.).

3. L’inégalité triangulaire est évidemment vraie si l’une des fonctions f ou g est

nulle.

Supposons donc que f 6= 0 et g 6= 0.

Grâce à la convexité de ρp(.) et la propriété (7), on a :

ρp(.)

(
f + g

|f |p(.) + |g|p(.)

)
= ρp(.)

(
|f |p(.)

|f |p(.) + |g|p(.)
f

|f |p(.)
+

|g|p(.)
|f |p(.) + |g|p(.)

g

|g|p(.)

)
=

|f |p(.)
|f |p(.) + |g|p(.)

ρp(.)

(
f

|f |p(.)

)
+

|g|p(.)
|f |p(.) + |g|p(.)

ρp(.)

(
g

|g|p(.)

)
6 1.
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1.5. ESPACES DE LEBESGUE-SOBOLEV A EXPOSANT VARIABLES :

Proposition 1.5.2 (Inégalité de Hölder généralisé). [35, 36]

Soit (Lp(.)(Ω), ‖ . ‖p(.)) un espace de Banach, séparable, uniformément et convexe.

Lq(.)(Ω) est l’espace conjugué de Lp(.)(Ω), pour tout f ∈ Lp(.)(Ω) et g ∈ Lq(.)(Ω) tel

que
1

q(.)
+

1

p(.)
= 1, on a :

∫
Ω

| f.g | dx 6 (
1

p−
+

1

q−
) | f |p(.) . | g |q(.) . (1.6)

Proposition 1.5.3. Si la fonction p(x) = p est une constante alors :

| . |p(x)=| . |p , (1.7)

où | . |p est la norme usuelle de l’espace Lp(Ω), 1 6 p <∞.

Démonstration. Si f = 0, c’est immédiat. Supposons que f 6= 0. Donc,

|f |p(x) = inf

{
λ > 0 : ρ

(
f

λ

)
6 1

}
= inf

{
λ > 0 :

∫
Ω

1

λp(x)
|f(x)|p(x) dx 6 1

}
= inf

{
λ > 0 :

1

λp
|f |pp dx 6 1

}
= inf {λ > 0 : |f |p 6 λ}

= |f |p.

Proposition 1.5.4. [13] Soit p ∈ P, (fn) ⊂ (Lp(.)(Ω)) et f ∈ (Lp(.)(Ω)) alors :

1.

|f |p(x) < 1(= 1;> 1) ⇐⇒ ρ(f) < 1(= 1;> 1). (1.8)

2.

|f |p(x) > 1 =⇒ | f |p
−

p(x)6 ρ(f) 6| f |p
+

p(x) . (1.9)

3.

|f |p(x) < 1 =⇒ | f |p
−

p(x)> ρ(f) >| f |p
+

p(x) . (1.10)

Univ.Chadli Ben Djdid 17 Lekouaghet.R



1.5. ESPACES DE LEBESGUE-SOBOLEV A EXPOSANT VARIABLES :

4.

| f − fn |p(x)−→ 0 ⇐⇒ ρp(.)(f − fn) −→ 0; n = 1, 2, . . . (1.11)

Démonstration. 1. Soit f ∈ Lp(x)(Ω).

Si f = 0. c’est immédiat. On suppose que f 6= 0 .

Si | f | p(x) = 1⇐⇒ ρp(.)(f) = 1,

2. Supposons que |f |p(x) = a > 1, alors on a ρ
(
f

a

)
= 1. Notons que

1

a
< 1.

Si λ > 1, on a

ρ(f) 6 λρ(f) 6 λ−p ρ(f) 6 ρ(λf) 6 λ+
p ρ(f).

Si maintenant 0 < λ < 1, alors on a

λ−p ρ(f) 6 ρ(λf) 6 λ−p ρ(f) 6 λρ(f) 6 ρ(f).

De cela, il découle que

1

ap+ ρ(f) 6 ρ

(
f

a

)
= 1 6

1

ap−
ρ(f).

d’où le résultat.

3. De même on trouve (3) .

4. Pour démontrer (4), il facile de voir que (fn) converge vers f dans Ω.

Ainsi |fn|p(x) converge vers |f |p(x)et en utilisant l’inégalité :

|fn|p(x) 6 2p
+−1

(
|fn − f |p(x) + |f |p(x)

)
,

et le théorème de la convergence de l’intégrale de Vitali,

on en déduit que ρ(fn) −→ ρ(f).

D’autre part, si (fn) converge vers f dans Ω, on peut déduire que |fn− f |p(x)

converge vers 0 dans Ω.

D’après l’inégalité :

|fn − f |p(x) 6 2p
+−1(|fn|p(x) + |f |p(x)),

et par le fait que ρ(fn) −→ ρ(f),

on trouve que lim
n→∞

ρ(fn − f) = 0.
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1.5. ESPACES DE LEBESGUE-SOBOLEV A EXPOSANT VARIABLES :

1.5.2 Espace de Sobolev à exposant variable :

Définition 1.5.2. On définit l’espace de Sobolev à exposant variable W 1,p(x)(Ω)

par :

W 1,p(x)(Ω) = {f ∈ Lp(x)(Ω) : | Of |∈ Lp(x)(Ω)}, (1.12)

muni de la norme :

‖ f ‖1,p(x)=| f |p(x) + | Of |p(x) ; ∀f ∈ W 1,p(x)(Ω). (1.13)

Corollaire 1.5.1 (Inégalité de poincaré). [2] Soit p ∈ C(Ω̄) telle que p− > 1 . Alors,

il existe c > 0 tel que :

| f |p(x) 6 c | Of |p(x) ,∀f ∈ W 1,p(x)
0 (Ω), 1 6 p <∞. (1.14)

En particulière l’expression |Of |p(x) est un norme sur W 1,p(x)
0 (Ω) qui est équivalent

à la norme ‖ f ‖1,p(x) (Ω).

Proposition 1.5.5 (L’injection continue et compact). Soit r ∈ C+(Ω̄),

si r(x) < p∗(x) pour tout x ∈ Ω̄, on a l’injectionW 1,p(x)
0 (Ω) ↪→ Lr(x)(Ω) est compact

et continue.

Démonstration. (Voir [17] ).

Proposition 1.5.6. [2]

1. L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 6 p 6∞.

2. L’espace W 1,p(Ω) est réflexif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 6 p <∞.

Théorème 1.2. [2] Soit u ∈ W 1,p(Ω), alors u ∈ W 1,p
0 (Ω) si et seulement si u = 0

sur ∂Ω.

Définition 1.5.3. Étant donné 1 6 p < ∞, ou désigne par W 1,p
0 (Ω) la fermeture

de D(Ω) dans W 1,p(Ω) c’est-à-dire W 1,p
0 (Ω) = ¯D(Ω)

W 1,p(Ω)

.

L’espace W 1,p
0 (Ω) est muni de la norme induite par W 1,p(Ω).

Proposition 1.5.7. L’espace W 1,p
0 (Ω) est un espace de Banach séparable, il est de

plus réflexif pour 1 < p <∞.
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Proposition 1.5.8. Soient 1 6 p < ∞ et f ∈ W 1,p(Ω) tel que le support de f est

un sous-ensemble compact de Ω. Alors f ∈ W 1,p
0 (Ω).

Remarque 1.5.1. Si p1(x), p2(x) ∈ C+(Ω̄), il est claire que m(x) ∈ C+(Ω̄) où

m(x) = max{p1(x), p2(x)} pour tout x ∈ Ω̄.

D’autre part, depuis p1(x), p2(x) 6 m(x), pour tout x ∈ Ω̄, il s’ensuit que W 1,m(x)
0 (Ω)

est continuellement plongé dans W 1,pi(x)
0 (Ω) pour i ∈ {1, 2}.

1.6 Théorème de Col :

Avant donner le théorème de Col, on va définir les conditions de P-S.

Définition 1.6.1 (Condition de Palais-Smale). Soient X un espace de Banach et

J : X −→ R une fonction de classe C1.

Si c ∈ R, on dit J vérifier la condition da Palais-Smale (P-S) au niveau c, si toute

suite (un)n∈N de X telle que :

 J(un) −→ c dans R

J
′
(un) −→ 0 dans X

′
contient une sous-suite

(un)n∈N convergente.

Théorème 1.3 (Théorème du Col). [27] Soient X un espace de Banach et J ∈

C1(X,R) vérifiant la condition de Palais-Smale. On suppose que J(0) = 0 et que :

1. Il existe R > 0 et a > 0 tels que si ‖ u ‖= R, alors J(u) > a ;

2. Il existe u0 ∈ X tel que ‖ u0 ‖> R et J(u0) < a.

Alors J possède une valeur critique c telle que c > a.

De façon plus précise, si on pose :

— P := {p([0, 1]); p ∈ C([0, 1], X), p(0) = 0, p(1) = u0},

— c := inf
A∈P

max
t∈[0;1]

J (p(t)),

Alors c est une valeur critique de J .

Démonstration. Soient P (qui est évidemment non vide) et c définis comme dans le

théorème. Tout d’abord notons que par connexité, pour tout A ∈ P , l’intersection

A
⋂
{u ∈ X; ‖ u ‖= R} est non vide et par conséquent max

t∈[0;1]
J(p(t)) > a et finale-

ment c > a. Si c n’est pas une valeur critique de J , pour 0 < ε < ε0, on peut trouver
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A ∈ P tel que :

A := p ([0, 1]) , c 6 max
t∈[0;1]

J(p(t)) 6 c+ ε.

En posant ψ(τ) := η(1, ϕ(τ)) et B := ψ([0, 1]), on a B ∈ P . Par définition de c, on

a max
t∈[0;1]

J(p(t)) > c.

On en conclut que c est une valeur critique de J (et nous avons vu que c > a).
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CHAPITRE 2

SOLUTIONS FAIBLES D’UN PROBLÈME

CONTENANT L’OPÉRATEUR P (X)-LAPLACIEN

DANS LE CAS OÙ λ > 0

D ans ce chapitre, nous étudions le problème du p(x)-Laplacien avec des condi-

tions de Dirichlet aux limites. Nous avons présenté la définition de la solution faible,

et nous introduisons quelques hypothèses pour résoudre notre problème. Ils ont prou-

vés moyennant le théorème du Col que le problème (1) admet une suite de solutions

faibles.

2.1 Étude du problème de p(x)-Laplacien dans le cas

où λ > 0 :

Dans cette section, nous étudions le problème (1) du p(x)-Laplacien dans le cas

où la valeur propre λ > 0, et la fonction f(x, u) définie comme suit :


−div((| Ou |p1(x)−2 + | Ou |p2(x)−2)Ou) = f(x, u)

= −λ | u |m(x)−2 u− | u |q(x)−2 u Si x ∈ Ω

u = 0 Si x ∈ ∂Ω

(2.1)
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2.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN DANS LE CAS OÙ
λ > 0 :

où Ω est bornée de RN , N > 3.

Et m(x) définie par :

m(x) := max{p1(x), p2(x)} < q(x), (2.2)

telle que :

q(x) <


N.m(x)

N −m(x)
si m(x) < N

+∞ si m(x) > N

Définition de la solution faible :

Définition 2.1.1 (Solution faible du problème (2.1)). On dit que u ∈ W 1,m(x)
0 (Ω)

est une solution faible du problème (2.1) si :∫
Ω

(|Ou|p1(x)−2 + |Ou|p2(x)−2)|OuOvdx+ λ

∫
Ω

|u|m(x)−2u.v −
∫

Ω

|u|q(x)−2u.vdx = 0,

pour tout v ∈ W 1,m(x)
0 (Ω).

Hypothèse :

(H1) : 2 6 p−i pour i ∈ {1, 2}.

(H2) : m+ < q−.

(H3) : q+ <
N.m−

N −m−
.

Le résultat principale de ce chapitre est le théorème suivant :

Théorème 2.1. Pour tout λ > 0, le problème (2.1) admet plusieurs solutions faibles,

si : 2 6 p−i pour i ∈ {1, 2}, m+ < q− et q+ <
N.m−

N −m−
.

Preuve du théorème (2.1) :

Pour démontrer le théorème (2.1), on utilise la version Z2-symétrique du théo-

rème de Col suivant :
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2.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN DANS LE CAS OÙ
λ > 0 :

Théorème 2.2. Soit X un espace de Banach réel de dimension infinie et soit I ∈

C1(X,R), satisfait la condition de Palais-Smal (c’est-à-dire toute suite {xn} ⊂ X

telle que {I(xn)} est bornée et I ′(xn) −→ c dans X∗ a une sous-suite convergente)

et I(0) = 0.

Supposons que :

(I1) il existe deux constantes ρ, a > 0 tel que I(x) > a si ‖ x ‖= ρ.

(I2) pour chaque sous-espace de dimension finie X1 ⊂ X,

l’ensemble {x ∈ X1 : I(x) > 0} est borné.

Alors, I admet une suite infinie des valeurs critiques.

Définition 2.1.2. Soit E l’espace de Sobolev à exposant variable W 1,m(x)
0 (Ω).

On définie la fonctionnelle d’énergie correspondant au problème (2.1) par :

Jλ : E −→ R ;

Jλ(u) =

∫
Ω

1

p1(x)
| Ou |p1(x) dx+

∫
Ω

1

p2(x)
| Ou |p2(x) dx

+λ

∫
Ω

1

m(x)
| u |m(x) dx−

∫
Ω

1

q(x)
| u |q(x) dx.

(2.3)

Un calcul simple basé sur la remarque (1.5.1) , les relations (1.9), (1.10) et le

plongement compact de E dans Ls(x)(Ω) pour tout s ∈ C+(Ω̄) avec s(x) < m∗(x) sur

Ω̄ montre que Jλ est bien définie sur E et Jλ ∈ C1(E,R) telle que la dérivée définie

par :

〈J ′λ(u), v〉 =

∫
Ω

(
| Ou |p1(x)−2 +Ou |p2(x)−2

)
| Ou.Ovdx

+λ

∫
Ω

| u |m(x)−2 u.vdx−
∫

Ω

| u |q(x)−2 u.vdx.
(2.4)

Pour tout u, v ∈ E.

Les solutions faibles de (2.1) sont exactement les points critiques de Jλ.

Pour démontrer le théorème (2.1), on a besoin de quelque lemmes auxiliaires :

Lemme 2.1. Il existe η > 0 et α > 0 tel que Jλ(u) > α > 0, pour tout u ∈ E avec

‖ u ‖m(x)= η.

Démonstration. Notons d’abord que m(x) = max{p1(x), p2(x)} pour tout x ∈ Ω̄

alors :

|Ou(x)|p1(x) + |Ou(x)|p2(x) > |Ou(x)|m(x), ∀x ∈ Ω̄. (2.5)
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2.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN DANS LE CAS OÙ
λ > 0 :

D’autre part, on a :

|u(x)|q− + |u(x)|q+

> |u(x)|q(x), ∀x ∈ Ω̄. (2.6)

En utilisant (2.5) et (2.6), on en déduit que :

Jλ(u) =

∫
Ω

1

p1(x)
|Ou|p1(x)dx+

∫
Ω

1

p2(x)
|Ou|p2(x)dx+ λ

∫
Ω

1

m(x)
|u|m(x)dx−

∫
Ω

1

q(x)
|u|q(x)dx

(2.7)

>
1

max{p1(x), p2(x)}
.

∫
Ω
|Ou|p1(x) + |Ou|p2(x)dx+ λ

∫
Ω

1

m(x)
|u|m(x)dx−

∫
Ω

1

q(x)

(
|u|q− + |u|q+

)
dx

(2.8)

>
1

max{p1(x), p2(x)}
.

∫
Ω
|Ou|m(x)dx− 1

q−

(∫
Ω
|u|q−dx+

∫
Ω
|u|q+

dx

)
(2.9)

>
1

max{p+
1 , p

+
2 }
.

∫
Ω
|Ou|m(x)dx− 1

q−

(∫
Ω
|u|q−dx+

∫
Ω
|u|q+

dx

)
(2.10)

>
1

m+
.

∫
Ω
|Ou|m(x)dx− 1

q−

(∫
Ω
|u|q−dx+

∫
Ω
|u|q+

dx

)
, (2.11)

pour tout u ∈ E.

Comme m+ < q− 6 q+ < m∗(x) pour tout x ∈ Ω̄ et l’injection de E dans Lq
−

(Ω)

et dans Lq
+

(Ω), il s’ensuit qu’il existe deux constantes positives c1 et c2 telles que :

‖u‖m(x) > c1|u|q+ , ‖u‖m(x) > c2|u|q− , ∀u ∈ E. (2.12)

Supposons que u ∈ E et ‖u‖m(x) < 1.

Ainsi, d’après (1.10) : ∫
Ω

|Ou|m(x)dx > ‖u‖m+

m(x). (2.13)

Les relations (2.11), (2.12) et (2.13) donne :

Jλ(u) >
1

m+
‖ u ‖m+

m(x) −
1

q−

[(
1

c1

‖ u ‖m(x)

)q+

+

(
1

c2

‖ u ‖m(x)

)q−]
=
(
β − γ ‖ u ‖q

+−m+

m(x) −σ ‖ u ‖q
−−m+

m(x)

)
‖ u ‖m+

m(x),

pour tout u ∈ E avec ‖ u ‖m(x)< 1 , où β , γ et σ sont des constantes positives.

On remarque que la fonction g : [0, 1] −→ R définie par :

g(t) = β − γ.tq+−m+ − σ.tq−−m+

est positive au voisinage de l’origine.

Nous concluons que le lemme 2.1 qui est vrai.
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2.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN DANS LE CAS OÙ
λ > 0 :

Lemme 2.2. Soit E1 un sous-espace de dimension finie de E.

Alors, l’ensemble S = {u ∈ E1 : Jλ(u) > 0} est borné.

Démonstration. On montre d’abord que :∫
Ω

1

p1(x)
| 5u |p1(x) dx 6 K1

(
‖ u ‖p

−
1

m(x) + ‖ u ‖p
+
1

m(x)

)
,∀u ∈ E. (2.14)

où K1 est une constante positive.

En effet, en utilisant les relations (1.9) et (1.10) on trouve :∫
Ω

| Ou |p1(x) dx 6| Ou |p
−
1

p1(x) + | Ou |p
+
1

p1(x) (2.15)

6‖ u ‖p
−
1

1,p1(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,p1(x) . (2.16)

d’un autre part, la remarque (1.5.1) implique qu’il existe une constante positive K0

tel que :

‖ u ‖1,p1(x)6 K0 ‖ u ‖1,m(x) , ∀u ∈ E, (2.17)

d’après les inégalités (2.16) et (2.17) donnent :∫
Ω

1

p1(x)
| Ou |p1(x) dx 6

1

p1(x)

(
‖ u ‖p

−
1

1,p1(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,p1(x)

)
6

1

p1(x)

(
(K0 ‖ u ‖1,m(x))

p−1 + (K0 ‖ u ‖1,m(x))
p+

1

)
6

(
1

p1(x)
(K

p−1
0 +K

p+
1

0 )

)(
‖ u ‖p

−
1

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,m(x)

)
6 K1

(
‖ u ‖p

−
1

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,m(x)

)
, ∀u ∈ E.

Et donc (2.14) est vrai .

De même la manière, on en déduit qu’il existe une constante positive K2 tel que :∫
Ω

1

p2(x)
| Ou |p2(x) dx 6 K2

(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
,∀u ∈ E. (2.18)
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2.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN DANS LE CAS OÙ
λ > 0 :

D’après les relations (1.9) et (1.10) on obtient :∫
Ω

| Ou |p2(x) dx 6| Ou |p
−
2

p2(x) + | Ou |p
+
2

p2(x)

6| Ou |p
−
2

p2(x) + | Ou |p
+
2

p2(x)

6‖ u ‖p
−
2

1,p2(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,p2(x)

6
(
K0 ‖ u ‖1,m(x)

)p−2 +
(
K0 ‖ u ‖1,m(x)

)p+
2 (d’après (2.17))

6 K
p−2
0 ‖ u ‖

p−2
1,m(x) +K

p+
2

0 ‖ u ‖
p+

2

1,m(x)

6
(
K
p−2
0 +K

p+
2

0

)(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
6 K2

(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
.

On utilise les relations (1.9) et (1.10) on obtient :∫
Ω

1

m(x)
| u |m(x) dx 6

1

m(x)
| u |m−m(x) +

1

m(x)
| u |m+

m(x),

avec m(x) = max{p1(x), p2(x)}.

Comme on a l’injecte continue de E dans Lm(x)(Ω), il existe une constante K̄ positive

telle que :

| u |m(x)6 K̄ ‖ u ‖m(x), ∀u ∈ E.

On remplace, et on obtient ∀λ > 0, ∃K3(λ) positive :

λ

∫
Ω

1

m(x)
| Ou |m(x) dx 6

1

m(x)

(
K̄ ‖ u ‖1,m(x)

)m−
+

1

m(x)

(
K̄ ‖ u ‖1,m(x)

)m+

(2.19)

6
K̄m−

1,m(x)
‖ u ‖m−m(x) +

K̄m+

m(x)
‖ u ‖m+

1,m(x) (2.20)

6 K3(λ)
(
‖ u ‖m−1,m(x) + ‖ u ‖m+

1,m(x)

)
,∀u ∈ E. (2.21)

En remplacent les inégalités (2.14), (2.18) et (2.21) dans la fonctionnelle d’énergie

(2.3), on trouve :

Jλ 6 K1

(
‖ u ‖p

−
1

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,m(x)

)
+K2

(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
+K3(λ)

(
‖ u ‖m−1,m(x) + ‖ u ‖m+

1,m(x)

)
−
∫

Ω

1

q(x)
| u |q(x) dx

6 K1

(
‖ u ‖p

−
1

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,m(x)

)
+K2

(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
+K3(λ)

(
‖ u ‖m−1,m(x) + ‖ u ‖m+

1,m(x)

)
− 1

q+

∫
Ω

| u |q(x)

dx ∀u ∈ E.
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2.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN DANS LE CAS OÙ
λ > 0 :

Soit u ∈ E un arbitraire mais fixé. Nous définissons :

Ω< = {x ∈ Ω ; | u(x) |< 1},

Ω> = Ω \ Ω<,

Donc :

Jλ 6 K1

(
‖ u ‖p

−
1

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,m(x)

)
+K2

(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
+K3(λ)

(
‖ u ‖m−1,m(x) + ‖ u ‖m+

1,m(x)

)
− 1

q+

∫
Ω

| u |q(x) dx

6 K1

(
‖ u ‖p

−
1

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,m(x)

)
+K2

(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
+K3(λ)

(
‖ u ‖m−1,m(x) + ‖ u ‖m+

1,m(x)

)
− 1

q+

∫
Ω>

| u |q(x) dx

6 K1

(
‖ u ‖p

−
1

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,m(x)

)
+K2

(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
+K3(λ)

(
‖ u ‖m−1,m(x) + ‖ u ‖m+

1,m(x)

)
− 1

q+

∫
Ω>

| u |q− dx

6 K1

(
‖ u ‖p

−
1

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,m(x)

)
+K2

(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
+K3(λ)

(
‖ u ‖m−1,m(x) + ‖ u ‖m+

1,m(x)

)
− 1

q+

∫
Ω

| u |q− dx+
1

q+

∫
Ω<

| u |q− dx

6 K1

(
‖ u ‖p

−
1

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,m(x)

)
+K2

(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
+K3(λ)

(
‖ u ‖m−1,m(x) + ‖ u ‖m+

1,m(x)

)
− 1

q+

∫
Ω

| u |q− dx+K4. , ∀u ∈ E,

où
1

q+

∫
Ω<

| u |q− dx 6 K4 ,∀u ∈ E et K4 une constant positive.

Le fonctionnel | · |q− :−→ R définie par :

| u |q−=

(∫
Ω

| u |q− dx
) 1

q−

est une norme dans E. Dans le sous-espace de dimension finie E1 les normes | . |q−

et ‖ . ‖m(x) sont équivalentes, donc il existe une constante positive K = K(E1) telle

que :

‖ u ‖1,m(x)6 K | u |q− , ∀u ∈ E1. (2.22)
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λ > 0 :

Alors, il existe une constante positive K5 telle que :

Jλ(u) 6 K1

(
‖ u ‖p

−
1

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,m(x)

)
+K2

(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
+K3(λ)

(
‖ u ‖m−1,m(x) + ‖ u ‖m+

1,m(x)

)
−K5 ‖ u ‖q

−

1,m(x) +K4.

Ainsi,

K1

(
‖ u ‖p

−
1

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
1

1,m(x)

)
+K2

(
‖ u ‖p

−
2

1,m(x) + ‖ u ‖p
+
2

1,m(x)

)
+K3(λ)

(
‖ u ‖m−1,m(x) + ‖ u ‖m+

1,m(x)

)
−K5 ‖ u ‖q

−

1,m(x) +K4 > 0 , ∀u ∈ S,

d’où q− > m+ , on conclut que S est borné dans E.

La preuve de lemme 2.2 est complet.

Lemme 2.3. Supposons que {un} ⊂ E est une suite qui satisfait les propriétés

suivants :

| Jλ(un) |< M. (2.23)

J ′λ(un) −→ 0 lorsque n→∞. (2.24)

où M est une constante positive. Alors, {un} possède une sous-suite convergente.

Démonstration. Premièrement, nous montrons que {un} est borné dans E.

Supposons par contradiction le contraire.Puis, en posant éventuellement à une sous-

suite, notées encore par {un}, on peut supposer que ‖ un ‖1,m(x)−→∞, lorsque

n→∞. On peut donc considérer que ‖ un ‖1,m(x)> 1 pour tout entier n.

D’après, (2.24) on en déduit qu’il existe N1 > 0 tel que pour tout n > N1, on a :

‖ J ′λ(un) ‖6 1. (2.25)

D’autre part, pour tout n > N1 fixé, l’application :

E 3 v −→ 〈J ′λ(un), v〉 est linéaire et continue. (2.26)
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λ > 0 :

Alors, on obtient :

| 〈J ′λ(un), v〉 | =
∫

Ω

(| Ou |p1(x)−2 + | Ou |p2(x)−2)Ou.Ov dx

+ λ

∫
Ω

| u |m(x)−2 u.v dx−
∫

Ω

| u |q(x)−2 u.v dx

6 (

∫
Ω

(
| Ou |p1(x)−2 + | Ou |p2(x)−2

)
Ou dx+ λ

∫
Ω

| u |m(x)−2 .u dx

−
∫

Ω

| u |m(x)−2 u dx ) .

∫
Ω

Ov dx

6‖ J ′λ(un) ‖ . ‖ v ‖1,m(x)

6‖ v ‖1,m(x) ,∀v ∈ E, n > N1.

Si on pose, v = un, on trouve :

− ‖ un ‖1,m(x) 6
∫

Ω

(
| Oun |p1(x)−2 + | Oun |p2(x)−2

)
Oun.Oun dx

+ λ

∫
Ω

| un |m(x)−2 un.un dx−
∫

Ω

| un |q(x)−2 un.un dx

6
∫

Ω

| Oun |p1(x) dx+

∫
Ω

| Oun |p2(x) dx

+ λ

∫
Ω

| un |m(x) dx−
∫

Ω

| un |q(x) dx

6‖ un ‖1,m(x) .

∀n ∈ N1, on obtient :

− ‖ un ‖1,m(x) −
∫

Ω

| Oun |p1(x) dx−
∫

Ω

| Oun |p2(x) dx−λ
∫

Ω

| un |m(x) dx 6 −
∫

Ω

| un |q(x) dx

(2.27)

En supposant que ‖ un ‖m(x)> 1, les relation (2.23) , (2.27) et (1.9) impliquent que :

M > Jλ(un) >

(
1

m+
− 1

q−

)
.

∫
Ω

(
| Oun |p1(x) + | Oun |p2(x)

)
dx

+ λ

(
1

m+
− 1

q−

)∫
Ω

| un |m(x) dx− 1

q−
‖ un ‖1,m(x)

>

(
1

m+
− 1

q−

)∫
Ω

| Oun |m(x) dx− 1

q−
‖ un ‖1,m(x)

>

(
1

m+
− 1

q−

)
‖ un ‖m

−

1,m(x) −
1

q−
‖ un ‖1,m(x) .

En laissant n → ∞, on obtient une contradiction. Il s’ensuit que {un} est borné

dans E.
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λ > 0 :

Puisque {un} est borné dans E, il existe une sous-suite, encore notée {un}, et u0 ∈ E

telle que {un} converge faiblement vers {u0} dans E, comme on a l’injection com-

pacte de E dans Lm(x)(Ω) et dans Lq(x)(Ω) il s’ensuit que {un} converge fortement

vers {u0} dans Lm(x)(Ω) et Lq(x)(Ω). Les informations ci-dessus et la relation (2.24)

impliquent que :

〈 J ′λ(un)− J ′λ(u0), un − u0 〉 −→ 0 lorsque n→∞. (2.28)

D’autre part, d’après (2.4) nous avons :

〈 J ′λ(un)− J ′λ(u0), un − u0 〉 =

∫
Ω

(
| Oun |p1(x)−2 Oun+ | Oun |p2−2 Oun

− | Ou0 |p1(x)−2 Ou0− | O.u0 |p2(x)−2 Ou0) (Oun − Ou0) dx

+λ

∫
Ω

(
| un |m(x)−2 un− | u0 |m(x)−2 u0

)
(un − u0) dx

−
∫

Ω

(
| un |q(x)−2 un− | u0 |q(x)−2 u0

)
(un − u0) dx

⇐⇒ 〈 J ′λ(un)− J ′λ(u0), un − u0 〉 − λ
∫

Ω

(
| un |m(x)−2 un− | u0 |m(x)−2 u0

)
(un − u0) dx

+

∫
Ω

(
| un |q(x)−2 un− | u0 |q(x)−2 u0

)
(un − u0) dx

=

∫
Ω

(
| Oun |p1(x)−2 Oun+ | Oun |p2−2 Oun

− | Ou0 |p1(x)−2 Ou0− | O.u0 |p2(x)−2 Ou0 ) (Oun − Ou0 ) dx (2.29)

En utilisant le fait que {un} converge fortement vers u0 dans Lp(x)(Ω) et l’inégalité

(1.6) on trouve : ∣∣∣∣∫
Ω

(
| un |q(x)−2 un− | u0 |q(x)−2 u0

)
(un − u0) dx

∣∣∣∣
6

∣∣∣∣∫
Ω

| un |q(x)−2 un (un − u0) dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω

| u0 |q(x)−2 u0 (un − u0) dx

∣∣∣∣
6 c3

∣∣ | un |q(x)−1
∣∣

q(x)
q(x)−1

. | un − u0 |q(x) +c4

∣∣ | u0 |q(x)−1
∣∣

q(x)
q(x)−1

. | un − u0 |q(x) .

où c3 et c4 sont des constantes positives.

Comme | un − u0 |q(x)−→ 0 lorsque n→∞, on en déduit que :

lim
n→0

∫
Ω

(
| un |q(x)−1 un− | u0 |q(x)−1 u0

)
(un − u0) dx = 0. (2.30)
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2.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN DANS LE CAS OÙ
λ > 0 :

avec des arguments similaires, on obtient :

lim
n→0

∫
Ω

(
| un |m(x)−1 un− | u0 |m(x)−1 u0

)
(un − u0) dx = 0. (2.31)

Par (2.29), (2.30) et (2.31) on obtient :

lim
n→∞

∫
Ω

(
| Oun |p1(x)−2 .Oun+ | Oun |p2(x)−2 Oun

− | Ou0 |p1(x)−2 .Ou0− | Ou0 |p2(x)−2 Ou0) (Oun − Ou0) dx = 0. (2.32)

Ensuite, on applique l’inégalité élémentaire suivante (voir [4]) :

(
| ξ |r−2 ξ− | ψ |r−2 ψ

)
. (ξ − ψ) > C | ξ − ψ |r ,∀r > 2, ξ, ψ ∈ RN . (2.33)

Les relations (2.32) et (2.33) donnent :

lim
n→∞

∫
Ω

|Oun − Ou0|p1(x) dx+

∫
Ω

|Oun − Ou0|p2(x) dx = 0. (2.34)

Ou en utilisant la relation (2.5), on obtient :

lim
n→∞

∫
Ω

|Oun − Ou0|m(x) dx = 0. (2.35)

Ce fait et la relation (1.11) implique ‖un − u0‖m(x) −→ 0, lorsque n→∞.

La preuve du lemme 2.3 est complet.

Preuve de théorème 2.1 : Il est claire que la fonctionnelle Jλ vérifier Jλ(0) = 0

et le lemme 2.3 implique que Jλ satisfait le Palais-Smale.

D’autre part, les lemme 2.1 et 2.2 montrent que les conditions (I1) et (I2) du Théo-

rème 2.2 sont satisfaites.

En appliquant le théorème 2.2 à la fonctionnelle Jλ, nous concluons que l’équation

(2.1) admet une infinité de solutions faibles dans E.

La preuve du théorème 2.1 est complet.
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CHAPITRE 3

SOLUTIONS FAIBLES D’UN PROBLÈME

CONTENANT L’OPÉRATEUR P (X)-LAPLACIEN

DANS LE CAS OÙ λ < 0

D ans ce chapitre, nous étudions le deuxième problème du p(x)-Laplacien avec

condition de Dirichlet aux limites dans le cas où λ négative. Nous avons présenté le

problème et la définition de la solution faible. Après, nous présentons les principaux

résultats avec son démonstrations.

3.1 Étude du problème de p(x)-Laplacien avec

λ < 0 :

Dans cette section, nous étudions le problème (1) du p(x)-Laplacien dans le cas

où la valeur propre λ < 0, et la fonction f(x, u) définie comme suit :


−div((| Ou |p1(x)−2 + | Ou |p2(x)−2)Ou) = f(x, u)

= +λ | u |m(x)−2 u− | u |q(x)−2 u Si x ∈ Ω

u = 0 Si x ∈ ∂Ω

(3.1)

où Ω est bornée de RN , N > 3.
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3.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN AVEC
λ < 0 :

Définition de la solution faible :

Définition 3.1.1 (Solution faible du problème (3.1)). On dit que u ∈ W 1,m(x)
0 (Ω)

est une solution faible du problème (3.1 )si :∫
Ω

(| Ou |p1(x)−2 + | Ou |p2(x)−2) | OuOv dx−λ
∫

Ω

| u |m(x)−2 u.v dx+

∫
Ω

| u |q(x)−2 u.v dx = 0,

pour tout v ∈ W 1,m(x)
0 (Ω).

Hypothèse :

Nous étudions le problème (3.1) sous les hypothèses suivants :

(H1) : m+ < q−.

(H2) : q+ <
N.m−

N −m−
,

où m(x) définie par (2.2).

Le résultat principale de cette section est énoncer dans le théorème suivant :

Théorème 3.1. Il existe λ∗ > 0 tels que pour tout λ > λ∗ le problème (3.1) admet

une solution faible non triviale, si : m+ < q− et q+ <
N.m−

N −m−
.

Preuve du théorème (3.1) :

Définition 3.1.2. On définit la fonctionnelle énergétique associée au problème (3.1)

par Iλ : E −→ R :

Iλ(u) =

∫
Ω

1

p1(x)
| Ou |p1(x) dx+

∫
Ω

1

p2(x)
| Ou |p2(x) dx

−λ
∫

Ω

1

m(x)
| u |m(x) dx+

∫
Ω

1

q(x)
| u |q(x) dx.

(3.2)

Les mêmes arguments que ceux utilisés pour la fonctionnelle Jλ montre que Iλ

est bien définit sur E et Iλ ∈ C1(E,R) avec la dérivée définie par :

〈I ′λ(u), v〉 =

∫
Ω

(| Ou |p1(x)−2 +Ou |p2(x)−2) | Ou.Ov dx

−λ
∫

Ω

| u |m(x)−2 u.v dx+

∫
Ω

| u |q(x)−2 u.v dx.
(3.3)
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3.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN AVEC
λ < 0 :

Pour tout u, v ∈ E.

Les solutions faibles de (3.1) sont les points critiques de Iλ.

La recherche de la solution faible du (3.1) découle à la recherche des points critiques

de Iλ.

Maintenant, l’objectif de ce chapitre est de montrer que Iλ possède un minimum

global non trivial dans E. Dans ce but, pour démontrer ce résultat, nous commençons

à prouver des résultats auxiliaires énoncer sur les lemmes 3.1 et 3.2 :

Lemme 3.1. La fonctionnelle Iλ est coercitive sur E.

Démonstration. A fin de prouver le lemme 2.1, nous montrons d’abord que pour

tout a, b > 0 et 0 < k < l, l’inégalité suivante est vrai.

a.tk − b.tl 6 a
(a
b

) k
l−k

,∀t > 0. (3.4)

En effet, puisque la fonction : [0,∞) 3 t −→ tθ est croissante pour tout θ > 0 il

s’ensuit que :

(a− b) tl−k < 0 , ∀l >
(a
b

) 1
(l−k)

. (3.5)

et

tk.
(
(a− b).tl−k

)
6 a.tk < a

(a
b

) k
(l−k)

,∀t ∈
[
0, (

a

b
)

1
l−k

]
. (3.6)

Les deux derniers inégalités (3.5) et (3.6) les montrent que (3.4) est vrai.

En utilisant (3.4), on en déduit que pour tout x ∈ Ω et u ∈ E on a :

λ

m−
| u(x) |m(x) − 1

q+
|u(x)|q(x) 6

λ

m−

[
λ.q+

m−

] m(x)
q(x)−m(x)

6
λ

m−

(λ.q+

m−

) m+

q−−m+

+

(
λ.q+

m−

) m−
q+−m−


= C,

où C est une constante positive indépendante de u et x. Intégrant la dernière inégalité

ci-dessus sur Ω, on obtient :

λ

m−

∫
Ω

| u |m(x) dx− 1

q+

∫
Ω

| u |q(x) dx 6 D. (3.7)
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3.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN AVEC
λ < 0 :

Où D est une constante positive indépendante de u.

En utilisant les inégalités (2.5) et (3.7) on obtient que pour tout u ∈ E avec

‖u‖m(x) > 1 nous avons :

Iλ(u) >
1

m+

∫
Ω

| Ou |m(x) dx− λ

m−

∫
Ω

| u |m(x) dx+
1

q+

∫
Ω

| u |q(x) dx

>
1

m+
‖u‖m−1,m(x) −

λ

m−

∫
Ω

| u |m(x) dx− 1

q+

∫
Ω

| u |q(x) dx

>
1

m+
‖u‖m−1,m(x) −D.

Donc Iλ est coercitif. Donc la preuve de lemme 3.1 est complet.

Lemme 3.2. La fonctionnelle Iλ est faiblement semi-continue inférieure.

Démonstration. Premièrement, nous montrons que les fonctionnelles Λi : E −→ R,

défini par :

Λi(u) =

∫
Ω

1

pi(x)
| Ou |pi(x) dx ,∀i ∈ {0, 1} est convexe.

En effet, puisque la fonction [0,∞) 3 t −→ tθ est convexe ∀θ > 0, on en déduit

que pour chaque x ∈ Ω fixé, on obtient :∣∣∣∣ξ + ψ

2

∣∣∣∣pi(x)

6

∣∣∣∣ | ξ | + | ψ |2

∣∣∣∣pi(x)

6
1

2
| ξ |pi(x) +

1

2
| ψ |pi(x) ,∀ξ, ψ ∈ RN , i ∈ {1, 2}.

(3.8)

En utilisant l’inégalité (3.8), on trouve :∣∣∣∣Ou+ Ov
2

∣∣∣∣pi(x)

6

∣∣∣∣ | Ou | + | Ov |2

∣∣∣∣pi(x)

6
1

2
| Ou |pi(x) +

1

2
| Ov |pi(x), (3.9)

∀u, v ∈ E , x ∈ Ω , i ∈ {1, 2}.

En multipliant par
1

pi(x)
et en intégrant sur Ω, on obtient :

∫
Ω

1

pi(x)

∣∣∣∣Ou+ Ov
2

∣∣∣∣pi(x)

dx 6
1

2

∫
Ω

1

pi(x)
| Ou |pi(x) dx+

1

2

∫
Ω

1

pi(x)
| Ov |pi(x) dx

Alors,

Λi

(
u+ v

2

)
6

1

2
Λi(u) +

1

2
Λi(v) ,∀u, v ∈ E , i ∈ {1, 2}. (3.10)

Ainsi, Λ1 et Λ2 sont convexes. Il s’ensuit que Λ1 + Λ2 est convexe. En suite, nous

montrons que la fonctionnelle Λ1 + Λ2 est faiblement semi-continue inférieurement
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3.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN AVEC
λ < 0 :

sur E. Comme Λ1 +Λ2 est convexe, d’après le corollaire 3.8 de [2] il suffit de montrer

que Λ1 + Λ2 est fortement semi-continue inférieur sur E. On fixe u ∈ E et e > 0.

Soit v ∈ E arbitraire et Λ1 +Λ2 est convexe et l’inégalité (1.6) est vraie, nous avons :

Λ1(v) + Λ2(v) > Λ1(u) + Λ2(u) + 〈Λ′1(u) + Λ′2(u), v − u〉

> Λ1(u) + Λ2(u) +

∫
Ω

| Ou |p1(x)−1 | O(v − u) | dx

−
∫

Ω

| Ou |p2(x)−1 | O(v − u) | dx

> Λ1(u) + Λ2(u) −D1

∣∣ | Ou |p1(x)−1
∣∣

p1(x)

p1(x)− 1

. | O(u− v) |p1(x)

−D2

∣∣ | Ou |p2(x)−1
∣∣

p2(x)

p2(x)− 1

. | O(u− v) |p2(x)

> Λ1(u) + Λ2(u)−D3 ‖u− v‖m(x)

> Λ1(u) + Λ2(u)− e.

pour tout v ∈ E.

Avec ‖u− v‖m(x) < e/

∣∣ | Ou |p1(x)−1
∣∣

p1(x)

p1(x)− 1

+
∣∣ | Ou |p2(x)−1

∣∣
p2(x)

p2(x)− 1

 ,

où D1, D2 et D3 sont des constantes positives. Il s’ensuit que Λ1 + Λ2 est fortement

semi-continue inférieurement et comme il est convexe, alors Λ1 + Λ2 est faiblement

semi-continue inférieurement. Enfin, on remarque que si {un} ⊂ E est une suite qui

converge faiblement vers u dans E en {un} converge fortement vers u dans Lm(x)(Ω)

et Lq(x)(Ω). Ainsi Iλ est faiblement semi-continue inférieurement.

La preuve du lemme 3.2 est complet.

Preuve du théorème 3.1. D’après les lemmes 3.1 et 3.2 on en déduit que Iλ est

coercitif et faiblement semi-continue inférieurement sur E. Alors, le théorème 1.2 de

[27] implique qu’il existe uλ ∈ E qui représente un minimum global de Iλ et donc

une solution faible du problème (3.1).

Il reste à démontrer que la solution faible et non triviale.

On montre que uλ n’est pas trivial pour λ assez grand. En effet, en laissant t0 > 1

un réel fixé et Ω1 un sous ensemble ouvert de Ω avec | Ω1 |> 0 on en déduit qu’il
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3.1. ÉTUDE DU PROBLÈME DE P (X)-LAPLACIEN AVEC
λ < 0 :

existe u0 ∈ C∞0(Ω) ⊂ E tel que u0(x) = t0 pour tout x ∈ Ω̄ et 0 6 u0(x) 6 t0 dans

Ω\Ω1. Nous avons :

Iλ(u0) =

∫
Ω

1

p1(x)
| Ou0 |p1(x) dx+

∫
Ω

1

p2(x)
| Ou0 |p2(x) dx

− λ
∫

Ω

1

m(x)
| u0 |m(x) dx+

∫
Ω

1

q(x)
| u0 |q(x) dx

= L− λ

m+

∫
Ω1

| u0 |m(x) dx

= L− λ

m+
tm
−

0 | Ω1 | .

où L est une constante positive. Ainsi, il existe λ∗ > 0 tel que Iλ(u0) < 0 pour tout

λ ∈ [λ∗,∞). Il s’ensuit que Iλ(uλ) < 0 pour tout λ > λ∗ et donc uλ est une solution

faible non triviale du problème (3.1) pour λ assez grand. La preuve de théorème 3.1

est complet.
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CONCLUSION :

D ans ce mémoire, nous avons présenter et étudier quelque propriétés des

espaces de Lebesgue et de Sobolev à exposants variables de chercher la

résolution des problème de type p(x)-Laplacien avec des conditions aux limites de

Dirichlet.

— L’outil principale pour trouver les solutions faibles des problèmes de ce type

est basé sur le théorème de Col, et une méthode variationnelle qui assure

l’existence d’une solution faible non triviale.

En perspective, On peut étudier ces problèmes en utilisant d’autre méthodes,

comme le théorème de la Fontaine et le dual du théorème de la Fontaine, les degrés

topologiques.
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