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Résumé

Résumé

L’objectif de ce travail consiste a résoudre 1’équation de Schrodinger dans le cadre
du modele de Kronig-Penney et du modéle du potentiel double delta de Dirac pour,
afin de trouver la structure des bandes d’énergie et d’examiner les propriétés de
transport d’un superréseau, ou dans un cristal avec un potentiel périodique. Malgré
que ces modeles sont des modeles trés simplifiés des modéles réaliste, la structure de
bande électronique obtenue a partir de ce modéle partage de nombreuses
caractéristiques avec les structures de bande qui resultent de modeles plus

sophistiqués.

Mots clés : Modele de Kronig-Penney ; double potentiel 8 de Dirac, I’équation de

Schrédinger, théoreme de Bloch , superréseau .



Abstract

Abstract

The objective of this work is to solve the Schrédinger equation within the framework of the
Kronig-Penney model and the Dirac double-delta potential model for, in order to find the
structure of the energy bands and to examine the properties transport of a superlattice, or in a
crystal with a periodic potential. Although these models are very simplified models of
realistic models, the electronic band structure obtained from this model shares many

characteristics with the band structures that result from more sophisticated models.

Key words:Kronig-Penney Model , Double Dirac 8-Potential, Bloch Theorem ,superlattice
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Erwin Schrodinger

Erwin Schrddinger, est né a

Erdberg de Vienne,
Autriche,le 12 Ao(t 1887,
était un physicien australo-
irlandais lauréatdu prix Nobel
et avait développéun certain
nombre dedécouvertes
fondamentales enthéorie
quantique : L’équationde
Schrédinger fournit des

informations sur le systeme et

décrit I’évolution dusysteme

au cours du temps.

En outre, il a ét¢ ’auteur de nombreux ouvrages sur divers aspects de laphysique : mécanique
statistique et thermodynamique, physique diélectrique,théorie des couleurs, électrodynamique,
relativité générale et cosmologie, et ilest également connu pour son expérience de pensée au «

chat de Schrodinger».

Le 4 janvier 1961, Schrédinger mourut de la tuberculose a 1’age de 73 ans aVienne
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Introduction générale

Introduction général :

Puisque la physique classique est totalement inadéquate pour les phénomenes
observés a I'échelle atomique, il est nécessaire d'élaborer un nouveau cadre conceptuel
de la physique. Cette nouvelle théorie de l'univers physique est conventionnellement
appelée « mécanique quantique ». Dans ses grandes lignes elle a été congue entre
1925 et 1930 et elle est I’ceuvre principalement de N.Bohr W .Heisenberg, E.
Schrodinger et P . A.M. Dirac[1].

En mécanique quantique les phénomenes physiques sont décrits par la fonction
d’onde, qui contient toutes les informations sur 1’état du systéme et son comportement
suit 1’équation de Schrodinger. L’équation de Schrodinger est [’équation
fondamentale de la mécanique quantique non relativiste. Elle joue en mécanique
quantique le méme role fondateur que 1’équation de Newton en mécanique classique
ou les équations de Maxwell en électromagnétisme. Elle décrit 1’évolution temporelle
de I’état d’un objet quantique représenté¢ par une fonction d’onde. La mécanique
quantique est basée sur la résolution de I’équation de Schrodinger, qui est une
équation différentielle de second degré par rapport a la position et de premier degré
par rapport au temps.

Les tentatives de résolution de I'équation de Schrédinger pour un réseau régulier de
puits de potentiel datent des premiers jours de la mécanique quantique. En 1928,
Bloch [1] a montré que les fonctions propres d'un réseau périodique infini sont de la
forme d'ondes planes modulées par une fonction qui a la méme périodicité que le
réseau. Il a suggéré dans ses travaux qu'il y avait des niveaux d'énergie pour lesquels
aucun état physique existe (les gaps d'énergie) et des bandes quasi-continues de
niveaux d'énergie. La méme conclusion a été atteinte de maniére indépendante en
utilisant I'approximation des liaisons fortes, dans laquelle les niveaux d'énergie
discrets d'un electron dans un seul puits sont "éclates” en bandes quasicontinues, et
cela par la présence de puits voisins.

En 1930, Kronig et Penney[2] ont publié leur solution pour un réseau infini composé
de puits de potentiel carrés équidistants. Un élément clé de leur analyse était que les
solutions devaient étre des ondes de Bloch, une hypothése valable uniquement pour
un réseau strictement infini. lls ont donc invoqué les conditions aux limites

périodiques, plut6t que d'exiger que la fonction d'onde doit étre nulle (plut6t tendre
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Introduction générale

vers zéro) aux extrémités du réseau. Leur résultat a donné une relation entre le vecteur
d'onde de Bloch et I'énergie de I'état sous la forme d'une équation transcendante
impliquant les parametres du réseau. Encore une fois, ils ont prédit des bandes
d'énergie et les écarts entres elles, et ils ont fourni un moyen général pour calculer les
limites entre les deux.

Le modele de Kronig-Penny (KP) est un modele a un seul électron. L'électron se
déplace dans une dimension dans un cristal unidimensionnel de longueur L. Le
potentiel périodique que les électrons subissent dans le réseau du cristal est approximé
par une fonction périodique. Le modéle KP est un modéle quantique unidimensionnel
fortement simplifié d'un cristal. Ce modele a une solution analytique et permet donc
des calculs simples. Cependant,les modeéles réalistes nécessitent toujours des calculs
numériques approfondis. Malgré les simplifications, la structure de bande
électronique obtenue a partir de ce modele partage de nombreuses caractéristiques
avec les structures de bande qui résultent de modéles plus sophistiqués.

Le modele de Kronig-Penney-Dirac est un cas particulier du modele de Kronig-
Penney, obtenu en prenant la limite quand 1’épaisseur de 1'un des deuxsemi-
conducteur dans un super réseau tend vers 0 et le potentiel Vq tend vers 1’infini, mais
I’énergie potentiel Uy reste finie. Dans cette limite, chaque barriére rectangulaire
devient une fonction ¢ de Dirac.

Le but de ce mémoire est la résolution de I’équation de Schrodinger avec le potentiel
de kroning-penney et le potentiel double delta de Dirac.
Le travail présenté dans ce mémoire est organisé comme suit :
> Le premier chapitre est consacré a la présentation du modele de Kroning—
Penney et du théoréme de Bloch, réseau direct et réseau réciproque, formation
des bandes d’énergie, diagramme de bandes, la formulation et la solution du
modele de kronig-penney, et la structure des bandes d’énergie.

» Dans le deuxiéme chapitre on présente les solutions paire et impaire de

I’équation de Schrodinger avec le double puits de potentiel de Dirac, et on
analyse I'état de diffusion dans ce dernier.

» On donne, dans I’annexe, un apercu sur la théorie des bandes.

Enfin, notre travail est achevé par une conclusion génerale.
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Chapitre I : Le modele de Kronig-Penney

|.1 Présentation du modele :

Le modele Kronig-Penney est un modéle unique qui présente de nombreuses
caracteristiques fondamentales de la structure électronique des cristaux réels, généralement
considéré comme un modéle idéalisé et unidimensionnel dun cristal. 1l fait partie des
modeles les plus simples possibles pour décrire les électrons dans un réseau périodique. Il a
été prouvé qu'une bande interdite et donc des bandes d’énergie peuvent étre obtenues pour
un potentiel périodique unidimensionnel. Les mathématiques sont un peu complexes, mais
ce modeéle nous permettra de discuter qualitativement de plusieurs concepts importants.
L'énergie potentielle considérée est V (x) d'un électron avec une séquence infinie de puits de
potentiel de profondeur — Vo et de largeur a, disposés avec un espacement régulier .De plus, il
est plus intéressant de résoudre I’équation de Schrddinger indépendante du temps. La
structure de bande et donc les énergies permises et interdites pour un potentiel périodique
peuvent étre facilement obtenu et calculée, respectivement. Alors que ce modéle est une
simplification excessive du potentiel 3D et de la structure de bande, il est également étendu
pour inclure les effets des atomes d'impuretés. Le modele Kronig-Penney est étroitement lié a

la théorie des superréseau de la physique des materiaux.

I.1.1 Superréseau :

Un super réseau est une structure de couches périodiquement alternées de deux
matériaux ou plus. L'épaisseur de chaque couche est généralement de lordre de
quelgues nanometres . Au debut du XXe siecle, le phénomene des super-réseaux a été

découvert par diffraction des rayons X.

En 1970, EzakiReyuna et Zhu Zhaoxiang ont proposé le concept de superréseau en
1970. Ils ont envisagé que si des structures périodiques étaient développées en alternance avec
deux matériaux semi-conducteurs bien adaptés au réseau, chacun d'une épaisseur inférieure a
100 nm. Les matériaux superréseaux sont des films multicouches dans lesquels deux
composants différents croissent alternativement en couches minces de quelques nanométres a
dizaines de nanométres et conservent une périodicité stricte, ce sont en fait des matériaux
composites fins stratifiés sous une forme spécifique. Cela conduit a la modulation du

potentiel périodique du réseau cristallin d'un solide.


https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BA%B3%E7%B1%B3
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%B9%9E%E5%B0%84
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%B9%9E%E5%B0%84
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%B1%9F%E5%B4%8E%E7%8E%B2%E4%BA%8E%E5%A5%88
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%B1%E5%85%86%E7%A5%A5_(%E7%89%A9%E7%90%86%E5%AD%A6%E5%AE%B6)
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1.1.2 Caractéristiques générales des superréseaux

Les super-réseaux peuvent étre fabriqués de différentes maniéres, mais les plus
couramment utilisées sont [I'épitaxie par faisceau moléculaire (L'épitaxie par jets
moléculaires est une technique consistant a envoyer un ou plusieurs jets moléculaires vers un
substrat préalablement choisi pour réaliser une croissance épitaxiale) et la pulvérisation. De
cette maniére, I'épaisseur du superréseau en plusieurs couches atomiques est atteinte. Par
exemple : structure de superréseau typique sous la forme de [Fe 20 V 30] 20, qui est
essentiellement binaire avec 20 A de fer (Fe) puis 30 A de vanadium (V), se répétant 20 fois
le long de l'axe du superréseau, épaisseur totale 1000 A ou 100 nm. La qualité structurale du
superréseau est testée en pratique par diffraction des rayons X, qui produit une structure
résonnante de maxima. Selon la nature des composants, les superréseaux peuvent étre appelés

magnétiques, optiques ou semi- conducteurs.

AX

dGaA S, - 5
: AAlAs -

Y
AE
| e
- Y
Eg Ego, z_
] I

Figure 1-1 : Le super-réseau GaAs/AlAs et le profil du bas de la bande de conduction et du haut de la
bande de valence perpendiculaires aux couches du super-réseau. (Eq, Eg.) sont les bandes interdites
de différents semi-conducteurs.

1.1.3 Classification des superréseaux :

Les superréseaux sont divisés dans les catégories suivantes :
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1. Superréseau compositionnel : Si une unité répétitive d'un matériau de super-réseau
est composée de couches minces de deux matériaux différents, on I'appelle un
superréseau compositionnel.

2. Superréseau de dopage : un nouveau type de matériau semi-conducteur a structure
périodique artificielle obtenu en changeant alternativement le type de dopage dans
le méme semi-conducteur.

3. Superréseau multidimensionnel : Un superréseau dans lequel deux ou plusieurs
matériaux forment une structure alternée périodique dans plusieurs dimensions est
appelé un superréseau multidimensionnel. Les superréseaux multidimensionnels
peuvent étre développés par une combinaison de techniques de photolithographie,

de gravure et de croissance de couche ultra-mince.

Avant d’analyser le modele de Kronig-Penny, il est nécessaire de rappeler quelques

notions de la physique des solides et de la mécanique quantique.

1.2.Théoréme de Bloch :

Figure 1-2 :F. Bloch

Les ondes de Bloch sont les fonctions d'ondes décrivant les états quantiques des
électrons soumis a un potentiel périodique. C'est notamment le cas du cristal parfait infini. Les
électrons sont soumis a un potentiel périodique ayant la symétrie de translation des atomes

constituant le cristal. [2]

Considérons une particule de masse m dans un potentiel unidimensionnel, supposons

que le potentiel V(x) soit périodique, avec une période a : [3]

7



Chapitre I : Le modele de Kronig-Penney

V(x+a) = V(x) (1-1)

En termes plus formelles, on dit que le potentiel, et donc I'namiltonien, sont invariants par
translation de a. Quelles sont les conséquences de cette symétrie pour la fonction d'onde ?
Puisque I'namiltonien ne change pas (est symétrique) par rapport a une translation de a, la

densité de probabilité doit jouir de la méme symeétrie:

Vi + )l =yl (1-2)

Cela implique que la fonction d'onde ne peut changer que par un facteur de phase. On écrira
cette phase comme le produit du pas a et d'un parametre arbitraire k :

Wlx +a) = e™ Y (x) (1-3)

P(x + a) Y(x)

—a a

Figure 1-3: Tracé d'une fonction d'onde périodique : Y(x + a) = Y(x)

Puisquew(x) et w(x + a) satisfont la méme équation de Schrddinger, les nouvelles formes
avec P(x) et Y(x + a) sont identiques (Fig.I-3). Par conséquent, pour toute observable telle
que la densité de probabilité associée aw(x), doit également incarner cette invariance.

Explicitement, w(x + a) peut s'écrire comme suit :
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Y(x + na) = e Dy(x), (1-4)

ou u(a)est une phase a-dépendante.

Cela signifie que y(x)et Y(x + a) ne different que par une phase pure. Il est intéressant de
noter que la forme fonctionnelle de u peut étre déterminée si l'on prend en compte les
éléments suivants que la densité de probabilité ne sera pas affectée par un nombre n de
translations par a, c'est-a-dire :

[W(x + na)|* = [Y(x)|* (1-5)

L'état de Y(x + na) peut étre évalué de deux manieres différentes, par une seule (na ) et
par une sequence de n traductions individuelles (chacune par a) comme indiqué par les

expressions ci-dessous :

Figure 1-4: Le potentiel périodique ressenti par un électron dans un réseau unidimensionnel d'atome
(ligne mauve) et la schématisation avec des puits de potentiel carrés (ligne bleue).

1.2.1 Conséquence du théoréme de Bloch :

Le théoréeme de Bloch introduit un vecteur d'onde k. Il est hommé pseudo-moment de
I'électron. Cette quantité remplace le moment p/h de I'électron lorsqu'on passe du probléme
d'un électron se mouvant dans un milieu continu a celui d'un électron se mouvant dans un

potentiel périodique. Ce pseudo-moment n'est pas proportionnel a p.[4]
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En effet la dérivation ?Vintroduit un terme supplémentaire e““‘% Vu,,(r) . Ainsi,
W(k,r)n'est pas un état propre de l'opérateur quantité de mouvement. D'une fagcon plus
générale, la non-conservation de la quantit¢ de mouvement et le non pertinence de cette
grandeur dans le cadre d’un potentiel périodique d'étendue spatiale infinie peut sembler

surprenante [5].

1.2.2. Réseau direct et réseau réciproque :

Le réseau cristallin (réseau direct) est déterminé par la cellule unitaire. La plus petite
cellule unitaire est appelée primitive. Elle est sous-tendue par les trois vecteurs fondamentaux
a; ,a,,a; de telle facon que chaque vecteur de transition du réseau peut étre mis sous la

forme d'une combinaison linéaire des vecteurs de base :
R =nya; + n,a, +nsaz (1-6)
Avec nq,n,, ns:entiers.

Le réseau réciproque est un réseau de 1’espace de Fourier lié au cristal dans lequel le
vecteur G, appelé vecteur du réseau réciproque, est un vecteur de translation par lequel

I’ensemble du réseau réciproque est construit. G est défini par :
G =uyb; +u,b, +usbs, (1-7)
0U uq, u,etus sont des enties arbitraires et :

— a, X as — a;{xa, — a/x az
b1 = Zﬂfi, bz = 27'[_,1_,—2_,, b3 = Zﬂ% (|-8)
aq .a;Xas a; .a;Xxas aq .a;Xas

Le réseau réciproque, et notamment la premiere zone de Brillouin, a une grande importance
dans la propagation d’onde car les vecteurs d’onde sont toujours tracés dans 1’espace de

Fourier.

1.2.3. Zones de Brillouin :

Les zones de Brillouin sont des régions qui partitionnent 1’espace réciproque associé
au cristal. 11 en existe une infinité. Elles peuvent étre définies a ’aide des plans de Bragg qui
sont les plans médiateurs de I’ensemble des vecteurs formés par des combinaisons linéaires

des vecteurs du réseau réciprogue.
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La définition de la niéme zone de Brillouin est la suivante : ensemble des points

pouvant étre atteint depuis l'origine en croisant n —1 plans de Bragg (Figure I- 5)

Vecteur d'onde
N
s
o
plan de Bragg
N
(s
!

/B3 Réseau carré /B3

/B4 ZB2 /B4

k 7B3 7B3 ‘

Vecteur d'onde

Figure 1-5: premiére zone de Brillouin (ZN) d’un réseau carre.

Les plans des Bragg sont trace avec différant des couleurs.
1.2.4 Zone de Brillouin irréductible :

On appelle « zone de Brillouin irréductible » la plus petite surface qui permet de
déduire la relation de dispersion dans tout I’espace réciproque. Elle correspond a la plus petite
surface qui peut étre utilisée pour reconstruire la premiére zone de Brillouin (ZB) en utilisant
les symétries du réseau réciproque. Pour construire cette zone, nous nous plagons au centre
de la cellule d’origine G du réseau réciproque pour tracer des vecteurs joignant I’origine aux
nceuds voisins de ce méme réseau. Nous construisons ensuite les médiatrices de ces vecteurs.
La plus petite aire interceptée par ces médiatrices est la zone de Brillouin irréductible. La(
Figure 1-6) donne une représentation graphique des réseaux réciproques, de la premiére ZB et

de la ZB irréductible pour les réseaux 2D carreés et hexagonal.
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Chapitre I : Le modele de Kronig-Penney

(a) O O O e o o SIS M:;ijj.

O O b, @ © () Ex
O ;® ® 4® o %o

» Q00 .r,° A" B
b, @ @ - M.
K
b, ® 0
@ o' o |
Figure 1-6 : réseau réel, de la premiére zone de Brillouin et zone de Brillouin irréductible pour les
réseaux 2D (a) carrés et (b) triangulaire

a,

1.3 Formation des bandes d’énergie :

e Modeéle qualitatif :

p(r)

Electron energy —pm

B
=]

P —

Figure I-7 :un atome isolé d’hydrogene
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&
i
P
4
= n=1
o
L
]

Figure 1-8: deux 2 atomes d’hydrogéne adjacents

e Modele qualitatif pour le Silicium:

»  Structure électronique (14 électrons)
» 12 2s2 2p6 3s2 3p2

\
NN
\\\
n=72
8 electrons
Six allowed levels
at same energy
Two allowed levels
at same energy
Sp
2 electrons n=3
(a)

Figure 1-9 :Modéle qualitatif pour le Silicium
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=/ =—— | Bande _
~» Etats anti-liants (4N) / = = | denerge
— N atomes — /=== Bande
— 3p? —— = == de
/ AN J conduction
IBan de interdite
g ) / g/ =s— | Bande
' == M . 3s° =% _.—_l-\ =—— [devalence
\\ || | Etats liants (4N)
A\ | / / =
| == N
\ / ==
N
Figure 1-10:La Structure électronique du Silicium
|
4N states |
0 electrons :
| 6N states
T | 2N electrons
P
20
i
% 4N states
o 4N electrons 2N states
= 2N electrons
ks
84
I
|
Ay e

(b)

Figure 1-11 : La largeur de la bande interdite dépend (entre autre) de la distance inter- atomique ao
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Chapitre I : Le modele de Kronig-Penney

I-4. Diagramme de bandes :

L’analogie avec la physique du solide permet de réutiliser tous les outils de la

cristallographie liés a la périodicité du réseau. On peut associer a un cristal photonique

une fonction diélectrique périodique £(7) = e(# + R ) . Suivant la dimensionnalité de
la structure, la constante diélectrique est une fonction périodique du systéme suivant N
=1, 2,3 directions de I’espace, et est invariante selon les (3- N) autres directions. Le

vecteurRest unecombinaison linéaire des vecteurs de base du réseau direct { @,}.

R =la; +ma, +na; (1-9)

Avec |, m, n entiers ;

Dans ce cas, le théoréme de Bloch pour un probléme aux valeurs propres nous permet de
mettre les solutions sous la forme:

Hi () = (F)e'™” (1-10)
Ouu,(#) est une fonction périodique, de méme période que la structure, et qui est

complétement définie par les valeurs qu'elle prend dans la cellule unité:

w(®) = w(F+R) (I-11)
En remplacant Fé(?) par sa forme d'onde de Bloch (1-10) dans I'équation maitresse (1-12)

= 1 = - _ w 2 -

7 x (sm VxH®)=(2) H® ., (1-12)
on obtient :

- 2
e —— k —_—
Qka = ((L)E )) Hk (|'13)

ou @est le nouvel opérateur hermitien qui dépend du vecteur d’onde k-

O = (ik + 7) x 8(1?) (ik + V) (1-14)
— 2
- - - k >
7 x P x e M) = 0R)\ ey
-y 2
(iF +7) x =5 (1K + 7) x @ = (“2) wm@. (1-15)

15



Chapitre I : Le modele de Kronig-Penney

Ainsi,
Sy 2
Orur(r) = e ug (1)
La résolution d’une telle équation, pour un vecteur d’onde k donné, conduit & un ensemble

discret de valeurs propres An(k ) , fonctions du vecteur k , discriminées par un indice de bande

entier n. Ces valeurs propres sont reliées aux fréquences propres du cristal par :

1() = 230

C’est I’ensemble des courbes de dispersion des fréquences propres wn(F) qui Constituen I,g
structure de bandes du cristal photonique étudié. Ce diagramme de bandes est un élément
crucial, car il donne une « cartographie » de tous les états électromagnétiques possibles

pouvant exister dans la structure photonique. Les états propres associés a des valeurs propres
différentes sont orthogonaux entre eux. A chaque état propre, H, - correspondune distribution

précise du champ électromagnétique obéissant a certaines regles de symétrie.
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0.8
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0.6 - -

05 =

TE modes

Frequency ma/2rnc
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02 - eee ]
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Figurel-12:Structure de bande d’un réseau carré bidimensionnel de tiges cylindriques diélectriques
(¢=8.9); modes TM et TE
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Figure 1-13: Structure de bande d’un réseau diamant de sphéres d’air dans un diélectrique a haute
permittivité (e =13).
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Chapitre I : Le modele de Kronig-Penney

1.5 .Formulation et solution du modele de kronig-penney :

La périodicité du potentiel électrique est modulée par la répartition réguliére des ions
positifs. Sa périodicité correspond au pas « d » du réseau cristallin. Cette représentation est
donnée par la ( Figure 1-14) [7].

V(r)

-

k Position des atomes

Figure I-14:Potentiel électrique dans un cristal unidimensionnel

Il faut résoudre 1’équation de Schrodinger pour déterminer la fonction d’onde de
I’¢lectron en utilisant cette forme de potentiel électrique. L’équation d’onde de

Schrodinger s’écrit sous la forme suivante :

hZ

~Z L) + VW) = Ey() (1-16)

dx

Ici yw(x) est la particule de la fonction d'onde unique en X, V I’intensité du potentielle et E

: . . o h2 . .
I’énergie de la particule unique en unités dez— avec m la masse électronique. Les deux
m

extrémités du systeme sont supposées étre connectées de fagcon ohmique a des fils parfaits (ou

I'électron se déplace librement).

Pour simplifier la résolution, on utilise le modéle de Kronig-Penney représenté par un

puits de potentiel carré de hauteur de barriére Vo et de largeur de barriere b :
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Chapitre I : Le modele de Kronig-Penney

Il I 1l

—(a+b)y —b 0 a (a+0Db) X —p
Figure 1-15 : potentiel périodique de Kronig-Penney

La position des atomes est au centre de chaque puits de potentiel, et pour quitter 1’atome,
I’électron doit lutter contre la force d’attraction représentée par la barriere de potentiel.
L’énergie totale E de la particule est supposée telle que 0 <E <V 0. Il faut alors résoudre
I’équation d’onde de Schrédinger dans les deux régions suivantes 0 < x <a et —b < x < 0,puis
appliquer les conditions de continuité et de périodicité aux interfaces.
Dans I’intervalle O<x<a, pour lequelV,=0 ; la fonction propre est une combinaison linéaire
d’ondes planes qui se déplacent simultanément vers la droite et vers la gauche. L’équation
(1-16), s’écrit :
d?y, (x) 2

et T EP () =0 (1-17)

Dans l’intervalle —b<x<0, pour V =V, correspondant a I’intérieur de la barriére,
I’équation (I-16) s’écrit :

d?y, (x) 2m

d—;z + 7 (E = Vouz(x) = 0. (1-18)

Avec E <Vo d’apres les hypotheses.

Ainsi, la solution de I’équation (I-17)est donnée par :

P (x) = Ael™* + Be~lox (1-19)
2mE
Avec a = oz
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Chapitre I : Le modele de Kronig-Penney

et la solution de (1-18) est donnée par :

P,(x) = CeP* + De=P* (1-20)
Avec B = —Zm(:l‘z’_E)

La solution dans la région O<x<a+b doit étre relie a la solution (I1-20) de la région —b <x <0

d’apres le théoreme du Bloch :

La solution générale de I’équation d’onde sous la forme d’une fonction du Bloch.

Yla<x<a+b) = P(=b<x< 0)etkl@th) (1-21)

Qui permet de definir le vecteur d’onde servant a indexer les solutions. Les coefficients A, B,

C et D sont choisies de telle facon que y(x) et % soient continués au point x= 0 et x =a.

Ce sont les conditions aux limites usuelles pour un probleme de mécanique quantique

avec un puits de potentiel carrée. En x=0 :
A+B=C+D (1-22)
iaA —iaB = BC — BD (1-23)

En x = a et en utilisant 1’équation (1-18), ot Y(a) et Y(—b) exprimées du cote des barrieres

ne déférent que du facteur d’un facteur de phase e*(@*+b) ona:
Ael®e 4 pe~iaa — pik(a+b)(ce=hb 4 pebb (1-24)

ia(Ae!*@ — Be~lt®) = Beik@tD)(Ce=Fb _ pebb) = (1-25)

Il est bien sur possible de résoudre les équations (I1-22), (1-23), (1-24), (1-25) en un system

linéaire :
1 1 —1 1 y 0
la —la —B B B 0
el@ p-ica  _gik@+b)-pp  _ ik@+b)+pp || o | = o | (1-26)
iaeiaa _iae—iaa _Qeik(a+b)—8b Qeik(a+b)+[3b D 0
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Chapitre I : Le modele de Kronig-Penney

Ce systéme d'équations n’admet des solutions non nulles, sauf si le déterminant de la matrice
de gauche est nul. Aprés quelques manipulations algébriques assez fastidieuses, on peut

dériver une contrainte sur k, en termes des parametres du modéle, a partir de ce déterminant.

Nous obtenons

(a;,f) sin(aa)sinh(Bb) + cos(aa) cosh(Bb) = cos[k(a + b)] (1-27)

Si les paramétres du modele a, b, et Vo ont des valeurs fixes, pour une valeur donnée de

k, on recherche les valeurs de a qui donneront une solution a cette équation transcendantale.

2mE
n? "

Les etats stationnaires d'energie E(a) associés a ces valeurs de a est: @ =

Intuitivement, il y aura des valeurs de o pour lesquelles il n'y a pas de valeurs réelles de
k qui satisfont la solution de cette équation. Dans un tel cas, un trou dans le spectre des

énergies prendra lieu.

La periodicité de la fonction delta serait utilisée pour obtenir une image plus simplifiee

du résultat, c'est-a-dire, passage a la limite b — 0 et V/; — oo de telle maniere que

2ba

p=~F

est un quantité finie. A la limite cosh § b — 1, aussi sin fb — Bb<K 1 et B> a.

Alors, B %« Vg
Vloim (,32 —k?) = ,82. (1-28)

Puis I'éq. (1-27) peut étre réduite a une forme plus concise :

sinaa
P[
aa

] + cos(aa) = coska = f(aa) (1-29)
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Chapitre I : Le modele de Kronig-Penney

[laa)h

ka==w ka = m

Figure 1-16: Solution graphique du probléme du modéle de Kronig-Penney. f(aa) est tracé en
fonction de (aa)

Il devient plus constructif de considérer graphiquement la solution de I'Eq. (1-29), dont le
coté gauche en fonction de (aa) peut étre trace lorsque le coté droit- les plages de cos (ka) -
sont comprises entre —1 et 1, une solution pour les valeurs de k existe. Cependant, pour les
valeurs non réelles de «, aucune fonction propre d'énergie n'existe, c'est-a-dire que le spectre
de solutions aura alors un écart dans les énergies admissibles. Cela signifie qu'aucune solution
pour certaines énergies pour ce modeéle peuvent étre trouvées. Les figures (1-16) et (1-17)
montrent les domaines de a pour lesquels I'Eq. (1-29) a des solutions. Ici, la fonction de Bloch

d'indice de vecteur d'onde k est plus significatif que K, qui a une relation pertinente avec
y - _ h%

I’énergie Ey (k) = p—- k.

1.6 Structure de bande :

La théorie des bandes est un modéle quantique en physique des solides qui détermine
les énergies possibles des électrons dans un solide et permet de comprendre la notion de
conductivité électrique. Il est issu de la théorie des orbitales moléculaires.

Dans un solide, les niveaux d'énergie permis sont confinés dans une bande dont la
largeur, de l'ordre de I'électron-volt, dépend du cristal et du recouvrement des orbitales
atomiques. Les solides ont une structure de bandes; on distingue les bandes d'énergie

permises, et les bandes d'énergie interdites voir la figure (1-17). [8]
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E
\ / T .
\ ,’ | ".(
'
N R -
. ' .
2n n 0 - n
S a a i

Figure 1-17 : diagramme de dispersion

hZ
Sur la figure (1-17), apparait en pointillés la parabole d’équation Eq(k) = om k. Cette

parabole est obtenue dans 1’équation (23) lorsque b tend vers zéro, c’est-a-dire quand la barriere de

potentielle est transparente. Alors, on considére que les électrons sont dans un volume infini. La

courbe E(k) ne s’¢éloigne de cette parabole qu’au voisinage des valeurs k = n g, en créant chaque fois
une bande d’énergie interdite « band gap ». Cette dernicre a la largeur E; pour k = + S Le domaine

de I’espace des k compris entre +g et —g, s’appelle la premiere zone de Brillouin de la chaine

atomique. Le domaine constitué des deux segments [— %” ;— g] et [+g He s %”] constitue la seconde

zone de Brillouin, etc.
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Chapitre 11 : Le double potentiel § de Dirac

I1.1. Introduction :
Aprés avoir examiné le potentiel de Kronig-Penny, il est intéressent d’analyser le modé¢le de

Kronig-Penny-Dirac, appelé aussi le modéle du peigne de Dirac, avec un potentiel de la forme

V(x) = —BX"=*26(x —na), B> 0.Ce modeéle est une limite du modéle de Kronig-Penny,
pour laquelle 1'un des deux semi-conducteurs du superréseau est donné sous forme d’une couche

trés mince, d’ou on obtient une structure de bande constituée debandes d’énergies permises

V2mE
h

séparées par desbandes d’énergies interdites donnée par les valeursde K= , comme il est

indiqué dans la figure. Ici, m et E sont la masse et 1’énergie de I’électron respectivement.

Figure 11-1 : les bandes permises et bandes interdites

Pour simplifier 1’é¢tude de ce modele, nous allons considérer une partie du peigne de Dirac, qui
correspond & un double potentiel § de Dirac. Ce dernier modéle peut décrire un électron
devalence d’une molécule linéaire biatomique soumisa I’influence de deux « coeurs » atomiques

ou lespotentiels coulombiens sont matérialisés par lesdeux puits de potentiels attractifsé (x =+

a) distants de 2a.
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Chapitre 11 : Le double potentiel § de Dirac

11.2.Double puits de potentiel §de Dirac :
Un potentiel a double fonction & de Dirac est de la forme
V(ix) = =B[6(x + a) +6 (x — a)], (11.2)

oup et a sont des constantes positives.

Figure (11-2): Un double puits de potentiel de Dirac 4.

Nous souhaitons étudier le nombre d'états lies qu'il possede et trouver les énergies autorisees

h2 h?
ethp = .
ma ’8 4ma

possibles pour 8 =

Le potentiel V (x) est une fonction paire, c'est-a-dire V (-x) =V (x), alors ys(x) peut toujours étre
considéré comme pair ou impair. Pour une énergie E donnée, si (x) satisfait I'équation de
Schrédinger indépendante du temps, il en est de méme pour y(-x) et donc aussi pour la
combinaison linéaire paire et impaire y(x) +y(-x). La forme du potentiel § ci-dessus est appelée

un puits de potentiel delta si 5 est négatif et une barriere de potentiel § si 8 est positif.
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Chapitre 11 : Le double potentiel § de Dirac

11.3. Solution paire du double puits de potentiel de Diracé :
Dans les régions éloignées du potentiel &, ou V (x) = 0 (Figll-2 et Figll-3).

Hy= Ey (11-2)
k=200 (11-3)

E est négatif, donc k est réel.

o V)
-a | ta |
—t » X
E L
Figure 11-3: Un double puits de potentiel de Dirac 6§ (E<0).
La solution paire la plus générale deysr(x)est :
AeFx x> a
Be ** + Cek* 0<x<a
xX) = 11-4
() Be** 4+ Ce~Hx —a<x<0 (1-4)
Ael* x<-—a
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Chapitre 11 : Le double potentiel § de Dirac

ot, dans la région x>a, la fonction d'onde s’écrit PY(x) = De** + Ae ¥, Si x - oo,
Y (x) s’annule, donc D doit étre nul. Et de méme, pour la région x< -a, si x - —oo, ¥ S’annule

également, donc D doit & nouveau étre nul.

Puisque 1 (x) est une fonction d'onde bien définie, on applique les conditions de Born pour
réduire le nombre de constantes. La fonction d'onde doit étre continue en tout point, donc en

appliquant cette condition en (x = a), on obtient

Ae~kx = Be " + Cek¥| (11-5)
x=a x=a

Puis

A = B + Ce?ka (11-6)

Il est évident qu'aucune information ne serait extraite si la condition de continuité a éte appliquée
en (x = 0), et (x = -a) ne fait que répéter (x = a). Une autre condition qui doit étre appliquée est la
dérivée de la fonction d'onde, lorsque le potentiel est fini, la continuité doit étre en tout point,

donc en (x = 0).

dy dy
— = = 11-7
dx | (x=0;0<x<a) dx | (x=0;—a<x<0) ( )

Il s’ensuit que
B=C (11-8)

En appliquant I'équation (11-6) et I'équation (11-8) a I'équation (11-4), on obtient :

B(1 + e?ka)e kx X > a
Plx) = B(e‘kX + ekX) —a<x<a (11-9)
B(1 + e?ke)ekx X < —a
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Chapitre 11 : Le double potentiel § de Dirac

Eninsérant V(x) = —B[6(x + a) + 6(x — a)]dans I’équation de Schrédinger indépendante

du temps, ca devient

2 dhyG)

o ane ~ BIBG+ @)+ 8(x— ] () = EY() (11-10)
L'idée est d'intégrer I'équation (11-10) de -g a +¢, puis de prendre la limite lorsque € passe a a.
C'est-a- dire :
re LV gy g [MsG+a) + 8 — DY) dx = E [T y(x) dx (11-11)
Rdye|  dy) " r
- — —lim B f 6 (x+ a) Y(x)dx — limp f 6 (x+a) U(x)dx
2m  dx te dx e £-a E £-a A
= E lim f_ftlj(x)dx (11-12)

Notez qu'a la limite, le dernier terme du c6té gauche et le terme du cété droit sont

identiguement nuls, de sorte que nous nous retrouvons avec

ay
dx

dy
+e dx

__ —2mp

=2y (11-13)

Maintenant, en laissant € allera a

P(x) = B(1 + e?*¥)e~* x>q (11-14)

ﬂ — 2kaN ,—ka _

o kB(1 + e“*%)e (11-15)

Et pour,

Plx) = B(e‘kX + ekx) —a<x<a (11-16)
dy

_r = B(—k —ka+ ka
axl o (ke eke)
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Chapitre 11 : Le double potentiel § de Dirac

ay
dx

o= —kB(1 — e?ka)eka (11-17)

La dérivée discontinue en a donne

d 2
A(5) = -22E (@) (11-18)
—kB(1 + e?¥@)e7ka 4 kB(1 — e?ka)e7ka = %“Btp(a) = — 2kBek® (11-19)
Mais, nous avons
Ya) = B(e‘ka + eka) (11-20)

2m

— 2kBek¢ = — hZB B(e‘ka + eka)
Wk _ | _ p-2ka (11-21)

Pour obtenir une condition sur I'énergie, nous avons besoin de k, I'équation (I1-21) est une
équation transcendantale en k, donc la résoudre numériquement est la seule solution possible.
Nous pouvons voir la solution graphiquement en tragant le coté droit et le c6té gauche et en

cherchant les intersections.

2
Si nous introduisons les variablesauxiliaires ,y = 2ka et ¢ = I I’équation (11-21) devient

2map’

yE—1=e"7 (11-22)
Nous tragons les deux c6tés et cherchons les intersections. D'aprés les figures (11-3 — 11-5), nous

voyons que ¢ et y sont tous deux positifs et il existe une et une seule solution pour v pair.
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Figure 11-4: Tracé de y - 1 et e™ en fonction de y sur le méme cadre pour trouver la solution de

I'équation y - 1=

. h? . ~ . .
Sif= Py alors & = 1 (la solution peut étre vue autour de & = 1 mais pour voir cela plus...
clairement, nous pouvons utiliser un logiciel pour résoudre cette équation numériquement).

Donc, y =1,27846 (Fig. 11-4). Puisque

—-2mE __ y
2 (4a2)

k2 =

Ensuite, I'énergie

E = _(1,278)2( h? ) _ _0’204( h? )

8 ma? ma?
. h? 1, .
Sif= (maz) ,alors &= 5 (Fig. 1-5) ;

eV ="y — 12y = 221772
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Donc I’énergie

ma?

E=—0615(-—) (11-26)

exp(-y) 1

L3

Figure 11-5 : Le tracé de la ligne droite%y — 1 etde lacourbee™ avec leur intersection.

Sip = () ,alors &= 2(Fig. 11-6).

Onaura:
eY =2y — 1=y = 0.738835 (11-27)
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Figure 11-6: Le tracé de 2y - 1 ete™ et leur intersection.

Alors, I'énergie est
h2
ma?

E=-00682(-—) (11-28)

I1.4. Solution impaire du double puits de potentiel de Dirac

La solution impaire la plus générale de y(x) est:

Aekx x> a
Be kx — (Cekx 0<x<a
xX) = 11-29
W) —Bek* 4 Ce™kx —a<x<0 ( )
—Aekx x < —a

Comme précédemment, en (x = a) la condition de continuité donne :

L|J(X)|(x:a;x>a) = L|-’(X)|(x=a;—a<x<a) (11-30)

Ae~ka = Be~ka _ (eka
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A =B — Ce 2%ka

(11-31)

Cette fois, la continuité de la dérivée en (x = 0) ne nous donne rien de nouveau, mais la

continuité de la fonction d'onde elle-méme nous donne
‘~|J(X)|(x:0; 0<x<a) — ‘~|J(X)|(x:0; —a<x<0)
Be *(® — (ek(0) = —Bek(0) 4 Ce=k(O)
B—-C=-B+C
Il s’ensuit que
B=C

Ainsi, la fonction d'onde est :

B(1 + e2xa)e ™™ X >a
P(x) =4 B(e™™ + ek¥) a<x <a
B(1 + e2xa)e® X < —a

Maintenant, nous suivons le méme argument que précédemment pour obtenir

dy _

dxl(x=+a;x>a) dx

(x=—a;—a<x<a)
—kB(1 — e?k®)e~ka = —_B[(1 + e?k®)e~ka

26 = ().~ @

= —kB(1 — e?*@)e ke 4 Bk(1 + e?ka)e~ka
= 2kBek®

(11-32)
(11-33)
(11-34)
(11-35)
(11-36)
(11-37)
(11-38)

Comme dans la solution paire, le dernier terme du c6té gauche et le terme du cété droit de
I'équation (11-12) sont identiqguement nulsa la limite, de sorte que nous nous retrouvons avec
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Wl _dy_ —2mp |
E+s_&—s a2 llJ(a) (“39)

d -2 B
A (d_lal:) - f?ﬁ U (a)ety (a) = B(e~*e — eka)

aw\ — ka -
A (dx) = 2kBe (11-40)

—2m
ZkBeka = T'BB(e—ka _ eka )

k = ";_f (1 — e~2ka) Ly
o w (11-42)

mp

2

En introduisant les variables auxiliaires, y = 2kaet = z;ll—aﬁ, I'equation (11-42) est converti en :

e V=1-¢&y (11-43)

Cette fois, il peut y avoir ou non une solution. Les deux graphes ont leurs ordonnées a 1.
Cependant, si ¢ est plus petit, il y aura une intersection, alors que si ¢ est trop grand (S trop petit),
il peut ne pas y en avoir. Notons que y = 0 = k = 0 n'est pas une solution, puisque 1 est non
normalisable. La pente de (1- ¢éy) est - & ; et la pente de a y = 0 est -1. Donc, il y a une solution

impaire =>y< 1 ouﬁ>(2:ja). Nous concluons qu'un état limite se produit si ,8<2Z; ; et deux états
liés si ,8>22;(Fig. 11-8).

Pour = '~ = & = (Fig. I1-7), puis

e =1-— %y =y = 1.59362 (11-44)
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Figure 11-7: Le tracéde 1 — %y et la courbe e~ et leur intersection en deux points.
Alors I'énergie est :

E=-0317(-2;) (11-45)

2
Pour g = 4:lna dans ce cas, il y a intersection sauf celle non physique a £ = 0. Donc pour cette

valeur de B, il n'existe pas d'état limite avec une fonction d'onde impaire (figure 11-9).

36



Chapitre 11 : Le double potentiel § de Dirac

Figure 11-8: Etat propre symétrique typique d'un électron dans un double puits de potentiel &

90

Figure 11-9: Etat propre antisymétrique typique d'un électron dans un double &- potentiel.
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11-5. Etats de diffusion du double puits de Dirac —Potentiel :

Dans les sections préecédentes, nous avons examiné les états liés du double potentiel §. Dans
cette section, nous allons examiner les états de diffusion de ce potentiel. A premiére vue, ce
probleme semblait étre une extension triviale du cas du potentiel simple §-fonction. Pour un
déferlement de particules incidentes depuis la gauche, une partie sera transmise, le reste étant
réfléchi a la premiere fonction &. Parmi celles qui sont transmises, une autre fraction sera
réfléchie a la deuxieme fonction &, et celles qui restent seront transmises pour se déplacer vers la
droite jusqu'a I'infini.

De nouveau, les particules qui sont réfléchies a la deuxieme fonction & retourneront vers la
gauche et une certaine fraction sera & nouveau réfléchie vers la droite lorsqu'elles feront face a la
premiere fonction 8. Le processus se répétera a I'infini en rebondissant entre les deux fonctions &,
c'est-a-dire une infinité de réflexions et de transmissions. La meilleure fagon de traiter ce
probleme est de se confronter a la procédure mathématique et de voir ou elle nous méne. Puisque
nous avons considéré que les particules entrent par la gauche, il n'y a donc pas de flux se
déplacant par la droite. Dans ce cas, la solution est asymétrique, c'est-a-dire que nous ne pouvons

pas considérer une solution paire et une solution impaire a ce probleme.

La solution la plus générale deys(x) dans ce probleme est :

Ae'k*  Be~ikx x < —a
Y(x) = {Cetkx 4 peikx —a<x<a (11-46)
Felkx x> a

Certaines constantes seront éliminées par I'application des conditions aux limites. La continuité

de la fonction d'onde en (x = - a) donne

lIJ(X)l(x:—a;aK—a) = l~|—’(X)|(x:—0t; —a<x<a) (11-47)
Ae~ x4 Belkx = Ce~tkx 4 peikx (11-48)
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De méme, la continuité en (x = a) donne

L|J(X)|(X a;—a<x<a) = L|J(X)|(x a; x>a) (“'49)

Ce'r* 4 De~thx = Fetkx (11-50)
Nous pouvons étre guidés par une seule fonction § a (x = 0), ou la méme condition au

changement de dérivée de Yi(x) a travers la fonction delta sera maintenant appliquée sauf pour la

premiére a (x = xa) est satisfaite.

() = 22y (+a) (11-51)

A(x=—a)

d ) ) )
A(d?:) ik[Ce~tk@ — De'ka — pe~tka 4 Betka]

— —ZmB (A —Lka+ Belka) (||_52)

De méme, en (x = a), nous avons

dy : -
(dx> ik [Fe' @ — Ce'™ @ + De~k2]
— ZmB elka
= (Fe'ka) (11-53)

Il nous reste quatre équations a cing inconnues qui sont A, B, C, D et F. Le systéeme d'équations
qui est constitué des constantes peut étre exprimé en termes de la constante A. Il est donc
algébriqguement simple a manipuler et a résoudre. L'utilisation d'un logiciel pour ce faire nous

évitera un travail laborieux. Les résultats sont les suivants :

—iy[2y sin(2ka)—4k cos(2ka)]

b= y2(ettka—1)+4k(k—iy) (11-54)

C = —i2k(y+i2k) (“_55)
y2(eitka—1)+4k(k—iy)

p = —_iZkye® (11-56)

y2(eitka—1)+4k(k—iy)
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4k?

F= y2(eitka—1)+4k(k-iy) A (11-57)
Ou y= 21:2[?

La relation du coefficient de réflexion (R) est :

_ B> _ 2 y2(2k cos(2ka)—y sin(2ka))?

k= |A|2 ~ 8k4*+4k2y2+y%—4aky3 sin(4ka)+y? cos(4ka)[4k2—y?2] (11-58)

De méme, le coefficient de transmission (T) est :

T = :Z:z T Bkt+ak2y?ryt_aky’ si:(:Za)+y2 cos (Aka) [ak2—y7] (11-59)
Il est facile de verifier que :

R+T=1 (11-60)

Les taux de réflexion interne et de transmission peuvent étre calculés de la méme maniere

(internal) |A|2 8k*+4k2y2+y*—4ky3 sin(4ka)+y? cos(4ka)[4k2—y?]

R = 1oE_ 2y"k (11-62)
(internal) = |A|2 ~ 8k*+4k2y2+y*—4aky3 sin(4ka)+y2 cos(4ka)[4k2—y?2]

En fait,

R(internal) =T+ T(internal) (11-63)

Ce qui signifie que la somme des probabilités de ce qui est réfléchi par le second puits et de ce
qui est transmis par celui-ci est égal a la probabilité de ce qui est transmis par le premier puits. Le
premier rapport représente I'écoulement vers la droite aprés le premier puits. §-fonction, tandis

que le second représente le flux vers la gauche, qui est évidemment plus petit que le premier.
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Cette approche est logique, puisque nous nous attendons a ce que le flux principal arrive de la
gauche, et que de ce qui est transmis par le premier puits, des fractions partielles seront
transmises par le second puits et s'échapperont, tandis que certaines seront réfléchies vers le

premier puits.
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALE :

Un des objectifs de ce travail consiste a résoudre 1’équation de Schrédinger dans le cadre du
modele de Kronig-Penney et du modele du potentiel double delta de Dirac pour, afin de trouver la
structure des bandes d’énergie et d’examiner les propriétés de transport d’un superréseau, ou dans

un cristal avec un potentiel périodique.

Dans un premier lieu, nous nous sommes intéressés a étudier le modele de Kronig-Penney,
ou nous avons utilisé le théoréme de bloch et les techniques classiques de la mécanique
quantique pour effectuer cette étude. Nous avons constaté que le déplacement de 1’électron, dans
un réseau periodique de puits de potentiel carres, induit I’apparition de bandes d’énergie séparées
les unes des autres par des bandes d’énergie interdite, et que les fonctions d'onde associées

avaient la forme d'ondes stationnaires qui s'étendent sur tout le réseau.

L’étude du modele du double puits de potentiel delta de Dirac, qui représente un cas limite du
modeéle de Kronig-Penny, nous a permis d’analyser 1’état de diffusion et de calculer coefficient de
réflexion et coefficient de transmission. On a trouver que la probabilité d'étre transmis par le
premier puits est égale a la somme des probabilités d'étre réfléchi par le deuxieme puits et étant

transmis a travers celui-ci.
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Théorie des bandes

En physique de I'état solide, la théorie des bandes est une modélisation des valeurs
d'énergie que peuvent prendre les électrons d'un solide a l'intérieur de celui-ci. De
facon générale, ces électrons n‘ont la possibilité de prendre que des valeurs d'énergie
comprises dans certains intervalles, lesquels sont séparés par des bandes d'énergie
interdites (ou bandes interdites). Cette modélisation conduit a parler de bandes

d'énergie ou de structure de bandes.

1. Niveau de Fermi
L'occupation des différents états d'énergie par les électrons suit la distribution de
Fermi-Dirac. Il existe une énergie caracteristique, le niveau de Fermi, qui fixe, lorsque
le matériau est a une température de zéro kelvin, le niveau d'énergie jusqu'ou on
trouve les électrons, c'est-a-dire le niveau d'énergie du plus haut niveau occupé. Le
niveau de Fermi représente le potentiel chimique du systeme. Son positionnement
dans le diagramme des bandes d'énergie est relié a la fagcon dont les bandes sont

occupées.

e Dans les conducteurs, le niveau de Fermi est dans une bande permise qui est dans
ce cas la bande de conduction. Les électrons peuvent alors se déplacer dans le
systéme électronique, et donc circuler d'atomes en atomes.

e Dans les isolants et les semi-conducteurs, le niveau de Fermi est situé dans la

bande interdite qui sépare les bandes de valence et de conduction.

2. Bandes de valences et bandes de conduction

Dans unatome isolé, I'énergie des électrons ne peut posseder que des
valeurs discrétes et bien définies, par contraste au continuum d'énergie dans le cas
d'un électron parfaitement libre (non lié a un atome). Dans un solide, la situation est
intermédiaire : I'énergie d'un électron peut avoir n'importe quelle valeur a l'intérieur
de certains intervalles. Cette propriété conduit a dire que le solide posséde des bandes
d'énergies permises, séparées par des bandes interdites. Cette représentation en bandes

d'énergie est une représentation simplifiée et partielle de la densité d'états
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électroniques. Les électrons du solide se répartissent dans les niveaux d'énergie
autorisés ; cette répartition dépend de la température et obéit a la statistique de Fermi-
Dirac.

Lorsque la température du solide tend vers le zéro absolu, deux bandes d'énergie
permises jouent un role particulier. La derniére bande completement remplie est
appelée «bande de valence ». La bande d'énergie permise qui la suit est appelée
« bande de conduction ». Elle peut étre vide ou partiellement remplie. L'énergie qui
sépare la bande de valence de la bande de conduction est appelée le « gap » (fossé,
interstice en anglais, bande interdite en frangais).

Les éelectrons de la bande de valence contribuent a la cohésion locale du solide (entre
atomes voisins) et sont dans des états localisés. Ils ne peuvent pas participer aux
phénoménes de conduction électrique. A l'inverse, les électrons de la bande de
conduction sont délocalisés. Ce sont ces électrons qui participent a la conduction
électrique. Les propriétés électroniques du solide dépendent donc essentiellement de
la répartition des electrons dans ces deux bandes, ainsi que de la valeur du gap : dans
le cas des isolants, les deux bandes sont séparées par un gap important. Pour les
conducteurs, la bande de conduction est partiellement occupée, ce qui permet aux
électrons de cette bande de passer aux niveaux d'énergies supérieures, sans violer
le principe d'exclusion de Pauli, et participer ainsi a la conduction. Les semi-
conducteurs possédent quant a eux un gap suffisamment faible pour que des électrons
aient une probabilité non négligeable de le franchir par simple excitation thermique

lorsque la température augmente.

3. Ecart de bandes

Dans les semi-conducteurs et les isolants, les deux bandes sont séparées par une bande
interdite , tandis que dans les semi- métaux , les bandes se chevauchent. Une bande
interdite est une plage d'énergie dans un solide ou aucun état électronique ne peut
exister en raison de la quantification de I'énergie. Dans le concept de bandes, I'écart
d'énergie entre la bande de valence et la bande de conduction est la bande
interdite. La conductivité électrigue des non-métaux est déterminée par la
susceptibilité des électrons a étre excités de la bande de valence a la bande de

conduction.
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Structure de bande de semi -conducteur

Selon la fagon dont ces bandes sont réparties, il est possible d'expliquer au moins
schématiquement les différences de comportement électrique entre un isolant,

un semi-conducteur et un conducteur.

4. Métal, isolant et semi-conducteur

Lorsque la température tend vers 0 kelvin, on distingue donc trois cas selon le

remplissage des bandes et la valeur du gap.

Premier cas
la bande de conduction est vide et le gap est grand (de l'ordre de 10 eV par
exemple). Le solide ne contient alors aucun électron capable de participer a la
conduction. Le solide est isolant.

Deuxiéme cas
la bande de conduction est vide mais le gap est plus faible (de l'ordre de 1 a 2
eV). Le solide est donc isolant a température nulle, mais une élévation de
température permet de faire passer des électrons de la bande de valence a la
bande de conduction. La conductivité augmente avec la température : c'est la

caractéristique d'un semi-conducteur.
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Troisieme cas
la bande de conduction est partiellement occupée, méme a une température de
zéro kelvin, alors un faible champ électrique peut faire passer un électron aux
niveaux d'énergies supérieurs, sans dépenser beaucoup d'énergie, le solide est

alors conducteur.
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