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Résumé

L’objectif de ce travail est d’étudier un systeme d’équations différentielles frac-
tionnaires avec des retards variables. Nous prouvons I’existence et 'unicité des solu-
tions en utilisant le principe de contraction de Banach. Nous étudions également la

stabilité uniforme de la solution. Nous concluons par des exemples illustratifs.

Mots clés : systéme d’équations différentielles fractionnaires, retards variables,

principe de contraction de Banach, stabilité uniforme.



Abstract

The objective of this work is to study a system of fractional differential equations
with variable delays. We prove the existence and uniqueness of the solutions using
the Banach contraction principle. We also study the uniform stability of the solution.

We conclude with illustrative examples.

Keywords : system of fractional differential equations, variable delays, Banach

contraction principle, uniform stability.



Notations

— N : ensemble des nombres naturels.

- N*:=N\{0}.

— R : ensemble des nombres réels.

— R* : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

— C : ensemble des nombres complexes.

— |a, b] : intervalle fermé de R d’extrémité a et b.

— C'([a, b], RT") : I'espace des fonctions continue de [a, b] dans R™.

— LP[a,b] : espace des fonctions mesurables de puissance p € [1,00) intégrables
sur [a, b].

— AC]a, b] : espace des fonctions absoltiment continues sur [a, b].

— AC™[a,b] : (n > 2), espace des fonctions u : [a,b] — R telle que u™ Y ¢
AC[a,b] et u® € Cla,b), k=1,...,n — 1.

— I' : fonction Gamma d’Euler.

— B : fonction Béta.

— I% f(t) : intégrale fractionnaire & gauche de Riemann-Liouville de la fonction
7).

— D f(t) : dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « de la fonction
f ().

— ¢D%f (t) : dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre « de la fonction f ().



1. Introduction

1 Introduction

La théorie du calcul fractionnaire est aussi vieille que le calcul différentiel clas-
sique. Ses origines remontent au 17¢"¢ siécle I’époque ot Newton et Leibniz ont
développé les bases de ce type de calcul. En particulier, Leibniz introduisit le sym-
bole 2L pour désigner la n®™¢ dérivée d'une fonction f. Lorsqu'il annonca dans

e
une lettre & Hopital, celui-ci répondit : Que signifie £L si n = % Cette lettre de

e
I’Hopital, écrite en 1695, est maintenant acceptée comme le premier incident de ce
que nous appelons la dérivation fractionnaire.

Le calcul fractionnaire est devenu une branche importante des mathématiques
grace & sa grande application dans différents domaines tels que la physiologie, 1'in-
génierie, la finance et d’autres sciences, voir la monographie [2], [5], [7], [9], [11] et
les papiers [3], [4], [6], [8] et les références qu'il contient.

Plusieurs méthodes sont utilisées pour résoudre les problémes fractionnaires. Ce-
pendant, les méthodes basées sur le principe du point fixe jouent un grand role. Ce
sont les outils mathématiques de base, montrant 1’existence de solutions dans dif-
férents types d’équations. Dans ce document, on utilise le théoréme de Banach qui
assure 'existence d’'un point fixe unique pour une application contractante d’un es-
pace métrique complet en lui-méme. Il a été prouvé pour la premiére fois par Banach
en 1922.

L’objectif de ce mémoire est une étude introductive du calcul fractionnaire ainsi
que la mise en détail d’un probléme fractionnaire de I’article [8]. Nous nous intéressons
a étudier le systeme d’équations différentielles fractionnaires avec retards variables

suivant :

Do (1) = S, fig (ts (1) a5 (6= 75 (8), 0= 1,250, €0,
z(t)=®(t), tel-7,0],

ou “D* est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a € (0, 1),

9



1. Introduction

z(t) = (21 (t),..., 7, (t)), oit’ désigne la transposée du vecteur et f;; : RT x R? — R
sont continues pour ¢,j = 1,2, ...,n, 7; sont des fonctions & valeurs réelles continues
définies sur R*, tels que 7 = max {sup;cp+ 7 () : j=1,2,....,n} > 0, et ®(t) =
(p1 (t),..., 0, (t)) est un vecteur de fonction définit sur [—7, 0] a valeurs dans R".

Cette these se compose de trois chapitres répartis comme suit :

Dans le premier chapitre nous donnons des notions préliminaires pour la bonne
compréhension de ce manuscrit.

Le deuxiéme chapitre présente une base théorique du calcul fractionnaire néces-
saire pour le développement du chapitre qui suit.

Le dernier chapitre est consacré a ’étude de 'existence, I'unicité et la stabilité
de la solution d’un systéme d’équations differentielles fractionnaires & retard. Nous

terminons le chapitre par des exemples illustratifs.

10



CHAPITRE 1

Chapitre préliminaires

L’objectif de ce chapitre est d’introduire quelques définitions et résultats qui

seront utilisées dans la suite de ce mémoire. Pour plus de détails, voir [1] et [5].

1 Espaces des fonctions intégrables
Soit Q = (a,b)(—o0 < a < b < +00) un intervalle fini ou infinie de R.

Définition 1.1 1. Pour p € R avec 1 < p < oo, lespace LY () est l'espace des

(classes des) fonctions f réelles sur Q0 telles que f est mesurable et

b
/ | f(@) | dx < +oo (L1)
2. Pourp = oo, lespace L= () est l’espace des (classes des) fonctions mesurables
f bornées presque partout (p.p) sur S.
Définition 1.2 [1] Soient p € R avec 1 < p < 00, on pose
LP(Q)={f:Q—R, f mesurable et | f [’€ L'(Q)}. (1.2)

11



3. Espaces des fonctions continues et absolument continues

On note
1/p

| f ll= / @) Pde| (1.3)

Q

Définition 1.3 [1] On pose

1) = f:Q—=R, f mesurable et il existe une constante c telle que
B | f(z) |[< ¢ p.psurQ '

On note

I f [[ze=inf{c,| fz) [< e p.p surQ}. (1.4)

2 Espaces des fonctions continues

Définition 2.1 L’espace des fonctions f qui ont leurs dérivées d’ordre inferieur ou
égale o n continues sur € est noté par C™(2), Tq :Q =[a,b](—oc0 < a < b < 400)

et n € N, munt de la norme :
I Fllon= 32 11 £ lo=max | f9() |. e N, (15)

Sin=0; CO%>Q) = C(Q) est lespace des fonctions [ continues sur @ muni de

la norme :
| £ llo=max| f(z) | (16)

3 Espaces des fonctions continues et absolument

continues

Soit Q = [a,b] (—00 < a < b < +00) un intervalle fini.

12



4. Fonctions utiles

Définition 3.1 L’espace des fonctions primitives des fonctions intégrables noté par

AC([a, 0]),

b
AC(la, b)) =< f/ ¢ € L([a,b]), f(z) :c+/<pdt , (1.7)

et on appelle AC([a.b]) lespace des fonctions absolument continues sur |a,b) .

Définition 3.2 On note par AC"([a,b]), n € N*, l’espace des fonctions f définies
sur [a,b] & valeurs dans C qui ont des dérivées continues sur [a,b] jusqu’a ’ordre

n — 1 et telles que

f € AC ([a,0)),

AC™([a,b) = {f: Q= C: fF e C([a,b]), k=0.n, f*VeAC(a,b])}. (1.8)
Remarque 3.1 : Pourn=1, on a

AC™ ([a,b]) = AC ([a,b]) . (1.9)

4 Fonctions utiles

Dans cette section, nous présentons les définitions et quelques propriétés de cer-
taines fonctions : la fonction Gamma et la fonction Béta. Ces fonctions jouent un

role important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications.

4.1 La fonction Gamma

Définition 4.1 La fonction Gamma est le prolongement naturel de la fonction fac-

torielle des nombres réels, et méme des nombres complexes a partie réelle positive,

13



4. Fonctions utiles

considérée comme une fonction spéciale, définie par l'intégrale suivante :

o0

[(a) = / t* e tdt. (1.10)

0

Proposition 4.1 Pour a € C | (telle que Re(a) > 0), On a pour tout Re(a) > 0 :
FNa+1) = al(a). (1.11)
Preuve. Utilisant la définition (4.1), on a :

o0

Ma+1) = / tet-te~tdt

0
00

= / t%etdt.

0

On intégre par parties

/ tYe”tdt = [—e P +a / et at
0 0

= al'(a).

Proposition 4.2 : Pourn € N, on a :

T'(n+1) =n (1.12)

14



5. Théoréme du point fixe de Banach

Preuve. D’apres la proposition (4.1) et par récurrence, on a :

I'(n+1) = nl'(n)
= nn—1DI'(n—-1)
= nn-1)---2I'(1)

= nl

Alors :
I'(n+1)=nlVneN.

4.2 La fonction Beta

Pour p € C, Re(p) > 0 et ¢ € C, Re(q) > 0, la fonction Beta; notée (B(p,q) est

définie par :

B(p,q) = /(1 — )P (1.13)

La fonction Beta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

I'(p)L'(q)

B(p,q) = T T q)

. Re(p) >0, Re(q) > 0. (1.14)

5 Théoréme du point fixe de Banach

Ce théoreme est également le théoreme de I’application contractante. Ce théoréme
garantit ’existence d’un point fixe unique d’une application définie dans un espace

métrique complet dans lui-méme.

15



5. Théoréme du point fixe de Banach

Définition 5.1 Soient (X ,d) un espace métrique complet et T une application de X
dans X, On dit que T est une application Lipschitizienne s’il existe une constante

positive k telle que l’on ait :
Va,y € X :d(T'(2), T(y)) < kd(z,y).

Stk < 1; T est appelée contraction.

Théoréme 5.1 Soit T une application continue sur un espace de Banach X, alors
les assertions suivantes sont vraies :
1) S’il existe X ; Y € X tels que

lim T"(x) =y;

n—-+o00

alors y est un point fixe de T ; i.e.

T(y) =y.

2) Si T(x) est un ensemble compact dans X et pour tout € > 0 il existe un x.
eX
tel que :|| T(x.) — . ||< €, alors T' admet un point fize.

Preuve.
1. Soit y, =T"(x),n=1,2,... Si T est une application continue , alors

T(y) = T( lim y,) = lim T(y,)

n—-+o0o n—-+o0o

= lim y,11 =y.
n—-+4oo

Ce qui prouve la premiére assertion.

2. Supposons que les hypothéses de (2) sont vérifiées, alors pour n=1,2,..., on
a x, € X tel que :
1
T(z,) —x, ||< —
I 7) = 1< =

T(x) est une ensemble compact implique qu’il existe une sous suite convergente

16



5. Théoréme du point fixe de Banach

T(xn, )t de (T(x,)),) 25 de limite z, alors en exploitant (A,1) et le fait que

n=1

T est continue on déduit que x est un point five de T’

17



CHAPITRE 2

Introduction au calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, nous allons mentionner les définitions élémentaires et quelques
propriétés de l'intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville,
ainsi que la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. Ce chapitre est basé sur la

documentation trouvée dans (voir [5], [7]).

1 Intégrale de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue de [a,b] dans R ; on pose :

(1f) (1) = / £ (s) ds. (2.1)

Pour une primitive seconde on aura :

t t

(21) 0= [r) @i | / (s)ds)da. (22)

a a

18



1. Intégrale de Riemann-Liouville

En utilisant le théoréme de Fubini, on peut écrire :

t

(f) (1) = / (t — 2)f (2)da. (2.3)

a

En répétant n fois, on obtient la relation suivante :

t

! I /(t — 5)"" 1 f(s)ds. (2.4)

("f)t) = =1

a

En utilisant la fonction Gamma (4.1), pour Re(a) > 0, 'opérateur I& défini sur
L' [a,b] par :

17 f(t) = ﬁ / (t — 5 1 f(s)ds, a >0,

a

est appelé opérateur d’intégration fractionnaire de Riemann-Liouville d ’ordre «.

Exemple 1.1 On calcule l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o >

0 de la fonction f telle que :
ft)=(t—a)" oua R, m>—1.

On a :

ot —a)" = ﬁ / (t — ) f(s)ds

o IO
= r<a>/ EDE

a
t

1 (s —a)™ .
N F(a)/(t—s)l—ad

a

19



1. Intégrale de Riemann-Liouville

On fait un changement de variable s = a + (t — a)x, on obtient :

1°f(t) = ﬁi}{g;ifjfcl_agw4xmds
= —(t _ a>m+a a,m
- e+ 1)

(t—a)"*T(a)T(m+1)
o) Tim+1+a)

Alors 1%(t —a)™ = %@ — q)mre,
Exemple 1.2 L’intégrale fractionnaire de Rieman-Liouville d’ordre o, (v € R),

d’une fonction constante f(t) = c est

t

ITf(t) =[S = ﬁ/(t —5)*leds =

a

C

['(«)

(t—a), aeR, ceR.  (2.5)

Théoréme 1.1 [2] Soit f € L' [a,b] et m,n >0, on a :

TP (E) = I £ (1) Vit € [o, 26)
Preuve. Soit f € L' [a,b], on a :

t s

m Je=srt [ =nmsearas

a a

LI f(t) =

Les intégrales existent et par le théoréme de Fubini, nous pouvons interchanger

I'ordre d’intégration et obtenir :

T () = (n)lr o [ 1) [ =it = mmtasa.

20



2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

On fait un changement de variabl s = 7 + z(t — 7), on obtient :

) = —r(n)1r<m) / L e

0

— _ n+m—ld
n—i—m /f g

= IR,

2 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.1 Soit o € RT et n—1 < a < n; la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville d’ordre o d’une fonction f est définie par :

t

Dgf(t):D”I;‘af(t):ﬁil / (t— sy lf(s)ds, t>0, (27)

a

Définition 2.2 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche est donnée

par :
¢

/ (t — 5)"=o=1 f(s)ds. (2.8)

a

1 dar

Vt > a 3 D:f(t) = mdtn

21



2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 2.3 La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville a droite est donnée

par :

Yt <b; Dl f(t) = ﬁ <—%> /(s — )" P f(s)ds. (2.9)

Notons bien que f est une fonction telle que, D f(t) et ,D? f(t) sont bien définis.

Exemple 2.1 Soit f(t) = (t—a)™ avecm > —-1eta<0ettelquen—1<a<n;

d’aprés lexemple (1.1) on a :

I'(m+1)

Daft) = D2 @) =m0y

Dn(t . a)nf(afm).

Pour le cas (a« —m) €N, on a :
Def(t)=0,(a—m)e{1,2,..,n}.

Par ailleurs si (¢ —m) ¢ N, on a :

I'(m+1)

Dal®) = v —a 1

(t—a)™ .
Proposition 2.1 Pour tout entier m € N*, a >0 etn=[a]+1 ona:
Def(x) = DI £(t), m > a. (2.10)

Preuve. Comme m >n ,on a:

DRLRf() = DD ()
= D)
= Dif(a).

22



2. Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Car
D = I

Théoréme 2.1 Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaire de Riemann-

Liouwille existent, pour c1, co € R on a :
Dy (e1f(t) + c29(t)) = an D3 f(t) + c2Dig(2). (2.11)
Lemme 2.1 Soit a« >0 et f € L' [a,b] alors on a ’égalité
DIIE () = £(2), 2.12)
pour presque tout t € [a,b].

Preuve. Utilisant la proposition (2.1), on trouve :

DI f(t) = DI I f(t) = DI f(t) = f(1),

pour presque tout t € [a,b]. m

Une condition suffisante pour I'existence de la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville est donnée par le résultat suivant :

Lemme 2.2 St f est de classe C™ ; alors en faisant des intégrations par parties et

des dérwwations répétées on obtient :

"1 L6) () ( — g)i-o t
Def(t) = / réﬁi-i) -7 (nl_a) / (t—s)* " (s)ds.  (2.13)

a

23



3. Dérivée fractionnaire de Caputo

3 Dérivée fractionnaire de Caputo

Les dérivées de Riemann-Liouville possédent certains inconvénients dans la modé-
lisation des phénomeénes du monde réel. Les problémes étudiés exigent une définition
des dérivées fractionnaires permettant I'utilisation des conditions initiales. Caputo a

introduit une dérivée fractionnaire (qui porte son nom) qui répond a ces exigences.

Définition 3.1 Soit & >0 avecn —1 < a <n ,(n€N*), et f une fonction telle
que L= f € L'[a,b]. La dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de Caputo est
défini par :

t

cD“ -1 — )" ) (§) ds
DO = g [ =7 1 ). (214)

a

Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville :

1. Soit @ > 0 avec n—1 < a(n ,(n € N*), supposons que f est une fonction telle
que $DY f(t) et DY f(t) existent alors :

n—

‘D f(t) = D*f(t) — Z

1
1=0

FO)E - @y
Fl+i—a)

On déduit que si f) =0 pour i =0,1,2,...,n — 1, on aura °D®f(t) = D*f(t).

Composition avec opérateur d’intégratin fractionnaire :

Si f est une fonction continue on a :
DU = f,

et

IDf(t) = f() = 3

Donc l'opérateur de dérivation de Caputo est I'inverse gauche de I'opérateur d’in-

tégration fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

24



3. Dérivée fractionnaire de Caputo

Exemple 3.1 1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle :
‘D% = 0.

2. La derivée de f(t) = (t—a)? au sens de Caputo. Soit o un entier et 0 <n—1 <

a < n avec pn > —1 alors on a :

F(s) = %(s —a)P "
D’ou
PR o V2 T
D*(t —a) _F(n—a)+F(p—n+1)/(t_8) (s —a)P"ds.

a

Effectuant le changement de variable s = a + 7(t — a), on obtient :

¢ Mo p I'(p+1) / n—a—1 p—n
Dt —ay = rm—ay+r@—n+1y/“_$ (s — ) "ds

a

- L'(p+1) P—a / _ _\n—a—1_p-n
= 1)(t—a) 0/(1 T) ™" dr

'n—a)+T(p—n+

_ F(p—|—1)5(n—a,p—n+1)(t_a)p7a
Fn—a)l(p—n+1)
_ Fp+1H)T'n—a)l'(p—n+1) (t— ayr—o
'n—a)l'(p—n+1)l'(p—a+1)

'p+1)I'n—a)l'(p—n+1)

= Tm—alp—ntlp_aznt 9"
_ I <p + 1) (t _ a)P*a
- T(p—a+1) '

25



CHAPITRE 3

Etude d’un probléme fractionnaire a retards variables

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence et 'unicité de solutions du systeme
d’équations différentielles fractionnaires avec des retards variables de la forme sui-

vante :
D () =Y fij (i (t) 25 (t—7; (1), i=1,2,.,n, t>0,  (3.1)
Jj=1

2 (t) = ®(t), te|-7,0], (3.2)

o1l °D® est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € (0, 1), z (t) = (z1 (1), ..., 2, (1)),
ou ' désigne la transposée du vecteur et f;; : RT™ x R* — R sont continues pour
i,j=1,2,...,n, 7; sont des fonctions a valeurs réelles continues définies sur R, tels
que 7 = max {sup,cp:+ 7 (1) :j=1,2,...,n} > 0, et ®(t) = (¢ (t),..., 0, (t))" est
un vecteur de fonction définit sur [—7,0] & valeurs dans R". Puis, nous montrerons
la stabilité uniforme de la solution du probléme (3.1)-(3.2). Enfin, nous donnerons

quelques exemples illustratifs. Ces résultats sont dus a L. Nisse et A. Bouaziz [§].
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1. Existence et unicité de la solution

1 Existence et unicité de la solution

Pour I'existence et I'unicité de la solution du probléme (3.1)(3.2), on a besoin du

lemme suivant :

Lemme 1.1 La fonction vecteur x (t) = (x1 (t),...,x, (t)) est une solution du pro-

bléeme (3.1)-(3.2) si et seulement si

5 (8) = { 00+ i I (1), 5 (0= (0D, 120 g
o; (t), tel-T1,0], i=1,2,...n

Preuve. Pour ¢ > 0eti=1,2,...,n, on peut écrire I’équation (3.1) comme

n

I'“Dax; (t) = Z fig (G i (t) 25 (8 — 75 (1)) -

J=1

On applique 'opérateur I* sur les deux cotés et on utilise /D> = [
IDx;(t) = Y I°fi (6 (8) a5 (t— 75 (1))
j=1
() —ai (0) = Y Iy (i (), 25 (¢ =75 (1))
j=1

D’ou

i (t) = ¢; (0) + Z 19 fiy (&, i (1) 25 (=75 (1)) -
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1. Existence et unicité de la solution

Maintenant, On considére l'espace £ = [C ([-7,+00),R)]" la classe de toutes

les fonctions n-vecteurs colonnes continues, muni de la norme
n

lelly =2 sup {e M |z ()]}, = € B,

i1 tER

ou N € R" sera choisi par la suite. Et on définit Popérateur intégral F': E — E

par
¢; (0) + ;fo‘fz'j (&, 2 (t), 25 (t =7, (1)), >0
¢i (t) ) te [_T’ O]

Nous allons maintenant énoncer le théoréme le plus important de ce chapitre qui

est basé sur le théoréme de point fixe de Banach :

Théoréme 1.1 On suppose que :

H,) Soient f;; : RT x R® — R des fonctions continues et satisfont la condition
J
de Lipschitz

| fis (i, 95) — fij (6w, v5)| < ki |lwg — wl + by ly; — o5,

ou k’i,h]‘ >0,7,7=1,2,....n.
(Hy) Pour j =1,2,...n, 7, € C(R,R) et

T;(t) > -7, t>0.
(Hs) Pour j =1,2,...,n, 3t; >0:

Tj (t) > t, vt e [Oa tj]
T (t) <t, Vit G]tj, ‘I‘OO[

(Hy)
nt® [Zkl—FZhJG] < 1,
i=1 j=1
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1. Existence et unicité de la solution

alors le probléme (3.1)-(3.2) admet une solution unique.

Preuve. Soient z,y € E, pour ¢t =1,2,...,n on a

|[Fz; (t) — Fy; (1)

= Sy S s (s () (s

< S Sy (s, () 1 (5 — 75 () —

=75 () =

fij (8,9 (s) 95 (s —

fig (8,9 (8) ,y5 (s —

75 ()} ds

7 (s)))] ds

pour simplifier, nous posons r; (s) = s — 7, (s). d’aprés les hypotheses (H;) et

(H3) on a
n t (t—s)*71
[Fa; (1) = Fyi ()] < 0y ki fy Y5kl () —
+ h fOJ (t— 5)
(t—8)*" "
+ ] 1h L/;SJ T T(a)
< ok fy S fwi () -
(t— s)
+ Y ftj
Alors

e N Fa; (t) — Fy; (t)]

e L

M i (s) —

a—1

n t (t—s
+ Zj:l h; ftj ( F(L)

efN(tfrj (S)) efNr]' ('3

29

|¢ rj (s

’953 (r (s)) —

|CL’] (r (s)) —

Maj (75 (s))

y; (s)| ds+

y; (s)| ds+

yi ()| ds+

— ¢, (r; ()| ds

y; (rj (s))|ds

y; (rj (s))|ds

—y; (r;(s))|ds



1. Existence et unicité de la solution

< nk; sup {e Nz (¢ 1} [ t(t 52; e N(t=5) ggt
R+
+ > hy {Slgi {e Mm@ |y (15 (€)) =y (r; (€ \}ft r(a N(t=ri(=) s
€

En utilisant le changement de variable w = N (¢t — s), on aura

e N Fay (t) — Fy; (1)]

< nk; sup {@ N¢ |li (&) —w; (€ |} €L ar(la_udu_i_
EERT
+ Tk sup {0 (O = (O} 3= 77 e Hay

d’aprés ’hypothése (Hz), nous avons

e N Fa; (t) — Fy; (1)|

< nk; sup {e NE |y (€ |} Na arlafudu—i-
£eRt
(t—t;) — e U T
+ Z] 1l §SU.p {e N s (€ |} Na fo I‘a eNdu
< Ik N (€ O} + 300, e Sup {e7 ™ a; (€) —y; (O}
EERT EER
< ylly + 30,2 = ylly -
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1. Existence et unicité de la solution

Donc

>iny sup {e M| Fa; (t) — Fyi ()|}
teR+

< [T T T e il

IN

R [t Sy e Dz =l

On choisit N = %, on a

Zsup {e N Fa; (t) — Fy; (t }<nT [Zk +Zh e] lz —ylly-

+
_1 leR

De I’hypothese (H,) on a

nt¢ [i k; + i hj@] < 1.
i=1 j=1

Alors, I': E — FE est une contraction, d’ott F' a un unique point fixe z = Fz qui est

I'unique solution du probléme (3.1)-(3.2). Ce qui achéve la démonstration. m

Remarque 1.1 On remarque que, si pour j la fonction & retard 7;(t) prend des
valeurs négatives, ce qui est possible dans les hypothéses (Hsy) et (Hs), alors (3.1)
sont des équations avec des arguments avancés. Ainsi, les fonctions a retard étant
des fonctions variables (ayant signe arbitraire), les équations du systéme considéré
(3.1) peut contenir les deux types de déviation de ’argument c’est a dire le retard et

l'avance.
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2. Stabilité de la solution

2 Stabilité de la solution

Dans cette partie nous allons établir la stabilité de la solution du propléme(3.1)-

(3.2) .Tout d’abord, nous donnons la définition de la stabilité uniforme de la solution.

Définition 2.1 Soit x(t) et & (t) les deuzx solutions du probléme (3.1)-(3.2),tq :
v(t) = (z1(t),...,wn (1) et T(t) = (&1 (), ..., 7, (t)) avec la condition initiale (3.1)
et 7 (t) = @ (t) pour t € [—7,0],0n dit que est stable si et seulement si :

Ve > 0,30 >0: H@ - &DH < §,alors ||z — Z| 5y < epourtoutt > 0.

Ou ||.|| est la norme supremum définit par || = Y0, H[l X |1, ()|, pour tout
¢

vecteur de fonction bornée v de [—,0] vers R™.

Théoréme 2.1 Supposons que les hypothéses (Hi)-(Hy) du Théoréme (1.1) sont

vérifiées, alors la solution du probléeme(3.1)-(3.2) est uniformément stable.

Preuve. Soient x (t) et Z (t) les solutions du systéme (3.1) sous les conditions(3.2)

et {& (t) = ® (¢) pour t € [—7,0]} respectivement, alors pour ¢ > 0, de (3.3), on a

= (0) = ; (0) + 225y I {fig (t, i () 2y (¢ — 75 (£))) — fig (1,3 (8) , 35 (¢ — 75 (£)))}
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2. Stabilité de la solution

D’apreés les hypotheses (H;) et (Hs) on a

i (t) — T ()]

0, (0) = , (0)| +

+ 3 s S | fig (v (s) @5 (5 — 75 (8)) — fig (5, (5) , &5 (5 — 75 (5)))] ds

IN

6, (0) = &, ()| + Sy i Jy 5l I () = & (5)] s

—1

¢j (s =75 (s)) = b (s =75 (5))| ds

+ j 1h fO I‘(a)

+ ok S — |y (s = 75 () = &; (s — 75 (5))] ds

—1

6: () — &, (s) \mkifg(t;?;; @i (5) — & (s)| ds+

IN

maXse[—r,0]

; (5)

+ D maXee F(a

+ Y 5 — |y (s = 7 (5)) = &5 (s — 75 (5))| ds

Alors

e N |a; (t) — & (1))

a—1
}s() ) e NE=3)e=Ns |35 (5) — & (s)| ds+

—Nt
< e maxse|-r0]

() = &, (5)] -+ ik J

h; o «
T " — (E—1;)"]

i (5) = 95 (s)

—Nt n
+ e maXee o
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2. Stabilité de la solution

n t (- o —ri(s)) ,—Nr;(s ~
+ by fy e N e N s (1 (s)) = & (ry ()] ds

~ n ~ h.to_z
< maxe- (s)— o, ()| + ijl maxe|— i (8) — ¢; (s)‘ F(;in
+ nk; sup {e Nl (6) — 2 ( \} t(t 52: LeN(t=9) g
£eRt
+ Z] Ly gSUP {6 Nri(€) |5U (TJ &) — |}ft1 r(a) Nt=ri (<) ds

En utilisant le changement de variable u = N (¢ — s) pour les deux derniers lignes,

on aura
e M |z () — ; (t)]
< maxee o [0 () = b (5)] + Ljy maxe( r ]qu () = &, (5)] iy +
+ nk; sup {e NE s (€) — 3 ( \} ~a @ e Udu
EERT
+ 2 h ;up {e™a; () =5 (9} w= fo e @ Serue MR dy

Compte tenu de 'hypothése (Hs) on a

e Ny (t) — 3; (1)

< maXee[—r0 |P; (s) — ;i (s )‘ +ZJ 1H‘1) (I)H a—l—l)

34



2. Stabilité de la solution

+ %’iigs‘ﬁ{}i{e Nl (€) = & ()} + X5, Sup {e ™15 (©) = 2; (OI}}
€
< maxee[ 0 |0 (5) — & (s )‘—I—Zy 1H<I> CIDH a+1)+7v—lif||$ Elly + 25 Na ||I |

Alors

P sup {e= Ntz (t) — 2 (1)]}

< Z::1maXsE[—T7O} i (s) — &5() +ZZ 1Zj @ — (I)H a+1
+ O Bl — ]y + S S e e —
g nz;ﬂ ht] n 7, nz Nt -
< o8|+ FagE o - & + "HR e - Fly + =5 o - dly
n 35y hyt§ Gl o P Bt S hyeT] .
< [1+W} H(I)—‘I)H+ No | = Z[|
Il s’ensuit que
. [Zz LR+ 300 hyeT | il < 1+nz JJ o
N Ne le = 2lly < T(a+1) H H
On choisit N = %, on a
« ~ j=1
1= [ e X0 =y < 1+ S o5
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3. Exemples

Par conséquent, pour € > 0 et en utilisant I’hypothése (Hy), on peut trouver

-1

e>0

b [ [ ] [ R

telle que H@ — 5“ < 0. Par conséquent ||z — Z||, < €, ce qui prouve que la solution

du probléme (3.1)-(3.2) est uniformément stable. m

3 Exemples

Exemple 3.1 Considérons le probléme suivant :

c N _ 1073 10—2
Doy (t) = 2O+ T B—ra) 1
Doy (t) = il + 10 , >0

z3(t)—z2(t)+1 22 (t—73(t))—z3(t—73(t))+1

c N _ 1073 10—2
Doy (t) = 2O T 2n0)F1

et

Dans ce probléme on a :

a = 087 T (t) = % - ]% pOUT’j = 1,2,3. T = MaX¢ecr+ Tj (t) = %

Il est clair que les hypothéses (Hy) et (Hs) du théoréme (1.1) sont satisfaites. De
plus 3¢ — 4—35++/952+245—-20

) i —

5 telle que

7']' (t) Z t, Vit € [O,tj]
T, (t) <t, Vte)t;, oo

D’autre part,on a :

3 3
3¢ [Z kit hje] — 0.9523063402 < 1,

i=1 j=1
ot ky = kg = 1073, ky = 107188 by = hy = 1072 et hy = 107222, Alors le
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3. Exemples

probléme a une solution unique.
Comme toutes les hypothéses du Théoréme (1.1) sont satisfaites, Ainsi, le pro-
bléme a une solution unique, aussi par le théoréme (2.1) la solution est uniformément

stable. En conclusion, le probléme a une solution unique uniformément stable.

Exemple 3.2 Considérons le probléeme suivant :

{ Doy () = 107! {\/x% O+ 1+ V2 —1200) + 1} o
Dy () = 1072 {ap (t) + a1 (t — 71 (8) } |
et
z(t)=®(t), te[-r,0],
ot a=04,71;()=2- ﬁ pour j =1,2. 7 = maxsep+ 7, (t) = 2

Il est clair que les hypothéses (Hy) et (Hy) du théoréme (1.1) sont satisfaites. De

—4j++/1652+8

S telle que

plus, 3t; =

Tj (t) Z t, Vt S [O,tj]
Ti(t) <t, VteEtj,+oo]

D’autre part,on a

2 2
27 [Z kit > hye

i=1 j=1

= (.8943942329 < 1,

ott ki = hg = 107! et ky = hy = 1072. Donc le probléme a une solution unique
Comme toutes les hypothéses du Théoréme (1.1) sont satisfaites, Ainsi, le pro-
bléme a une solution unique, aussi par le théoréme (2.1) la solution est uniformément

stable. En conclusion, le probléme a une solution unique uniformément stable.
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des
solutions d’un systéme d’équations différentielles fractionnaires avec des retards va-
riables. ces résultats ont été obtenus par I'application de théoréme de point fixe de

Banach. On a également prouvé la stabilité uniforme de la solution.
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