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Résumé(Arabe)

AN 815 pafidlan et (Jaall 130
i N r .
e = (@ +1¢)=0,dans[0, 1| x K,

U = Ve = [0z =) = a (t) 1y = 0, dans :[]. 1: XEL,
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[ ¥ (z,0) =¥y (z), z€[0,1].
ACw=0/E({t)<Ce™ ¥t >0.
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Aaal fasoe g Slaelaad 45,0 e adad la ol 4 5L

iii



Résumé

Dans ce travail, nous considérons le systéme de Timoshenko suivant :

e — (0o + 1) =0, dans[0, 1] x Ry,

Vi — Vow + (02 +¥) +a(t) 1y =0, dans [0,1] x Ry,

p(0,1) =¢(L,t) =9 (0,t) = (1,) =0, t € Ry,

0 (2,0) = o (2), ¢ (2,0) = 1 (2), ¥ (2,0) = o (z),
| 0 (2,0) = ¥y (2), 2 € [0,1].

Nous montrons, que ce systéme est exponentiellement stable : c’est & dire

JC,w =0/ E(t)<Ce™ Vt>0.

ou F: R, — R, est I’énergie du systéme.
La méthode de la démonstration est basée sur la méthode des multiplicateurs et

quelque inégalités.

Mots clés : Stabilité exponentielle, théoréme de Hille-Yosida, I’existence et 'unicité,

systéme de Timoshenko.
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Abstract

In this work, we consider the following Timoshenko system :

0u — (0o + 1) =0, dans[0, 1] x Ry,

Vit — Vuw + (02 + ) + a (t) 9 = 0, dans [0,1] x Ry,

p(0,1) = (L) =9 (0,t) =v (1,t) =0, t € Ry,

@ (2,0) =0 (z), @i (2,0) = @1 (x), ¥ (2,0) =t (2),
| ¥ (2,0) =4y (2), 2 € [0,1].

We establish that, this system is exponentially stable : that is

JC,w =0/ E(t)<Ce ™, Vt>0.

where F : R, — R, is the energy of system.

The method of proof is based on the multiplier method and some inequalities.

Keys words : exponential stability, Hille-Yosida theorem, existence and uniqueness,

Timoshenko system.



Notation

Q : un ouvert borné de R".

H : l’espace de Hilbert.

Lr (Q) : l'espace de Lebesgue, 1 < p < oc.

C*(Q) : l'espace des fonctions k fois dérivable et la dérivé d’ordre k est continue.

Wm™P () : Despace de Sobolev, 1 < p < 0.

p.p : Presque par tout.

D (A) : domaine de I'opérateur A.

A* . ladjoint de I'opérateur A.

Oy : %—f = ¢ la dérivée de ¢ par rapport a t.

Wy : %—f =)' la dérivée de ) par rapport a t.

o : 6827‘2" la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a t.

Wy : %QTZ’ la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a t.

Oy : %‘f la dérivée de ¢ par rapport a x.

Uy : g—f la dérivée de 1) par rapport a x.

Do : %‘2‘—’ la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a x.

(- : 32715 la dérivée d’ordre 2 de v par rapport a x.

Pt : % la dérivée d’ordre 2 de ¢ par rapport a x par rapport a t.
Vet : % la dérivée d’ordre 2 de @) par rapport a x par rapport a t.
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Introduction

Le systéme de Timoshenko est introduit par le mathématicien Ukrainien Stephen
Timoshenko né le 22 décembre 1878 en Ukraine et mort le 29 mai 1972 en Allemagne,
qui est considéré comme un pére de mécanique, il a développé la théorie de 1’élasticité

des plaques et des coques.

Timoshenko, a définit son systéme & traverse de deux équations hyperboliques

couplées :

pug = (K (uy — ¢)),, dans(0,L) x (0,400), 0
Lpw = (Elp,), + K (u, —¢), dans(0,L) x (0, +00),

C’est un modele simple décrivant les vibrations d’une poutre ou t est le variable
du temps, = est le variable de I'espace au long du poutre de longueur L, u est le
déplacement transversale de la poutre et ¢ représente ’angle du filament du poutre.
Les coefficients p, 1,, F, I et K sont respectivement, la masse linéaire, le moment
polaire d’inertie, le coefficient d’élasticité, le moment d’inertie et le module d’étire-
ment.

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feedback),
elle consiste donc & garantir la décroissance de ’énergie des solutions vers 0 de facon

plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation.

Il existe plusieurs degrés de stabilité que I’on peut étudier. Le premier degré consiste



Introduction

a analyser simplement la décroissance de 1’énergie des solutions vers zéro, i.e.

E(t) — 0, lorsque t — oo.

C’est ce que 'on appelle la stabilisation forte.

Pour le second, on s’intéresse a la décroissance la plus rapide de I’énergie, c’est a

dire lorsque celle-ci tend vers 0 de maniére exponentielle, i.e.

E(t) <Ce™, Vt>0.

ou C' et w sont constantes positives avec C' qui dépend des données initiale.

Quant au troisiéme, on étudie des situations intermédiaires dans lesquelles la
décroissance des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial, par
exemple,

E@{) <Ct™™, Vt>0.
ou C' et o sont constantes positives avec C' qui dépend des données initiale.

Pour les résultats de stabilité, on utilise la méthode des multiplicateurs basée sur la
construction d’une fonction de Lyapunov £ équivalente a I’énergie E de la solution.

On disigne par £ ~ E I'équivalence

WE () <L) < awE (), t=0, (2)

pour deux constantes positives a; et as. Pour établir la stabilité exponentielle, alors

il suffit de montrer que

L)< —cL(l), t»0, (3)

pour un certain ¢ > 0. Une intégration simple de (3) sur [0,¢] avec (2) méne au
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résultat souhaite de la stabilité exponentielle.
Ce systéme a été étudie par beaucoup d’auteur, par exemple :

_ Kim et Renardy [4] ont considéré (1) avec deux controles au bord de la forme

K(@(L,.)—%(L,.)) oy, w0

ot

_ Ammar-Khodja et al [6]. Ils ont considéré le systéme :

auy = (B (ug +¢)),, dans (0,L) x (0,00),
You = (0¢s), — K (ug + ), dans (0,L) x (0,00), 4)
u (07 ) =u (L7 ) =0,¢; (07 ) = CYy (Ov ) R Z (L7 ) = —dpy (Lv ) ,Vt > 0.

ol a, 3,7 et § sont des fonctions positives de classe C* et ont prouvé que la stabilité
uniforme de (4) est obtenue si et seulement si les vitesses des ondes sont égales

(0/y = p/a dans (0, L)), sinon seulement la stabilité asymptotique a été prouvée.

Ce mémoire se divise en trois chapitre constituées de :

Le premier chapitre est consacré aux définitions et quelque inégalités importants

pour notre étude, les espaces LP, les espaces des sobolev.

Le deuxieme chapitre nous présentons, théoréme de Lax-Milgram, I’opérateur maxi-

mal monotone, théoréme de Hille-Yosida.

Le troisieme chapitre, on a montré ’existence et I'unicité de la solution de notre

probléme, et on a aussi montré la stabilité exponentielle de la solution.



Chapitre 1

Rappels et notion préliminaire

1.1 Espace de Lebesgue dans L¥(()

Définition 1.1.1 Soit Q un ouvert de RN et p € R avec 1 < p < 0o,0n définit :
LP(Q2) = < f: Q — R mesurable et / |f(x)]" dx < +o0
Q

Définition 1.1.2 on définit sur LP(S2) la norme :

£l o) = |f(2)[? dz

Définition 1.1.3 on pose :L>(Q2) = {f : @ — R mesurable et il existe une constante C' telle que
on note || f|l;~ = nf {C,|f(z)| < C p.p sur Q},

|l . est une norme.

Remarque 1.1.1 ’espace L*(I) muni du produit scalaire

b
(u,v) = /uvdw, u,v € L*(I)



Chapitre 1. Rappels et notion préliminaire

est un espace de Hilbert.

L? est un espace de banach pour tout 1 < p < 400

Lemme 1.1.1 (Inégalité de Young) soient a,b > 0 deux réels, Alors

ab b
ab < — + —.
p q

En particulier si u,v € L*(Q). alors

1
/|uv|dx§6/|u|2dﬂc+g/\v[2dm, Ve > 0.
Q Q Q

Démonstration.

La conclusion est évident si a = 0 ou b = 0,donc on peut suppose que a,b > 0. la
fonction exp est convexe ce qui veut dire que pour tout z,y et pour tout A € [0,1],

nous avons

exp(Ar + (1 — AN)y) < Aexp(z) + (1 — A) exp(y).

En particulier :

1 1
ab = exp (— Ina? + —1n bq)
p q

1 1

< —exp (Ina?) + —exp (In b?)
b q
ab b

<=+
p q

Théoréme 1.1.1 (Inégalité de Hoélder) soit f € LP et g € L? avec 1 < p < o0,



Chapitre 1. Rappels et notion préliminaire

Alors f,g € L' et
[ 1751dz <1710 gl
Q

Démonstration.

La conclusion est evident si p = 1, p = oo, Autrement, nous appliquons I'inégalité de

Young

117, lgl”

Ifl1g] < s p-D,

il en résulte que f,g € L' et que

1 1
Q/ 116l < 5 1150 + sl

remplagant f par Af(A > 0),il vient

)\pil p 1 q
< -
Q/ 1ol < S 111 + 3 Dol

q
on choisit A = || f|| .+ |lg]| . , la preuve est achevée.

Corollaire 1.1.1 (Inégalité de Minkoviski) soit 1 < p < oo pour f,g mesu-

rable

1f+ gl < AN e llgll o

Démonstration.
Lescas p =1, et p= oo sont faciles.

supposons maintenant que 1 < p < oo comme 'inégalité est triviale si || f + g||;, =0



Chapitre 1. Rappels et notion préliminaire

on peut supposer que || f + g||;, # 0, Alors

Jir+arde< [1r+gpiside s [ 1f+gp~ lgldo.
Q Q Q

en appliquant successivement 'inégalité de Holder a |f + g|” ~! avec 'exposant p’ et

f avec 'exposant p puis g avec I’exposant p, on obtient

~1
1f+glze < 1f+ gl (1f11ze gl za)

ce qui pouve l'inégalité.

Définition 1.1.4 soit f : Q@ — C une fonction mesurable, on dit que f loclement

1
loc

intégrable si f € L' (K) pour tout compact K de . on note L. () l'espace des

classes des fonctoins localement intégrables sur §2,ie
L. ()= [f:Q— C,/ |f(z)|dz < oo, pour tout K de
K

Définition 1.1.5 soit 1 < p < +o0 on dit qu’une fonction f : Q — C appartient a
LP

loc

(Q) si fix € LP(Q) pour tout compact K C

Dérivée faible

1
loc

(I) a une dérivée faible dans L} (1) s'il

soit I un ouvert de R une fonction u € L loc

existe v € L}, (I) tellque pour tout ¢ € C5° (I) on ait



Chapitre 1. Rappels et notion préliminaire

1.2 Espaces de sobolev dans R

Les espaces de sobolev sont des espaces vectoriels normés qui sont bien adaptés
a la résolution de nombreux problémes d’équation différentielles aux dérivées par-
tielles.par ailleurs les problémes concret rencontres en physique,mécanique, ...com-

portent en général des conditions au bord du domaine.

Espace de sobolev W' (])

Définition 1.2.1 soit I = ]a,b[ un intervalle borné ou non et soit p € R avec

1 < p < oo un espaces de sobolev WP (I) est défini par :

WP (I) =S ue LP(I);3g € LP(I) telle que /ugplda: = /gapdm, Vo € C! ()
T T

On pose :

H'(I) = Wh (1),

Notation 1.2.1 [’espace WP est muni de la norme :

I
U I

el =l + ]

Uespace H' est muni du produit scalaire :
(u,0) 1 = (u,v);, + (u U )Lp

la norme associé :
1

2 2
L2

2 !
full = (s + |

est équivalente & la norme de W12

Exemple 1.2.1 soit I = |—1,1[. vérifier a titre d’exercice que :

8



Chapitre 1. Rappels et notion préliminaire

1. La fonction u(z) = 5 (|z| 4+ x) appartient & WP (I) pour tout 1 < p < oo et
que v’ = H ot

+1 st 0<x<1
H(z) =

0 si —1<x2<0

plus généralement une fonction continue sur I et continument dérivable par

morceaux sur I appartient o WP (I) pour tout 1 < p < 0.

2. La fonction H n’appartient pas a WP pour tout 1 < p < oo,

Théoréme 1.2.1 (Densité) soit u € WP (I) avec 1 < p < oo, Alors il existe une

suite u, dans C° (R) tellque un,\; — u dans WP (I).

Corollaire 1.2.1 (Intégration par parties) soient v,u € WP (I) avec 1 < p <
0. Alors v,u € WHP (I) et (uv), =u'v+wv'. De plus. on a la formule d’intégration

par parties
v
/ulv =—u(z)v(x)+u(y)v(y) —/uv/, Vae,yel .

1.2.1 Espace de sobolev W7 (])

Définition 1.2.2 Etant donnés un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit

par récurrence l’espace
W (1) = fue W (1), W' e W (1))

on pose

H™ (1) = W™2(I)



Chapitre 1. Rappels et notion préliminaire

l’espace W™P est muni de la norme :

m
el = lll o+ Y 1 D%ull

a=1
et l'espace H™ est muni du produit scalaire :
(U, 0) gy = (U, 0) 2 + Z (D%, D*v)
a=1

1.2.2 Espace de sobolev W' (I)

Définition 1.2.3 Etant donné 1 < p < oo et m € N . on désigne par W" (I) la

fermuture de C™™ (I) dans W™P (I) on note HJ" (I) = Wy"" (I).
l’espace VVO1 P muni de la norme induit par WP est un espace de banach séparable,

il est de plus réflexif pour 1 < p < oc.

Iespace H} muni du produit scalaire induit par H' est un espace de Hilbert séparable

Remarque 1.2.1 lorsque I = R on sait que C! (R) est dense dans WP (R) et par
conséquent Wy (R) = W' (R).

Théoréme 1.2.2 soit u € W™ (I) alors w € Wy* (I) si seulement si uw = 0 sur

ol.

1.2.3 L’inégalité de sobolev-poincaré

Théoréme 1.2.3 soit 2 un ouvert de R™ que l'on suppose borné, alors il existe une

constante Cq = 0 telle que, pour tout fonction u € H} () on a :

lullr2@) < CallVull 12 -

10



Chapitre 1. Rappels et notion préliminaire

Démonstration.

On a Q = [a,b], on peut écrire, pour = € [a,b],

alors :
. 2
@) = | o'y .
x / 9 x
é/ u (y)> dy/dy,
donc
b b [ o ) ) b
:>/u2(x)§/ /(u/(y)) dy X (x —a)| dx < Hul a0 b)x/(x—a)da:

cela implique :

2
9 (b — a) /|2 (b - a) !
||u||L2(a,b) < Hu L2(a,b) = ||u||L2(a’b) = \2/§ ’U LQ(‘Lb)7

d’ou

ullp2) < ClIVullp2q) Yu € Hy (Q).

L’espace dual de W, ”

On désigne par WL (I) L’espace dual de Wy* avec 1 < p < oo et par H*(I)

L’espace dual de H{ (I). On a la conclusion

HycL*c H!

11



Chapitre 1. Rappels et notion préliminaire

avec injections continues et denses.

si I est bornée, on a

Wy? < L* € W™ pour tout 1 < p < oo

avec injections continues et denses.

si I n’est pas bornée, on a seulement

Wol’p CL>Cc W™ pourtout 1 < p <2

avec injections continues et denses.

12



Chapitre 2

Théoréme de Lax-Milgram

2.1 Quelque propriété des espaces de Hilbert

Définition 2.1.1 un opérateur A : H — H dit positif (A = 0) si

(Au,u) >0 Yu #0.

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Le produit scalaire (.,.) vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

S
S

(0, 0)] < ()} (v,0)F Va0 € H.
Théoréme de Lax-Milgram

Définition 2.1.2  On dit qu’une forme bilinéaire a - H x H — R est

1. continue s’il existe une constante C' telle que

la (w, )| < Cllullg l[ollg,  Yu,ve H,

13



Chapitre 2. Théoreme de Lax-Milgram

2. coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
la (u,v)| > aljvl, Vo€ H,

Théoréme 2.1.1 (Lax-Milgram)

Soit a (., .) une forme bilinéaire, continue et coercive sur H. Alors pour ¢ € H’

il existe v € H unique tel que

&(’LL,U) = <907U>(H’,H)7 Vv e H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

we H et %a(u,u) ~ (p,u) = min {%a(@,v) - <g0,v>}.

2.2 Théoréme de Hille-Yosida

2.2.1 Opérateur maximal monotone

Définition 2.2.1 Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire non borné. On dit

que

A est monotone si

(Av,v) >0, Yve D(A).

A est maximal monotone si de plus R (I + A) = H, i.e

Vfe H Jue D(A) telle que u+ Au = f.

14



Chapitre 2. Théoreme de Lax-Milgram

2.2.2 Reésolution du probléme d’évolution
Soit le probléeme d’évolution suivant
duy Au=0, t>0
u (0) = up.

ou A est un opérateur défini sur un espace de Hilbert H.
Théoréme 2.2.1 (Hille-Yosida)

Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de Hilbert H. Alors pour

tout ug € D (A), il existe une fonction

we C ([0, +00]; D (A)) N CH ([0, +00]; H)

unique telle que

du
W Au =0, 0,400,
dt | | (2.1)

u (0) = up, (donnée initiale).

De plus on a

0] = 1400 < 14wl ve > 0

0 ()] < Juo] et |

Remarque 2.2.1 L’intérét principal du théoréeme de Hille- Yosida réside dans le fait
que pour résoudre le probléme d’évolution on se raméne a vérifier que A est maximal

monotone, c’est-a-dire, o étudier l’équation stationnaire u + ANAu = f.

15



Chapitre 2. Théoreme de Lax-Milgram

2.2.3 Reégularité

On va maintenant compléter le résultat du théoréme (Hille-Yosida)(2.1) en montrent
que la solution u de (2.1) est de plus régulier moyennant des hypothéses supplémen-

taire sur la donnée initiale ug.

Définition 2.2.2 On définit par récurrence l’espace

D(A*") ={veD (A" ") : Ave D (A" ")} k (entier) > 2.

D (Ak’) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)D(Ak) = Z (A7u, A'v).

J=0

La norme correspondante est

lellpary = (Z HAJUHZ) -

Théoréme 2.2.2  On suppose que ug € D (Ak) avec k > 2. Alors la solution u du

probléeme

fl—qj—i-Au: 0, [0,+o0],
u (0) = wp.

obtenue au théoréme de Hille-Yosida vérifie, de plus
ue Cri ([0, +o0[: D (A7) pour j =0,1,...k.

Démonstration. Commencons par supposer que k = 2.

16



Chapitre 2. Théoreme de Lax-Milgram

On considéré I'espace de Hilbert H; = D (A) muni du produit scalaire(u, v) 5 4) .On

vérifie aisément que

Vopérateur A; : D (Ay) C Hy — H; définie par

D (A1) = D (4?)
Aju=Au pour wu € D (A;)

est maximal monotone dans H;.Applique le théoréme 2.2.1 & l'opérateur A; dans
I’espace
H, on voit qu’il existe une fonction

we C ([0, +00[; D (A1) N CH ([0, +00]; Hy)

telle que

‘é—? + Aju =0, sur [0, +o00[,

u (0) = up.

En particulier u satisfait (2.1), grace a I'unicité il s’agit donc la solution de (2.1).

Il reste seulement a vérifier

que u € C%([0,+o00[; H). Comme

A€ L(H,H) et queue C([0,+o0[; Hy)

il en résultat que Au € C* ([0, +o0[; H) et que

%(Au) — A (‘;—IZ) . (2.2)

17
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Appliquant (2.1), on voit que 4 € C* ([0, +oo[; H) , c’est-a-dire u € C? ([0, +-00[; H)

et que

%(%)+A(%):08m [0, +o0]. (2.3)

Passons maintenant au cas général k£ > 3. On raisonne par récurrence sur k :
admettons le résultat jusqu’a 'ordre £ — 1 et supposons que ug € D (A’“) D’apres

ce qui précede on sait que la solution u de(2.1) appartient a
u € C? ([0, +oo[; H) N C* ([0, +00[; D (A)) et que u vérifie (2.3).

Posant

on obtient

v € CH ([0, +o0[; H) N C ([0, +00[; D (A)),

% + Av =0, sur [0, +o0],
v (O) = —A’LLO.

Autrement dit, v est la solution de (2.1) qui correspond & la donnée initial v (0) =
—AUO.

Comme vy € D (A"“_l) on sait, d’apres ’hypothese de récurrence que

ve CFI([0,+00[; D (A7) Pour j=0,1,..k—1, (2.4)

1.e
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we Ok ([07 —I—oo[;D (Aj)) Pour j5;=0,1,..k—1,

Il reste seulement a vérifier que

u € C ([0,400[; D (4%)). (2.5)

Appliquent (2.4) avec j = k — 1, on obtient que

fl—? € C ([0, +00[; D (AF)). (2.6)

On déduit de (2.6) et de ’équation (2.1) que

Au € C ([0, +o0[; D (A* 1))

ie.(2.7).

2.2.4 Le cas autoadjoint

Soit AD(A) C H — H un opérateur non borné avec D (A) = H. Si l'on fait
I'identification H' = H on peut considérer A* comme un opérateur non-borné dans

H.
Définition 2.2.3 On dit que :

A est symétrique si (Au,v) = (u, Av)Yu,v € D (A).

A est autoadjoint si A* = A, ce qui sous-entend D (A*) = D (A).

Proposition 2.2.1  Soit A un opérateur mazximal monotone, symetrique. Alors A

est autoadjoint.

19
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Démonstration. Soit J; = (/ + A)_1 . Montrons d’abord que J; est autoadjoint. Il

suffit de vérifier-puisque J; € [ (H)- que

(Jiu,v) = (u, Jiv) Yu,v € H.

Posons u; = Jiu, v = Jyv de sort que

u; + Auy = u

v + Av; = 0.

Comme (uy, Avy) = (Auq,vq), il en résulte que (uy,v) = (u,vy) i.e.(2.7).

Soit u € D (A*) et posons f =u+ A*u. On a

(f,v) = (u,v+ Av) Vv € D(A)

i.e.

(f, Jw) = (u,w) Yw € H.

Par conséquent u = J; f et donc u € D (A).

Conclusion : D (A*) = D (A).

(2.7)

Théoréme 2.2.3 Soit A un opérateur maximal monotone autoadjoint. Alors pour

tout ug € H, il existe une fonction

u € C ([0, +o0[; H) N C*(]0, +ool; H) N C (|0, +oc[) ; D (A)

20
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unique telle que
% + Au =0, |[0,+o0[,
u (0) = up.

De plus on a

[u ()] < fuo| et |G ()] = [Au ()] < § |uol Yt > 0.

2.3 Formulation variationnelle générale

Soit V' un espace de Hilbert réel de produit scalaire (.,.),, et de norme |.||,,. Et on

a la forme bilinéaire a définit par :
a:VxV—-R:(uv)—a(uv).

On considére le probléme variationnelle général suivant : Etant donné L € V', trouver

u € V solution de

a(u,v) =L (v),YveV. (2.8)

Dans cette section, on montre comment écrire certains problémes concrets sous la

forme variationnelle(2.8).

On prend pour Q Uintervalle réel ]0, 1. Etant donné f € L?(Q). on veut trouver la

solution uw du probléme

—u" = f dans 0, 1] (2.9)

u(0) =u(l)=0.

On suppose que la solution u de (2.9) existe et qu’elle est suffisament réguliere :
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Disons u € H? ().

Alors en multipliant 1’équation du probléme par une "fonction test" v € H' (2), on

obtient :

—/Olu” (m)v(m)dmz/olf@)?f(x)dx-

En intégrant par parties dans le premier membre de cette identité, on obtient

/0 u' () (z)dx +u' (0)v(0) —u' (1) v (1) = /o f(z)v(z)dz.

Comme il n’ya aucune raison que les termes de bord soient nuls, on prend v € Hj (2),

cette derniére identité implique alors

/o u (x) v (x)de = /0 f(x)v(z)dz,Yv € Hy (Q). (2.10)

Comme les conditions de bord u (0) = u (1) = 0 impliquent que u € H} (), on voit

que le bons choix est de predre :

L(v)= /0 f(z)v(x)de.

On a aussi montré que si u € H? () est solution de (2.9), alors elle est solution
de (2.10), ou de maniére équivalente, solution de (2.8) avec le choix fait ci-dessus.

Grace au théoréme de Lax-Milgram, on va maintenant montrer que le probléme (2.10)
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admet une solution unique u € H} (2). Vérifions-en les hypotheses : La bilinéarité
de a et la linéarité de L découlent de linéarité de 'intégrale, et par 'inégalité de

Cauchy-Schwarz on vérifie que la forme a et L sont continues. En effet

L ()] < 1fll 2y 101130y - Y0 € Ho (Q).

et

la (u, )] < vl gy @l 3@y - Vo, 0 € Hy ().

Reste a vérifier la coercivité de forme a sur Hj (2) qui découle de l'inégalité de

Poincaré puisque

2
a(u,u) = [ulzg) -

Le théoreme de Lax-Milgram assure donc l'existence d’une solution unique u €
H} (Q) de (2.10).

Montrons maintenant qu’elle solution du probléme de départ(2.9) : Les conditions
de bord sont satisfaites puisque u € Hj (), et comme D () C H} () le probleme

(2.10) implique

/Olu/(fﬂ)vl(x)dx:/Olf(:v)v(a:)d:v,Vv6D(Q)_

En conséquence, u satisfait

W =—f dans D' ().

Comme par hypothése, f € L? (2), on en déduit que u,u’,u” € L? () ce qui prouve

que u € H?(Q). 'équation (2.9) est donc satisfait au sens de L* (Q).
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Chapitre 3

Comportement asymptotique d’un

systéme deTimoShenko

3.1 Introduction

considérons le systéme de timoshenko suivant :

(

ou — (pr + 1) =0, dans[0, 1] x Ry,

Vit — Yoz + (02 +¥) +a(t)r =0, dans [0,1] x Ry,

§ 0 (0,8) =1, 8) =1 (0,8) =1 (1,t) =0, t € Ry, (3.1)
@ (2,0) = o (), ¢ (2,0) = @1 (2), ¥ (2,0) =t (2)

[ ¥ (2,0) =¢1(2), € [0,1],

ou ¢ est le déplacement transversal d’un point matériel de référence = dans une
poutre de longueur 1, et 1 I’angle de rotation du filament, o est une fonction borné

sur [0, 0o .
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3.2 Existence et unicité

Dans cette section,en utilisant le théoréme de Hille-yosida, nous démontrons 1’exis-

tence et I'unicité de la solution du systéme (3.1).

On peut se reformuler le systéme (3.1) comme un systéme du premier ordre.pour

cela,on pose u = ¢, et v = )y le systéme (3.1) devient :

"

or —u =0,

uy — (o + 1), =0,

Y —v =0,

U = Y + (0 + ) + () v =0,

[ #(0,8) = (1,t) =4 (0,1) =4 (1,t) =0,

ainsi le systéme (3.2) peut étre écrit sous la forme :

ou U = (p,u, 1/),U)T , Uo = (0, uo, Yo, UO)T et 'opérateur A est defini par :

AU =

soit I'espace de Hilbert suivant :

Ut+AU:O,
U (0) = U,

_u7

- (9095 +¢)za

_/U7

~Yaz + (r + ) + a(t) v,

H = H}(0,1) x L*(0,1) x Hy (0,1) x L*(0,1),

25
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L’espace H muni du produit scalaire :
1
0= [+ o+ (pat0) (6 + ) + b
0

tel que U = (p,u,9,v)" U = (¢, ', ¢/, v')" € H.

La norme de H correspondante est donnée par :
1
01 = [ [+ + G+ )"+ 42] o
0
Le domaine de 'opérateur A est donné par :
2
D (A) = [H?(0,1)N Hy (0,1) x Hy (0,1)]".

Ainsi nous obtenons le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Théoréme 3.2.1  Soit (g, ug, Vo, v0)" € D (A), le systéme (3,1) admet une solu-

tion forte unique,(p, 1) satisfaisant :

p € C[(0,400), H*([0,1]) N Hy ([0, 1)JNC* [0, +00) , Hy ([0, 1])]NC*[(0, +00) , L* ([0, 1])] .
€ C[(0,+00), H2([0,1]) N Hy ([0, 1))]NC* [(0, +00) , Hy ([0, 1]))]NC? [(0, +00) , L* ([0, 1])]
Démonstration. Pour obtenir le résultat ci-dessus, nous allons prouver que A est

un opérateur monotone maximal.
Monotone de A :

pour tout A appartient D (A),on a :

(AUUH—fO u (r + 1) dx+f0 [—ae + (P2 + ) + a (t) v] dz,

+ Jo (e — ) (00 + 1) do — [ ovda,
N f() pr+¢ dﬂj—fo 77bg“’7UCZI—+—j'() 90;5-1-@0 Udl’+f0 2dl’7
- fo Uy +v) (0r + 1) d fo VW d.
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en utilisant une intégration par parties et les conditions au bord, nous obtenons :
(AU, U) gy fo Uy (0r + ) dx + fo YU dx + fo ©r + ) vdr + fo ) vida,
= Jo (e +0) (0 + ¥) da = [§ vtpuda.
Donc A est monotone.
Maintenant, on démontre que A + I est surjectif :(ie R(A+1)=H).

soit G = (g1, g2, 93, 94)" € H.I faut trouver U = (o, u,1,v)" € D (A) tel que :

(A+1)U =G, (3.4)
I'équation (3,4) est équivalente a :
(
p—u=g, (1)
U — (P +v), = g2, 2
(P2 +¥), = 92 (2) (35)
w — U = gs, (3)
L U_¢xx+(¢x+w)+a(t)vzg4a (4)

En substituant ¢ — g1 = u et ¥ — g3 = v dans la deuxiéme et la quatrieme équations

du systéme (3.5) ,;nous obtenons :

©— (e +¥), =g2+91=h € L*(0,1), (1)

I+a))y —tue + (pr +¥) = (L +a(t)gs+ga=hy € L?(0,1),  (2)
(3.6)

multipliant respectivement les équations du systéme (3.6) par des fonctions ¢, Ve

H;J (0,1) et intégrant par parties sur [0, 1], nous obtenons :

fJ pide + fJ Pl w ) do = fJ I (1)
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additionnons (1) et (2) de(3.7), on obtient :

Jy (M@ +hath) do = [ @dut fy (0 + ) (o + ) dot fy vutbada+ [y (14 a (1) wibda,
Pour X = (p,4), X = (@, &) € [H} (0,1)] x [H} (0,1)], on définit sur [H} (0,1)]
[Hg (0,1)] une forme bilinéaire a (X X ) et une forme linéaire L (X ) par :

0 (X, %) = Jy o@de+ [y (pe +0) (8o +0) do+ f gutudo+ [} (1+a (1) Y,
L(X) = Jy (@ + had) da.

Pour q’on prouve que (1) et(2) de (3.7) admet une solution, on applique le théoréme

de Lax-Milgram, sur I'espace H{ (0,1) pour la forme bilinéaire a (U, U) et la forme

linéaire L (U), il suffit montrer que a est continue et coercive, et que L est continue.
1. Continuité de a (.,.) :

On a:

Y

1
/ [sosé + (2 +¢) (@x +1L) + Ut + by, + a(t) W] dx
0

en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
¢ ¥
Lo Tlsupa O]9 .

H&) ’

@ (X,2)| 2 10l 181 s Hlpell s 18l

Il e || U,

T [1@all e 1] e

v

2’

2 + ||7v/}x||L2

SCMM%+WMQ@M%WW

XH[Hg]z'

2’

< C Xy

Donc a(.,.) est continue.

2. Coercivité de a(.,.) :

a(X,X) = [Fo2dr+ [} (o + ) do + [} 02de + [ o (1) 2de,
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2 2
> C (Il + il )
2
>C ||X||H5 .
Donc a(.,.) est coercive.

3.Continuité de L :

’L (X)’ _ ‘ I h@da + [ hyvda

< [hall 2 120 2 + el 22

<

L2

< max (||~ 2 + || P2l 2)

X

Hg

<c||¥]

Hg

Donc L est continue.

a(.,.) est bilinéaire,continue et coercive sur Hg (0,1), et L (.) est linéaire et continue
sur H} (0,1).

D’apres le théoréeme de Lax-Milgram on conclut qu’il existe une solution unique

X = (p,0)" € [H (0, 1)), tel que :
r /. AT AT 3 Lo .
aO%w>(%w))=L(@w§>, Ve € Hy, W € H,

ce qui signifie que :

U:@—gleﬂg,

et de ¢y — v = g3, on aura :

U:¢_93€H&7

il reste & montrer que ¢ € H?(0,1). En prenant Y =0,ona:

1 1 1
/h@m=/<%+@@m+/¢M%
0 0 0
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en utilisant 'intégration par partie, on trouve :

1 1 1
/ hyde = — / (60 + ), ¢do + / oida,
0 0 0

alors :

1
/ (¢_Wmm_¢m_hl)¢dx:07 V@EH87
0

il en résulte que :

Poe = —p — Ve + My b.p

en utilisant (1) de (3.6) on déduit alors :

pra::_u_rwx_’_hQELQ(O)l)a

alors

¢ € H*(0,1),

il résulte que p € H?(0,1) N H} (0,1), de méme, si ¢ =0, on a :

/01 hothda = /01 (%:+¢)1/~)dx+/01¢$1/~)$dx+/01¢@de+/01a(t)¢1;dx’

On intégre par parties, on obtient :
1 1 B 1 R 1 1 3
/ hotpdr = / (pz + ) Ydx —/ Yyp0dx +/ Yipdx +/ a (t) Yipdr,
0 0 0 0 0
alors :

/0<<soz+w>—wm+<1+a<t>>w—h2>«zdx=o, v € HL(0,1),
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ce qui implique que :
P+ 0+ (14 a(t) V= e = ha,
en utilisant (3) de (3.6) on déduit alors :
Yoo = (L+a () v +¢s — g2 € L*(0,1),

alors

v e H*(0,1),

il résulte que ¢ € H?(0,1) N H} (0,1),
Le théoréme de Hille-Yosida assure I’existence et 'unicité d’une solution de (3.1),

cecl termine la démonstration.

3.3 Stabilisation d’un systéme de type Timoshenko :

Dans cette section , nous énoncer et prouver notre résultat principal. A cette fin

nous s’établissons plusieur lemmes.

3.3.1 Calcul de I’énergie

Lemme 3.3.1 soit (p,9) la solution de systéme (3.1), on définit l’énergie E (t)

associé au systéme (3.1) pour toutt >0 on a :
' 2
[ et 39)
0

avec :

B )=~ [ <o (3.9



Chapitre 3. Comportement asymptotique d’un systéme de TimoShenko

Démonstration.En multipliant les deux équations de (3.1) par ¢, et 1), respective-

ment, et on intégre sur (0, 1), on obtient :

1 1
/ Prprdr — / (Yo + 1), pedx =0, (3.10)
0 0

et
1 1 1 1 )
dr — | byathyd . d 2de =0, (311
/Owtx /Uw wt:c+/0<so+w>wtx+/oa<t>wx 0, (311)

et par une intégration par partie sur les deux équations (3.10) et (3.11), on obtient :

10

1 ) ) 1
55/0 pidr — [(pz + 1) (Pt]o + /0 (pz + ) pmpdx =0, (3.12)

et

s [ vttr— i [ vttt [ et vy ides [ atuitr =0, @13)

grace aux conditions aux limites, on trouve :

1 a 1 ) 1
——/ ordr + / (pz + ) @udr =0, (3.14)

et

1 1 1
2 2 _

I'addition des deux équations (3.14) et (3.15) donne :

10

1 1
10 2 2 2 20, — — 2
s | [ v oot otw) - - [awe,
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d’ou :
et

D’ou le résultat.

3.3.2 Reésultats principaux

Proposition 3.3.1 soit (p,1) une solution du probléme (3.1).Alors le probléme

(3.1) est exponentiellement stable, et on a 'estimation suivante :
E(t) < Ce ™. (3.16)

Avec C' et w sont deux constantes positives.

Démonstration. La preuve de la proposition(3.3.1), sera donné a travers plusieurs

lemmes.

Lemme 3.3.2 soit (¢,1) une solution du systéme (3.1) ,on définit la fonction F} (t)
par :

1
A== [ Wit pe) (3.17)
alors on a :

d

1 1 1 1
. _ 2 2 2 2 2
— P (1) < /0 (wt+got)da:+/0 (V¥ + ©2) da:—l—c/o z/dea:—i—c/o 2dx. (3.18)

Démonstration. On a :

d

1
EFl (t) = _/ wf + Pipy + SO? + ppudz,
0
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on utilise les deux équtions de (3.1) on obtient :
G () = = o W+ (Yoe — (02 +9) —a () 00) + 67 + 0 (00 +¢),] du

= — [T W2+ @) dr — [} Weedr + [ (0 + ) dz + [} a () Yihdr —

on integre par parties et on utilise les conditions au bord on obtient :

AP (t) = — [y (W + @3) de + [y Y2da + [0 (g, +¢) do + [ a(t) Pda,

dt

+ [ o (9o + ) da

= — [J @2+ D) da+ [ p2dr+ [ (pp + ) dr+ [ o () birde,

on applique I'inégalité de Young, on trouve :

1 1 1 1 1
o < = 2 p2dr + = 24z,
[ awvnde <5 [P ars g [ v

d’oll
LR (1) < — [ (7 + 92) dat [y p2dat [ (0, + ) datd [ o ()] Y2da+ ) [ d2da,

on applique I'inégalité de Poincaré, on obtient :
4F () < — fo (2 + o2 d:}c+f0 ¢2d1‘—|—f0 Oz + V) dm—i—f ¢2d:v—l-f ide,
< = fo W2 + @R dr + [y (po +0) da + ¢ [§ 2dz + cfo1 vida.

avec ¢ > 0.

Lemme 3.3.3 soit (¢, ) une solution du systéme (3.1) ,on définit la fonction Fy (t)
par :

1 1
:/ Wy (w+<,ox)dx+/ Voprdr, (3.19)
2 0

alors on a :

LBy (1) < i + 0,12 u—alwwww+%ué)£ﬁm.<wm
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pour tout ¢ > 0 et € < 1.

Démonstration. On a

d 1 1
EFQ (t) = /0 Vi (pz + ) + 1 (@ar + Ur) dr + /0 Oy + Vyrprda,

on utilise les deux équations de (3.1) on obtient :

%FQ (t) = fol (9096 + w) me - (@x + w> -« (t) YM dx + fol (SOxt + ¢t> Yyde,

+ f[)l ((POU + z/j)m wm + th@tdaj,

= [ Y (00 +0) da— [ (0 + ) do— [ o () U1 (05 + ©) dat [} (9o + 1) id,
+ fol (z + 1), Vu + fol Yarped,

on inteégre par parties on obtient :
d - 1 ) 1 1 ,
@)= (e +)io— [ (po+y)de— | a®) (e +¢)de+ | yid,
0 0 0
on utilise les conditions au bord on obtient :
d

1 1 1
et _ z:l_ 2 . 2
GR ) = el D= [ (et = [a@unie+oyde+ [ i

on applique I'inégalité de Young, on trouve :

1

1 1
[ et vidr< o [a@F vido+s [ (oot 0t
0 0 0
d’ou
LFy (t) < [$upalizo— [y (00 +0)? dat [y Rda+ L [ o (8) V2date [y (0o + ) da,
< Woplimo = (1=2) Jy (oo +9) da+c(1+ 1) fjvide.
Lemme 3.3.4 soit (p,1) une solution du systéme (3.1), et soit z € C* ([0, 1]) une
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fonction vérifie z (0) = —z (1) = 2, on définit la fonction Fj (t) par :

1 1
F3(t) = = /o 2 (x) Yribpde + 6/0 z () prpdr, (3.21)

GRS 1 (200) + (020.0)) ~= (¢ (10) + (2 0.0) +ec [ gt

(3.22)
1 1 1 1 1
+ <Z+sc) /O (90x+¢)2dx+8—02/0 Yidr + c (Hg) /0 Vid.

pour tout ¢ > 0 et € < 1.

Démonstration. On a

d 1 1 1 1
%Fg (t) = P /0 z(z )wtt%dﬁ— / x) Yypgdr+e / (z) puppdr+e / 2 (%) prpeda

0

On utilise les deux équations de (3.1) on obtient :

fo wa}x - (’QD + 9050) - OZ( )¢t ¢xd35+45 fO wthtd$+5 fO QOtQOtxd.T

+e f) 2 (2) (V + ¢2), Pade,

_fafo 2(x) ddy2de — L [ 2 () e (U + 00) — fo t) itppda
ti fy 2 (@) die2de + e [ 2 (x) %di 200+ e [ 2 (@) (b + @), (1 + p) da
—e [} 2 () (¥ + ), i,

On intégre par parties on obtient :

DEy (1) = & [32 (2)y2], — & [ () x——fo )y (V + @) da
—£ Jy 2 (@) a(t) pupudr+ £ Bz (@) 9]y — & fo # (2) Yde +e [32 (x)wﬂé
—5 fy ¢ (2) @Rda + £ [32 (2) (0 +0)7] — 2 (@) (g + ) d
—¢ [z (@)% (pe + Vg fy (2 (@)¥), (¥ + ¢ da,
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On utilise les condition au bord on obtient :
fo %d&dw thdx__ fo %d(l}—é? [(pi (17 t) + @i (07 t)]

-3 J 2 (@) (W + ¢2)’ dx+af0 D) (U + ) dute [y 2 (@) v (0 + ¢2) do,

On applique I'inégalité de Young, et de Poincaré, et en utilisent le fait que :
02 <2+ 9033)2 + 29/ ,0n obtient :
s (1) < = 02 (L) + 02 (0,048 fy ¥2dat [y w2dat] [y (4 +¢.)* do
¢ Jo widr+ £ i opda + ez [ fd — e[ (1,1) + 2 (0,1)
+ee fol (W + o) do + : fol V2dx + ce fol (W + ) do + : fol V2dx
+ce fol (1 + ) da,
D’ou
SF (1) < =3 (e (1,0)° + (0 (0,6)%) = £ (00 (1,6)* + (2 (0,1))°) + 2¢ fy phda

T (% + 50) fol (2 + ¢)2 dr + 5 fol pide +c (1 + é) fol 2dx.

Lemme 3.3.5 soit (p, 1) une solution du systéme (3.1).Pour ¢ fizé et assez petit

et pour ¢ > 0, on définit

la fonction F' (t) par :

F(t) =2ceFy (t) + Fy (t) + F5 (1), (3.23)
Alors on a :
d d d d
th( ) = ZCéTEFl (t) + EFQ (t) + EFg (1), (3.24)

Et on a Uestimation suivant :

d 1 1 1 1 1
—F(t)<—= / (1 + ©,) dx + ”y/ idr + c/ Yidr + c/ Vidr,  (3.25)
dt 2 Jo 0 0 0
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avec 7 = ce.

Démonstration. On utilise les résultats des trois lemmes (3.3.2),(3.3.3) et (3.3.4)

on obtient :
4P (1) < 2ce |~ [y W+ @) do+ ) (0 + 9a) do+ ¢ [y 2da + e [, wida)

+ e+ @alisg — (1—2) [y (0 +¢a)dx + ¢ [y Yida + ¢ [ y2da

— i (e (1,0)7 + (@0 (0,)%) — & (90 (1,6)* + (22 (0,0))°) + ¢ [y phda

+ (5 +20) Jo (oo +0) do+ 5 [y v2de + € [ wida,

On applique I'inégalité de Young, on obtient :
2, L 5
4e

%F (t) < —2ce fol (V2 + p?) dx + 2ce fol (¢ + gox)2 dz + 2c2¢ fol V2dx + 2% fol P2dx

+ (2 (1,1) + 92 (1,1) = (292 (0,1) + 242 (0,)] =(1 — &) [y (¥ + ) d
te fy vida+e [y vfdu— (e (1,0)° + (8 (0,)%) =< (e (1,6)* + (2 (0,1))%)
tee [l g2dr+ (2 +ec) [ (pr+ )2 du+ S [F2de + € [ 2da,
< [2ee — (1 =) + (L +20)] [y (9o + ) do+ [~2c2 + 2% + % 1 ] [} ¢2da

+ce fol @?dx +§f01 byda + [2625 i 6%] fol %ngaj,

On choisit ¢ assez petit tel que :

e~ =

2ce + e+ ¢€c

IN

alors :

1 1 1 1
—F(t) < ——/ (1/1+g0m)2 dx—v/ gofdm—i—cl/ z/zfdx—i—cQ/ zpidm,
dt 2 Jo 0 0 0
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oly=ce c=—2cc+2%+E+cet e, =2%+ 5.

Lemme 3.3.6 soit (¢,v) une solution du systéme (3.1) . on définit la fonction 6 (t)

la solution de :

Alors on a l'estimation suivant :

1 1 1 1
/ 02dr < / ¢2d:176t/ 02dr < / Vid.
0 0 0 0

Démonstration. On a

_me - 77Z)CIZ7

On multiple ’équation (3.26) par 6 et on intégre sur [0, 1] on obtient :

1 1
- / 0,,0ds = / b, 0d,
0 0

On intégre par parties on obtient :
1 1
| -0 = [ vtude+ o0,
0 0

On utilise les conditions au bord on obtient :

1 1
/ 02dr = —/ Y0,dx
0 0

et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :

1 1 1
/ 02dr < / 02dx / V2dx
0 0 0
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Apres une simplification, on trouve

1 1
\// 02dx < \// Yrdx
0 0
1 1
/ 02dx < / Vido
0 0

En dérivant par rapport a ¢, on obtient :

/92dx</ Vide

L’inégalité de Poincaré implique :

1
/efdxg/ 92da:</ Yida
0

Lemme 3.3.7 soit (¢,1) une solution du systéme (3.1) , on définit la fonction K (t)

D’ou

tell que :
1
K0 = [ o+ 000 o (3.28)

alors on a :

1 1 1 1
"(t) < ——/ Vidr +c (1 + —) / Vid + c§/ ordz, (3.29)
2 Jo 0/ Jo 0

pour tout 0 < 6 < 1.

Démonstration.
K'(t) = fol (V2 + Yy + Oppr + Opy) da

= fol 7/}t2d37 + fol w [wmﬁ - (9093 + w) -« (t) wt] dx + fol et(:ptdl' + fol 0 (pr + w)x dx

une intégration par parties, donne :
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= [y 2o+ )iy — [y Wida— [0 (e + ¥) du— [y o (t) Yinda+ [ Oupuda

+[ (Wm"i‘w fo 902+¢ dI

on peut écrire aussi :
= [ e — [} 2da — [ ) (pe + ) dr — [} o (t) Puda + [ Oupida

— [0, (o + ) d

Grace a 'inégalité de Young, on obtient :
K (1) = Jo vide = Jy wide+ g5 Jy ¢do 6 fy (oo +0)" dot 3 fy wido+ 5 [y ofde

+5f0 92d:v—|—46f0 ©; dx+45f0 92dx+5f0 gpx—i—@b) dr,

or d’apres le lemme (3.3.6) on arrive & :
() = [y v2de — [} V2o + L [T Pde+0 [ (po + ) du+ L [ WPde+ € f) v2da

0 [} Rde + & [V w2da + L [T 3de + 6 ) (g + ) de,

et d’apres l'inégalité de Poincaré, on a :

1 1 1 1 1
K'(t) < ——/ Yidr +c |1+ = / wfda:+cé/ 2dx.
2 Jo 0/ Jo 0

Lemme 3.3.8 soit (¢,v) une solution du systéme (3.1), on définit la fonction de

Lyapunov L (t) par :
L(t)= NiE(t) + N K (t) + F (1),

avec N1, Ny = 0, et les fonctions E et L (t) sont équivalents, alors :
1
dtﬁ / dea:—/{:g/ gptdm——/ (Y + ¢z) dx—kg/ Yidr.  (3.30)
0

Démonstration.
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L(t) < —N; fol a(t) @/Jtzdx + No [—% fol wgdx +c (1 + %) fol 1Z)t2dx + cd fol gpfdm]
-1 01 (V4 @p) de — 7 fol pidr + cfol Y2 + cfol P2de,
< (=Nie+ 22+ o) [y dr + (=22 + ¢) [, 2z + (cONy — 7) [ phdx

_% fol (w + 9096)2 dr,

maintenant, on fixe Ny tel que

et on choisit 0 assez petit pour que
kg := (T — cdN3) > 0
Finalement, on choisit N; assez grand tel que

N.
ks ::Nlc—cf—c>0,

d’ou

1 1 1 1
L(t) < —k / Vidr — ]{?2/ ©2dr — 5 / (v + 903;)2 do — krg/ Yidx
0 0 0 0

on a : pour wy >~ 0

L' (t) < —wi E (),

et comme L (t) ~ E (t), on a pour w = 0 :

L(t) < —wL (1),
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une intégration simple mené & :

I’équivalence de [ et E implique,pour un certain R > 0

E(t) <Ce™ Vt>0.

Ceci termine la démonstration de la proposition (3.3.1).
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Conclusion

Dans ce travail, on a considéré un systeme de type Timoshenko dans un espace
monodimentiel.

On a utilise le théoréeme de Lax-Milgram et Hille-Yosida pour montrer 1’existence et
I'unicité de la solution, et par la méthode de multiplicateur, on a montrer la stabilité

exponentielle de 'énergie de ce systéme dans 2 = (0, 1).
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