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Introduction générale

Introduction générale

La méthode alternée de Schwarz a été introduite par H. A. Schwarz dans le but
de résoudre les problémes aux limites linéaires. La méthode génére une suite de
sous-problémes dont la suite de solutions converge vers la solution du probléme. La
littérature relative cette méthode appliquée des problémes linaires est trés vaste. Ce-
pendant, quelques travaux seulement sont connus sur cette méthode pour les e.d.ps.
Non-linéaires ou 1’étude est portée seulement sur la convergence de 'algorithme de
Schwarz continu.

Dans le premier chapitre de notre travail, nous donnons quelques notations de
bases qui nous seront utiles dans les & suivre.

Le deuxiéme chapitre est consacré a quelques résultats généraux sur I’équation li-
néaire elliptique, telle 'existence et 'unicité de la solution, leurs propriétés régularité,
de monotonie et de Lipshitzianité.

Nous rappelons aussi ’approximation par éléments finis de probléme non linéaire
et par symétrie nous donnons des résultats analogues aux problémes continus. Et
pour évaluer ’erreur commise entre la solution continue et la solution discréete, nous
introduisons un théoréme fondamentale du & qui montre la convergence uniforme en
norme L°°de la solution approchée vers la solution discreéte.

Le troisieme chapitre concerne la méthode de décomposition de domaine, nous
introduisant ici des généralités sur cette méthode & savoir la méthode de Schwarz

classique pour un probléme d’équation.



1.

Introduction générale

Par suite, on passe a l’analyse de convergence de la méthode de alternée de
Schwarz pour deux sous domaines avec recouvrement, appliquée a une classe de
probléme elliptiques non-linéaires, dans ses deux versions continue et discréte.

Dans le cas discret, on considére que chaque sous domaine possede sa propre
discrétisation par une méthode des éléments finis uniforme « non matalung grids »
dans le sens qu'un nceud ou un triangle appartenant a un sous domaine n’appartient
pas a l'autre.

Comme extension de ce travail, on considére la méthode de Schwarz « Non mat-
ching grids» pour un systéme d’EDP non linéaire.

A la fin nous donnons quelques sources que nous avons utilisées pour rédiger ce

travail.



CHAPITRE 1

Notions de Bases

Le premier chapitre est constitué des rappelles et des concepts de bases, a ce
niveau nous rappelons quelques définitions et notions sur les espaces fonctionnelles,

quelques théorémes et inégalités et enfin, la classification des EDPs.



1. Produit scalaire

1 Produit scalaire

Définition 1.1 On appelle produit scalaire dans un espace vectoriel réel H, une
forme bilinéaire symétrique définie positive sur H .

On note le produit scalaire de deux éléments u et v de H sous la forme (u,v).

On a donc, pour tout u et v, w dans H et pour tout i et \ dans R, vérifiant les
propriétés sutvantes :

1. Pour tout u et v dans H on a (u,v) dans R.

2. Pour tout v et v, w dans H et pour tout p et A dans R, on a
(1, X0+ pw) = A (w,0) + o (1, 10) (1.1)

et
(Au~+ pv,w) = A (u, w) + p (v, w) (1.2)

3.Pour tout u et v dans H on a (u,v) = (v,u).

4.Pour tout u dans H, on a l'équivalence (u,u) > 0 et (u,u) = 0 <= u = 0.

Définition 1.2 Un espace de hilbert H est un espace vectoriel muni de produit sca-
laire (u,v) et qui est complet lorsqu’il est normé par la norme associée & ce produit

scalaire.

Corollaire 1.1 Soit (uy), .y une suite qui converge vers u,dans topologie faible et

(Vn)pen €St une autre suite qui converge faiblement vers v,

lim (uy,,v,) = (u,v).

n—o0

Définition 1.3 On dit qu’un espace normé est complet si chaque suite de Cauchy

est convergente.

Définition 1.4 Un espace normé et complet s’appelle un espace de Banach.



2. Bases hilbertiennes :

Exemple 1.1 L’espace L? (2) muni du produit scalaire.

(u,v) = /u (x)v(z)dx

Q

est un espace de Hilbert.

2 Bases hilbertiennes :

Définition 2.1 Une suite d’éléments {e;},., d’un Hilbert H est une base hilbertienne
de H si

1.elle est orthonormée

{ (ei,e;) =0  sii#]j (1.3)

lleill =1 pour tout i

2.elle est totale, c’est a dire que l’ensemble des combinaisons linéaire des e; est

dense dans H.

Définition 2.2 On désigne par C (Q2) l'ensemble des fonctions continues sur € a

valeur dans R.

C (Q) est I’ensemble continue jusqu’a €. L’application

ey = sup () (1.4)

est une norme sur C' (Q) , qui en fait que C' (Q) soit un espace de Banach.

Définition 2.3 Une fonction u définie sur Q) a valeur dans R est dite de classe
C* (Q) si cette fonction et toutes ses dérivées partielles OFu (z), |a| = a1 +ag+...+

a, < k sont définies et continues sur §2,



2. Bases hilbertiennes :

ol
pui= =
avec o = (1, g, ..., ) € N et
CF(Q)={u:Q—R /ueC*(Q)}, (1.6)
de plus, 0%u () se prolongent continuement a Q.
Définition 2.4 Sur C* (Q), Uapplication définie par
sy = s, {suplovu (2] (17)

est une norme et l'espace C* () muni de celle ci est un espace de Banach.

Définition 2.5 D (Q) désigne lespace des fonctions ¢ : Q@ — R ou C qui sont
infiniment dérivables et & support compact dans €2, on les appelle aussi les fonction

tests.

Rappellons que si f : @ — R est fonction continue, le support de f est la

fermeture de ’ensemble des points = € 2 pour lesquels f (z) # 0.
Définition 2.6 On appelle distribution T sur §2, tout forme linéaire continue sur
D (Q), noté D' (Q). Et on définie lespace H' (Q) par
W2 (Q)=H"(Q) = ue L*(Q);3g € L*(Q) tel que /ugo/dx = —/g(pd:y
Q Q
(1.8)

Définition 2.7 On définie l'espace H} () par w € H' () tel que u\oq = 0, c’est-

a-dire la solution est nulle sur le bord.



3. Espaces Fonctionnelles

Définition 2.8 Siu € H} (Q) alors il existe une constante ¢ > 0 tels que

[l 20y < ellVull 2oy - (1.9)

3 Espaces Fonctionnelles

3.1 Les espaces L (1)

Définition 3.1 Soit p € R;1 < p < oo. On appelle espace de Lebesque LP (€2)
l’espace

LP(Q)={f:Q— R, f mesurable |f|" € L' (Q)}. (1.10)

Pour toute fonction f € LP (), on pose

1/p
e = ([ 1F P () (1)
Définition 3.2 L’espace de Lebesque L™ () est définie par

L*(Q) ={f:Q— R, f mesurable et 3C <0 tel que f (x) < C p—pp}. (1.12)

pour toute fonction f € L (), on pose
[l ={C <0,[f| <C p—pp}. (1.13)

Théoréme 3.1 On suppose que l'injection canonique de V dans H est compacte et
que
la forme bilinéaire a (.,.) est symétrique et v-elliptique, alors il existe une suite

croissante des valeurs propres tendant vers 400
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3. Espaces Fonctionnelles

et il existe une base hilbertienne orthonomale de H formée de vecteurs propres

Wy, tels que

Vo €V, a(wWm,v) = Ay (Wi, v) . (1.14)

Remarque 3.1 Soient deux espace de Hilbert V et H vérifiant :
-V C H avec injection continue.
— V dense dans H.
— Une forme bilinéaire u,v — a (u,v) continue sur V x V.
On notera (., .) le produit scalaire dans H, et on notera |.| la norme correspon-
dante et ||.||

la norme dans V.

Il s’agit ensuite d’introduire des espaces de fonctions v : t — v (t) définies sur
(0,1) a valeurs dans V ou H.

De maniére générale, soit X un espace de Banach de norme |.||y; pour tout
m > 0, on désigne par C™ (0, 1; X') I'espace des fonctions m fois contintiement diffé-
rentiables sur [0, 1] & valeurs dans X ; c’est lui-méme un espace de Banach pour la

norme

g—;u(t)'} . (1.15)

||u||Cm(0,1;X) - O;nla%{m {02221

D’autre part, pour tout P € R avec 1 < P < +o00, on désigne par LF (0,1; X)
'espace des fonctions ¢ — v (t) fortement mesurables sur (0, 1) pour la mesure dt,
(i.e. les fonctions scalaires ¢ — ||v (t)||  sont mesurables pour la mesure dt) et telles

qu'on a
1
B

1
P
lolleran = | [ v @I dt) <+ (116
0

Cette norme qui en fait de L7 (0,1; X) un espace de Banach.

11



4. Espace de Sobolev H'(Q)

Si X est un espace de Hilbert de produit scalaire (.,.)y, L? (0,1; X') est un espace

de Hilbert pour le produit scalaire

1

(0 0) 1) = / (u(t) v (t))y dt. (1.17)

0

Notons en outre que si u : ¢ — u (t) est une fonction de L? (0,1; X) et si v est

un élément de X, la fonction ¢ — (u (t) ,v), appartient a L* ().

4 Espace de Sobolev H!(Q)

Soit v une fonction de L*(Q) ; elle s’identifie & une distribution sur 2, notée v, et

on peut donc définir ses dérivées 1 <17 < n, en tant que distributions sur 2. En

v

axi ’
v

s n’appartient pas au sous-espace L*(€2). On introduit alors la définition
Xy

suivante :

général,

Définition 4.1 On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur §2 [’espace

o

HY(Q) = {v c L*(Q); .

€ L*(Q), Vi= ﬁ} ; (1.18)

On munit H'(Q) du produit scalaire :

(u,v)1.0 = / (uv + Xn; <g;‘i aa;)>) dz, (1.19)

et on note
1
[v]l1g= (v,0){q; (1.20)

la norme correspondante.

12



5. Quelques inégalités

Notons maintenant la propriété fondamentale de ’espace H'(£2) qui motive son

introduction.

Définition 4.2 On désigne par H}(Q) l'adhérence de I'espace des distributions D()
dans H* ().

Définition 4.3 Soit P, [l’espace des fonctions polynomiales de degré inferieur ou

égale a 1 telle que :

Pr={p:p(z,y) = az+ By +,a,0,7 € R}

5 Quelques inégalités

Notons le resultat suivant qui aura une importance pratique considérable dans la

suite de notre travail.

5.1 Inégalité de Poincaré

Théoréme 5.1 [ref.7] Si Q est borné alors il existe une constante C = C(Q) >

0, telle que
2\ 2
> . (1.21)
0.0

n

Vo € Hy(Q), [lvlloq < C(Q) (Z

i=1

ov
83%'

5.2 Inégalité de Cauchy-Shwarz

Définition 5.1 Soit f et g € L*(Q), alors f et g € L' () et on a
|(u, )] < lull 2oy [0l 220 - (1.22)

13



6. Théoréme de trace

5.3 Inégalité de Young

1 1

Définition 5.2 Soit p et q deux nombres réels conjugués (— + — = 1) dans [1, o0].
p q

Alors

1 1
Va,b>0, ab< —af+ -b% (1.23)
p q

En particuler : pour p=qg =2 on a

1 1
< Za 4 SR
VYa ,b > 0, ab_2a +2b

6 Théoréme de trace

Lemme 6.1 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C'. Soit (w;),;., une par-

tition régulier Q, c’est-a-dire que chaque (w;) est un ouvert régulier de classe C!,
!

w; Nw; = ¢ si i #j et Q= |Jw;. Soit v une fonction dont la restriction & chaque
i=1

Wi , Vi =V by, appartient ¢ H ' (w;). Si v est continue sur Q, alors v appartient &
H 1 (U)Z) .

Théoréme 6.1 Soit Q un ouvert borné régulier de classe C*, ou bien Q@ =RY . On

définit Uapplication de trace v,.

H'(Q)NC(Q) — L*(0Q) N C (09) (1.24)
v— (V) =1visq .

Cette application vy, se prolonge par continuité en une application linéaire continue
de H *(Q) dans L? (09), notée encore v,. En particulier, il existe une constante

C > 0 telle que, pour toute fonction v € H * (), on al|v| 1200) < Cllv|u 1)

6.1 Application du théoréme de trace

Nous avons donner quelques conséquences importantes du théoréme de trace .

14



7. Classification des EDPs

Théoréme 6.2 (Formule de Green)

Soit €2 un ouvert borné régulier de classe C*. si u et v sont des fonctions de
H '(Q), elles vérifient

hfu () g; (z)da = — g{y (z) SZ (z) da +8{2 w(z) v (2)n; (z) dz, (1.25)

ot n = (n;);<;cy est la normale unité extérieure a 9.

Corollaire 6.1 (Formule d’intégration par partie)

Soit 2 un ouvert borné de frontiére I' de classe C'' par morceaux. Alors si u et v

sont des fonctions de H ' (), on a
[ (O u) vdx = — [u (O,,v) dz + [uva;dx, i =1,N. (1.26)
Q Q T

eme

Ou z; est la i composante de la normale sortante au domaine ).

7 Classification des EDPs

Définition 7.1 La forme générale d’une équation aux dérivées partielles linéaire,

scalaire, d’ordre 2 est :

au + cVu + div (AVu) = f, (1.27)

ota:Q—R c:Q—R" A:Q — R"™ sont les coefficients de l’équation aux

dérivées partielles linéaire.

7.1 Types des équations aux dérivées partielles

Dans le cas ol u est scalaire (n = 1) et les coefficients sont constants, on obtient :

0%u 9%u 0%u ou ou
aa$2+6awy+yay2+5%+sa—y+Au_f, (1.28)

15



7. Classification des EDPs

ou «, f3,7,0,e, A Sont des scalaires. Cette équation est dite :

1. Elliptique si

5% —day < 0;
2. Parabolique si

5 — day = 0;
3. Hyperbolique si

5% —4day > 0.

On peut dire que :
Les problémes elliptiques vont concerner les problémes stationnaires tels que ceux
de la mécanique, la thermique, 1’électrostatique, les membranes élastique, 1’écoule-

ment potentiel.

16



CHAPITRE 2

LQuelques Reésultats Classiques sur Les Equations Linéaires

Elliptiques

1 Equations Linéaires Elliptiques

Soit  un domaine polyédrique borné de R?ou de R?; de frontiére sufisament

réguliére.On considére la forme bilinéaire :

a(u,v) = [(Vu.Vo)dz,
0

la forme linéaire

(f,v) :ng(:c)v(x)d:c.

Ou le seconde membre f est réguliére et 1'espace :
vV = {ve H" (Q) tel que v =g sur 90},

ou ¢ est une fonction réguliére définie sur 0f).

17



1. Equations Linéaires Elliptiques

On considére ’équation linéaire elliptique :

trouver ¢ € V@ tel que
a () +c(Cv) = (fv),Yo e VIO,

ou ¢ € R telle que
c>[5>0.

Soit V}, 'espace des éléments constitue de fonctions linéaires continues par mor-

ceaux et s’annulant sur la frontiére 02 et ¢, les fonctions de bases de V.

L’analogue discret du probléme continue (2.1) est définie par :

trouver ¢, € V') tel que (2.2)
a (Cha .

0)+ e (Cpv) = (f0), Yo € V2,
ou
Vh(g) = {v €V, tel que v =, (g) sur 00},

et m, est 'opérateur d’interpolation défini sur 2.

Définition 1.1 On suppose que la matrice résultante de discrétisation de probléme
(2.1) est une M —matrice.

Théoréme 1.1 Soient ¢ solution de (2.1) et ¢, solution de (2.2) alors il existe une

constante C' indépendante de h telle que :

1¢ = Cullzea) < ch? [log Al (2.3)

Lemme 1.1 Soit w € H'(Q)NC (ﬁ) tel que a(w, ) + c(w,¢) > 0 pour tout ¢
positive dans H' (Q) et w > 0 sur 9. Alors w > 0 dans Q.

18



1. Equations Linéaires Elliptiques

Soient (f , g) et (f, ﬁ) deux données telles que ( = o (f , g) et (, =0 <fv, 'gv)

deux solutions relatives au probléme ((2.1)) , alors on a la proposition qui suit :

Proposition 1.1 Sous les conditions du lemme (1.1) précédent on a :

1 ~ -
HC—CMhMmEﬁmm{(B>Wf—ﬂhwmﬁm—gmmwm}

Preuve. On pose

1 ~ ~
f = max { (E) ||f - fHLOO(Q)7 Hg - gHLOO(BQ)} :

Comme

F<F+lf =Tl
§f+<%)W—wam

donc
F<r+ezlf =l
< f -+ cmax { (%) ||f - f”LOO(Q)a ||9 - §||L°O(8Q)}

< f+cb

ce qui implique que pour tout ¢ positive dans H} (Q2) :

(F.0) < +eh,0).
Alors

a(C6) +c(C0) Sald)+e(c6)+c(0.9)
=a(C+0,9) +c(C+0,9).

19



1. Equations Linéaires Elliptiques

Donc

a(<+9—Z,¢)+c(g+9—Z,¢) > 0 dans ©,
C+0—C=g+0—7>0sur IQ.

En utilisant le lemme (1.1) on obtient
C+60—C>0 dans Q.

En échangeant les roles de (f, g) et de <f, ﬁ) on trouve

C+60—¢>0dans Q.

Ce qui compléte la démonstration. m

Remarque 1.1 le lemme (1.1) reste vrai dans le cas discret.

En effet, on suppose que le principe du maximum discret (P.M.D) soit satisfait,

alors on a :

Lemme 1.2 Soit w € V}, tel que a (w, ¢,) +c(w,¢p,) > 0,s =1,2,...,m(h) et w >0
sur ). Alors w > 0 dans Q.

Preuve. la démonstration est la conséquence directe du principe du maximum dis-
cret. |
Soient (f , g)et (f, §> deux données discretes telles que ¢, = o, (f , g)et Zh =

on (f, 5) deux solutions discrétes relatives au probléme discret (2.2), alors on a la

proposition suivante :

20



1. Equations Linéaires Elliptiques

Proposition 1.2 Sous les conditions du principe du mazximum discret (P.M.D) et

Sous les conditions du lemme (1.2) on a
~ 1 ~ _
I = Cullzeei@y < max g { 5 JIF = Fllze, 19 = Gllieon (2:4)

Remarque 1.2 si on considére le cas o f = f on retrouve alors le principe du

maximum discret.

21



CHAPITRE 3

Application de la méthode de décomposition pour les

1 Historique de la méthode de Schwarz

E.D.Ps. Non-linéaires

La premiére méthode de Schwarz a été développée a la fin du 19°¢ siécle par le

mathématicien H. A. Schwarz dans le but d’étudier 'opérateur de Laplace. Son idée

est de traiter le probléme dans le cas ou €2 est la réunion avec recouvrement de deux

domaines simples. Par exemple : 'union d’une plaque rectangulaire et un disque.
Algorithme 1 : Schwarz 1870

;

\

;

\

Lu!™ = f dans O,
' =l sur Iy

n+l _
uy™ =gy sur O \I

Luy™ = f dans Q,
n+l _  n+l
uy " =wuy" " surI'y

ud ™ =y sur O\ Iy

22
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2. Méthode de Schwarz avec recouvrement et sans recouvrement

La convergence vers la solution global de cet algorithme a été établir par Schwarz

en utilisant le principe de maximum.

Ensuite, vers les années 30, Sobolev a découvert la formulation variationnelle
pour des problémes en élasticité linéaire. Le résultat de Sobolev offre un point de
départ pour utiliser I’algorithme pour des problémes ne vérifiant pas le principe de
maximum. Puis en 1988. P. L. Lions donne une interprétation de cet algorithme a
I’aide d’une formulation variationnelle. Il précise que la convergence de cette méthode
dépend de la taille du recouvrement d et du pas de discrétisation h . On note que la

convergence est meilleure si le recouvrement est important.

2 Meéthode de Schwarz avec recouvrement et sans

recouvrement

Pour simplifier, nous allons nous limiter au cas d’'un probléme elliptique avec

conditions de Dirichlet homogeénes :

(3.3)

Lu = f dans )
u =0 sur JN

Les méthodes de Schwarz sont basées sur un partitionnement du domaine €2 en

m (m > 2) sous domaines €; , tel que :

0= U o (3.4)

1<i<m

Ces méthodes visent & résoudre le probleme global sur €2 en résolvant des pro-
blémes plus petits sur les sous domaines €2;. On distingue deux types de partition-

nement.

23



2. Méthode de Schwarz avec recouvrement et sans recouvrement

2.1 Meéthode de Schwarz sans recouvrement :

L’intersection entre les sous domaines se limite aux interfaces :
V1 SZS]Sm, QiﬁQj:(Z), aQiﬂan:Fi,j.

Ou I’ ; est la frontiere entre les sous domaines (2; et €2;.

Algorithme 2 : Schwarz sans recouvrement

Soit (u) ;=12 Une approximation initiale de la solution dans chaque sous domaine
dans le cas d’un découpage en deux sous domaines, et (u?)i:m est la valeur de
I’approximation de u a l'itération n.

L’algorithme de Schwarz s’écrit :

Lu?? = f dans (3.5)
Biuitt = Bjud sur 'y

Luzr1 = f dans () (3.6)
Byuy ™ = Boup sur I'yo

Ou B; et Bs sont des opérateurs d’interfaces. (voir la figure 3.1).

24



2. Méthode de Schwarz avec recouvrement et sans recouvrement

Dans cet algorithme la résolution des deux sous problémes se déroule en paral-
lele : & 'itération courante, chaque sous domaine a besoin d’information a l’itération
précédente de son voisin, avec lequel il a des frontiéres non vides P. L. Lion a montré
que ces opérateurs d’interfaces peuvent étre remplacé par des conditions aux limites
mixtes de type Dirichlet et Neumann, qui sont appelées « conditions de transmissions

de types de Robin ou mixtes ».

2.2 Meéthodes de Schwarz avec recouvrement :

Chaque sous domaines recouvre une partie de ses sous domaines voisins. On
distingue deux versions :

Algorithme 3 : Schwarz additif — calcul paralléle :

On prend comme condition de Dirichlet pour un sous domaine §2;, les valeurs
calculées par

le sous domaines voisin & l'itération précédant. Soit a résoudre ces deux sous

problémes en paralléles :
([ Lu"™ = f dans O,
' =l sur Iy (3.7)

U?Jrl = 0 sur 8Ql/F1

\

([ Lul™ = f dans Q,
uh™ =l sur Iy (3.8)

uy ™ = 0 sur 99y /T,

\
Algorithme 4 : Schwarz multiplicatif — calcul séquentiel
On prend comme condition de Dirichlet les derniéres valeurs d’interfaces calculées

par le sous domaines voisin. (voir la figure 3.2).
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2. Méthode de Schwarz avec recouvrement et sans recouvrement

Soit & résoudre ces deux sous problémes séquentiellement :

([ Lu"™ = f dans O,
' =l sur Iy (3.9)

ut =0 sur 99, /Ty

([ Lul™ = f dans Q,
uh™ = ut sur Ty (3.10)

[ us™ =0 sur 9Qy/T;

Remarque 2.1 L’algorithme de Schwarz multiplicatif s’interpréte algébriqguement
comme une méthode de Gauss Seidel par blocs ot chaque bloc est relatif a l’opéra-
teur restreint sur un sous domaine. Le degré du parallélisme dans ce cas est moins
important puisque le sous domaine doit )y attendre que le calcul soit fait sur le sous

domaine voisin 1 avant d’entamer son propre calcul.
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3. Méthode Alternée de Schwarz pour les E.D.Ps. Non-Linéaires

Remarque 2.2 I faut souligner que la convergence de la méthode de Schwarz addi-
tive est moins bonne que sa version multiplicative. En termes algébriques, elle corres-
pond & une méthode de Jacobi par blocs chaque bloc est relatif a 'opérateur restreint

sur un sous domaine.

L’avantage de ces algorithmes est I’économie en place mémoire, en effet si le
probléme global est résolu par des méthodes directes le colit de stockage est treés
grand, mais en divisant ce probléme en plus petits morceaux la quantité de stockage

peut étre réduite.

3 Meéthode Alternée de Schwarz pour les E.D.Ps.
Non-Linéaires

Cette partie est consacré ’analyse de la convergence de la méthode alternée de
Schwarz pour deux sous-domaines -avec recouvrement-, appliquée une classe de pro-
blémes elliptiques non-linéaires, dans ses deux versions continue et discrete. Dans le
cas discret, on considére que chaque sous-domaine posséde sa propre discrétisation
par une méthode des éléments finis conforme : " Non matching grid " dans le sens
qu'un neeud ou un triangle appartenant un sous-domaine n’appartient pas l’autre.

L’étude de la convergence est établie dans le cas ol les deux processus continu et
discret de Schwarz conservent la définition de base de la méthode de Schwarz dans
le sens ou les deux suites de sous-problémes générées par le processus de Schwarz
restent des problémes non-linéaires. L’existence de la solution du probléme initial
dans les deux cas continu et discret est prouvée par une méthode de monotonie dite

également la méthode des sous et sur-solutions

3.1 Position du probléme continue

On considére I’ E.D.P. elliptique non-linéaire suivante :

(3.11)

—Au = f (u) dans (2,
u=0 sur 0.
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3. Méthode Alternée de Schwarz pour les E.D.Ps. Non-Linéaires

Ou f est une fonctionnelle non-linéaire monotone croissante et lipschitzienne, il

existe une constante k telle que Vx,y € R :

[f (@) = FW) < klz—yl,Vo,y eR

Le probléme (3.11) est équivalent a

{ —Au+ cu = F (u) dans , (3.12)

u =0 sur 0.

Ou la fonction f est définie par F (u) = f (u) + cu

¢ désigne une constante positive telle que
k<p<ec

dont la formulation faible est :

a(u,v) +c(u,v) = (F,v),Yv € H) (Q),

On décompose le domaine en deux sous-domaines polygonaux et tels que :
Q= Q; UQ,.0n note par d€2; le bord de 2; et I'; = 9, NQ;

l'intersection de I'; avec I'; est supposée vide. (voir la figure 3.3).

On définit le probléme suivant :

—Au; + cu; = F (u;) dans Q;
w =u; surly (3.13)
w; =0 sur 09;/T;
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3. Méthode Alternée de Schwarz pour les E.D.Ps. Non-Linéaires

Soit I'espace

V;(wﬂ') — {v c ! (Q;) tel que v = Wy sur Fi} .

On associe au probléme le systéme de deux sous-problémes comme suit :

trouver (uy,us) € Vl(UZ) X Vz(“l) solution de :

a1 (ur, ) + ¢ (un,0) = (F (1) ,0) Vo € 2, (3.14)
az (2,) + ¢ (up,v) = (F (uz) ,v) , Vv € V", '
ou
a; (u,v) = sz (Vu.Vv) dx;
Suites de Schwarz Continues
Soit u° une donnée initiale continue dans C° (Q) telle que
a (u’,v) +c(u’,v) = (F,v),Yv € Hj (Q) (3.15)

ud = u®/Qs, on définit respectivement la suite de Schwarz (u}*') dans Q; telle

que utt € V1<u2) est solution de :

ar (uf™,v) + e (ufthv) = (F (uf*h) ,v) Vo e Vl(uS), (3.16)

n+1
et (uf™) dans Q, telle que us ™" € VQ(U1 ) est solution de :

n+1
uithy

az (uy™v) + e (upth o) = (F (us™) ,v) Vo € VQ( (3.17)

On introduit dans ce qui suit un résultat de la convergence géométrique des suites

de Schwarz.
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3. Méthode Alternée de Schwarz pour les E.D.Ps. Non-Linéaires

Théoréme 3.1 Les deux suites de Schwarz (USH) et (u?“) convergent géométri-
quement vers la solution (uy,us) du systéme continu. Ils existent deux constantes ky
et ky dans qui dépendent respectivement de (1,1) et (Q2,1'1) tels que pour tout

n>0ona:

Jur — ™| ooy < KPR ([0 — ul|ry) (3.18)
g — uh ™| oo () < KPTTRS U — ullry). (3.19)

Discrétisation

Pour tout ¢ = 1,2, on définit 7 une discrétisation par une méthode des éléments
finis réguliére et quasi uniforme et h; est le pas de discrétisation. On suppose que
les deux triangulations sont incompatibles dans 2,1 €25 dans le sens qu’'un triangle

appartenant & une triangulation n’appartient pas nécessairement a l’autre. (voir la
figure 3.4).
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3. Méthode Alternée de Schwarz pour les E.D.Ps. Non-Linéaires

Soit V3, = Vi, (€) lespace des fonctions continues par morceaux sur 7 et qui

s’annulent sur 92 N 0€2; ,défini par
Vi, = {v ceC (E) N H; (Q) tel quev/K € P,VK € Thi}

¢' s =1,2,...,m(h;) sont les fonctions de bases de 7. pour tout w € C (F_Z) on

définit I'espace

Vh(iw) ={v eV, :v=0sur 92NI;v=m, (w)sur I';},

T
ou 7y, est l'opérateur d’interpolation sur I';.

Le Principe du Maximum Discret (P.M.D) :

On suppose que les matrices résultantes des discrétisations des problémes (3.17)
et (3.18) sont des M —matrices.

On fait remarquer que comme les deux triangulations et sont indépendantes dans
I'intersection des sous-domaines il est impossible de formuler le probléme discret

global relatifs au problémes continu.

3.2 Suites de Schwarz discrétes

On définit Les suites de Schwarz discrétes comme suit :

Soit u) I'analogue discret de u® définie dans (3.16) . La suite de Schwarz discréte

(upt') dans Q telle que ujt' € Vh(luhQ)est solution de :
ar (up ™ v) + e (uptt o) = (F (upfh) ,v) Vo € Vh(luhz); Vn >0 (3.20)
. . 1 +1 (”zﬂ) .
et la suite de Schwarz discréte (uZ: ) dans (2, telle que uy = € V), ™ 7 est solution
de :
un-ﬁ—l
as (up ™ v) + ¢ (upi',v) = (F (upf) ,v) Vo € Vh(2 " >; VYn >0 (3.21)
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4. Analyse de I’Erreur d’Approximation

4 Analyse de ’Erreur d’ Approximation

Cette section est consacrée & la démonstration des deux résultats principaux. On
commence par introduire les deux suites auxiliaires suivantes et démontrer un lemme

fondamental relatif a chaque résultat.

4.1 Définition des deux Suites de Schwarz Auxiliaires

Soit wj,, = uj, la donnée initiale discrete, on définit les suites auxiliaires suivantes

(wZH) telles que w”+1 € V( )est solution de :
ar () + e (wp 0) = (F (), v) Vo € V) (3.22)
et (wi™) telles que wit' € V< +1)est solution de :

ar (W, 0) + e (Wit o) = (F (), o) Yo e ) (3.23)

Il est claire que wj ™ et wj

uj™ définis dans (3.17) et (3.18). Comme F (.) est continue ||F (ul)|lc < C (C

1ndependante de n) en utilisant alors les estimations standards pour les problémes

1 sont respectivement les analogues discrets de u}** et

elliptiques linéaires, on a

l|ui — wp [ Lo (0y) < Ch? [log hs| (3.24)

Dans toute la suite on utilisera les notations suivantes :

-l = -l oo gy -2 = M-l e
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5. Estimation Optimale de I’Erreur d’Approximation

5 Estimation Optimale de I’Erreur d’Approxima-

tion

Le lemme qui suit joue un role cursial dans la démenstration du résultat dans

I'estimation de 'erreur.

Lemme 5.1 Soient uf suite de schwarz continue et uy la suite de schwarz discrete,

alors on a :
lup ™ =l < b — wp Z% [y — wh, [|2 (3.25)
i=1 =
n+1 n+1
g™ =M e <Yl — why e+ Y lluh — wh [ (3.26)
i=0 i=1

Preuve. On démontre maintenant (3.26) et (3.27) simultanément par récurrence.

En effet pour n = 1, en utilisant la proposition (2.2), on obtient dans le domaine 1 :
lug = up, Il < llug — wp, [l + [lwg =g, [l
1
<l =+ x5 1 () = (k) s o = e}
Alors

1
k=l [ < Jld = wh [ +max{(5) IF (ud) = F () s s — uzznz}

donc
Juy — ug, [l < Jlugp — wy, [l + max pllug —uy, [I1; luy — ), |2
ou k
p=—>1
B
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5. Estimation Optimale de I’Erreur d’Approximation

On distingue alors deux cas possibles :
(1) : max {plluy — up, 115 g — up,llo} = pllug — uy, [l

ou

(2) s max {pllug — up, ll1; llug —up,ll2} = [luz — up, |12

Le cas (1) implique
lur =, ll < uy = wp, [+ pllug = g, [
lug — wh, ll2 < pllug — w, 1x

En additionnant [Ju; — wj, [l; dans (3.31), on obtient

lug — wh, |l + lluy = wp, [l < [luy — w, I+ pllug =y, s

alors ||uj — wj [l1 + pllug — uj, |1 est majoré par les deux valeurs suivants
[y = wn, Il et lug =, [l2 + lluy —wy,, |1

Ce qui implique

() ¢ [y = wp, Il < Jluz =, ll2 + luy = w, [ls

ou

(b) ¢ lluy — iy [l2 + [y — wp, 1y < Jlug =, [l

implique

() ¢ [y = wp, < Jlug =g, ll2 + luy — w, [ls
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5. Estimation Optimale de I’Erreur d’Approximation

ou

(b) : llug — [l + lup — wi, [l < lug — i, 1s (3.34)

< llux = wp, llx + plluy = up, Il

Ainsi , les deux cas (a) et(b) sont vrais car ils coincident avec (3.30). donc il y a

contradiction et le cas 2 est impossible ou le cas 1 est possible seulement si :
lui =, l = llul — b, |2 + lug — wy, s (3.35)
Tandis que le cas 2 implique
lur — g, [l < Hlug = wy, [l + [Jug =, ll2 (3.36)

pllur = up, Il < [luy — up, |2, (3.37)

C’est-a-dire

1
fd =l |l < (;) i = 1y < [ — o,

< llug — wp, [l1 + [luy — up, 2
qui coinside avec (3.38). Donc dans les deux cas (1) et (2) on peut écrire
lud =, I < lluy = wp, I + [l — wh, |12 (3.38)

Ce qui équivalent a

1 0
g =i, e < D Mh = wpy o+ ) g — il (3.39)
=1 =0

De maniére similaire, on obtient dans le domaine 2

luy =, ll2 < llug — wp,[l2 + max {plluy — up, ll1; luy — wp, 11}
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5. Estimation Optimale de I’Erreur d’Approximation

Donc, on distingue alors deux cas suivants :

(1) - max { pllug =y, [l15 lug =y, 11} = plluz — |12

ou

(2) - max {plluy — up, 13 lup — wp, [} = llug =y, Iy

Le cas (1) implique
= wp,ll2 < uz — wp, |2 + plluy — up, 2

luy = wn, e < pllug — |12

additionnant |luy —wj, |2 dans (3.45), on obtient

lug = wp, Iz + lluy = g, [l < g — wh, ll2 + plluy — i, |12

par conséquent, ||ugy —wp_ |2 + pl|us — up, [|2 est majoré par
luz = |l et [luy = wp,[l2 + [lug — uy, [h

donc :

() ¢ [lup — wpyll2 < lluz — wp,ll2 + uy =y, [ls

ou

(b) : llug — wh, ll2 + llug — wp, [l < [l — wp,l2

ce qui implique :

() ¢ [y — wpyll2 < uz — wp,ll2 + uy =y, |14

< lug —wp, ll2 + pllug — up, |2
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5. Estimation Optimale de I’Erreur d’Approximation

ou

(b) : llug — wp, [l + lluy — wp, [l < [lug — uj, |12 (3.48)

< llug = wp,ll2 + plluz — wp, |2

Ainsi , les deux cas (a) et (b) sont vrais car ils coincident avec (3.44). donc il y a

contradiction et le cas 1 est impossible ou le cas 2 est possible seulement si :
luy = up, ll2 = lluz — whyll2 + plluy — ug, 12 (3.49)
le cas (2) implique

luy = w,ll2 < lluz = wp,ll2 + uy =, 1o

plluz = up,ll2 < [y — wp, [

donc

luy = wnyll2 < llug — wp,ll2 + uy =y, [l (3.50)

et

1
b =l J1» < (;) otk =k 1y < Jld = o

< lluy — wp, [l + llug — i, [
qui coinside avec (3.52). Donc les deux cas (1) et (2) implique
s = w,ll2 < llug = wp,ll2 + luy =, 1. (3.51)

Utilisant (3.41)on obtient

1 0
s = wp,ll2 < fluz — wp,[l2 + (Z g —wh, I+ Dl — UZ2||2>

i=1 1=0
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5. Estimation Optimale de I’Erreur d’Approximation

qui est équivalent

1 1
luy — wp, [l2 < (Z luy, = iy llo + Y Il — wi, Hl) : (3.52)
=0 i=1

Maintenant, on suppose que (3.42) et (3.43) sont vraies

n n—1

=i e <Y lluh = wh ll+ ) b — w2 (3.53)
=1 =0
n n

g — i lla <Y Nl — i, o+ Y llui = wh, |1 (3.54)
=0 =1

et montrons que

n+1

Jup ™ —up )y < Z Jui — wh, [l + Z [l — wj, || (3.55)
n+1 n+1
lus ™ — Ml <> llug = uj,lla+ ) lug — wh, [l (3.56)
i=0 i=1
on a dans le domaine 1
||u711+1 +1|| < Hun—i—l +1||1 + Hwn—H un+1”1
< g+t = gt max { () V) = F ) il = o e
alors

=g < = wzrlul+max{( 5) IF () = F () |1 o —u;;uz}
or
B! =y < — w4 mae {plled ™ — s g — )

38



5. Estimation Optimale de I’Erreur d’Approximation

On distingue alos deux cas possibles :

(1) s max {pllui™ — up s flus — wp,ll2} = [lui™ =yl
ou
(2) s max {pllui™" —up s flus — up,ll2} = [l — g, |1

Le cas (1) implique

et = s < = o+ ol = g
I — up I < pll™ =,

Additiannant |[u}*" — w} |1 dans (3.62) on obtient

g = w12+ [Jug™ = wp ™l < ™ = wp Pl + plluy ™

Donc
Juptt — w;:?lHl + plluitt — qulﬂl est majorée par
ot = g et g =l o — g

ce qui implique :

(@) : luf ™ =gty < Jluy — g, lla + [Juf ™ — wi

ou

(0) ¢l — i, ll2 + ™ = il < g™ = g

qui implique

(a) « [l =l < g — g [l + ud ™ = wpt

< uf ™ = wpt |l + plluf ™ = up L

39

—“Zlel

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)
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ou

(B) ¢ llus — i ll2 + ™ = il < ™ = g
< Jlup™ = wp Pl + pllud ™ =

Ainsi , les deux cas(a) et(b) sont vrais car ils coincident avec (3.61). donc il y a

contradiction et le cas 1 est impossible ou le cas 2 est possible seulement si :
lug ™ = wp b = (g — g, llo + ™ = wp (3.63)
le cas (2) implique

™ =l < g™ =+ s — [l (3.64)

plud™ —up il < Jluy — |2 (3.65)
c’est & dire
™ =< (5 ) s = e < =
< ™ = wi e+ g — [l
ce qui équivalant avec (3.66). Donc dans les deux cas 1 et 2 on peut écrire
™ = Pl < g™ =P+ (s — [l (3.66)

1
utilisant (3.43) on obtient
n . . n . .
It — g < e — s + (z oy =+ 3 o - uzlul)
1= 1=
ol

ntl . . n ) .
it =i < 2 e = whall+ 2, [luz = w2 (3.67)
1= 1=
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5. Estimation Optimale de I’Erreur d’Approximation

Théoréme 5.1 Soit h = max {hy, ha}. Alors pour touti = 1,2; il existe une constante

C indépendante de h et de n telle que :
lu; — up ™ |; < CR? [log h)? (3.68)

Preuve. On présente la démonstration pour le cas t = 1. Le cas i = 2 est similaire.
En effet, soit k = max{ky, ko} alors en utilisant le théoréme (3.1), le lemme (5.1)
et (3.25) on a

T R

Donc

ntl ) n . .
s = < s — o+ (55 D= 3 = i e
1= 1=

Ainsi
s — g < w2l — s + 200 + 1)C? [log A (3.69)
En mettant
I{2n — h2
Alors log 1|
og —
= =C'l|logh )
oz 7| C' |log h| (3.70)
on obtient
Jur — up Ml < K2 lug — wf]ls + 2 (C [log h| + 1) Ch® [log h) (3.71)

FEt donc le résultats cherché

luy — w1 < Ch? [log hl? (3.72)
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Conclusion

Conclusion

Au cours de notre travail, on a concentré notre étude a ’analyse mathématique
de la méthode de décomposition en deux sous domaines avec recouvrement d’un
probléme d’équation non linéaire.

La stratégie de ce mémoire est la suivante :

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques définitions nécessaires et théo-
rémes fondamentales sur I’analyse fonctionnelle et numérique.

En deuxiéme chapitre, nous donnons quelques généralités sur les équations ellip-
tiques non linéaires.

Dans la troisiéme chapitre, au début nous expliquons le principe de méthode de
décomposition de domaine, et 'introduisons la méthode de Schwarz,

par la suite, nous nous intéressons a ’analyse d’erreur en norme infini dans le
contexte « Non matching grids», nous considérons un domaine qui est I'union de deux
sous domaines avec recouvrement, ol chaque sous domaine a sans triangulation. Le
type de discrétisation est trés intéressons car ils peuvent appliqués pour résoudre de
nombreux problémes pratiques qui ne peuvent étre traité par discrétisations globales.
Ils gagnent une attention particuliére des experts et des ingénieurs informatiques,
car ils permettent le choix le différent maillage et les différents ordres de polynoémes
approximatifs dans différents sous domaines selon les différentes propriétés de la
solution et des exigences différentes des problémes pratiques.

Plus précisément, nous présentons quelques résultats sur cette méthode, ce travail
a été fait par A. Harbi [2]; c’est une approche qui combine un résultat qui converge
géométrique due aux lions et un lemme qui consiste a estimer l’erreur en norme
L entre le n-iéme itéré de Schwarz et son analogue discret, nous remarquons que
la convergence sur chaque sous domaine est optimal avec un ordre de convergence
h|log hl’.

Finalement, on peuvent pour suivre cette étude dans des nombreuses directions,
par exemple d’améliorer I’estimation d’erreur a posteriori des équations non linéaires ;

parabolique et hyperbolique....
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