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Sur ’existence des solution d’un systeme différentiel fractionnaire
non linéaire avec des conditions limites

Résumé

Les équations différentielles fractionnaires (F D F's) apparaissent naturellement dans
différents domaines scientifiques comme la physique, I'ingénierie, la médecine, la chi-
mie, la théorie du controle, etc. L’efficacité de ces équations dans la modélisation
de plusieurs phénomenes du monde réel a motivé beaucoup de chercheurs a étudier
leurs aspects quantitatifs et qualitatifs.

L’objectif de ce mémoire est ’étude des résultats d’existence des solutions d’un
systeme différentiel fractionnaire . Les résultats obtenus dans ce travail sont basés
sur les techniques du point fixe. Nous étudions d’abord le résultat d’existence pour le
systeme différentiel fractionnaire en employant le théoreme du point fixe de Schaefer
. Ensuite, nous nous intéressons a 1’étude de l'existence et de 'unicité de la solu-
tion du systeme en moyennant le principe de contraction de Banach.De plus, nous
é¢tudions la stabilité de la soloution au sens au de Ulam-Hyres. Finalement, nous
fournissons un exemple illustrant nos résultats.



Existence result for Nonlinear Fractional differential
system with bondary conditions

Abstract

The fractional differential equations (F'DFE's) appear naturally in different scientific
fields like physics, engineering, medicine, chemistry, theory of control, etc. The effec-
tiveness of these equations in modeling several real-world phenomena has motivated
many researchers to study their quantitative and qualitative aspects.

The objective of this dissertation is the study of the existence results of solutions
of a fractional differential system . The obtained results in this work are based on
fixed point techniques. First, we investigate the existence result for the fractional
differential system by employing Schaefer fixed point theorem. Next, we establish
the existence and the uniqueness of the solution by using Banach contraction map-
ping principle Moreover, we investigate the stability of the solution in the sense of
Ulam-Hyres. Finally, we provide example to illustrate our results.
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Introduction

La théorie du calcul fractionnaire est un sujet presque aussi vieux que le calcul
différentiel et remonte a la fin du 17 eme siecle, ’époque ou Newton et Leibniz ont
dévloppé les fondements du calcul différentiel et intégral.

L’histoire a débuté le 30 septembre 1695 quand Leibniz dans une lettre adressée
a I’'Hopital voulut engager une réflexion sur une théorie possible de la dérivation non
entiere d’une fonction. I’'Hopital a répondu : Que signifie g—,{ sin = %? , Leibniz
répond que cela méme a un paradoxe dont on tirera un jour des conséquences utiles.
Cette lettre de I’'Hopital est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que

nous appelons la dérivation fractionnaire (Voir [5][13][20][25] ).

De nombreux mathématiciens ont joué un role important dans le calcul fraction-
naire, jusqu’au milieu du 20 eme siecle a savoir : P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier
(1822), N.H. Abel (1823 - 1826), J. Liouville (1832 - 1873), B. Riemann (1847), H.
Holmgren (1865 - 1867), A.K. Grunwald (1867 - 1872), A.V.Letnikov (1868 - 1872),
H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J.Hadamard (1892), O.
Heaviside (1892 - 1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E.Littlewood (1917
- 1928), H. Weyl (1917), P. Lévy (1923), A. Marchaud (1927), H.T.Davis (1924 -
1936), A. Zygmund (1935 - 1945) E.R. Love (1938 - 1996), A. Erdélyi (1939 - 1965),
H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949).

Le calcul fractionnaire a un champ d’application tres vaste (Voir[6][8][9][15][18]),
qui apparait dans les divers domaines de recherche, par exemple : traitement du si-
gnal et d’image, théorie de controle des systemes dynamiques, circulation des fluides,
viscoélasticité, rhéologie, mécanique, chimie, physique, biologie ...etc.

Bien que certaines questions mathématiques demeurent encore irrésolues, de
nombreux défis on été surmontés avec succes. La plupart des problemes mathématiques



clés documentés dans ce domaine ont été résolus a un point ou de nombreux outils
mathématiques sont les mémes pour les deux calculs régulier et fractionnaire. On
peut s’appuyer sur plusieurs travaux fondamentaux (Voir[4][6][8][15][23][26][21]), qui
offrent une compréhension approfondie des équations et des systemes d’ordres frac-
tionnaires.

Les théoremes du point fixe sont des outils tres utiles dans la résolution des
équations différentielles pour montrer I'existence et 1'unicité de la solution aux di-
vers types d’équations.

Ce mémoire qui est l'etude détaillée du l'article de Saifia et al [24] , consiste
a étudier les résultats d’existence des solutions pour un systeme fractionnaire non
linéaire . Notre approche est basée sur les théories du point fixe (théoreme de Ba-
nach, et théoreme de Schaefer).

Notre travail est divisé en trois chapitres :

Dans le premier Chapitre, On présente des définitions des espaces fonction-
nels et des fonctions spéciales ”fonction Gamma et Béta d’Euler ”.

Dans le deuxieme Chapitre, On présente quelques résultats de base du cal-
cul fractionnaire utiles dans la suite du travail.

Le troisieme Chapitre comprend trois parties :

Dans la premiere partie, on présente un résultat sur l'existence d’au moins
d’une solution pour un systeme différentielle fractionnaire avec la dérivée de Caputo.
La démonstration de ce résultat sera basée sur le théoreme du point fixe de Schaefer.

La deuxiéme partie, est consacrée a 'existence et 'unicité de la solution du
probleme considéré. En utilisant dans notre approche la théorie du point fixe de
Banach.

La troixiéme partie, on obordera la stabilité au sens de Ulam Hyres .

A la fin de notre étude , on va donner un exemple pour illustrer les résultats
trouvés.



Notations

N : ensemble des nombres entiers naturels.

R : ensemble des nombres réels.

C : ensemble des nombres complexes.

C ([a;b] ;R) : l'espace des fonctions continues de [a;b] dans R.

L? ([a,b]) : espace des fonctions p-intégrables sur [a, b].

L> ([a, b]) : espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur [a, b].
AC (Ja, b)) : espace des fonctions absoliiment continues sur [a, b].

AC™ ([a, b]) : espace des fonctions u : [a;b] — R telle que v € AC ([a, b])
et u¥) € C([a,b]) bk =1,2....n — 1.

I'(.) : la fonction Gamma.
B (.,.) : la fonction Béta.
I - intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a > 0.

D¢ . dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0.

¢D¢ : dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o > 0.

10



Chapitre

Préliminaire

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace normé

Définition 1.1.1. (Norme)
Soit E un espace vectoriel. Une norme sur E est une application de E dans R
habituellement notée || . || vérifiant pour tous x,y dans E et tout o dans K :

o |[z||=0&2=0.
o |ax|=|al| x| (homogénéité).
o |z+yl[<|z]| + ||yl (inégalité triangulaire).

Un espace vectoriel E- muni d’une norme || . ||, noté (E,|| . ||) sera appelé un espace
vectoriel normé.

Définition 1.1.2. (Suite de Cauchy)
Soient E un espace vectoriel normé muni de la norme || . || et (x,)n>0 C E, une
suite de E. On dit que (x,)n>0 est une suite de Cauchy si :

Ve > 0,3dng € N tel que Vn,m > ng =|| x, — z, [|[< €.

Définition 1.1.3. (Espace Vectoriel Normé Complet)

On dit que ’espace vectoriel normé E est complet pour la norme || . || , si toute suite
de Cauchy est convergente (pour cette norme,).

Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Définition 1.1.4. (Application Lipschitzienne)
Soit E un espace vectoriel normé, de norme || . ||. Une application f de E dans E
est dite Lipschitzienne de constante K > 0 si elle vérifie :

Vu,v € E || f(u) = f ) [SK [[u—v].
L’application Lipschitzienne f est dite contractante si K € ]0;1].
Définition 1.1.5. (Opérateur linéaire)

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le méme corps K.
Un opérateur A défini de E dans F' est dit linéaire, sil satisfait a :

Vo, B € KiVr,y € E: Aax + By) = aA(z) + BA(y).
Exemple 1.1.1. ['opérateur A défini comme suit :
A: (Cla,

b,R) — R
f~>A<f>=/01f<x>dx

est linéaire.

Définition 1.1.6. (Opérateur compact)

Soit D C E. Un opérateur F': D — E est dit compact si pour tout ensemble borné
S C D, F(S) est relativement compact. De plus, F est complétement continu s’il
est continu et compact.

Théoreme 1.1.1. [1}] (Ascoli Arzela) Soit A C C(J,R™). L’ensemble A est
relativement compact dans C(J, E) si et seulement si les conditions suivantes sont
vérifiées :
i) L’ensemble A est borné, i.e., il existe une constante K > 0 telle que :
|f(x)]| < K pour tout x € J et tout f € A,

ii) L’ensemble A est équicontinu, i.e., pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que :

[t1 —ta] <6 = ||f(t1) — f(t2)|| < e pour tous ti,ts € J et toul f € A,

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

1.1.2 Espace des fonctions continues

(C ([a;0];R) )
Définition 1.1.7. (Application continue)
Soit E un espace vectoriel normé, de norme || . ||. Une application f de E dans E

est dite continue au point a si elle vérifie :
Ve>0,3p>0Ve e E:||z—al|<p=| f(zx)— f(a)|<e

Théoréme 1.1.2. (Caractérisation séquentielle de la continuité)
f est continue en a si et seulement si, pour toute suite (x,) qui converge vers a,
alors f (x,,) converge vers f (a).

Théoréme 1.1.3. (Carathéodory)[11]
Soit p* une mesure extérieure sur un ensemble X. On définit la famille :

M={ACX|VECX, u*"(E)= " (ENA) +u (En A}

Alors :
o M est une o-algebre sur X,
e La restriction de p* a M est une mesure complete sur M.

1.1.3 Espace des fonctions absolument continues (AC)

Soit [a,b] (—oo < a < b < +00) un intervalle fini de R.

Définition 1.1.8. On note par AC ([a,b])) Uespace des fonctions absolument conti-
nues sur |a, b| constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesque-
sommables i.e :

f € AC ([a,b])) < 36 € L' ([a,b]) tellque f = C+/ ¢ (t)dt.

Ainsi, toute fonction f absoliment continue posséde une dérivée sommable ' = ¢,
presque partout sur |a,b], et donc ¢ = f(a).

Définition 1.1.9. On note par AC™ (|a,b]) ,n € N* l’espace des fonctions f définies
sur la,b] a valeurs dans C qui ont des dérivées continues sur [a,b] jusqu’a l’ordre
n—1 et telles que f™Y € AC ([a,b])) i.e.

feAC" ([a,b]) ={f:Q—=C, fPecC(ab)), k=0..n-1, fo Ve AC([a,b])}
Remarque : On a AC! ([a,b]) = AC ([a,b])

13



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Une caratérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1.1. Une fonction f € AC™ ([a,b]) ,n € N* | si et seulement si elle est
représentée sous la forme

‘ n—1 g — f® (a) k
F@ =gty [ @m0 e S
Preuve :
Nous procédons par une double implication.
— Implication directe : f € AC"([a,b]) = la représentation est valable
Par récurrence sur n.

Cas de base (n =1) Si f € AC(][a,]), alors par définition de 1’absolue
continuité :

f@w:ﬂ@+/“f®du

ce qui correspond bien a la formule pour n =1 :

z O £k (g
f@j):é/a (x—t)of’(t)dt—i-zf k:‘( )(x—a)k.

k=0

Hérédité (supposons vrai pour n, montrons pour n + 1) Soit
f € AC"([a,b]). Alors :

— f € AC™([a,b]) (par inclusion des espaces),
— f™ € AC([a,b]) (par définition de AC™H1).
Par hypothese de récurrence appliquée a f € AC™, on a :

: 1k (g
s <x_t>"—1f<”><t>dt+k§:%f D ay

f(ff):(nT

Comme f™ € AC([a,b]), on peut écrire :

70 = 1) + [ ) s

En substituant dans U'intégrale :

[emortswa = o [t [t ([ as)ar

a

14



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Calculons chaque terme :

/:(w—t)"l dt = M,

n

/;(:E — )"t (/atf("+1)(8) ds) dt = /j FOD () (/:(x — )t dt) ds
= %/(1‘ — )" [ (s) ds.

Ainsi, on obtient :

x n (k) a
fo) = [e= o as+ Y e -

~nl

ce qui prouve I'hérédité.
— Implication réciproque : La représentation implique f € AC"([a,b])

Supposons que f s’écrit :

@) = oy [ = ot e+ 3 B =l

avec ¢ € L'([a,b]).
En dérivant n fois f, on trouve :

f(x) = ¢(z),

et comme ¢ € L'([a,b]), f™ est absolument continue. Par conséquent, f €

AC™([a, b]).

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler

On peut définir par I'intégration par partie la fonction factorielle comme suivant :
+oo
/ t"etdt = nl, Vn € N. (1.1)
0
La fonction Gamma 'une des fonctions de base du calcul fractionnaire qui permet

de prolonger la fonction factorielle aux valeurs non entieres, la fonction gamma est
appelée aussi fonction factorielle généralisée.

15



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Définition 1.2.1. [17][20] La fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale
sutvante :

I'(z) = /0+°° t*~letdt, Re(z) > 0. (1.2)

Propriétés de la fonction Gamma
e '(24+1)=2I(2),Re(z) > 0.
e '(z+n)=2(>:z+1)(2+2)....(z+n—-1)T(2).

el'n)=Mn-1,n>1

Preuve
1.
F(z+1) = +Ootze_tdt
/[; 400
= [—tze_t};roo—i-/ 2t e ldt = 2T (2) .
2.

Fz+n)=E+n—-1)T(z4+n-1)
=@z+n—-1)(z+n-2)I'(z+n—-2)
=(z4+n—-1)(z4+n—2) ... 2I' (2)
=2(z4+1)(z4+2) e (z+n—-1)T(2).

3. Ona:

F(z4n)=20z+1)(24+2)...(z+n—-1)T(2).

Posons : z =1

alors :

Donc :



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Quelques valeurs particuliéres de I' (a)

eI(1)=1
T () =7
«T(nt )=
Preuve :

1. T (1) = f0+°° ti-le tdt = O+°O e~tdt = [—e']7 = 1.

t

2. T (1) = [t zetdt = [ < dt.

0 0 Vi
Posons : p )
4 RN Y
Donc :
1 e
r({=)=2 e dt = /7.
2 0
3. Ona:
F(z4+n)=2(0z+1)(24+2)....(z+n—-1)I'(2).
Posons : z = 3.
Alors :

() L) () () ()
() 6) () ()

I x3x5x.... (2n—1) x2x4x6..... X 2n

2X2X 2, X 2X2x%x4xX60..... X 2n
B 2n!
C 27 x 27 x nl
2n)!

~ 22np)

17



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

1.2.2 Fonction Béta d’Euler

L’autre fonction importante dans le calcul fractionnaire est la fonction Béta d’Eu-
ler.

Définition 1.2.2. [17][20] La fonction Béta est définie par lintégrale suivante :

B (z,w) = /01 (1 =) dt, (z>0,w>0). (1.3)

Remarque 1.2.1. On a :

1. la relation entre la fonction Gamma et Béta est donnée par :

()T (w)

Bz w) = I'(z+w)

(1.4)

2. la fonction Béta est symétrique i.e :

6(zaw):ﬂ(w>z)‘

1.3 Quelques théoremes du point fixe

Les théoremes du point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident a
établir I'existence de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point
fixe consiste a transformer un probleme donné en un probleme de point fixe. Les
points fixes du probleme transformé sont ainsi les solutions du probleme donné.
Dans cette section nous rappelons les théoremes célebres du point fixe que nous
allons utiliser pour obtenir des résultats d’existence variés. Nous commencons par
la définition d’un point fixe.

Définition 1.3.1. Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme. On ap-
pelle point fize de f tout point u € E tel que f (u) = u.

Le principe de contraction de Banach, qui garantit 1’existence d’un point fixe
unique d’une contraction d’'un espace métrique complet a valeurs dans lui-méme,
est certainement le plus connu des théoremes du point fixe. Ce théoreme prouvé en
1922 par Stefan Banach est basé essentiellement sur les notions d’application Lip-
schitzienne et d’application contractante.

18



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Théoréme 1.3.1. [10] (Banach 1922)
Soit E un espace métrique complet et soit f : E — E une application contractante,
alors f posséde un point fize unique.

Le deuxieme théoreme du point fixe qu’on va énnoncer est celui de Schaefer.

Théoréme 1.3.2. [1//[12] (Schaefer)
Soient X un espace de Banach et A : X — X un opérateur complétement continu.
St l’ensemble

e={ue X : NAu=u, pour un certain A € |0, 1[}

est borné, alors A posséde au moins un point fize.

19



Chapitre 2

Quelques opérateurs fractionnaires et

outils de base

Dans ce chapitre, nous présentons différentes approches de généralisation de la

notion de différentiation et intégration.

2.1 Intégrale répétée n-fois

Définition 2.1.1. [17]

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, l'intégrale répétée n-fois de f est

définie comme suit :

I"f (2) = / ’ / h / . / " ) dwdiy . dy

Preuve :

Pour n=2on a:

I2f(x):/ar/atf(s)dsdt:/axl/atf(s)dsdt.

20
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CHAPITRE 2. QUELQUES OPERATEURS FRACTIONNAIRES ET

OUTILS DE BASE
= { } / t.f (t)dt

foe
_ / s)ds — / f () dt
/ ds—/ f(s)ds

~ [[@-91s

Pour n=3o0on a:

P :/// ) dsdzdt
:/ (/ dsdz)dt
://(t—s 5) dsdt
:/at/tf dsdt—//sf ) dsdt

f(S)dSL—/ F@at— [ =5 () ds

a

f(s)ds—/a z—f( )ds—l—/ax(sz—x.s).f(s)ds

I I

8 —

| & [\glm
g\ag\

2 2
1 /7 9
—§/a (a: + s —Q.xs)
:%/ (= ) f () ds.

En générale pour n € N

" (2) = — ) /x(x—s)"lf(S)dS-

(n—1"/,

On peut montrer cette égalité par récurrence :

21
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Pourn=1
@ =g [ @ reds= [ fds
Posons :

@) = oy [ @ s

(n—1
et montrons que :

" f (2) = 5 / (= )" f () ds.

) (n;); ([P [ roa] "o [ )
- (n_ll)! / . nS)nf(s)ds
"

2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville

Définition 2.2.1. [20/[17]

Lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’une fonction f continue d’ordre
a >0, notée IS f (t) est définie par

1P =5 | =0 ) as 2.1)
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Théoreme 2.2.1. L'opérateur intégrale IS est linéaire.

Preuve : D’apres la linéarité de l'intégrale.

Proposition 2.2.1. Soit f une fonction continue, alors on a :
o limgor (I5f) (x) = f (2).
o I (IF) =1¢"F;a, B> 0.

dJaf(z) =10 f (z),a > 0.

dzta

Exemple 2.2.1. 1. f(x)=(x—a)".

f(t)dt

/ (z—t)* " (t —a) dt.

On effectue le changement de variable :

t=a+(r—a)T,

— stt=a=7=0
— sit=z=717=1
— dt = (z —a) dr.

Alors on a :
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OUTILS DE BASE

I°f (z

t—a—(z—a)7)* " (x—a)" 7T (x —a)dr

1
(a

X
iy

,1

z—a)* " (1=7) """ (z—a)T dr

’“’1

_—IF(Q) 7/0 (1—7)* " dr

@)™ f o+ )

e

(
' (a)
(2 =)™ T ()T (y+1)

T()T(aty+1)
a)”T (y+1)

['(a+~v+1)

T al ()

c(x—a)”

IMa+1)"

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville

Définition 2.3.1. [17][20]
Soitn—1 < a <n, la dérivée fractionnaire d’ordre o« au sens de Riemann-Liouville
de la fonction f est définie par la relation suivante :
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055 @)= (1) 171 @] 22)

Propriétés :
e Linéarité : D (Af (t) +ug (t) = ADgf (t) + uDgg (t).
e En général on a :
Dg (D;f () # DI (Dgf () # DI f (1)
o Dy (I3f (1)) = Dg (Do (1) = f(t).

o 10(DS) (@) = f(2) = Y, D f (2)],_, S
Exemple 2.3.1.
1 f(x)=(z—a)’.

pif)= (1) N W

_ ( d ) [(wr—(@”‘“*ﬁr(ﬁ +1)

dx n—a+p3+1)

T (nr—(i J+r ;)Jr ) (i)n (v =0y

dx
LB+1) F'n—a+p8+1)

_ _)fe
“Tw—atB+D) TH-atrn &9

_ F(ﬁ+1) (:B—&)'Bia

CT(B—a+1) ’
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car
dia:m =m.az™!
x
d2
e m=m(m—1).2m2
x
dn m m' m—n
dz"" (m—n)! .:c
Donc
i aa:'g = —F (B+1) abe
dx rp—-—a+1
2. f(x)=c

)

Q

=
!

(&) nw
(i) (Fe=n)

~ o (ar)

B c F(n—a+1)( o)
"Th-atl) T(l-a ¢
:m(x—a)_a.

Remarque 2.3.1. La dérivée fractionnaire d’une constante au sens de Riemann
n’est jamais nulle.

Lemme 2.3.1. [17]

Soient a« > 0 et n = [a] + 1. Si f € AC™ | alors la dérivée fractionnaire DS f existe
presque partout sur |a, b].
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2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.4.1. [17] Soit a € RT, on appelle dérivée de [ au sens de Caputo la
fonction définie par :

(‘Dyf) (x) = (177 f") (2) = 1 )/w (@ = )" f (1) dt. (2:3)

I'n—a«

Proposition 2.4.1.
o DS (I2f) = f.
o IS(DSf) (@) = f (&) + X0y 2 f0) (a).

o Linéarité : °D (A\f (x) + pg (x)) = XD f (x) + D% g (z).
Exemple 2.4.1. 1. f(z)=(z—a)’.

Dy f (x) = I, f™) (x)

(g v

=L {r (Fﬁ(é . -1:1) (@~ “)M}

_ F(ﬁ+1) n—o B—a

I CET TSV

_ T+ ['(B—n+1) (— a)’~®
ré—n+)rn—a+p—-—n+1)
:M(x_a)ﬁ—a

'—a+1) '

2. f(z)=rc
Dy f(x) = I f™ (2) = I;7*(0) = 0.
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Remarque 2.4.1. La dérivée fractionnaire d’une constante au sens de Caputo est
toujours nulle.

Lemme 2.4.1. [17]
Soit « > 0. Si f € AC™ | alors la dérivée fractionnaire DS f existe presque partout
sur |a, b].
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Chapitre 3

Sur L’existence des solutions d’'un systeme
différentiel fractionnaire non linéaire avec
des conditions Limites

3.1 Position du probleme

On considere le systeme différentiel fractionnaire suivant :

( D§' “Df'(t) = fty(t). If'y(t), teo,T),
Dg? <Dg?y(t) = g(t,z(t), I5*x(t)), t€[0,T],
D§'z(0) =° D§'z(T) = °D§y(0) =¢ D§*y(T) =0,
(3.1)
T
0 = d b
z(0) a1/0 z(s)ds + by,
T
y(0) = a2/ y(s)ds + ba,
\ 0

Ofl0<€1,52 <1;1 <Cl><2 < 2, O<p1,p2 <1, f,gi [O,T] X R xR — R sont
des fonctions continues données, °Df est la dérivée standard de Caputo d’ordre D,
I7 est I'integrale de Riemann- Liouville ay, as, by, by sont des constantes réelles.

Lemme 3.1.1. Soient a € R et t € [0,1].
I¢°Dgx (t) = x (t) + co + 1t + e, + cpt™ L



CHAPITRE 3. SUR L’EXISTENCE DES SOLUTIONS D’UN
SYSTEME DIFFERENTIEL FRACTIONNAIRE NON LINEAIRE
AVEC DES CONDITIONS LIMITES

Preuve : Soit @« € RT et n = o + 1. Par définition de I'opérateur intégral
fractionnaire appliqué a la dérivée fractionnaire, on a :

n

1Dt = 2(t) = Y- [DEa(0] Ly
I§Dgx(t) = x(t) — Zn: it

() + cot® et i 4t
(t) +cot* et P4 b gt

Lemme 3.1.2. Soit h € C ([0,T],R) fonction donnée le probléme Suivant :
D§ “Dg'z(t) = h(1),
°D§'z(0) = °D§'z(T) =0,

T (3.2)
z(0) = al/ z(s)ds + by, a1,by € R.
0

est équivalent a l’équation intégrale

F(Cl)t<1+£1_l

LL‘(t) _ I§1+C1h(t) - T<1_1F(<1 + 51)

IS h(T) + ay / Cde)ds b (33)

Supposons que f, g :[0,1] x R x R — R sont des fonctions continues. Alors, une
paire (z,y) € X x X est solution du systeme (7) si, et seulement si, (z,y) est un
point fixe de I'opérateur suivant :

Soit T': X x X — X x X défini par
T(x(t),y(t) = (Ta(x(t),y(t)), Ta(z(t), y(1))),

Tu(x(t), y(t)) = IS f (8, (1), 1P y(t))
B Iof (T,y(T),Iply(T))t§1+<1_1
T (&G + G)

T
+ al/ x(s) ds + by,
0
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et

Ty(x(t), y(t)) = 1= g (¢, y(t), I7”y(t))
_ 12g (T y(T), 17y(T))
T2 (& + (o)

T
+ as / y(s)ds + bs.
0

t§2 +¢2—1

Preuve :
En appliquant I'oupérateur intégrale Igl a la premiere équation de 3.2, on obtient :

DS x(t) = ISh(t) + at9 ™ 4 aptS 2 (3.4)

D’aprés les conditions ¢D§'z(0) =¢ D§'z(T) = 0, il en résulte que :

1
- TG

a ISh(T), ay=0
En remplacant a; et as, on obtient :

$6—1
N T¢—1

“Dg'a(t) = I'h(t) I5'M(T)

En appliquant I'opérateur intégral Igl, on obtient :

L(¢)tr+a—1

(t) = I§1+Clh(t) - TO-ID (¢ + &)

IS'W(T) + as

d’aprés les conditions aux limites on trouve :

T
as = al/ x(s)ds + by
0

Donc :

B F(Cl)tCﬁ&rl
TG+ &)

T
z(t) = I h(t) IS'h(T) + ay /0 z(s) ds + b

Inversement : La réciproque se déduit par un calcul direct, ce qui achéve la
démonstration .
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3.2 Existence de solution via le théoreme de Schae-
fer

Théoréme 3.2.1. On suppose que les fonctions ¢, € C ([0, 1], RT) telles que :

[f(&x(t), y(0)] < @(t), [g(t,z(t),y(@)| < ¢(t), te[0,T], z,y eR.

IL eziste une solution unique (3.1) en [0,T] a condition que :

1
max (|ay|, laz]) < T

Preuve :
Afin d’appliquer le théoreme du point fixe de Schaefer, nous divisons la démonstration
en quatre étapes.

Etape 1 La continuité de 'opérateur T' provient de la continuité des fonctions.

/9

Etape 2 L’opérateur 1" transforme les ensembles bornés en ensembles bornés dans
X x X. En effet, soit

Q= {(ff,y) € X x Xv ||<l’,y)|| < 77}

p" = sup [p(t)], "= sup |¢(1)].

0<t<T 0<t<T
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Alors, pour tout (z,y) € Q, on a :

; t _ \at+a—-1) L
‘Tl(x7y)(t)| = F(§1 +C1) /O (t S) |f(t7y(5)7lp y(5>>’d8
o ' T =) f (s,y(s), "'y(s))] d
i F(C1)FT(§1+§1)T41—1/0 (T = s,y(s), I"y(s))| ds
; *rm&1+(1
+ |a1\/O |2(s)| ds + |by| < eI DY T
" L&+ Q)G+ 1)90* + [a1]n + [b1].
et
; *m€a+(a
D)0 < ferernt T
1
' bo|.
i I'(& + Q)G+ 1)¢ + [azn + b
Ainsi,
IT(z,y)|| < C,
ou
C = ;QO*T&—FQ—F 1 SO*
L& +a+1) M6+ QTG+ )
T Tt
+lmbril T(& + G+ 1)¢ et
* "+ [as|n + [ba].

L(&+ Q)T (G +1)

Etape 3 T transforme les ensembles bornés en famille des fonctions équicontinues
ensembles de X x X. Soit t,7 € [0,T] avec t < 7, (x,y) € €, nous en déduisons
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T2 (2, y)(7) = Ta(z,y)(1)]

1 ' T—3g &1+G—1 — s &1+¢G—1
SF(§1+<1)/o (=) =) |

|f (s,9(s), 17y (s))| ds + /;(T —8)S T f (s,y(s), 1§ y(s))| ds

FAt+a-1 _ pa+a-1

+T<1_1F(C1)F(51 +C

)/0 (T—5)<1*1’f(s’y(s)’jgly(s))’ds

1
- p* _ Nt _ (+ _ o\t
= F(51+C1+1)S0 [<T P (= )

)5 ¢ - ] 7—§1+C1*1 _ t51+C1*1
— /7— — t 1 1 + 7— S t 1 1 +
( (=9 NCEDNEERS

Lorsque t — 7 Le membre de droite de I'inégalité précédente tend vers zéro. De
manieére similaire, on peut obtenir que : |Ty(x,y)(7) — To(z,y)(t)| tend vers zéro
lorsque t tend vers 7.

To*.

Etape 4 Finalement, nous montrons que ’ensemble :
e={(r,y) € X x X, (z,y) =7T(z,y) 0<vy <1}

est borné.
(x,y) € ¢, et (z,y) = (VT1(z,y),vT2(x,y)), Il en résulte que pour tout ¢ € [0, 77,
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nous avons

QO*t&—'—Cl_l
CT (& + G)Tat

1 * ! o &14+C¢1—1
rx<t>rs—r(&+<l>so/o<t S

T T
/ (T—s)glds+\a1|/ |z(s)|ds + |b1]
0 0

1
= I'(&+G)

de maniere similaire,

QO*TEH_Q 4 T 90*T§1+<1 4 T|a1|HxH +b.

1
G+ Q)G +1

P T + Tlag|[|y ]| + b

*&2+Ge
T

1 1
lyll < MG+ G) (& +Q)T(G+1)

Ce qui montre que

| < A |
1 - Tma,x(|a1|, |a2|)

1z, y)

Ainsi, toutes les hypotheses du théoreme du point fixe de Schaefer sont satis-
faites; nous en déduisons que l'opérateur admet au moin un point fixe, qui est la

solution de notre probleme sur [0, 7.

3.3 Existence et unicité de solution via la contrac-

tion de Banach

Théoreme 3.3.1. Supposons qu’il existe des constantes [y > 0,1y > 0 telles que
(Hy) |f (tz,y1) — f(Ew2,92)] < D floy — oo 4 [y1 — wol] -
(HQ) |9 (t,xla?/l) —9g (t7I2,yz)| <l [|$1 - 9€2| + |y1 - ?/2“ .

Pour chaque t € [0,T], x1,22,11,%2 . € R.

Alors, le probléme aux limites (3.1) admet une solution unique sur [0,T] a condition

que
81 —f-@g < ]_,

Ou les constantes 01,60y seront fizeés ultérieurement.

Démostration Soient sup |f(¢,0,0)| = Ny < oo, sup |g(t,0,0)] = Ny < c0.
0<t<T 0<t<T

Posons

B, ={(z,y) € X x X, [[(z,y)]| <},

35
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a+b
our > ——— et a,b, L1, Ly sera fixé plus tard avec L; + Lo < 1. Alors
= 1= (L1+L2) 1, L2 p 1 2

TB, C B,.

En effet, supposons que I'hypotheses (H;) — (Hz) sont vérifiées

|f (&), 17y @)] < |f (& (), I7y(t) = f(£,0,0)]

+ [f(0,0)] < Lfly(@)] + 17y ()] + N

< Lyl +h lyll + N

"
['(py +1)
TPt

< limax(1,———
= m( (o + 1)

)T+N1

= o1r+ Nl-

De la méme maniére,nous obtenons

Tr2

9 .(0), 750 < e (1, s

) T+NQ :0'27"+N2. (35)

D’ou nous déduisons

1 ! .
T30 9(0)] < e [ (€= 97 o+ Ny

thrta-1 T - -
- T _ g\ N
+F(C1)T4171 /0 ( s) (o1r + 1)d8—{—|a1’/0 |z(s)| ds + |by]
Ta+a Téa+GT 1
< [ o1 Lo (G + )+|a1|T}r
TE+G+1)  TE+G+1)

N1T§1+C1 N1T§1+C1
+ +
F&G+aG+1) I'(¢)

+‘bly :L1T+a
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et
O-2T§2+C2 0-2T52+C2F<C2 4 1)

[(&+¢G+1)) [(&+G+1))

N2T§2+CQ N N2T£2+C2
(Ea+G+1) ['(¢2)

‘TQ(x(t)ay(t))l < + |(12| T\ r

+P —|—|b2|:L27’—|—b

Donc,
T (z,y)|| < (L1 + La)r+a+b<r.

Cela signifie exactement que 'operateur T' transforme B, a B,.
Maintenant, pour chaque (x1,41), (z2,y2) € X x X, on a:
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T3 (1, 91)(t) — Ti (w2, y2)(t)]

1 t +¢1—1 o1 .
Sm/ﬂ—@5 SV (8 ya(8), TP ya(t)) — [ (t, ya(t), TP ya(1)))] ds

thita-1 T - .,
+P(g1)r(gl+gl)T<1-1/0 (T =) | f (8, y2(t), 1" ya(2))

F (alt), ()| ds + Jal / 22(s) — 1(s)] ds

Iy t 41 B " -
= T +G) [/0 (t — s)5 Dy (s) — yi(s)| + |17 (ya(s) — y1(s))| ds
[jtsr+a—1 T - o
+F(C1)F(§1 + ()T [/0 (T = 5)" 7" y2(s) — 11 (s)]

+ [ (yz(S)—yl(S))|dS]+|a1|/O |22(s) — 21(s)| ds

ASEAS [ T +6itp
< Ta+ra+1) lly2 — w1l + TE+G 1 1) lly2 — w1l
l1T€1+C1 11T51+C1+p1
+F(£1 + Cl)r(ﬁ + 1) Hy2 B ylH - F(Cl +p1+ 1) Hy2 - yl”

+Har|T |lzg — 21| < 01 [[lze — 21| + |ly2 — w1l
De meme, on obtient |Ty(x1,y1)(t) — Th (2, y2) (8)|[< 02 [||x2 — 21| + |ly2 — 11]|] -
Ainsi

T (w1, y1) — T(22,y2)|| < (01 + 02)[||72 — 21| + [[32 — 1]

Le principe du point fixe de Banach implique I’existence et I'unicité d’une solution
du probleme (3.1) dans B, en tant que point fixe de 'opérateur .
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3.4 Stabilité au sens de Ulam Hyers

Dans la section suivante, nous présentons la stabilité du systeme (3.1).
Pour cela, nous prenons en compte le systeme d’inégalités suivant.

|Df <Df () = f(ty(0), I7y(®)| <, te0.T)

|D§ DEy(t) - glt, (), 170(t))| < e, te[0,T)

pour certains (€7, €) > 0.

Le systeme couplé est dit stable au sens de Ulam-Hyers si, pour toute solution
(z,y) € X x X du systeme d’inégalités, il existe une solution unique (p,0) € X x X
de systéme (3.1) et une constante positive C' > 0 telle que

|(z,9) () = (1, 0) ()] < Ce.

Remarque 3.4.1. Si (z,y) € X x X est solution de (3.6) est solution de o, B € X,
telles que
i) la(t)] <e |B(t)] <e te]0,T].

ii)
D§ <D§'x(t) = f(t,yt), I"y(t) +alt), te€[0,T],
(3.7)
Dg “Dg'y(t) = g(t,x(t), I”?x(t)) + B(t), t€[0,T).
Lemme 3.4.1. Pour chaque (x,y) € X x X solution de (3.7), on a
1+G 1 I f(T,y(T), 17y(T))
w(t) — I9T f(ty(t), IPy(t)) + To-1T(E + ) (3.8)
T
—al/ .fL'(S)dS — b1 S 61¢1 (39)
0
et
I2g(T, x(T), I x(T))
_ JéetCe P2
(0) = 15 {0, 1y(0) + (3.10)
T
—(12/ y(s)ds + bg S 62¢2, (311)
0
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o
Té1+C T

¢1:F(51+C1+1)+F(§1+C1)

et
Té&2+C2 T

P2 = L&+ G+1) " L&+ G)

Théoréme 3.4.1. Supposons que l'hypothése (Hy) est vérifiée , alors le systéme
différentiel fractionnaire (3.1) est stable au sens de Ulam-Hyers, a condition que :

Ly + |a1|T + Lo+ |a|T < 1,

ot
r [ Té1+G Té&+C+p1
e &G +aG+1) * L& +¢G+p1)
T Tp1+1
TTTE + ) TG o+ DI + )
et

T£2+52 Té2+C2+p2

L2 =h L&+ G +1) " (& + G+ p2)

T Tp2+1
TN G+ G) TGatmt &)

Démonstration. Soit (x,y) € X x X une solution de I’équation (3.6) et (u,0) €
X x X la solution unique du systeme (3.1). En vertu du Lemme (3.1.2) nous obtenons
19 4(T,0(T), "' (T))
Ta-T (& +G)

pt) = I9FCf(to(t), [ o(t))

T
et 4o, / p(s)ds + by.
0
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et

_ I0g(T, u(T), 172 (7))
Te T (& + ¢)

o(t) = I¥7%g(t, u(t), I”p(t))

T
el 4 g, / o(s)ds + bs.
0

Par conséquent, nous avons

I9f(T,o(T), I"'0(T))

T 16+ o Plg
(t) = I8 f (¢ o(t), 1710 (1)) + TS (& + G)

—ar [ (s)s o) < [alt) = 177 £t y(0), 170

¢ P1 T
1 f(T,ZU(T),] y(T)) . al/o x(s)ds — b + |I§1+C1f(t,y(t),]”1y(t))

TSI (6 + G

(19 (T, y(T), I"'y(T)) — I f(T,0(T), 1" o(T))|

— 190 f(t o (t), 170 (1)] + TG T(E +G)

T£1+C1 T§1+C1+p1
+
G+a+1) TG+ G+m)

T
il [ he(s) — o6l ds < ot 1y |

L O ] Iy — ol + Jar|T - —
+ + — 0| +|a T — -
FG)r&+¢) LG+p+DIEG+G) Y ' s
Donc,
|z —pl| <epr+ L |ly —o|| + |aa|T ||z — - (3.12)
De méme,
ly — ol < eda + Lo ||z — pl| + |a2|T ||y — o] . (3.13)

En combinant (3.12) et (3.13), nous obtenons

1= (L1 + Lo+ |ar|T + |az T)] [lz — pll + |ly — oll] < ed,
€e=¢€ + e et ¢ =max(pr, P2).

Ce qui donne
H(~T,y) - (M?U)” < E(b'
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Par conséquent, le systeme couplé (3.1) est stable au sens de Hyers-Ulam généralisé,
ce qui acheve la démonstration . n

3.5 Exemple illustratif

Nous prenons en considération le systeme couplé fractionnaire suivant

(4 1 t arctan y(t) 1 .
D§ <DZx(t = cos(t —Isy(t)| telo,1
0 “Dg(t) cos(t) + 2+ 81 {arctany(t) +1 15 y )} €[0.1]
Dg °Dg " I3 0,1
DSyt - in (¢ se())| ¢
g “Diy(t) Sz [sie(t) + cos (D)) | te o]

“Dfia(0) = De(T) = “D§y(0) =" Dfy(T) =0

1 T
z(0) = 100 i z(s)ds + 1
3 [ 5
= — ds + —.
K y(0) 200 /, y(s)ds + 3

(3.14)
Ici,

f(t ) (t) N t arctan x N 1 1
T = COoS —
Y V2 + 81 |arctanz +1 15

t2
et + 15
Donc, pour z;,y; € R 7 = 1,2, on obtient

g(t,x,y) = [sinx + cos (I%yﬂ :

arctan x; arctan xy ’

t
umwmwﬁw@wmﬂ¢ﬁﬂﬁ[

arctanr; +1 arctanzy +1

F 2 1B || |
5 = Y20 = g ™1 2 Y1 — Y2
. N 1
De la méme maniere : |g(t, z1,11) — g(t, 22,92)| < B [|z1 — 22|

De plus,



CHAPITRE 3. SUR L’EXISTENCE DES SOLUTIONS D’UN
SYSTEME DIFFERENTIEL FRACTIONNAIRE NON LINEAIRE
AVEC DES CONDITIONS LIMITES

1 1 1
0 = ll|: +
FG+3+1) TGE+3+3) TG+3H0GE+D)
1
(3 +35+1)

} + |ar| = 0.35

et

1 1 1
O = l1{ + +
F2+2+1) TE+3+3) TE+HITE+1)
1
rE+5+1)

Puis, on obtient : 6; + 05 < 1.

Tous les criteres du théoreme 3.3.1 sont satisfaits, nous en concluons que le systeme
couplé fractionnaire (3.14) admet une solution unique sur [0,1] . Ce qui acheve la
démonstration .
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Conclusion

L’apport de notre travail consiste principalement en un point qui est le suivant :

L’étude d’un systeme des équations différentielles fractionnaires non linéaire avec
des conditions limites . Nous avons pu donner une représentation intégrale de notre
probleme qui nous a permis de transformer celui-ci en un probleme du point fixe.
Un autre point qui a éte abordé au cours de ce travial celui de la stabilité au sens
de Ulam Hyres d’un systéme. Les théoremes du point fixe de Schaefer et Banach
furent la clé de I'analyse de notre probleme.

L’exemple numérique confirment les résultats obtenus.
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