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Résumé

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés par I’étude d’'un systéme de files
d’attente avec rappels et multiserveurs M/M/C. Dans un premier temps, nous avons
effectué une étude sur les systémes de files d’attente classiques. Aprés nous avons
présenté la description du modele général d’un systéme de files d’attente avec rappels,
en particulier celui M/M/C avec rappels, ainsi les solutions exactes proposées dans
la littérature pour ces modeéles markoviens.

Dans un deuxiéme temps, nous avons décrit deux approches d’obtention des solu-
tions, rencontrées dans la littérature, pour les modéles avec rappels et multiserveurs
"la troncature finie et ’Extrapolation de Valeur". Et a la fin nous avons examiné
la performance de la méthode Extrapolation de Valeur, en termes de précision, en
comparant les résultats numériques fournis par cette méthode avec la méthode de
Troncature finie.

Mots clés : systemes de files d’attente, processus stochastique, Extrapolation de

Valeur, Troncature Finie.



Abstract

In this work, we were interested to the study of a retrial multiservers queuing
system M\M\C. First, we carried out a study on classic queuing systems. Then,
we presented the description of the general model of a retrial queuing systems , in
particular M\M\C, as well as the exact solutions proposed in the literature for these
Markovian models.

Secondly, we have described two approaches for obtaining solutions, encountered
in the literature, for models with retrial and multiservers "Finite Truncation and Ex-
trapolation of Values". And at the end we examined the performance of the method
of Extrapolation of Values, in terms of precision, by comparing the numerical results
provided by this method with the method of Finite Truncation.

Keywords : Queuing Systems, Stochastic Process, Extrapolation of Values, Fi-

nite Truncation.
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Introduction

La théorie des files d’attente tire son origine des recherches de 'ingénieur danois
Agner krarup Erlang entre 1909 et 1920. Ce dernier étudiait le concept de la file
d’attente des systémes téléphoniques, dans les centres d’appels de Copenhague. De-
puis, plusieurs mathématiciens se sont intéressés aux files d’attente et ont développé
les modéles mathématiques de cette théorie. Plusieurs modeles de files d’attente
classiques ont été étudiés depuis Erlang, et plusieurs formules "élégantes" ont été
¢laborées et proposées comme étant des solutions analytiques de certains types de

problémes.

Dans le modele des files d’attente classique, il est supposé qu’un client qui ne
peut pas obtenir son service immédiatement dés son arrivée, rejoint la file d’attente
ou quitte le systéme définitivement. Les systémes de file d’attente développés tentent
de prendre en considération des phénomeénes de répétition de demandes de service, et
ceci aprés une durée du temps aléatoire. Un tel systéme est connu comme «systéeme

de files d’attente avec rappels».

Le systéme des files d’attente avec rappel a été surtout utilisée pour modéliser
les systémes téléphoniques, centres d’appels et les réseaux informatiques. Elle sert a
résoudre des problémes pratiques, tels que 'analyse du temps d’attente des abon-
nés dans les réseaux téléphoniques, ’évitement de collision dans les réseaux locaux,

I’analyse du temps d’attente pour accéder & la mémoire sur les disques magnétiques.

7
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La théorie analytique des systémes de files d’attente avec rappels s’aveére d’une
portée limitée en raison de la complexité des résultats obtenus. En effet, dans la
majorité des cas, on se retrouve conforté a des systémes d’équations dont la résolution
est complexe, ou possédant des solutions qui ne sont pas facilement interprétables
pour que le praticien puisse en bénéficier. Depuis la publication des premiers résultats
dans les années 1950, les files d’attente avec rappels ont été largement utilisés pour
modéliser plusieurs problémes de télécommunication, réseaux d’ordinateurs, et dans
la vie quotidienne. L’intérét le plus grand des files d’attente avec rappels est alors
reflété sur Dexistence de séries d’ateliers internationnaux sur les files d’attente avec
rappels qui ont apparu & Madrid (1998). Par la suite, des sémminaires ont été fait a
Minsk (1999), Amsterdam (2000), Cochin (2002), Seoul (2004), Miraflores de la Sierra
(2006) et Athens (2008). La nature des résultats obtenus, des méthodes d’analyse et
des domaines d’application nous permettent de diviser les files d’attente avec rappels
en deux groupes : les systémes & serveur unique, et & multiserveurs. Les modéles a
multiserveurs attirent beaucoup d’attention parce que la conception d’un systémes
de files d’attente avec rappels est déduite de ces importantes applications dans les

systémes de téléphonie.

Du a I'absence des formules analytiques explicites pour les caractéristiques pro-
babilistes principales des modéles de files d’attente avec rappels et multiserveurs, la
seule méthode pour obtenir des données numériques précises consiste a résoudre les
équations de Kolmogorov numériquement. Mais dés que ce systeme d’équations est
infini, il ne peut étre résolu directement méme sur ordinateur. Les transformations,
qui réduisent ces équations & une solution d’un petit probléme fini, dans le cas gé-
néral ne sont pas disponibles. C’est pourquoi, nous nous adressons aux approches

d’approximations.

Cependant, de nombreux chercheurs recourent & des approximations, qui sont
souvent basées sur des modeles tronqués finis [30], des modéles tronqués généralises
ou sur une homogénéisation de l'espace d’états [26]. Dans les deux premiers cas, le
processus stochastique hétérogene, décrivant ’état du systéeme et possédant un espace
d’états infini, est remplacé par un autre homogeéne et ayant 1’espace d’états fini ou

infini mais résoluble. Le troisiéme type d’approximation consiste a analyser le systéme
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de files d’attente comme un processus de quasi-naissance et mort dont les probabilités
stationnaires peuvent étre obtenues en utilisant une méthode matricielle géométrique
[23]. Ces approches fournissent une solution numérique a la distribution stationnaire
des chaines de Markov a temps continu. Une approche alternative a été proposée
dans [22] pour calculer les mesures de performance des processus de Markov & espace
d’états infini, appelé Extrapolation de Valeur. L’approche en question consiste a
étudier un processus stochastique de Markov en tant qu’un processus de Markov
décisionnel : on ne considére plus la probabilité d’étre dans un certain état, mais
on s’intéresse & une nouvelle métrique, appelée valeur d’état relative. Le but est
de trouver la valeur relative moyenne, représentant une mesure de performance du
modele, en résolvant les équations de Howard.

Dans ce mémoire, nous présentons deux approches alternatives : Troncature Finie
et Extrapolation de Valeur. Nous présentons des résultats numériques pour examiner
la performance de la méthode Extrapolation de Valeur des systéemes de files d’attente
avec rappels et multiserveurs M /M /C. Nous montrons que la méthode basée sur les
outils de la théorie des Processus de Markov Décisionnels est plus appropriée pour la
résolution des systémes M /M /C' que celle qui donne la solution pour la distribution
stationnaire de la chaine de Markov & temps continu.

Ce mémoire est constitué d’une introduction générale, quatre chapitres, d’une
conclusion générale, d'une bibliographie et d’'un Annexe.

Dans le premier chapitre, nous présentons les systémes de files d’attente clas-
siques.

Le second chapitre contient la description du modele général d’un systéme de files
d’attente avec rappels, en particulier celui M/M/C' avec rappels, puis les solutions
exactes proposées dans la littérature pour ces modeéles markoviens.

Dans le troisieme chapitre, nous décrivons le modele tronqué et ’approche Ex-
trapolation de Valeur.

Dans le quatriéme chapitre, nous examinons la performance de la méthode Ex-
trapolation de Valeur, en termes de précision, en comparant les résultats numériques
fournis par cette méthode avec ceux de la Troncature Finie.

Dans la conclusion générale, nous présentons un perspective de recherche.



CHAPITRE 1

Systemes de Files D’attente Classiques

Les systemes de files d’attente décrivent un aspect de la vie moderne que nous
rencontrons a chaque étape de nos activités quotidiennes. Qu’il se produit devant
un guichet d’'une banque ou en accédant a l'internet, le phénomene de base des files
d’attente surgit chaque fois qu'un serveur (guichet, routeur, ...) est consulté pour
son service par un grand nombre de taches ou de clients.

Dans ce chapitre, nous présentons les éléments essentiels des systemes de files

d’attente classiques.

1 Rappel historique

La théorie des files d’attente fournit un outil tres puissant et efficace pour la
modélisation des systemes admettant un phénomene d’attente. Cette théorie date
du début du XXeme siecle par les travaux de l'ingénieur danois Agner Krarup
Erlang (1878,1929). Ses études sur le trafic téléphonique de Copenhague pour le
mieux géré afin de déterminer le nombre de circuits nécessaires pour fournir un ser-
vice téléphonique acceptable, sont considérées comme la premiere brique dans cette
théorie [5].

Ensuite, les files d’attente ont été intégrés dans la modélisation des systemes in-
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2. Description des files d’attente

formatiques et aux réseaux de communication. Cette intégration dans ces domaines
et d’autres a permis une évolution de cette théorie surtout dans I’évaluation des
parametres de performances des systemes informatiques et aux réseaux de commu-
nication.

Actuellement ce sont les applications dans le domaine de I’analyse de performance
des réseaux (téléphone mobile, Internet, multimédia,...) qui suscitent le plus de
travaux.

L’étude d’un systeme de files d’attente consiste a calculer ces parametres de per-
formances afin d’évaluer son rendement, et améliorer son fonctionnement (minimiser
le temps d’attente et le temps d’inactivité de I'installation) de savoir par exemple si le
nombre de serveurs dans le systeme et est adéquate pour gérer le flux de demandes ou
encore d’appréhender les effets d’'une modification des conditions de fonctionnement,
et ainsi prendre des décisions sur le nombre minimum de ressources nécessaires.

Depuis les travaux d’Erlang un grand nombre d’applications dans tous les do-
maines ont été mis en ceuvre et publiées. En 1953, David G. Kendall a introduit la
notation de Kendall pour décrire les caractéristiques d’un systeme de file d’attente.
En 1957 d’une maniere particulierement élégante et efficace Jackson a traité certains
réseaux de files d’attente. En 1961, Thomas L. Saaty [3], auteur de 'un des premiers
livres complets sur la théorie des files d’attente. Ensuite c’est les contributions des
mathématiciens Khintchine, Palm, Pollaczek et Kolmogorov qui ont vraiment poussé

la théorie des files d’attente.

2 Description des files d’attente

Une file d’attente ou queue est un systéeme stochastique composé d’un certain
nombre(fini ou non) de places d’attente d'un ou plusieurs serveurs et bien sur de
clients qui arrivent, attendent, se font servir selon des regles de priorité données
et quittent le systeme. La description précédente d’une file d’attente, dont une
représentation schématique est donnée en figure 1.1, ne saurait capturer toutes les
caractéristiques des différents modeles que comptent la littérature, mais elle identifie

les éléments principaux permettant la classification de la grande majorité des files

11



3. caractéristiques d’un systeme de files d’attente

d’attente simple.

Fle (places d'attente) - Goryeue(s)

Processus d'arrivée Processusde départ

F1G. 1.1 — Systeme de files d’attente classique

3 caractéristiques d’un systeme de files d’attente

Pour identifier un systeme de files d’attente, on doit spécifier le processus d’ar-
rivée, le processus de service, le nombre de serveurs, la discipline de service, la ca-

pacité de la file d’attente et la taille de la population.

3.1 Processus d’arrivée

Dans des situations de files d’attente habituelles, le processus d’arrivée est stochas-
tique. Il est nécessaire donc de :

— Définir la probabilité décrivant les temps entre deux arrivés successifs des
clients (les inters arrivés). Dans la théorie classique des files d’attente, on fait le plus
souvent I’hypothese que les clients arrivent de maniere isolée et indépendamment les
uns des autres.

— Connaitre la réaction du client lors d’entrer au systeme : s’il decide d’attente
dans la file ou bien, si cette derniere est tres long, il decide de quitter le systeme sans
recevoir le service. Lorsque’un client decide de ne pas entrer dans la file des son
arrive, il est appelé client rejeté. Cependant s’il decide d’entrer dans la file d’attente,

mais perd sa patience apres quelque temps, il est appelé client découragé.

12



3. caractéristiques d’un systeme de files d’attente

3.2 Processus de service

Le temps de service est la durée nécessaire au traitement d’un client (c’est le
temps écoulé depuis 'arrivée du client dans le serveur jusqu’au point de départ), il

est supposé étre une variable aléatoire indépendante et identiquement distribuée.

3.3 Nombre de serveur

Le nombre de serveurs correspond au nombre maximal de clients qui peuvent
étre traités simultanément. Tous les serveurs sont supposés identiques, en particulier
les temps de service sont indépendants d’un serveur a ’autre et distribués selon une

meéme loi de probabilité.

3.4 Discipline de service

La discipline de service détermine ’ordre dans lequel les clients sont rangés dans
la file pour pouvoir déterminer le tour de chaque client pour effectuer son service.
Les disciplines les plus courantes sont [8] :

— FIFO (first in, first out) ou (premier arrivé, premier servi) : c’est la file
standard dans laquelle les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée. Le premier
client arrivé est servi premier.

— LIFO (last in, first out) ou LCFS (last come, first served) ou DAPS (dernier
arrivé, premier servi) : cela correspond a une file, dans laquelle le dernier client arrivé
sera le premier traité, les disciplines LIFO et LCFS ne sont équivalentes que pour
une file mono serveur.

—~RANDOM (aléatoire) : Le prochain client qui sera servi est choisi aléatoirement
dans la file d’attente.

— Round-Robin (cyclique) : Tous les clients de la file d’attente entrent en
service a tour de role, effectuant un quantum Q de leur temps de service et sont
replacés dans la file, jusqu’a ce que leur service soit totalement accompli. Cette

discipline de service a été introduite afin de modéliser les systemes informatiques.

13



4. Notation de Kendalle

3.5 Capacité de la file

Dans certains systemes de file d’attente, des contraintes physiques ou organisa-
tionnelles peuvent exister et limitent la longueur maximale de la file. Dans ces types
de cas, la capacité du systeme indique le nombre maximal des clients qui peuvent se
retrouver dans le systéme (en attente de service et en service). Dans un systeme de

production, cette capacité peut étre liée a une limite de I’espace de stockage.

3.6 Taille de la population

Dans la théorie des files d’attente, la population est la source de clients potentiels.
Il y a deux situations possibles. Dans le premier cas, la population est infinie, c¢’est-
a-dire que le nombre potentiel de clients est infiniment grand en tout temps. C’est
le cas des clients des supermarchés, des banques, des restaurants, des cinémas, des
centres d’appels, trafic urbain, etc. De plus, les clients proviennent de toutes les
régions possibles.

Dans la deuxieme situation, la population est finie, ce qui signifie que le nombre
de clients potentiels est limité. Un bon exemple est le nombre de machines, d’avions,

etc., en réparation dans le centre de maintenance d’une entreprise.

4 Notation de Kendalle

Pour la classification des systemes d’attente, on recourt a une "notation symbol-
ique” dite notation de Kendall. Cette notation comprend des symboles rangés dans
lordre, elle est noté par A\B\C\m\O\H tel que [§] :

— A indique la loi des temps interarrivées des clients.

— B indique la loi des temps de services.

— (' indique le nombre de serveurs.

— m indique la capacité de la salle d’attente, ce dernier sera supprimé si m = oo.

— O indique la discipline du service.

— H la source des clients potentiels, qui peut étre fini ou infini, homogene ou

hétérogene.

14



5. Mesures de performance

Les lois des deux premiers symboles sont données par :

— M : loi exponentielle,

— G : loi générale,

— D : loi constante (déterministe),

— FEj. : loi d’Erlang d’ordre k,
— Hj, : loi hyperexponentielle.

5 Mesures de performance

Les mesures de performance sont :

e Le nombre moyen de clients dans le systéme N.

e Le nombre moyen de clients dans la file d’attente Nf.

e Le temps moyen d’attente d’un client dans la file d’attente W.

e Le temps moyen de séjour d’un client dans le systeme Wg.

Ces valeurs ne sont pas indépendantes les unes des autres, mais sont liées par les

relations suivantes (Formules de Little) :

5 F =y

=

Ou A est le taux d’entrée des clients dans le systeme, et i la durée moyenne du

service (u > 0). Une autre mesure importante d’un systeme de files d’attente, celle

qui mesure le degré de saturation du systeme, est l'intensité du trafic p

temps moyen du service

temps moyen entre deux arrivées succesives

15



CHAPITRE 2

Systemes de files d’attente avec rappel

Les systemes de files d’attente avec rappels ou avec répétition d’appels se car-
actérisent par le fait suivant : un client qui arrive dans le systeme et trouve tous les
serveurs occupés, quitte le systeme définitivement, ou rappelle ultérieurement a des
instants aléatoires. Un client qui attend pour rappeler est dit en orbite et devient
source d’appels secondaires. Ces modeles d’attente apparaissent dans la modélisation
stochastique de plusieurs situations réelles et des réseaux de télécommunications. Par
exemple dans la transmission de données, un paquet transmis de la source a la des-
tination peut étre retourné, et le processus doit étre répété jusqu’'a ce que le paquet
soit finalement transmis. Les premieres tentatives rigoureuses sur les systemes de
files d’attente avec rappels remontent aux travaux de Kosten (1947) [21], Wilkinson
(1956) [28], Cohen (1957) [6], et ceci lors de la modélisation du service d’abonnés
dans un central téléphonique. Les progres dans ce domaine sont résumés dans [2, 10,
11],....., et dans les monographies de Falin et Templeton (1997) [12] et A rtalejo et
Gomez-Corral (2008) [4].
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1. Modéle général

1 Modele général

Le modele général d’'un systeme de files d’attente avec répétition de demandes
peut étre décrit comme suit : le systeme contient un espace de service composé de
C > 1 dispositifs de service et d'un espace d’attente ayant m — ¢(m > ¢) positions
d’attente. A Darrivée d’un client primaire, s’il y a un ou plusieurs serveurs libres, le
client sera immédiatement pris en charge. Sinon, s’il y a une position d’attente libre,
le client rejoint la file d’attente. Lorsque tous les serveurs et positions d’attente sont
occupés, le client quitte le systeme, soit définitivement avec une probabilité 1 — Hy
soit temporairement avec une probabilité H, et rappelle ultérieurement, apres un
temps aléatoire. La capacité O de l'orbite peut-étre finie ou infinie. Dans le cas ou
O est finie, et si 'orbite est pleine, le client quitte le systéeme définitivement. Chaque
client de l'orbite forme un processus d’arrivées secondaires de taux 6 et il est traité
de la méme maniére qu’'un client primaire avec une probabilité Hy (s'il s’agit de la
K iéme tentative échouée). Le schéma général d’un systéme avec rappels est donné

dans la figure suivante :

Uriwte

Rappels Clents blogués

Espace d attente

r .

*
Chents primaires (Serveurs et salle d asttente) | Chents servis ou perdus

F1G. 2.1 — Schéma général d’un systeme de files d’attente avec rappels
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2. Modéles markoviens

2 Modeles markoviens

2.1 Modele M\M\1 avec rappels

On considere un systeme de files d’attente sans positions d’attente. Le service
est assuré par un seul serveur. Les clients primaires arrivent selon un processus de
Poisson de taux A > 0. Les durées de service suivent une loi exponentielle de fonction
de répartition B(z) = 1 — exp(—ux) , * > 0 et de moyenne finie l% Les temps
entre deux rappels consécutifs sont également exponentiels de parametre 6 > 0 (la
fonction de répartition T'(z) = 1 —exp(—6x) , > 0). Nous admettons que les durées
de service, les durées entre deux rappels consécutifs ainsi qu’entre deux arrivées
primaires successives sont mutuellement indépendantes. L’état du systeme peut étre

décrit par le processus

{C(t), No(t); t = 0}, (2.1)

Ou C(t) est égale a 0 ou 1 selon le fait que le serveur est libre ou non, Ny(t) est le
nombre de clients en orbite I'instant ¢. Supposons que le régime stationnaire existe
(p= /% < 1). Le processus (2.1) est de Markov d’espace d’états S = {0,1} x N.

Les équations d’équilibre stationnaire sont :

(A4 70)poj = ppnj; (2.2)

(A + p)pr; = Apoj + (J + 1)0pojr1 + Ap1j—1- (2.3)

Ici, pij = limyoo P(C(t) = i, No(t) = j),i = 0,1 et j > 0, représentent la
distribution stationnaire conjointe de ’état du serveur et du nombre de clients en

orbite. Introduisons les fonctions génératrices suivantes :
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2. Modéles markoviens

Po(z) = Z 2 po;

J=0

Pi(z) = Z 2 puy;
=0

A T’aide de ses fonctions et & partir des équations (2.2) et (2.3), on obtient :

Ri(2) = (1= (=) (2.4
P(:) = =L (2.5

Les transformées inverses des (2.4) et (2.5) nous donnent les formules analytiques

explicites [13] :

— 2
poj = ﬁﬂizé(ﬂrw)(l—p)"“;
my = DT O k)= )

2.2 Modele M\M\C avec rappels

Les modeles a multiserveurs attirent beaucoup d’attention parce que la conception
d’un systeme de files d’attente avec rappels est déduite d’importantes applications
dans les systemes de téléphonie. Une étude d’un systeme d’attente avec rappel peut
étre considérée comme complete si la distribution stationnaire du processus stochas-
tique en question, ou au moins une dépendance analytique explicite entre les car-
actéristiques essentielles du systeme et les parametres initiaux A, C, 6, u est établie.

A ce jour, seuls quelques résultats peuvent étre considérés comme valides pour les

modeles avec rappels et multiserveurs, et ceci dans le cas d’un service exponentiel.
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2. Modéles markoviens

Considérons un groupe de C serveurs entierement disponibles dans lequel un flux
des arrivées primaires poissonnien arrive avec un taux A > 0. Si un client primaire
arrivant trouve un serveur libre, il occupe immédiatement un serveur et quitte le
systeme apres le service. Sinon, si tous les serveurs sont occupés, il entre on orbite.

Nous supposons que la durée entre deux rappels consécutifs est distribuée expo-
nentiellement avec le parametre 0, et les temps de service sont distribués exponen-
tiellement avec le parametre .

Le fonctionnement du systeme peut étre décrit par le processus stochastique de
Markov {C(t), No(t);t > 0}, Ot C(t) est le nombre de clients dans I’espace de service
et No(t) est le nombre de clients en orbite a I'instant ¢. Son espace d’états est donc
S ={0,1...,C} x N. Ses taux de transition infinitésimaux g(;;)mm) sont donnés par :

1. Pour0<i<(C -1

( A, Si (n,m):@‘i‘laj)?
m si(n,m)=(i—1,j),
G — i, si (n,m)=(i+1,j—1),
—(A+ip+j0) si(n,m) = (4,7),
k 0 sinon
2. Pour 1 = C
A\, si(n,m)=(C,j+1),
Cu, si (n,m) = (C—1,7),
Wepmm =5 1 o), si (n,m) = (i,j),

0 sinon

Les caractéristiques importantes de la qualité de service sont :
e probabilité que tous les serveurs occupés Po = lim; o, P (C(t) = C);
e nombre moyen de clients en orbite No = lim; _, F[No(t)];

e nombre moyen de serveurs occupés C' = lim; _,, E[C(t)].

La condition suffisante et nécessaire d’existence d’un régime stationnaire du
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2. Modéles markoviens

systeme est A < Cpu. La distribution stationnaire p;; = lim; _.o p;;(t) satisfait le

systeme d’équations de Kolmogorov suivant :

(A +ip + jO)pi; Api—1,j + (7 +1)0piz1 1 + (0 + 1)ppita;, (2.6)
§i0 < i<C—1, etj>0

A+Cupc; = Apc-1;+ (G +1)pc_1,j41 + Apcj-1, (2.7)
sit = Cetj>0.

Pour les fonctions génératrices

pi(z) = szpij>0 <i<C

J=0

ces équations deviennent

(A +ip)pi(z) + 02pi(2) = Apica(2) +0pi_1(2) + (i + Dppiga(z),  (2.8)
si0 < i<C—1,

A+ Cupc(z) = Apc_1(2) +0pe_1(2) + Azpe(z), (2.9)
sit = C.

Maintenant, introduisons la fonction génératrice bivariée
c
i
p(r,z) =Y a'pilz).
i=0

Nous supposons que le taux de service u = 1, donc les équations (2.8), (2.9)
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2. Modéles markoviens

deviennent :

M1 —2)p(z, 2) +0(z — 2)p(z,2) + (x — 1)p(z, 2) (2.10)
+A2%(x — 2)pa(2) + 02% (x — 2)p(2) = 0.

En différenciant I’équation (2.10) par rapport a z, x, zx, 2, zz au point . = 1, z =

1, on obtient les equations suivantes :

ONo— \Po —ON¢g =
A+ 0Ny —C —A\Po —ON¢g =
AC +0p!, —p!! —ANCPs; —0CN¢y =

T

AN —0p! + (1 +0)pl,+X\—0CNc — \CPo+0pl,, =

czz

0p!., — AN¢ —0pl. =

czz

. (211)

o o o o o

Ot Ng = P! (1.1), Pc = Po(1),C = P.(1.1), N¢ = lim; o E[Ny(t), C(t) = C] =

PL(1). En éliminant de ces équations les variables N, P”, P" P” et en tenant

xz? zz) czz

compte du fait que P”.(1.1) = (Var[C(t)] + (E[C(t)]*) — E[C(t)]), nous obtenons

C =\ (2.12)

N — 1460 A —limy o Var[C(t)]
T e C— A '

(2.13)
L’équation (2.13) peut étre réécrite sous une forme équivalente telle que :

oL+ A+ A —lim; o, E[(C(1))?]
0= Ty [\ '

(2.14)

L’équation (2.12) peut étre considérée comme une variante de la formule de Lit-
tle et représente 1'égalité du trafic offert et de celui transporté. L’équation (2.13)
donne une description partielle de la dépendance de la taille moyenne de 1’orbite des

parametres du systeme étudié et réduit le calcul de cette mesure de performance
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2. Modéles markoviens

(No) au calcul des caractéristiques du nombre de serveurs occupés, ce qui est un
probleme plus simple.

De méme, les moments supérieurs du nombre de clients en orbite peuvent étre
exprimés en termes de la distribution du nombre de serveurs occupés. Par exemple,
le deuxieme moment factoriel ®o = E[Ny(t).(No(t) — 1)] = pZ.(1.1) est donné par
[9] :

B = a2 (€~ V(L
+A4+0)(C—N)+2C(1+0)(C—X—1)]pt (1.1)
—2XC(1+0)(C—A—1)—2X3(C — N}

Une autre information intéressante sur la distribution stationnaire du nombre de
serveurs occupés P; = lim; o, P(C(t) = i) peut étre obtenu comme suit. Mettons
dans les équations (2.8), (2.9) z =1:

AP, +0N; — (i +1)Pyy = AP +0N;,_, —iP, 0<i<C—1
APo_1+0Nc_1 — Cpc = 0,

Ou N; = lim; o E[No(t), C(t) = i]. Les équations précédentes donnent que
AP, +0N; — (i+1)Py; =0, 0<i < C — 1. (2.15)

Définissons le taux du flux des clients secondaires étant donné que le nombre de

serveurs occupés est égal a i par r; = eg L . Alors, I’équation (2.15) devient :
A+ .
Py = z‘+1ZPi’ 0<:<C-—-1.

Enfin

p = WA dn)p o (2.16)

7!
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2. Modéles markoviens

c
La probabilité F, s’obtient a partir de I’équation de normalisation Z P,=1.En
i=0
effet,
c
()\ + Ti—l)---(/\ + To) _
Po=0>_ A L. (2.17)
i=0

Bien que les taux r;, 0 < i < C' — 1, soient inconnus et que les équations (2.16)-
(2.17) ne présentent pas de solution sous forme « close », ces dernieres fournissent un
aper¢u du probléme et seront utilisées plus tard. En outre, I’équation (2.12) permet

d’avoir une relation, telle que

ii(A+Ti1)...()\+To) _ )‘XC: ()\—1—7"1-,1)...()\-1-7"0)' (2.18)
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CHAPITRE 3

Les approches d’analyses des systémes a multiserveurs

1 Introduction

L’hétérogénies spatiale des chaines de Markov associés aux systémes des files
d’attente avec rappels et multiserveurs, et ’espace d’états infini conduit a ’absence
des formules analytiques explicites pour les caractéristiques probabilistes principales
de ces systémes. La seule méthode pour obtenir des données numériques précises
consiste & résoudre les équations de Kolmogorov numériquement. Mais dés que ce
systeme d’équations est infini, il ne peut pas étre résolu directement méme sur or-
dinateur. Les transformations qui réduisent ces équations & une solution d’un petit
probléme fini dans le cas général ne sont pas disponibles. C’est pourquoi, nous nous
adressons aux approches d’approximation.

Dans ce chapitre, nous présentons deux approches d’obtention des solutions, ren-

contrées dans la littérature, pour les modeles avec rappels et multiserveurs.

2 Modéles tronqués

L’approche de troncation finie de ’espace d’états est celle la plus connue. Intro-

duite par Wilkinson [28], elle consiste a remplacer 'espace d’états infini par un autre
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2. Modéles tronqués

fini, de telle maniére que la distribution stationnaire de I’état du systéme puisse étre
obtenue.

Autrement dit, le systéme de files d’attente avec rappels et multiserveurs ini-
tial S, ou la capacité de l'orbite est illimitée, est remplacé par un systéme similaire
S o1t le nombre de clients en orbite est limité par une constante A suffisam-
ment large. Cependant, 'implémentation d’un tel schéma peut conduire a prendre
en considération un grand nombre d’états ayant des probabilités négligeables. A I'aide
de la méthodologie proposée par Stepanov (1999) [27], cet inconvénient pourrait étre
atténué en explorant toutes les directions dans I’espace d’états considérés ot les pro-
babilités d’état diminuent puis en déterminant les bornes de troncation. Ceci nous
donne la possibilité de prévoir ’erreur relative donnée des estimations des mesures

de performance [31].

2.1 Description du modéle

Dans ce modéle, par opposition au modeéle principal, la taille de I'orbite est bor-
née par une constante donnée M (choisie de maniére appropriée). De ce fait, la
dynamique stochastique du systéme peut étre décrite au moyen d’un processus
bivarite {CO(t), N\ (t);¢ > 0} markovien qui posséde D'espace d’état S =
{0,1,...,C} x {0,1,..., M}. Ses taux de transition infinitésimaux q(M)

(i) (rm) sont don-
nés par :

1.Powr0<i<C—-1,0<j<M

( A, si (n,m)=(i+1,7),
i, si (n,m) = (i—1,j),
(M) . . . .
9y () = jb, si (n,m) = (i+1,j—1),
—~(A+i+j0),  si(n,m)=(i,)),
0 sinon
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2. Modéles tronqués

2.Pourt=C,0<j<M—-1

q(M) — CM’ si (n7m) = (O - ]-aj)v
(i5)(nm) —<)\ + C’Iu), si (n7 m) — (i,j)7
0 sinon
3.Pouri=C,j =M
Cﬂ'? si (nam):(C_LM)a
M )
Qi) = | —Ctts si (n,m) = (C, M),
0 sinon

La distribution stationnaire Pi(jM) = limy_,oo P(CM(t) =1, NéM) (t) = j) satisfait

le systéme d’équations suivant :

A i+ g0t = M+ G DM+ D), (3.1)
0 < i<C—-1, 0<j<M-—1;
i+ MO = MM+ G+ Dupll (3.2)
0 < i<C-—-1, j=M,;
M M . M M
A+ Cowp” = M+ G+ DM + M (3.3)
= C,0<3<M-1;
Cuply) = el ar + i)y, (3.4)

1 = C, j=M,
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2. Modéles tronqués

qui satisfait a la condition de normalisation :
c M
M
> > v =1 (3.5)

2.2 Formules explicites pour les principales caractéristiques

de performance :

Pour les fonctions génératrices

M
pM(z) = Zzipgw),() <i<C
=0

les équations (3.1)-(3.4) deviennent

(M) p(-M) (2) (M) dp('M1) (2) (M)
(Atip)p; (z)—i—@zld—z = Ap;i_y <Z)+0:l—z+pi+l (2), 0<i<C—1, (3.6)
dph (=
(A+Cu)péM)(z)—)\sz(CJ\]/{4) = )\pg\{)l(z)—i—@cd—;()—i—)\z(M)pC(z)—)\zM“p%}. (3.7)

Maintenant, introduisons la fonction génératrice bivariée
c
i (M
pM(2) =Y apM().
i=0

Nous supposons toujours que le taux de service p = 1. Alors les équations (3.6),
(3.7) deviennent :

op(z, 2)

A1 — x)p(M) (x,2) +0(z — x) P
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(M)
+(z— 1)M + 2%z — 2)pdP ()
Ox
d (M)
+02% (x — z)p(’;l—() + M2 (2 — l)p(cj\]/@ = 0.
z

En différenciant cette équation par rapport a z, x,xx,xrz,2z aupoint r =1,z =

1; on obtient les équations suivantes :
oNS — AP _ g WU 8D — g,

A+ N 200 _\pih _ g9 — g
052P(M)(1, 1) AN _ 9d2p(oM)(1)
072 dz?
O*pM)(1,1)
072

+ /\Mp(cj\ﬁ =0,

o o*pM(1,1)
ANO -0 +(1+6) 555

2
AN oW — AP 4 gt ) dz2< ) acph <o
—on | PpM( 1) ML)y )
A 9= o ACPID = g N U,

ou

(M)

_ opM) (1.1
N pt (1, 1)

= lim E[NM(t) =

P& = lim P(C (1) = C) = p" (1),

t—o0
M) _ o op™M)(1,1)
= lim B[0CM(4)] = 22
¢ = lim B[OV (1)) —
(M)
N(M) = lim E[N( )( ),CM (1) = C] = dps (1)

t—o0 dZ

En éliminant de ces équations les variables :

y 9PpD(1,1) 92pM(1,1) d?p (1)
¢ o oxrdz 022 T dz?
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et en tenant compte du fait que

*p(1,1)

G = VarC™ () + (EC™) ()2 — ECMD (1)

nous obtenons :

™ = - APl (3.8)

—(M) L+60 X+ X = E[(CM(t))?]

N, = i ) (3.9)
_5(C+1+>\)(1+0)+M9P(M)
0 C— A oM

2.3 Un algorithme de calcul numérique de la stationnaire

distribution dans le systéme tronqué

En utilisant la forme spécifique des équations (3.1)-(3.4), il est possible de pro-

poser un algorithme récursif pour le calcul des probabilités Pi(JM).

On introduit de nouvelles variables rgw), 0<i<C,0<j <M, comme suit :

(M)
v M)
Py

Il est clair, si on trouve des variables TEJM), alors on peut calculer les probabilités

Pl-(]M) comme suit :
(M) ry”

ij T O M (M)
Zz‘:o ijo rz(j )

satisfont I’ensemble d’équations suivant (obtenu & partir des

(M)
ij

équations (3.1)-(3.4) pour les probabilités PijM)) [30] :

Les variables r

rM =1, (3.10)
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M . M . M
Atipt oy = w2+ G+ 00r 0+ G+ D)y (310

si 0 < 1 <C-1,0<7<M-1,

(A +ip+ MOy MM+ G+ Ve, (3.12)
si0 < i <C—-1,5=M,

M M
(A + Cu)r(oj) = )‘7"(07)14 +(j+ )97"0 Lt )\ j 1 (3.13)
sii = C, 0<j<M—1,

M M M
Cur) = it + ity

)

N (3.14)

Calculons les variables ngM)par groupes, chacun de taille C' + 1; Au début on
caleule 720 r) ensuite (M) rM) et ainsi de suite, jusqu’a ’
0]\4,...7 CM’ 0,M—17‘”7 C,M—l 9 J qlla ce qu on
trouve r(M) T(M)
00 9 sy 070 .

1. Mettre j = M.
1.2. Pour trouver le groupe 7"(()%), T(CAJQ réécrire I’équation (3.12) comme suit

respectivement :

on O +ip+ Moy — Dy,

. = 0<i<C-1
errl,M (Z + 1)/1, ) ST )
Ce qui est équivalent &
A (i = D+ MOr™  — xr™)
Z(J\A{I)_( ( ) .>7, Ti—o,Mm 1<i<C.
g
D’apres (3.10) r(()%) = 1, nous pouvons calculer récursivement des variables rf\]\?, s T(CA]/\[}
2. mettre j = j — 1. Calculer les variables 7"[()?4), T(C]\]/[).
2.1. la derniére variable, 7’( ) peut étre trouvé a partir ’équation (3.14) (si j =
M-1):
C,ur — M
M CM o 1 M
Té,& 17 \ (3.15)
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Ou a partir de 1’équation (3.13) avec j remplacé par j+ 1 (sij < M —1):

M M : M
o A+ CM)T(C,jll - )‘T(C—)l,j—i-l -+ 2)97“51—)1,j+2
3 - A . (3.16)

2.2 pour trouver les variables r((,?/[), e rg\f)l ; » hous utilisons 'équation (3.11) pour

1=0,...,C — 1. Cet ensemble d’équations a la forme :

0T + lez + Y Tip1 = 0;,, 0<i<C—1, (317)
ol
xr; = ’T‘EJJ-\/[),
ao; = —>\,
v o= —(+ 1,

5 = (G+nord .,

et les valeurs

_ _ (M)
r_1=0, x¢c = e

sont connues.

Ces équations, qui sont des équations aux différences, produisent des solutions
numériques comme les équations différentielles de second ordre. I’algorithme le plus
efficace pour leur résolution peut étre trouvé dans plusieurs livres sur les méthodes
numériques (voir, par exemple [16]). D’aprés cet algorithme, on calcule en premier

lieu les variables B;, D;, 0 <1 < C' — 1, par des formules récursives

B(J:ﬁOa D0:507

B = f; — 52, D=6 — %2 1<i<C—1,
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puis a partir de I’équation
B,L'CL'Z‘ + Vi1 = Di, 0<1< C - 1,

On calcule récursivement (dans l'ordre inverse) les inconnues z¢_1, ..., o. Dans notre

cas, cela donne la procédure suivante :

— calculer les variables B;;, D;;, 0 <i < (C — 1, a I'aide des équations

A1
,pour 1 <i < (C —1;
Bi_1;

-DO- = 07
>\Difl,j

Dy = (j+1or™.
J (j+1) Ti 141 T Bi1,

,pour 1 << (C —1.

(M)

— puis calculer récursivement T , 0 <i < C -1, (dans lordre inverse, com-

mencer par T(CAJ-J) connu a partlr de I'étape 2.1) a laide d’équation

Dy; + (i + Dpr™).
roh = =2 (B)M””J:C—LC—ZWLQ
ij

3. La répétition de I’étape 2 tant que 7 > 0 permet d’obtenir toutes les variables

rZ(jM) (ce qui est, successivement j = M — 2, M — 3,...,0).

Puisque P(M) (M) PO(M , alors on aura :
(M) _ 1
oM 7 ~C M (M)
D im0 2o j=0"Tij
A présent, on peut calculer les probabilités P(M) (M) P(M) et les principales
caractéristiques probabilistes du systéme tronqué S [29] :

33
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(a) La probabilité de blocage :

(b) Le nombre moyen de serveurs occupés :

(c) Le nombre moyen de clients en orbite :

ZZJTH OM ’

=0 7=0

3 Approche d’extrapolation de valeur

L’approche présentée ci-dessus fournit une solution numérique a la distribution
stationnaire P;; des chaines de Markov a temps continu. Elles utilisent les équa-
tions de Kolmogorov pour calculer les caractéristiques de performance souhaitées. Le

probléme a résoudre est de trouver la solution du systéme d’équations suivant :

-Pij ZQS’S = ZqS'S-Pij7 Vs € S7

s'#s s'#s

d Po=1,

ol gy représente le taux de transition de I'état s = (i,7) & s’ = (k, ).

Dans ce qui suit, nous considérons une approche alternative, appelée Extrapo-
lation de Valeur. L’approche en question est basée sur les outils de la théorie des
processus de Markov Décisionnels [25] et également sur le principe de troncation.

L’idée est de trouver la valeur relative moyenne en résolvant les équations de Ho-
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ward, écrites pour un espace d’états tronqué. Sa particularité consiste dans le fait
qu’au lieu d’une simple troncation, les valeurs d’état relatives a ’extérieur de I’espace
d’états tronqué sont estimées par ’extrapolation polynomiale des valeurs d’état re-
latives & l'intérieur de ’espace tronqué en question. De cette maniére, nous obtenons

un systéme fermé ainsi que les résultats précis avec de faibles niveaux de troncation.

3.1 Processus de Markov Décisionnels

Un processus de Markov Décisionnel (PMD) [25] est défini comme {S, A, P, R}
ol S est un ensemble d’états, A est un ensemble d’action, P est une fonction de
transition d’état et R est une fonction de revenu. L’état du systéme peut étre controlé,
en choisissant les actions a de A, influencant ainsi les transitions d’état. La fonction
de transition P : S x S x A — R, spécifie le taux de transition entre deux états
lorsqu’une certaine action est prise a I’état d’origine [19].

La premiére caractéristique de la technique Extrapolation de Valeur est la néces-
sité de la définition d’une fonction de revenu qui doit étre une fonction de I’état du
systéme, qui est r(s). A la suite de la définition de la fonction de revenu pour chaque
état, en régime stationnaire, on peut introduire un taux de revenu moyen du proces-
sus entier comme 7 = Z(i, i)es P,jr(i,j). Dans la technique Extrapolation de Valeur,
la fonction de revenu R doit étre définie de sorte que le revenu moyen résultant 7
coincide avec la métrique de performance souhaitée. Une fois que nous avons défini
le cadre PMD ainsi que la fonction de revenu, nous sommes en mesure de définir les
valeurs d’état relatives. Il est évident qu’aprés avoir exécuté une action dans un état
s € S, le systéme collectera un revenu pour cette action (r(s)), mais a mesure que
le nombre de transitions augmente, le revenu moyen collecté converge vers 7 [22]. La
valeur d’état relative v(s) montre la différence entre le revenu total cumulé lorsque le
processus débute a 1’état s et le revenu total cumulé par le processus, le taux moyen

de revenu étant 7 :

v(s) = E[/(T’(S(t) —r)dt,/S(0) = sl.
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3. Approche d’extrapolation de valeur

Les équations de Howard mettent en relation les revenus. les valeurs d’état rela-

tives et les taux de transition de la maniére suivante [18] :
r(s) =+ Y g (v(s)) —v(s)) = 0; VseS.

Les équations de Howard qui correspondent au systéme étudié M/M/C avec rap-

pels sont :

(1, ) =T+ w(i+1, ) —v(i, ) +ip(v(i=1, j)—v(i, 7)) +i0(v(i+1, j—1)—v(i, j)) = 0,
0<i<C—1;
r(i,7) =T+ AMw(C,j +1) —v(C,j)) + Cu(v(C - 1,5) —v(C,j)) =0,

1= C.

Comme nous pouvons observer le nombre d’états est infinie parce que j peut
prendre n’importe quelle valeur dans Z, . Nous devons donc tronquer I'espace d’état
S a SM) .

SM = {s=(i,); 0<j<C; 0<j < M} (3.21)

En effet, il y aura autant d’équations d’Howard que le nombre d’états, !S (M )‘.
Le nombre d’inconnus sera les | S| valeurs d’état relatives plus le revenu attendu
7, c’est-a-dire |S™)| 4 1 inconnues. Cependant, comme seules les différences dans
les valeurs relatives apparaissent dans les équations de Howard, nous pouvons poser
v(0) = 0. Par conséquent on aura un systéme linéaire d’équations résoluble ayant le

méme nombre d’équations que le nombre d’inconnues.

3.2 Ajustement polynomial

L’Extrapolation de Valeur considére les valeurs d’état relatives en dehors de SM)
qui apparaissent dans les équations de Howard comme une extrapolation de certaines

valeurs relatives correspondant aux états se trouvant a 'intérieur de S™), En résume,
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3. Approche d’extrapolation de valeur

I’objectif de I’Extrapolation de Valeur est de trouver une fonction d’extrapolation qui
s’adapte & certains points de S de telle sorte qu’elle se rapproche également de
points en dehors de S™)_ 11 est important de choisir une fonction d’extrapolation qui
fait que les équations de Howard forment un systéme fermé d’équations linéaires [22].
Les fonctions les plus courantes qui remplissent cette condition sont les polynoémes.
Nous pouvons utiliser tous les états de S™™) dans la procédure d’implantation globale
ou ce qui est le plus couramment utilisé, seulement un sous-ensemble (Sy) de leur lo-
calisation. Par souci de simplicité, dans la description qui suit, on suppose qu’il existe
une application W & partir de I’ensemble bidimensionnel d’états vers un ensemble
a une dimension, par exemple les nombres réels : W : S + — R. Done, l'applica-
tion W traite des états comme s’ils étaient des valeurs réelles w = W(s). Le choix
de W dépendra fortement des états dans lesquels nous voulons extrapoler sa valeur
d’état relative. Notons également que la fonction d’extrapolation f(w) et I’ensemble
S}M) doivent étre choisis de fagon a ce que les parameétres de f(w) aient des valeurs
non ambigiies, c’est-a-dire que dans le cas du choix d’un polynéme comme fonction
d’extrapolation, le nombre de points différents dans SJ(CM) doit étre égal ou supérieur
au nombre de coefficients dans le polyndéme. En général, la procédure du calcul des

coefficients du polynéme consiste & minimiser I'erreur quadratique minimale [15] :

B =3 (f(w) - v(w))> (3.22)

weW

Alors les valeurs optimales pour les coefficients du polynéme «a; peuvent étre

calculées en résolvant les équations :

oF
8@1-

=0, Vi. (3.23)

Dans notre cas, nous utilisons autant de points que le nombre de parameétres du
polynome d’interpolation, de sorte que la procédure d’ajustement est une interpo-
lation polynomiale ordinaire et £ = 0, c’est-a-dire que tous les points considérés
se trouveront dans la courbe du polynéme. Dans ce cas, le probléme peut étre for-

mulé comme suit : Etant donné un ensemble de n = (W(S](CM))) = ‘S}M)‘ points
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3. Approche d’extrapolation de valeur

(wo, v(wp), vy (Wy—1,v(wy_1)) on peut déterminer un polyndéme de degré (n — 1) de

sorte que f(w;) = v(w;), pour i =0,...,n — 1, ou

f(w) = ag + ayw + asw? + ... + ap_jw" L.

Le polynéme d’interpolation satisfait aux n équation linéaires suivantes :

1

flw) = ap + ayw; + agw? + ... + a,_w? = v(w;), i=0,..,n— 1.

Ces derniéres, sous forme matricielle, se présentent de la maniére suivante :

1wy w{f‘l Qg v(wo)
T N I R
1 wpy - wpy (-1 v(wn-1)

La matrice des coefficients de ce systéme A est une matrice de Vendermonde,
dont le déterminant est non nul et donc A est inversible. Ainsi, il existe toujours une
solution unique au systéme linéaire d’équations considéré ou, de fagon équivalente, il
existe un polynome unique qui passe par tous les n points. Cependant, les matrices
de Vandermonde sont souvent mal conditionnées, surtout si certaines w; sont trés
proches, donc la procédure pour calculer le polynéme est également mal conditionnée
[17]. Tl est important de noter que I'unicité du polyndéme d’interpolation ne signifie
pas qu’il ne peut pas étre écrit dans une base différente de la base standard [20].
Plus concrétement dans ce travail, nous avons utilisé la base de Lagrange. Pour le

probléme d’interpolation considéré, le polynéme est une combinaison linéaire
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3. Approche d’extrapolation de valeur

n—1

lj(w):f[ —

1
i—0 w; — w; w; —Wy Wy; —Wj—1 W — Wj41 W — Wp-1
7]

w — Wy W—Wj—1 W—Wj41 W — Wp-1

Pour le probléme étudié, nous aurons une équation de Howard dans laquelle
apparait v(C, M + 1), c’est-a~dire une valeur relative d’un état qui n’appartient pas
a S Nous devons donc approximer la valeur relative v(C, M + 1) a l'aide de
certaines valeurs d’état relatives des états appartenant a S, 1l est important de
souligner que pour l'extrapolation de v(C, M + 1), nous n’utilisons que des états de
la forme s = (C,j) avec j variables. De ce fait, on définit 'application w comme
w((C, 7)) = j. De plus, on utilise un polynéme de degré (n — 1) qui interpole les n
points deSf = {s; = (C,Q —1),/i=0,...,n—1} et alors W(Sy) ={w; =Q —1i/i =
0,...,n — 1}. En effet,

wo = M —w(w) = v(C, M);

wy = M—1—v(w)=vC,M—1);

wj = M—j—uv(w;)=v(C,M—j);
Wy = M—(n—1) = v(w,—1) =v(C,M — (n—1)).

De cette facon, la forme générale d’extrapoltion lors de I'utilisation d’un polynéme

de degré (n — 1) est :

—_

n—

v™(CO, M+ 1) = LM +1) =) v(C, M — j)l;(M +1).

<
I
)

Par exemple, dans le cas de I'extrapolation linéaire n = 2, on utilise (M, v(C, M))
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3. Approche d’extrapolation de valeur

et (M —1,0(C;,M —1)):

(M+1)—(M-1) (M+1)—M
M—(M-1) M
= 2v(C,M)—v(C,M —1).

= v(C,M)

@, M+1) = LOM +1) =0(C, M)lg(M +1) +v(C, M — 1)l (M + 1)
+o(C,M —1) ;

(M —

Suivant la proceédure similaire, nous obtenons les relations suivantes pour n = 3
etn=4:

G, M+1) = 30(C,M)—=30(C,M —1) +v(C, M — 2);
WEe,M+1) = 40(C, M) —6v(C, M — 1) + 4v(C, M — 2) —v(C, M — 3).

Finalement

n—1

MO MA1) =) (-1 (k+1) (C,M — k),

k=0

ou n est le nombre de coefficients pris pour les polynémes de Lagrange.

3.3 Fonction Revenu

Par définition, r(s) est le taux de revenu obtenu lorsque le systéme est dans
I’état s. Par conséquent, nous devons définir le revenu comme la caractéristique de
performance que nous voulons calculer. De plus, les entrées r(s) dans les équations de
Howard doivent étre correctement définies. Le tableau 3.1 donne plusieurs exemples
sur la fagon dont 7(s) peuvent étre déterminés pour obtenir certaines caractéristiques
de performance. Par exemple, nous choisissons la probabilité de blocage et nous
définissons la fonction de revenu comme étant 1 dans les états ol un client est bloqué,
c’est-a-dire 7(C, j) = 1, pour tout 0 < j < M, et 0 dans le reste des états r(; j) = 0,
pour 0 <7 < C —1 et pour tout 0 < 57 < M.
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3. Approche d’extrapolation de valeur

TAB. 3.1 — Définition de la fonction revenu.

r(i,j) =1, pouri=Cet 7 >0

Probabilité de blocage Pe r(i, j) = O sinon

. . -~ ,7) =17 < < t0< <M
Nombre moyen de clients en orbite | Ny r(i,g) =, po:(l; ?7)_ _Z 0 si(f)r? 0=Jjs=

r(i,j) =14, pour 0<i<C et 0<j<M

Nombre moyen de serveurs occupés | C' . .
r(4,j) = 0 sinon

3.4 Effet de I’extrapolation de la valeur dans les équations
d’Howard

Dans notre probléme, nous n’aurons qu’a remplacer v(C, M + 1) par sa valeur
approximative dans I’équation de Howard qui correspond a létat (C, M + 1). Par

exemple, si nous utilisons I'extrapolation linéaire n = 2, cette équation devient

r(C,M) —r+v(C,M)(—A—Cu)+  w(C,M+1)+ Cuv(C — 1, M)
= r(C,M)—r+v(C,M)(A—Cp)+ Cuv(C —1,M) +v(C,M —1) =0.

Comme v(C, M 4 1) n’apparait plus dans les équations de Howard, nous avons un
systéme linéaire de (C'+ 1) x (M + 1) équations ayant le méme nombre d’inconnues.
Ce systéme peut étre exprimé sous forme matricielle pour des raisons de simplicité.
Par conséquent, le systéme peut étre réécrit comme 27" = b, oll  est un vecteur avec
les inconnues (C'+ 1) x (M 4 1) (T et les valeurs d’état relatives v(s)) et b comporte

les taux de revenu négatifs pour les différents états [14] :

r = [r,v(0,1),..v(0,M),v(1,0),..0(C, M));
= [-r(0,0),—r(0.1),...,—7(C,0), —r(C, M)];

La matrice T représente la matrice des coefficients et peut étre construite en

mettant tous les éléments de la premiére rangée de la matrice Ty égale & —1. La
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3. Approche d’extrapolation de valeur

matrice Ty est donnée par :

[ A0 4 ... 0 O
AL AL .. 0 0
Ty = S - : : ;
O O - A1 AGH
O O .- AS A€

ou les sous-matrices sont définies comme

Ay=(i+ul, 0<i<C -1,

B |
0 A 26
A= |5 | 1<i<o
A MO
0 A
0 -
0 aa—20
Al=10 0 a—20 0 ,poura=—A—iu, 0<i<C—1.
| 0 0 0 e a— M6

Lorsque i« = C, et s’il s’agit de 'extrapolation linéaire n = 2 et quadratique n = 3,

nous obtenons respectivement

>

>
|

Q
=
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3. Approche d’extrapolation de valeur

o _
A B
0 A

A = : : ,
0 0 0 A
00 -~ B =3\
00 - A 2\—Cu

ou f = —\ — Cu. En générwal, si 'extrapolation est fait avec n < M + 1 points,

la matrice A¢ est donnée par :

[ 5 0 0 Act) |
B - 0 Ac(Mnll
0 A - 0 Acly
AV = | ¢ : : ,
00 -~ 0 Acs
00 - B Act”
00 - A —A—Cu+rd"”

ou
(n) (—1)IC7ZZ+1, sil<n
: 0, sil>n

Nous soulignons que la taille de la matrice T" ne dépend pas du degré de polyndéme
utilisé pour effectuer ’extrapolation ; seule la derniére colonne de la matrice A dépend
de I'ajustement polynomial. Cette caractéristique & ’avantage suivant : il n’y aura
pas de différence dans le cott de calcul lorsqu’on utilise un degré d’extrapolation
plus élevé.

L’inconvénient principal de la technique d’extrapolation de la valeur est que cette
technique est seulement capable de calculer une mesure de performance chaque fois
que nous résolvons le systéme. Néanmoins, nous pouvons surmonter cet inconvénient
de la suivante. D’une maniére générale, la solution du systeme z1" = b peut étre

obtenue en utilisant la matrice inverse de 7" en faisant = b7 ~!. Notons également
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3. Approche d’extrapolation de valeur

que le choix d’une autre mesure de performance n’affectera que les valeurs dans b.
Par conséquent, le calcul d’une seconde mesure de performance augmente seulement
les dépenses de calcul par le cotit du produit 671, car le reste du processus de calcul

de la matrice inverse T—! n’est résolu qu'une seule fois [14].
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CHAPITRE 4

Performance de la méthode extrapolation de valeur

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous examinons efficacité et effectivité de ’approche Extra-
polation de Valeur en comparant avec une autre approche basée sur la troncature
directe de ’espace d’états infini. En outre, nous étudions I'influence des paramétres

du modeéle considéré sur sa performance.

2 Comparaison de EV et TF

Ce paragraphe traite des résultats numériques rendus disponibles par les pro-
cédures données en 3.2 et 3.3 : Troncature Finie et Extrapolation de Valeur. Nous
comparons la valeur minimal du niveau de troncature M de la probabilités de blo-
cage et le nombre moyen de clients on orbite (lors de I'application de EV et par les
résultats obtenue par Falin on appliquons la TF [9]).

Dans [9], pour C = 5, A = 4 et # = 20 a calculer la probabilité de blocage et
le nombre moyen de client en orbite pour différente valeurs de M. Avec les mémes
parameétres ( C' =5, A\ = 4 et § = 20) ont a calculer la probabilité de blocage et le

nombre moyen de client en orbite avec la méthode d’Extrapolation de la Valeur.
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3. Etude de la performance du systéme

TAB. 4.1 — Comparaison entre TF et EV

M | Méthode P. Ny
. VE 0.5331 0.9797
TF 0.4539 1.6240
10 VE 0.5345 1.7057
TF 0.5102 2.1396
15 VE 0.5347 2.0893
TF 0.5268 2.3119
50 VE 0.5347 2.2687
TF 0.5321 2.3692
o VE 0.5347 2.3456
TF 0.5338 2.3881
20 VE 0.5347 2.3773
TF 0.5344 2.3944

A partir de la Table 4.1, on voit que la méthode d’Extrapolation de Valeur pré-

sente des performances beaucoup plus élevées en termes de précision

Remarque 2.1 Dans ce paragraphe, pour résoudre le systéme d’équations de Ho-

ward, le logiciel abordable et personnalisable Matlab a été utilisé.

3 Etude de la performance du systéme

Maintenant, nous étudions 'effet de taux de rappels sur les mesures de perfor-
mance N, Pc et C. Les résultats numériques sont obtenus en appliquant la méthode
Extrapolation de Valeur et a I'aide du logiciel Matlab.

A partir de la Table 4.2, on peut voir que 'augmentation du taux de rappels 6
entraine une amélioration sensible de Ny mais elle déteriore la probabilité de blocage
Pe.

Le scénario considéré est :

— Le nombre de serveurs C' = 20;

— Le taux d’arrivée A = 15;
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4. Conclusion

TAB. 4.2 — Nombre moyen de client en orbite et Probabilité de blocage par rapport
a theta

0 P. Ny
1 [0,0821 [ 1,6387
10 | 0,1229 | 0,6247
100 | 0,1527 | 0,4930

— Le taux de service p = 1;

— Le niveau de troncature M = 15;

4 Conclusion

Nous concluons que "approche, basée sur les outils de la théorie de Processus de
Markov Décisionnels (EV), peut étre utilisée avec succes lors de la résolution du mo-
deéle & multiserveurs avec rappels. En outre, 'approche en question permet d’obtenir
des résultats précis avec de faibles niveaux de troncature, ceci réduit considérable-

ment le cott de calcul.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a l’étude des modeéles de type
M/M/C avec rappels. Vu I'impossibilité de fournir une solution exacte aux carac-
téristiques essentielles du systéme, nous avons fait appel aux approximations. En
effet, nous avons considéré deux approches alternative : la premiére permet d’ob-
tenir une solution numérique approchée a la distribution stationnaire de 1’état du
systéme, puis, a 'aide des outils fondamentaux de la théorie des probabilités, cal-
culer les mesures de performance; tandis que la seconde utilise les moyens fournis
par la théorie des Processus de Markov Décisionnels et permet d’exprimer et par la
suite de déterminer les indices de performance en question en termes d’une certaine
métrique, appelée valeur d’état relative. Toutefois, les deux approches sont basées

sur le principe de troncature de ’espace d’états infini.

Notre apport est théorique et pratique. Dans un premier temps, nous avons décrit
le modeéle général d’un systéme de files d’attente classique ainsi que d’un systém de
files d’attene avec rappels et d’'un modéle markovien & multiserveurs. Nous avons
discuté les approches les plus intéressantes et les plus performantes pouvant étre

appliquées lors de I'analyse des modeles avec rappels et multiserveurs.

Dans un deuxiéme temps nous avons obtenu des solutions pour le modele M/M/C
avec rappels a l'aide de la méthode de Troncature Finie et de la méthode d’Extra-

polation de Valeur. En comparant les performances des méthodes en question, nous
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4. Conclusion

pouvons conclure que la seconde méthode est plus appropriée pour la résolution du
modeéle étudié, en particulier sous les niveaux élevés de la congestion. Elle permet
d’obtenir les résultats précis avec de faibles niveaux de troncature.

Les résultats obtenus dans ce travail permettent d’envisager un nouveaux pers-
pective de recherchee qu’est :

— Définir une nouvelle approche de résolution des modéles a multiserveurs basée

sur les notions et principes issus de la théorie des jeux.
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Annexe

Variable aléatoire

Une variable aléatoire X est une application qui, a chaque événement élémentaire
de 'univers, associe un nombre réel. Définir une loi de probabilité de X, c’est associer

a chaque résultat x; un nombre p; positif tel que la somme des p; soit égale a 1.

Fonctions génératrice

X est une variable aléatoire a valeur entiéres non négative. La fonction génératrice

de X est définie par :
F(z) = E(Z") = anz” Ou p,=p(X=n)neN
n=0

Et z est une variable complexe. On vérifie immédiatement que f(z) est définie au

moins pour |z| < 1 et que

f(0) =po et f(1)=1.
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4. Conclusion

Processus stochastique

Un processus stochastique X (t); .1, est une fonction du temps dont la valeur a
chaque instant dépend de l'issue d’une expérience aléatoire. A chaque instant ¢ €71,
X (t) est donc une variable aléatoire.

Un processus stochastique peut donc étre considéré comme une famille de variable
aléatoires (généralement non indépendantes). L’ensemble des temps 1" peut étre dis-
cret ou continu. X (¢) définit 'état du processus & un instant donné ¢. A nouveau,
I’ensemble E des valeurs que peut prendre le processus & chaque instant est appelé

espace d’état et peut, de méme que 7', étre discret (finit ou infini) ou continu.

Processus de naissance et de mort

Les processus de naissance et de mort sont des processus stochastiques & temps
continu et a espace d’états discrets n = 0,1, 2..... Ils sont sans mémoire, et & partir
d’un état donné n, seules les transitions vers 'un des états voisins (n+1) et (n—1) avec
n > 1 sont possibles. On parle alors de « naissances » et de « morts ». Ces processus

sont utilisés pour modéliser les systémes d’attente et ’évolution de populations.

Définition 4.1 soit un processus stochastique { X (t);t > 0} a états discrets n € N,

et homogene dans le temps, c’est a dire :
P(X(t+s)=7,/X(s) =1) = p;;(t), ne dépend pas de s

Le processus {X (t);t > 0} est un processus de naissance et de mort s’il satisfait

les conditions Suivantes :
piiv1(At) = At + o(At) (i > 0)
piic1(At) = At 4 o(At) (i >1)
pii =1— (N + ;) At +0o(At) (i >0)
pij(At) = o(At) |i
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4. Conclusion

Les coefficients positifs \; et p; sont appelés taux de transition, plus particuliére-
ment tauzr de naissance (ou de croissance) pour \; et taux de mort (ou de décrois-

sance) pour p,.

Régime transitoire

Pour calculer les probabilités d’états P, (t) = P(X(t) = n) nous pouvons écrire

d’aprés le théoréme des probabilités totales et pour n > 1.

pu(Dt+1) = Y pit)pin(At)

t>0
= Pn-1 (t)pnfl,n(At) + Dn (t)pn,n(At) + Pn+1 (t)anrl,n(At)
= 1Pt (AL + (1= (An 4 p))Pa ()AL + 1y 1P () AL + 0(Al)

LAl D= 5 paal6) = Ot dpal®) + () + 20
On faisant tendre At vers 0, on trouve :
Po(t) = McaPn1(t) — a4 )P0 () + fl1Pnia(t), Yo > 1o, (1.1)
pour n = 0, on pose p, = 0,
po(t) = —=Xopo(t) + pypr(t)...... (1.2)

Onap,1(t)=0sin=0

po(t) = —Xopo(t) + pypa(t)
Pot) = Ancipa-1(t) = (An 4 p)Pa(t) + ty1Pesa (), VY > 1

Les équations (1.1) et (1.2) sont connues sous le nom "équations différentielles de
Kolmogorov "elles permettent de calculer les probabilités d’état p,,(t) si 'on connait

les condition initiales du processus.

Régime stationnaire
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4. Conclusion

Lorsque t — 400 les limites p, = lim; .o, p,(t) existent et sont indépendantes
de Détat initial du processus, on a alors lim; .., p),(t) = 0. Ceci se traduit par les

équations dites de balances.

0 = —(A+ )Pn+ Mc1Pnot + HpPrir 1> 1
0 = Aopo+ up: n=>0

aux quelles il faut ajouter la condition Z pn = 1.
n=0
En addionnant les (n 4 1) premiéres equations, on obtient : i, ., = Anpy,

d’ou
Ao A

Hifgeeeefly
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