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Résumé

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés par l�étude d�un système de �les

d�attente avec rappels et multiserveurs M/M/C. Dans un premier temps, nous avons

e¤ectué une étude sur les systèmes de �les d�attente classiques. Après nous avons

présenté la description du modèle général d�un système de �les d�attente avec rappels,

en particulier celui M/M/C avec rappels, ainsi les solutions exactes proposées dans

la littérature pour ces modèles markoviens.

Dans un deuxième temps, nous avons décrit deux approches d�obtention des solu-

tions, rencontrées dans la littérature, pour les modèles avec rappels et multiserveurs

"la troncature �nie et l�Extrapolation de Valeur". Et à la �n nous avons examiné

la performance de la méthode Extrapolation de Valeur, en termes de précision, en

comparant les résultats numériques fournis par cette méthode avec la méthode de

Troncature �nie.

Mots clés : systèmes de �les d�attente, processus stochastique, Extrapolation de
Valeur, Troncature Finie.
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Abstract

In this work, we were interested to the study of a retrial multiservers queuing

system MnMnC. First, we carried out a study on classic queuing systems. Then,
we presented the description of the general model of a retrial queuing systems , in

particular MnMnC, as well as the exact solutions proposed in the literature for these
Markovian models.

Secondly, we have described two approaches for obtaining solutions, encountered

in the literature, for models with retrial and multiservers "Finite Truncation and Ex-

trapolation of Values". And at the end we examined the performance of the method

of Extrapolation of Values, in terms of precision, by comparing the numerical results

provided by this method with the method of Finite Truncation.

Keywords : Queuing Systems, Stochastic Process, Extrapolation of Values, Fi-
nite Truncation.
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Introduction

La théorie des �les d�attente tire son origine des recherches de l�ingénieur danois

Agner krarup Erlang entre 1909 et 1920. Ce dernier étudiait le concept de la �le

d�attente des systèmes téléphoniques, dans les centres d�appels de Copenhague. De-

puis, plusieurs mathématiciens se sont intéressés aux �les d�attente et ont développé

les modèles mathématiques de cette théorie. Plusieurs modèles de �les d�attente

classiques ont été étudiés depuis Erlang, et plusieurs formules "élégantes" ont été

élaborées et proposées comme étant des solutions analytiques de certains types de

problèmes.

Dans le modèle des �les d�attente classique, il est supposé qu�un client qui ne

peut pas obtenir son service immédiatement dès son arrivée, rejoint la �le d�attente

ou quitte le système dé�nitivement. Les systèmes de �le d�attente développés tentent

de prendre en considération des phénomènes de répétition de demandes de service, et

ceci après une durée du temps aléatoire. Un tel système est connu comme «système

de �les d�attente avec rappels» .

Le système des �les d�attente avec rappel a été surtout utilisée pour modéliser

les systèmes téléphoniques, centres d�appels et les réseaux informatiques. Elle sert à

résoudre des problèmes pratiques, tels que l�analyse du temps d�attente des abon-

nés dans les réseaux téléphoniques, l�évitement de collision dans les réseaux locaux,

l�analyse du temps d�attente pour accéder à la mémoire sur les disques magnétiques.
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La théorie analytique des systèmes de �les d�attente avec rappels s�avère d�une

portée limitée en raison de la complexité des résultats obtenus. En e¤et, dans la

majorité des cas, on se retrouve conforté à des systèmes d�équations dont la résolution

est complexe, ou possédant des solutions qui ne sont pas facilement interprétables

pour que le praticien puisse en béné�cier. Depuis la publication des premiers résultats

dans les années 1950, les �les d�attente avec rappels ont été largement utilisés pour

modéliser plusieurs problèmes de télécommunication, réseaux d�ordinateurs, et dans

la vie quotidienne. L�intérêt le plus grand des �les d�attente avec rappels est alors

re�été sur l�existence de séries d�ateliers internationnaux sur les �les d�attente avec

rappels qui ont apparu à Madrid (1998). Par la suite, des sémminaires ont été fait à

Minsk (1999), Amsterdam (2000), Cochin (2002), Seoul (2004), Mira�ores de la Sierra

(2006) et Athens (2008). La nature des résultats obtenus, des méthodes d�analyse et

des domaines d�application nous permettent de diviser les �les d�attente avec rappels

en deux groupes : les systèmes à serveur unique, et à multiserveurs. Les modèles à

multiserveurs attirent beaucoup d�attention parce que la conception d�un systèmes

de �les d�attente avec rappels est déduite de ces importantes applications dans les

systèmes de téléphonie.

Du à l�absence des formules analytiques explicites pour les caractéristiques pro-

babilistes principales des modèles de �les d�attente avec rappels et multiserveurs, la

seule méthode pour obtenir des données numériques précises consiste à résoudre les

équations de Kolmogorov numériquement. Mais dès que ce système d�équations est

in�ni, il ne peut être résolu directement même sur ordinateur. Les transformations,

qui réduisent ces équations à une solution d�un petit problème �ni, dans le cas gé-

néral ne sont pas disponibles. C�est pourquoi, nous nous adressons aux approches

d�approximations.

Cependant, de nombreux chercheurs recourent à des approximations, qui sont

souvent basées sur des modèles tronqués �nis [30], des modèles tronqués généralises

ou sur une homogénéisation de l�espace d�états [26]. Dans les deux premiers cas, le

processus stochastique hétérogène, décrivant l�état du système et possédant un espace

d�états in�ni, est remplacé par un autre homogène et ayant l�espace d�états �ni ou

in�ni mais résoluble. Le troisième type d�approximation consiste à analyser le système
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de �les d�attente comme un processus de quasi-naissance et mort dont les probabilités

stationnaires peuvent être obtenues en utilisant une méthode matricielle géométrique

[23]. Ces approches fournissent une solution numérique à la distribution stationnaire

des chaines de Markov à temps continu. Une approche alternative a été proposée

dans [22] pour calculer les mesures de performance des processus de Markov à espace

d�états in�ni, appelé Extrapolation de Valeur. L�approche en question consiste à

étudier un processus stochastique de Markov en tant qu�un processus de Markov

décisionnel : on ne considère plus la probabilité d�être dans un certain état, mais

on s�intéresse à une nouvelle métrique, appelée valeur d�état relative. Le but est

de trouver la valeur relative moyenne, représentant une mesure de performance du

modèle, en résolvant les équations de Howard.

Dans ce mémoire, nous présentons deux approches alternatives : Troncature Finie

et Extrapolation de Valeur. Nous présentons des résultats numériques pour examiner

la performance de la méthode Extrapolation de Valeur des systèmes de �les d�attente

avec rappels et multiserveurs M=M=C. Nous montrons que la méthode basée sur les

outils de la théorie des Processus de Markov Décisionnels est plus appropriée pour la

résolution des systèmes M=M=C que celle qui donne la solution pour la distribution

stationnaire de la chaine de Markov à temps continu.

Ce mémoire est constitué d�une introduction générale, quatre chapitres, d�une

conclusion générale, d�une bibliographie et d�un Annexe.

Dans le premier chapitre, nous présentons les systèmes de �les d�attente clas-

siques.

Le second chapitre contient la description du modèle général d�un système de �les

d�attente avec rappels, en particulier celui M=M=C avec rappels, puis les solutions

exactes proposées dans la littérature pour ces modèles markoviens.

Dans le troisième chapitre, nous décrivons le modèle tronqué et l�approche Ex-

trapolation de Valeur.

Dans le quatrième chapitre, nous examinons la performance de la méthode Ex-

trapolation de Valeur, en termes de précision, en comparant les résultats numériques

fournis par cette méthode avec ceux de la Troncature Finie.

Dans la conclusion générale, nous présentons un perspective de recherche.
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CHAPITRE 1

Syst�emes de Files D'attente Classiques

Les syst�emes de �les d'attente d�ecrivent un aspect de la vie moderne que nous

rencontrons �a chaque �etape de nos activit�es quotidiennes. Qu'il se produit devant

un guichet d'une banque ou en acc�edant �a l'internet, le ph�enom�ene de base des �les

d'attente surgit chaque fois qu'un serveur (guichet, routeur, . . . ) est consult�e pour

son service par un grand nombre de taches ou de clients.

Dans ce chapitre, nous pr�esentons les �el�ements essentiels des syst�emes de �les

d'attente classiques.

1 Rappel historique

La th�eorie des �les d'attente fournit un outil tr�es puissant et e�cace pour la

mod�elisation des syst�emes admettant un ph�enom�ene d'attente. Cette th�eorie date

du d�ebut du XX�eme si�ecle par les travaux de l'ing�enieur danois Agner Krarup

Erlang (1878,1929). Ses �etudes sur le tra�c t�el�ephonique de Copenhague pour le

mieux g�er�e a�n de d�eterminer le nombre de circuits n�ecessaires pour fournir un ser-

vice t�el�ephonique acceptable, sont consid�er�ees comme la premi�ere brique dans cette

th�eorie [5].

Ensuite, les �les d'attente ont �et�e int�egr�es dans la mod�elisation des syst�emes in-
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2. Description des �les d'attente

formatiques et aux r�eseaux de communication. Cette int�egration dans ces domaines

et d'autres a permis une �evolution de cette th�eorie surtout dans l'�evaluation des

param�etres de performances des syst�emes informatiques et aux r�eseaux de commu-

nication.

Actuellement ce sont les applications dans le domaine de l'analyse de performance

des r�eseaux (t�el�ephone mobile, Internet, multim�edia,. . . ) qui suscitent le plus de

travaux.

L'�etude d'un syst�eme de �les d'attente consiste �a calculer ces param�etres de per-

formances a�n d'�evaluer son rendement, et am�eliorer son fonctionnement (minimiser

le temps d'attente et le temps d'inactivit�e de l'installation) de savoir par exemple si le

nombre de serveurs dans le syst�eme et est ad�equate pour g�erer le 
ux de demandes ou

encore d'appr�ehender les e�ets d'une modi�cation des conditions de fonctionnement,

et ainsi prendre des d�ecisions sur le nombre minimum de ressources n�ecessaires.

Depuis les travaux d'Erlang un grand nombre d'applications dans tous les do-

maines ont �et�e mis en �uvre et publi�ees. En 1953, David G. Kendall a introduit la

notation de Kendall pour d�ecrire les caract�eristiques d'un syst�eme de �le d'attente.

En 1957 d'une mani�ere particuli�erement �el�egante et e�cace Jackson a trait�e certains

r�eseaux de �les d'attente. En 1961, Thomas L. Saaty [3], auteur de l'un des premiers

livres complets sur la th�eorie des �les d'attente. Ensuite c'est les contributions des

math�ematiciens Khintchine, Palm, Pollaczek et Kolmogorov qui ont vraiment pouss�e

la th�eorie des �les d'attente.

2 Description des �les d'attente

Une �le d'attente ou queue est un syst�eme stochastique compos�e d'un certain

nombre(�ni ou non) de places d'attente d'un ou plusieurs serveurs et bien sûr de

clients qui arrivent, attendent, se font servir selon des r�egles de priorit�e donn�ees

et quittent le syst�eme. La description pr�ec�edente d'une �le d'attente, dont une

repr�esentation sch�ematique est donn�ee en �gure 1.1, ne saurait capturer toutes les

caract�eristiques des di��erents mod�eles que comptent la litt�erature, mais elle identi�e

les �el�ements principaux permettant la classi�cation de la grande majorit�e des �les

11



3. caract�eristiques d'un syst�eme de �les d'attente

d'attente simple.

Fig. 1.1 { Syst�eme de �les d'attente classique

3 caract�eristiques d'un syst�eme de �les d'attente

Pour identi�er un syst�eme de �les d'attente, on doit sp�eci�er le processus d'ar-

riv�ee, le processus de service, le nombre de serveurs, la discipline de service, la ca-

pacit�e de la �le d'attente et la taille de la population.

3.1 Processus d'arriv�ee

Dans des situations de �les d'attente habituelles, le processus d'arriv�ee est stochas-

tique. Il est n�ecessaire donc de :

{ D�e�nir la probabilit�e d�ecrivant les temps entre deux arriv�es successifs des

clients (les inters arriv�es). Dans la th�eorie classique des �les d'attente, on fait le plus

souvent l'hypoth�ese que les clients arrivent de mani�ere isol�ee et ind�ependamment les

uns des autres.

{ Connaitre la r�eaction du client lors d'entrer au syst�eme : s'il decide d'attente

dans la �le ou bien, si cette derni�ere est tr�es long, il decide de quitter le syst�eme sans

recevoir le service. Lorsque'un client decide de ne pas entrer dans la �le d�es son

arrive, il est appel�e client rejet�e. Cependant s'il decide d'entrer dans la �le d'attente,

mais perd sa patience apr�es quelque temps, il est appel�e client d�ecourag�e.

12



3. caract�eristiques d'un syst�eme de �les d'attente

3.2 Processus de service

Le temps de service est la dur�ee n�ecessaire au traitement d'un client (c'est le

temps �ecoul�e depuis l'arriv�ee du client dans le serveur jusqu'au point de d�epart), il

est suppos�e être une variable al�eatoire ind�ependante et identiquement distribu�ee.

3.3 Nombre de serveur

Le nombre de serveurs correspond au nombre maximal de clients qui peuvent

être trait�es simultan�ement. Tous les serveurs sont suppos�es identiques, en particulier

les temps de service sont ind�ependants d'un serveur �a l'autre et distribu�es selon une

même loi de probabilit�e.

3.4 Discipline de service

La discipline de service d�etermine l'ordre dans lequel les clients sont rang�es dans

la �le pour pouvoir d�eterminer le tour de chaque client pour e�ectuer son service.

Les disciplines les plus courantes sont [8] :

{ FIFO (�rst in, �rst out) ou (premier arriv�e, premier servi) : c'est la �le

standard dans laquelle les clients sont servis dans leur ordre d'arriv�ee. Le premier

client arriv�e est servi premier.

{ LIFO (last in, �rst out) ou LCFS (last come, �rst served) ou DAPS (dernier

arriv�e, premier servi) : cela correspond �a une �le, dans laquelle le dernier client arriv�e

sera le premier trait�e, les disciplines LIFO et LCFS ne sont �equivalentes que pour

une �le mono serveur.

{ RANDOM (al�eatoire) : Le prochain client qui sera servi est choisi al�eatoirement

dans la �le d'attente.

{ Round-Robin (cyclique) : Tous les clients de la �le d'attente entrent en

service �a tour de rôle, e�ectuant un quantum Q de leur temps de service et sont

replac�es dans la �le, jusqu'�a ce que leur service soit totalement accompli. Cette

discipline de service a �et�e introduite a�n de mod�eliser les syst�emes informatiques.
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4. Notation de Kendalle

3.5 Capacit�e de la �le

Dans certains syst�emes de �le d'attente, des contraintes physiques ou organisa-

tionnelles peuvent exister et limitent la longueur maximale de la �le. Dans ces types

de cas, la capacit�e du syst�eme indique le nombre maximal des clients qui peuvent se

retrouver dans le syst�eme (en attente de service et en service). Dans un syst�eme de

production, cette capacit�e peut être li�ee �a une limite de l'espace de stockage.

3.6 Taille de la population

Dans la th�eorie des �les d'attente, la population est la source de clients potentiels.

Il y a deux situations possibles. Dans le premier cas, la population est in�nie, c'est-

�a-dire que le nombre potentiel de clients est in�niment grand en tout temps. C'est

le cas des clients des supermarch�es, des banques, des restaurants, des cin�emas, des

centres d'appels, tra�c urbain, etc. De plus, les clients proviennent de toutes les

r�egions possibles.

Dans la deuxi�eme situation, la population est �nie, ce qui signi�e que le nombre

de clients potentiels est limit�e. Un bon exemple est le nombre de machines, d'avions,

etc., en r�eparation dans le centre de maintenance d'une entreprise.

4 Notation de Kendalle

Pour la classi�cation des syst�emes d'attente, on recourt �a une "notation symbol-

ique" dite notation de Kendall. Cette notation comprend des symboles rang�es dans

l'ordre, elle est not�e par AnBnCnmnOnH tel que [8] :

{ A indique la loi des temps interarriv�ees des clients.

{ B indique la loi des temps de services.

{ C indique le nombre de serveurs.

{ m indique la capacit�e de la salle d'attente, ce dernier sera supprim�e si m =1:
{ O indique la discipline du service.

{ H la source des clients potentiels, qui peut être �ni ou in�ni, homog�ene ou

h�et�erog�ene.
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5. Mesures de performance

Les lois des deux premiers symboles sont donn�ees par :

{ M : loi exponentielle,

{ G : loi g�en�erale,

{ D : loi constante (d�eterministe),

{ Ek : loi d'Erlang d'ordre k,

{ Hk : loi hyperexponentielle.

5 Mesures de performance

Les mesures de performance sont :

� Le nombre moyen de clients dans le syst�eme N:
� Le nombre moyen de clients dans la �le d'attente N f :

� Le temps moyen d'attente d'un client dans la �le d'attente W:
� Le temps moyen de s�ejour d'un client dans le syst�eme W S:

Ces valeurs ne sont pas ind�ependantes les unes des autres, mais sont li�ees par les

relations suivantes (Formules de Little) :

N = �W S;

N f = �W;

W s = W +
1

�
;

W =
N f

�
;

N = N f +
�

�
:

O�u � est le taux d'entr�ee des clients dans le syst�eme, et 1
�
la dur�ee moyenne du

service (� > 0): Une autre mesure importante d'un syst�eme de �les d'attente, celle

qui mesure le degr�e de saturation du syst�eme, est l'intensit�e du tra�c �

� =
temps moyen du service

temps moyen entre deux arriv�ees succesives
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CHAPITRE 2

Syst�emes de �les d'attente avec rappel

Les syst�emes de �les d'attente avec rappels ou avec r�ep�etition d'appels se car-

act�erisent par le fait suivant : un client qui arrive dans le syst�eme et trouve tous les

serveurs occup�es, quitte le syst�eme d�e�nitivement, ou rappelle ult�erieurement �a des

instants al�eatoires. Un client qui attend pour rappeler est dit en orbite et devient

source d'appels secondaires. Ces mod�eles d'attente apparaissent dans la mod�elisation

stochastique de plusieurs situations r�eelles et des r�eseaux de t�el�ecommunications. Par

exemple dans la transmission de donn�ees, un paquet transmis de la source �a la des-

tination peut être retourn�e, et le processus doit être r�ep�et�e jusqu'�a ce que le paquet

soit �nalement transmis. Les premi�eres tentatives rigoureuses sur les syst�emes de

�les d'attente avec rappels remontent aux travaux de Kosten (1947) [21], Wilkinson

(1956) [28], Cohen (1957) [6], et ceci lors de la mod�elisation du service d'abonn�es

dans un central t�el�ephonique. Les progr�es dans ce domaine sont r�esum�es dans [2, 10,

11],....., et dans les monographies de Falin et Templeton (1997) [12] et A rtalejo et

Gomez-Corral (2008) [4].
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1. Mod�ele g�en�eral

1 Mod�ele g�en�eral

Le mod�ele g�en�eral d'un syst�eme de �les d'attente avec r�ep�etition de demandes

peut être d�ecrit comme suit : le syst�eme contient un espace de service compos�e de

C � 1 dispositifs de service et d'un espace d'attente ayant m � c(m � c) positions
d'attente. �A l'arriv�ee d'un client primaire, s'il y a un ou plusieurs serveurs libres, le

client sera imm�ediatement pris en charge. Sinon, s'il y a une position d'attente libre,

le client rejoint la �le d'attente. Lorsque tous les serveurs et positions d'attente sont

occup�es, le client quitte le syst�eme, soit d�e�nitivement avec une probabilit�e 1 �H0
soit temporairement avec une probabilit�e H0 et rappelle ult�erieurement, apr�es un

temps al�eatoire. La capacit�e O de l'orbite peut-être �nie ou in�nie. Dans le cas o�u

O est �nie, et si l'orbite est pleine, le client quitte le syst�eme d�e�nitivement. Chaque

client de l'orbite forme un processus d'arriv�ees secondaires de taux � et il est trait�e

de la même mani�ere qu'un client primaire avec une probabilit�e HK (s'il s'agit de la

K i�eme tentative �echou�ee). Le sch�ema g�en�eral d'un syst�eme avec rappels est donn�e

dans la �gure suivante :

Fig. 2.1 { Sch�ema g�en�eral d'un syst�eme de �les d'attente avec rappels
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2. Mod�eles markoviens

2 Mod�eles markoviens

2.1 Mod�ele MnMn1 avec rappels

On consid�ere un syst�eme de �les d'attente sans positions d'attente. Le service

est assur�e par un seul serveur. Les clients primaires arrivent selon un processus de

Poisson de taux � > 0. Les dur�ees de service suivent une loi exponentielle de fonction

de r�epartition B(x) = 1 � exp(��x) , x � 0 et de moyenne �nie 1
�
: Les temps

entre deux rappels cons�ecutifs sont �egalement exponentiels de param�etre � > 0 (la

fonction de r�epartition T (x) = 1�exp(��x) , x � 0). Nous admettons que les dur�ees
de service, les dur�ees entre deux rappels cons�ecutifs ainsi qu'entre deux arriv�ees

primaires successives sont mutuellement ind�ependantes. L'�etat du syst�eme peut être

d�ecrit par le processus

fC(t); N0(t); t � 0g; (2.1)

O�u C(t) est �egale �a 0 ou 1 selon le fait que le serveur est libre ou non, N0(t) est le

nombre de clients en orbite l'instant t. Supposons que le r�egime stationnaire existe

(� = �
�
< 1). Le processus (2.1) est de Markov d'espace d'�etats S = f0; 1g � N:

Les �equations d'�equilibre stationnaire sont :

(�+ j�)p0j = �p1j; (2.2)

(�+ �)p1j = �p0j + (j + 1)�p0;j+1 + �p1;j�1: (2.3)

Ici, pij = limt!1 P (C(t) = i; N0(t) = j); i = 0; 1 et j � 0; repr�esentent la

distribution stationnaire conjointe de l'�etat du serveur et du nombre de clients en

orbite. Introduisons les fonctions g�en�eratrices suivantes :
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2. Mod�eles markoviens

P0(z) =
1X
j=0

zjp0j;

P1(z) =
1X
j=0

zjp1j;

�A l'aide de ses fonctions et �a partir des �equations (2.2) et (2.3), on obtient :

P0(z) = (1� �)(
1� �
1� z�)

�
� ; (2.4)

P1(z) = �(
1� �
1� z�)

�
�
+1: (2.5)

Les transform�ees inverses des (2.4) et (2.5) nous donnent les formules analytiques

explicites [13] :

p0j =
�

j!�j
�j�1k=0(1 + k�)(1� �)

�
�
+1;

p1j =
�j+1

j!�j
�jk=1(�+ k�)(1� �)

�
�
+1;

2.2 Mod�ele MnMnC avec rappels

Les mod�eles �a multiserveurs attirent beaucoup d'attention parce que la conception

d'un syst�eme de �les d'attente avec rappels est d�eduite d'importantes applications

dans les syst�emes de t�el�ephonie. Une �etude d'un syst�eme d'attente avec rappel peut

être consid�er�ee comme compl�ete si la distribution stationnaire du processus stochas-

tique en question, ou au moins une d�ependance analytique explicite entre les car-

act�eristiques essentielles du syst�eme et les param�etres initiaux �; C; �; � est �etablie.
�A ce jour, seuls quelques r�esultats peuvent être consid�er�es comme valides pour les

mod�eles avec rappels et multiserveurs, et ceci dans le cas d'un service exponentiel.
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2. Mod�eles markoviens

Consid�erons un groupe de C serveurs enti�erement disponibles dans lequel un 
ux

des arriv�ees primaires poissonnien arrive avec un taux � > 0: Si un client primaire

arrivant trouve un serveur libre, il occupe imm�ediatement un serveur et quitte le

syst�eme apr�es le service. Sinon, si tous les serveurs sont occup�es, il entre on orbite.

Nous supposons que la dur�ee entre deux rappels cons�ecutifs est distribu�ee expo-

nentiellement avec le param�etre �; et les temps de service sont distribu�es exponen-

tiellement avec le param�etre �:

Le fonctionnement du syst�eme peut être d�ecrit par le processus stochastique de

Markov fC(t); N0(t); t � 0g; O�u C(t) est le nombre de clients dans l'espace de service
et N0(t) est le nombre de clients en orbite �a l'instant t. Son espace d'�etats est donc

S = f0; 1:::; Cg�N: Ses taux de transition in�nit�esimaux q(ij)(nm) sont donn�es par :
1. Pour 0 � i � C � 1

q(ij)(nm) =

8>>>>>><>>>>>>:

�; si (n;m) = (i+ 1; j);

i�; si (n;m) = (i� 1; j);
j�; si (n;m) = (i+ 1; j � 1);

�(�+ i�+ j�) si (n;m) = (i; j);

0 sinon

2. Pour i = C

q(Cj)(n;m) =

8>>>><>>>>:
�; si (n;m) = (C; j + 1);

C�; si (n;m) = (C � 1; j);
�(�+ C�); si (n;m) = (i; j);

0 sinon

Les caract�eristiques importantes de la qualit�e de service sont :

� probabilit�e que tous les serveurs occup�es PC = limt !1 P (C(t) = C);

� nombre moyen de clients en orbite N0 = limt !1E[N0(t)];

� nombre moyen de serveurs occup�es C = limt !1E[C(t)]:

La condition su�sante et n�ecessaire d'existence d'un r�egime stationnaire du
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2. Mod�eles markoviens

syst�eme est � < C�. La distribution stationnaire pij = limt !1 pij(t) satisfait le

syst�eme d'�equations de Kolmogorov suivant :

(�+ i�+ j�)pij = �pi�1;j + (j + 1)�pi�1;j+1 + (i+ 1)�pi+1;j; (2.6)

si 0 � i � C � 1; et j � 0;

(�+ C�)pCj = �pC�1;j + (j + 1)�pC�1;j+1 + �pC;j�1; (2.7)

si i = C et j � 0:

Pour les fonctions g�en�eratrices

pi(z) =
1X
j=0

zjpij; 0 � i � C

ces �equations deviennent

(�+ i�)pi(z) + �zp
0
i(z) = �pi�1(z) + �p

0
i�1(z) + (i+ 1)�pi+1(z); (2.8)

si 0 � i � C � 1;

(�+ C�)pC(z) = �pC�1(z) + �p
0
C�1(z) + �zpC(z); (2.9)

si i = C:

Maintenant, introduisons la fonction g�en�eratrice bivari�ee

p(x; z) =
CX
i=0

xipi(z):

Nous supposons que le taux de service � = 1; donc les �equations (2.8), (2.9)
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2. Mod�eles markoviens

deviennent :

�(1� x)p(x; z) + �(z � x)p0z(x; z) + (x� 1)p0x(x; z) (2.10)

+�xC(x� z)pC(z) + �xC(x� z)p0C(z) = 0:

En di��erenciant l'�equation (2.10) par rapport �a z; x; xx; xz; zz au point x = 1; z =

1; on obtient les equations suivantes :

�N0 � �PC � �NC = 0; (2.11)

�+ �N0 � C � �PC � �NC = 0;

�C + �p00xz � p00xx � �CPC � �CNC = 0;

��N0 � �p00zz + (1 + �)p00xz + �� �CNC � �CPC + �p00czz = 0;

�p00zz � �NC � �p00czz = 0;

O�uN0 = P
0
z (1:1); PC = PC(1); C = P

0
x(1:1); NC = limt !1E[N0(t); C(t) = C] =

P 0C(1). En �eliminant de ces �equations les variables NC ; P
00
xz, P

00
zz; P

00
czz et en tenant

compte du fait que P 00xx(1:1) = (V ar[C(t)] + (E[C(t)]
2)� E[C(t)]), nous obtenons

C = �: (2.12)

N0 =
1 + �

�
:
�� limt !1 V ar[C(t)]

C � � : (2.13)

L'�equation (2.13) peut être r�e�ecrite sous une forme �equivalente telle que :

N0 =
1 + �

�
:
�+ �2 � limt !1E[(C(t))

2]

C � � : (2.14)

L'�equation (2.12) peut être consid�er�ee comme une variante de la formule de Lit-

tle et repr�esente l'�egalit�e du tra�c o�ert et de celui transport�e. L'�equation (2.13)

donne une description partielle de la d�ependance de la taille moyenne de l'orbite des

param�etres du syst�eme �etudi�e et r�eduit le calcul de cette mesure de performance
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2. Mod�eles markoviens

(N0) au calcul des caract�eristiques du nombre de serveurs occup�es, ce qui est un

probl�eme plus simple.

De même, les moments sup�erieurs du nombre de clients en orbite peuvent être

exprim�es en termes de la distribution du nombre de serveurs occup�es. Par exemple,

le deuxi�eme moment factoriel �2 � E[N0(t):(N0(t) � 1)] = p00zz(1:1) est donn�e par

[9] :

�2 =
1 + 2�

2�2(C � �)2
f�(2 + �)(C � �)p000xxx(1:1)

+[�(4 + �)(C � �) + 2C(1 + �)(C � �� 1)]p00xx(1:1)
�2�2C(1 + �)(C � �� 1)� 2�3(C � �)g:

Une autre information int�eressante sur la distribution stationnaire du nombre de

serveurs occup�es Pi = limt !1 P (C(t) = i) peut être obtenu comme suit. Mettons

dans les �equations (2.8), (2.9) z = 1 :

�Pi + �N i � (i+ 1)Pi+1 = �Pi�1 + �N i�1 � iPi; 0 � i � C � 1
�PC�1 + �NC�1 � CpC = 0;

O�u N i = limt !1E[N0(t); C(t) = i]: Les �equations pr�ec�edentes donnent que

�Pi + �N i � (i+ 1)Pi+1 = 0; 0 � i � C � 1: (2.15)

D�e�nissons le taux du 
ux des clients secondaires �etant donn�e que le nombre de

serveurs occup�es est �egal �a i par ri =
�N i

Pi
. Alors, l'�equation (2.15) devient :

Pi+1 =
�+ ri
i+ 1

Pi; 0 � i � C � 1:

En�n

Pi =
(�+ ri�1):::(�+ r0)

i!
P0; 0 � i � C; (2.16)
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2. Mod�eles markoviens

La probabilit�e P0 s'obtient �a partir de l'�equation de normalisation

CX
i=0

Pi = 1: En

e�et,

P0 = [
CX
i=0

(�+ ri�1):::(�+ r0)

i!
]�1: (2.17)

Bien que les taux ri, 0 � i � C � 1, soient inconnus et que les �equations (2.16)-
(2.17) ne pr�esentent pas de solution sous forme (( close )), ces derni�eres fournissent un

aper�cu du probl�eme et seront utilis�ees plus tard. En outre, l'�equation (2.12) permet

d'avoir une relation, telle que

CX
i=0

i
(�+ ri�1):::(�+ r0)

i!
= �

CX
i=0

(�+ ri�1):::(�+ r0)

i!
: (2.18)
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CHAPITRE 3

Les approches d�analyses des systémes à multiserveurs

1 Introduction

L�hétérogénies spatiale des chaines de Markov associés aux systèmes des �les

d�attente avec rappels et multiserveurs, et l�espace d�états in�ni conduit à l�absence

des formules analytiques explicites pour les caractéristiques probabilistes principales

de ces systèmes. La seule méthode pour obtenir des données numériques précises

consiste à résoudre les équations de Kolmogorov numériquement. Mais dès que ce

système d�équations est in�ni, il ne peut pas être résolu directement même sur or-

dinateur. Les transformations qui réduisent ces équations à une solution d�un petit

problème �ni dans le cas général ne sont pas disponibles. C�est pourquoi, nous nous

adressons aux approches d�approximation.

Dans ce chapitre, nous présentons deux approches d�obtention des solutions, ren-

contrées dans la littérature, pour les modèles avec rappels et multiserveurs.

2 Modèles tronqués

L�approche de troncation �nie de l�espace d�états est celle la plus connue. Intro-

duite par Wilkinson [28], elle consiste à remplacer l�espace d�états in�ni par un autre
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2. Modèles tronqués

�ni, de telle manière que la distribution stationnaire de l�état du système puisse être

obtenue.

Autrement dit, le système de �les d�attente avec rappels et multiserveurs ini-

tial S, où la capacité de l�orbite est illimitée, est remplacé par un système similaire

S(M); où le nombre de clients en orbite est limité par une constante M su¢ sam-

ment large. Cependant, l�implémentation d�un tel schéma peut conduire à prendre

en considération un grand nombre d�états ayant des probabilités négligeables. À l�aide

de la méthodologie proposée par Stepanov (1999) [27], cet inconvénient pourrait être

atténué en explorant toutes les directions dans l�espace d�états considérés où les pro-

babilités d�état diminuent puis en déterminant les bornes de troncation. Ceci nous

donne la possibilité de prévoir l�erreur relative donnée des estimations des mesures

de performance [31].

2.1 Description du modèle

Dans ce modèle, par opposition au modèle principal, la taille de l�orbite est bor-

née par une constante donnée M (choisie de manière appropriée). De ce fait, la

dynamique stochastique du système peut être décrite au moyen d�un processus

bivarité fC(M)(t); N
(M)
0 (t); t � 0g markovien qui possède l�espace d�état S(M) =

f0; 1; :::; Cg � f0; 1; :::;Mg: Ses taux de transition in�nitésimaux q(M)
(ij)(nm) sont don-

nés par :

1. Pour 0 � i � C � 1; 0 � j �M

q
(M)
(ij)(nm) =

8>>>>>><>>>>>>:

�; si (n;m) = (i+ 1; j);

i�; si (n;m) = (i� 1; j);
j�; si (n;m) = (i+ 1; j � 1);

�(�+ i+ j�); si (n;m) = (i; j);

0 sinon
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2. Modèles tronqués

2. Pour i = C; 0 � j �M � 1

q
(M)
(ij)(nm) =

8>>>><>>>>:
�; si (n;m) = (C; j + 1);

C�; si (n;m) = (C � 1; j);
�(�+ C�); si (n;m) = (i; j);

0 sinon

3. Pour i = C; j =M

q
(M)
(ij)(nm) =

8><>:
C�; si (n;m) = (C � 1;M);
�C�; si (n;m) = (C;M);

0 sinon

La distribution stationnaire P (M)
ij = limt!1 P (C

(M)(t) = i; N
(M)
0 (t) = j) satisfait

le système d�équations suivant :

(�+ i�+ j�)p
(M)
ij = �p

(M)
i�1;j + (j + 1)�p

(M)
i�1;j+1 + (i+ 1)�p

(M)
i+1;j ; (3.1)

0 � i � C � 1, 0 � j �M � 1;

(�+ i�+M�)p
(M)
i;M = �p

(M)
i�1;M + (i+ 1)�p

(M)
i+1;M , (3.2)

0 � i � C � 1 , j =M ;

(�+ C�)p
(M)
ij = �p

(M)
i�1;j + (j + 1)�p

(M)
i�1;j+1 + �p

(M)
i;;j�1 ; (3.3)

i = C , 0 � j �M � 1;

C�p
(M)
CM = �p

(M)
C�1;M + �p

(M)
CM�1 ; (3.4)

i = C , j =M ;
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qui satisfait à la condition de normalisation :

CX
i=0

MX
j=0

p
(M)
ij = 1: (3.5)

2.2 Formules explicites pour les principales caractéristiques

de performance :

Pour les fonctions génératrices

p
(M)
i (z) =

MX
j=0

zip
(M)
ij ; 0 � i � C

les équations (3.1)-(3.4) deviennent

(�+i�)p
(M)
i (z)+�z

dp
(M)
i (z)

dz
= �p

(M)
i�1 (z)+�

dp
(M)
i�1 (z)

dz
+p

(M)
i+1 (z); 0 � i � C�1; (3.6)

(�+C�)p
(M)
C (z)��zMp(M)

CM = �p
(M)
C�1(z)+�

dp
(M)
C�1(z)

dz
+�z(M)pC(z)��zM+1p

(M)
CM : (3.7)

Maintenant, introduisons la fonction génératrice bivariée

p(M)(x; z) =
CX
i=0

xip
(M)
i (z):

Nous supposons toujours que le taux de service � = 1: Alors les équations (3.6),

(3.7) deviennent :

�(1� x)p(M)(x; z) + �(z � x)@p
(M)(x; z)

@z
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+(x� 1)@p
(M)(x; z)

@x
+ �xC(x� z)p(M)

C (z)

+�xC(x� z)dp
(M)
C (z)

dz
+ �zMxC(z � 1)p(M)

CM = 0:

En di¤érenciant cette équation par rapport à z; x; xx; xz; zz au point x = 1; z =

1 ; on obtient les équations suivantes :

�N
(M)

0 � �P (M)
C � �N (M)

C + �p
(M)
CM = 0;

�+ �N
(M)

0 � c(M) � �P (M)
C � �N (M)

C = 0;

�
@2p(M)(1; 1)

@z2
� �N (M)

C � �d
2p
(M)
C (1)

dz2
+ �Mp

(M)
CM = 0;

��N (M)

0 � �@
2p(M)(1; 1)

@z2
+ (1 + �)

@2p(M)(1; 1)

@x@z

+�N
(M)

C � �CN (M)

0 � �CP (M)
C + �

d2p
(M)
C (1)

dz2
+ �Cp

(M)
CM = 0;

�C
(M)

+ �
@2p(M)(1; 1)

@x@z
� @

2p(M)(1; 1)

@x2
� �CP (M)

C = �CN
(M)

C ;

où

N
(M)

0 � lim
t!1

E[N
(M)
0 ](t) =

@p(M)(1; 1)

@z
;

P
(M)
C � lim

t!1
P (C(M)(t) = C) = p

(M)
C (1);

C
(M) � lim

t!1
E[C(M)(t)] =

@p(M)(1; 1)

@x
;

N
(M)

C � lim
t!1

E[N
(M)
0 (t); C(M)(t) = C] =

dp
(M)
C (1)

dz
:

En éliminant de ces équations les variables :

N
(M)

C ;
@2p(M)(1; 1)

@x@z
;
@2p(M)(1; 1)

@z2
;
d2p

(M)
C (1)

dz2

29



2. Modèles tronqués

et en tenant compte du fait que

@2p(M)(1; 1)

@x2
= V arC(M)(t) + (EC(M)(t))2 � EC(M)(t)

nous obtenons :

C
(M)

= �� �P (M)
CM ; (3.8)

N
(M)

0 =
1 + �

�
:
�+ �2 � E[(CM(t))2]

C � � (3.9)

��
�
:
(C + 1 + �)(1 + �) +M�

C � � P
(M)
CM :

2.3 Un algorithme de calcul numérique de la stationnaire

distribution dans le système tronqué

En utilisant la forme spéci�que des équations (3.1)-(3.4), il est possible de pro-

poser un algorithme récursif pour le calcul des probabilités P (M)
ij :

On introduit de nouvelles variables r(M)
ij ; 0 � i � C; 0 � j �M; comme suit :

r
(M)
ij =

P
(M)
ij

P
(M)
0M

:

Il est clair, si on trouve des variables r(M)
ij ; alors on peut calculer les probabilités

P
(M)
ij comme suit :

P
(M)
ij =

r
(M)
ijPC

i=0

PM
j=0 r

(M)
ij

:

Les variables r(M)
ij satisfont l�ensemble d�équations suivant (obtenu à partir des

équations (3.1)-(3.4) pour les probabilités P (M)
ij ) [30] :

r
(M)
0M = 1; (3.10)
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2. Modèles tronqués

(�+ i�+ j�)r
(M)
ij = �r

(M)
i�1;j + (j + 1)�r

(M)
i�1;j+1 + (i+ 1)�r

(M)
i+1;j , (3.11)

si 0 � i � C � 1; 0 � j �M � 1;

(�+ i�+M�)r
(M)
iM = �r

(M)
i�1;M + (i+ 1)�r

(M)
i+1;M , (3.12)

si 0 � i � C � 1, j =M;

(�+ C�)r
(M)
Cj = �r

(M)
C�1;j + (j + 1)�r

(M)
C�1;j+1 + �r

(M)
C;j�1; (3.13)

si i = C; 0 � j �M � 1;

C�r
(M)
CM = �r

(M)
C�1;M + �r

(M)
C;M�1: (3.14)

Calculons les variables r(M)
ij par groupes, chacun de taille C + 1; Au début on

calcule r(M)
0M ; :::; r

(M)
CM ; ensuite r

(M)
0;M�1; :::; r

(M)
C;M�1 et ainsi de suite, jusqu�à ce qu�on

trouve r(M)
00 ; :::; r

(M)
C;0 :

1. Mettre j =M:

1.2. Pour trouver le groupe r(M)
0M ; :::r

(M)
CM réécrire l�équation (3.12) comme suit

respectivement :

r
(M)
i+1;M =

(�+ i�+M�)r
(M)
iM � �r(M)

i�1;M

(i+ 1)�
; 0 � i � C � 1;

Ce qui est équivalent à

r
(M)
i;M =

(�+ (i� 1)�+M�)r(M)
i�1;M � �r

(M)
i�2;M

i�
; 1 � i � C:

D�après (3.10) r(M)
0M = 1; nous pouvons calculer récursivement des variables r(M)

1M ; :::; r
(M)
CM :

2. mettre j = j � 1: Calculer les variables r(M)
0j ; :::; r

(M)
Cj :

2.1. la dernière variable, r(M)
Cj peut être trouvé à partir l�équation (3.14) (si j =

M � 1) :

r
(M)
C;M�1 =

C�r
(M)
CM � �r

(M)
C�1;M

�
(3.15)
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2. Modèles tronqués

Où à partir de l�équation (3.13) avec j remplacé par j + 1 (si j < M � 1) :

r
(M)
Cj =

(�+ C�)r
(M)
C;j+1 � �r

(M)
C�1;j+1 � (j + 2)�r

(M)
C�1;j+2

�
: (3.16)

2.2 pour trouver les variables r(M)
0j ; :::; r

(M)
C�1;j , nous utilisons l�équation (3.11) pour

i = 0; :::; C � 1: Cet ensemble d�équations à la forme :

�ixi�1 + �ixi + 
ixi+1 = �i; 0 � i � C � 1; (3.17)

où

xi = r
(M)
ij ;

�i = ��;
�i = �+ i�+ j�;


i = �(i+ 1)�;
�i = (j + 1)�r

(M)
i�1;j+1;

et les valeurs

x�1 = 0; xC = r
(M)
C;j

sont connues.

Ces équations, qui sont des équations aux di¤érences, produisent des solutions

numériques comme les équations di¤érentielles de second ordre. L�algorithme le plus

e¢ cace pour leur résolution peut être trouvé dans plusieurs livres sur les méthodes

numériques (voir, par exemple [16]). D�après cet algorithme, on calcule en premier

lieu les variables Bi; Di; 0 � i � C � 1; par des formules récursives

B0 = �0; D0 = �0;

Bi = �i �
�i
i�1
�i�1

; Di = �i � �iDI�1
Bi�1

; 1 � i � C � 1;
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2. Modèles tronqués

puis à partir de l�équation

Bixi + 
ixi+1 = Di; 0 � i � C � 1;

On calcule récursivement (dans l�ordre inverse) les inconnues xC�1; :::; x0: Dans notre

cas, cela donne la procédure suivante :

� calculer les variables Bij, Dij, 0 � i � C � 1, à l�aide des équations

B0j = �+ j�; (3.18)

Bij = �+ i�+ j� � �i

Bi�1;j
; pour 1 � i � C � 1;

D0j = 0;

Dij = (j + 1)�r
(M)
i�1;j+1 +

�Di�1;j

Bi�1;j
; pour 1 � i � C � 1:

� puis calculer récursivement r(M)
ij , 0 � i � C � 1, (dans l�ordre inverse, com-

mencer par r(M)
Cj connu à partir de l�étape 2.1) à l�aide d�équation

r
(M)
ij =

Dij + (i+ 1)�r
(M)
i+1;j

Bij
; i = C � 1; C � 2; :::1; 0:

3. La répétition de l�étape 2 tant que j � 0 permet d�obtenir toutes les variables
r
(M)
ij (ce qui est, successivement j =M � 2; M � 3; :::; 0).

Puisque P (M)
ij = r

(M)
ij :P

(M)
0M , alors on aura :

P
(M)
0M =

1PC
i=0

PM
j=0 r

(M)
ij

:

A présent, on peut calculer les probabilités P (M)
ij = r

(M)
ij :P

(M)
0M et les principales

caractéristiques probabilistes du système tronqué S(M) [29] :
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3. Approche d�extrapolation de valeur

(a) La probabilité de blocage :

P
(M)
C =

MX
j=0

r
(M)
Cj :P

(M)
0M ;

(b) Le nombre moyen de serveurs occupés :

C
M
=

CX
i=0

MX
j=0

ir
(M)
ij :P

(M)
0M ;

(c) Le nombre moyen de clients en orbite :

N
(M)

0 =
CX
i=0

MX
j=0

jr
(M)
ij :P

(M)
0M :

3 Approche d�extrapolation de valeur

L�approche présentée ci-dessus fournit une solution numérique à la distribution

stationnaire Pij des chaînes de Markov à temps continu. Elles utilisent les équa-

tions de Kolmogorov pour calculer les caractéristiques de performance souhaitées. Le

probléme à résoudre est de trouver la solution du système d�équations suivant :

Pij
X
s0 6=s

qs0s =
X
s0 6=s

qs0sPij; 8s 2 S;

X
s

Ps = 1;

où qs0s représente le taux de transition de l�état s = (i; j) à s0 = (k; l):

Dans ce qui suit, nous considérons une approche alternative, appelée Extrapo-

lation de Valeur. L�approche en question est basée sur les outils de la théorie des

processus de Markov Décisionnels [25] et également sur le principe de troncation.

L�idée est de trouver la valeur relative moyenne en résolvant les équations de Ho-
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3. Approche d�extrapolation de valeur

ward, écrites pour un espace d�états tronqué. Sa particularité consiste dans le fait

qu�au lieu d�une simple troncation, les valeurs d�état relatives à l�extérieur de l�espace

d�états tronqué sont estimées par l�extrapolation polynomiale des valeurs d�état re-

latives à l�intérieur de l�espace tronqué en question. De cette manière, nous obtenons

un système fermé ainsi que les résultats précis avec de faibles niveaux de troncation.

3.1 Processus de Markov Décisionnels

Un processus de Markov Décisionnel (PMD) [25] est dé�ni comme fS;A; P;Rg
où S est un ensemble d�états, A est un ensemble d�action, P est une fonction de

transition d�état etR est une fonction de revenu. L�état du système peut être contrôlé,

en choisissant les actions a de A, in�uençant ainsi les transitions d�état. La fonction

de transition P : S � S � A ! R+ spéci�e le taux de transition entre deux états

lorsqu�une certaine action est prise à l�état d�origine [19].

La première caractéristique de la technique Extrapolation de Valeur est la néces-

sité de la dé�nition d�une fonction de revenu qui doit être une fonction de l�état du

système, qui est r(s). À la suite de la dé�nition de la fonction de revenu pour chaque

état, en régime stationnaire, on peut introduire un taux de revenu moyen du proces-

sus entier comme r =
P

(i;j)�S Pijr(i; j): Dans la technique Extrapolation de Valeur,

la fonction de revenu R doit être dé�nie de sorte que le revenu moyen résultant r

coïncide avec la métrique de performance souhaitée. Une fois que nous avons dé�ni

le cadre PMD ainsi que la fonction de revenu, nous sommes en mesure de dé�nir les

valeurs d�état relatives. Il est évident qu�après avoir exécuté une action dans un état

s � S, le système collectera un revenu pour cette action (r(s)), mais à mesure que

le nombre de transitions augmente, le revenu moyen collecté converge vers r [22]. La

valeur d�état relative v(s) montre la di¤érence entre le revenu total cumulé lorsque le

processus débute à l�état s et le revenu total cumulé par le processus, le taux moyen

de revenu étant r :

v(s) = E[

1Z
0

(r(S(t)� r)dt�S(0) = s]:
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3. Approche d�extrapolation de valeur

Les équations de Howard mettent en relation les revenus. les valeurs d�état rela-

tives et les taux de transition de la manière suivante [18] :

r(s)� r +
X
s0

qss0(v(s
0)� v(s)) = 0; 8s�S:

Les équations de Howard qui correspondent au système étudié M/M/C avec rap-

pels sont :

r(i; j)�r+�(v(i+1; j)�v(i; j))+i�(v(i�1; j)�v(i; j))+j�(v(i+1; j�1)�v(i; j)) = 0;

0 � i � C � 1;

r(i; j)� r + �(v(C; j + 1)� v(C; j)) + C�(v(C � 1; j)� v(C; j)) = 0;

i = C:

Comme nous pouvons observer le nombre d�états est in�nie parce que j peut

prendre n�importe quelle valeur dans Z+: Nous devons donc tronquer l�espace d�état

S à S(M) :

S(M) = fs = (i; j); 0 � j � C; 0 � j �Mg: (3.21)

En e¤et, il y aura autant d�équations d�Howard que le nombre d�états,
��S(M)

��.
Le nombre d�inconnus sera les jS(M)j valeurs d�état relatives plus le revenu attendu
r, c�est-à-dire jS(M)j + 1 inconnues. Cependant, comme seules les di¤érences dans
les valeurs relatives apparaissent dans les équations de Howard, nous pouvons poser

v(0) = 0. Par conséquent on aura un système linéaire d�équations résoluble ayant le

même nombre d�équations que le nombre d�inconnues.

3.2 Ajustement polynomial

L�Extrapolation de Valeur considère les valeurs d�état relatives en dehors de S(M)

qui apparaissent dans les équations de Howard comme une extrapolation de certaines

valeurs relatives correspondant aux états se trouvant à l�intérieur de S(M), En résumè,
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l�objectif de l�Extrapolation de Valeur est de trouver une fonction d�extrapolation qui

s�adapte à certains points de S(M) de telle sorte qu�elle se rapproche également de

points en dehors de S(M), Il est important de choisir une fonction d�extrapolation qui

fait que les équations de Howard forment un système fermé d�équations linéaires [22].

Les fonctions les plus courantes qui remplissent cette condition sont les polynômes.

Nous pouvons utiliser tous les états de S(M) dans la procédure d�implantation globale

ou ce qui est le plus couramment utilisé, seulement un sous-ensemble (Sf ) de leur lo-

calisation. Par souci de simplicité, dans la description qui suit, on suppose qu�il existe

une application W à partir de l�ensemble bidimensionnel d�états vers un ensemble

à une dimension, par exemple les nombres réels : W : bSf ! R: Done, l�applica-

tion W traite des états comme s�ils étaient des valeurs réelles w = W (s). Le choix

de W dépendra fortement des états dans lesquels nous voulons extrapoler sa valeur

d�état relative. Notons également que la fonction d�extrapolation f(w) et l�ensemble

S
(M)
f doivent être choisis de façon à ce que les paramètres de f(w) aient des valeurs

non ambigües, c�est-à-dire que dans le cas du choix d�un polynôme comme fonction

d�extrapolation, le nombre de points di¤érents dans S(M)
f doit être égal ou supérieur

au nombre de coe¢ cients dans le polynôme. En général, la procédure du calcul des

coe¢ cients du polynôme consiste à minimiser l�erreur quadratique minimale [15] :

E =
X
w�W

(f(w)� v(w))2: (3.22)

Alors les valeurs optimales pour les coe¢ cients du polynôme �i peuvent être

calculées en résolvant les équations :

@E

@ai
= 0; 8i: (3.23)

Dans notre cas, nous utilisons autant de points que le nombre de paramètres du

polynôme d�interpolation, de sorte que la procédure d�ajustement est une interpo-

lation polynomiale ordinaire et E = 0, c�est-à-dire que tous les points considérés

se trouveront dans la courbe du polynôme. Dans ce cas, le problème peut être for-

mulé comme suit : Ètant donné un ensemble de n = (W (S
(M)
f )) =

���S(M)
f

��� points
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(w0; v(w0); :::; (wn�1; v(wn�1)) on peut déterminer un polynôme de degré (n � 1) de
sorte que f(wi) = v(wi), pour i = 0; :::; n� 1, où

f(w) = a0 + a1w + a2w
2 + ::::+ an�1w

n�1:

Le polynôme d�interpolation satisfait aux n équation linéaires suivantes :

f(wi) = a0 + a1wi + a2w
2
i + ::::+ an�1w

n�1
i = v(wi); i = 0; :::; n� 1:

Ces dernières, sous forme matricielle, se présentent de la manière suivante :

Aa =

266664
1 w0 � � � wn�10

1 w1 � � � wn�11
...

... � � � ...

1 wn�1 � � � wn�1n�1

377775
266664

a0

a1
...

an�1

377775 =
266664

v(w0)

v(w1)
...

v(wn�1)

377775 = b:

La matrice des coe¢ cients de ce système A est une matrice de Vendermonde,

dont le déterminant est non nul et donc A est inversible. Ainsi, il existe toujours une

solution unique au système linéaire d�équations considéré ou, de façon équivalente, il

existe un polynôme unique qui passe par tous les n points. Cependant, les matrices

de Vandermonde sont souvent mal conditionnées, surtout si certaines wi sont très

proches, donc la procédure pour calculer le polynôme est également mal conditionnée

[17]. Il est important de noter que l�unicité du polynôme d�interpolation ne signi�e

pas qu�il ne peut pas être écrit dans une base di¤érente de la base standard [20].

Plus concrètement dans ce travail, nous avons utilisé la base de Lagrange. Pour le

problème d�interpolation considéré, le polynôme est une combinaison linéaire

L(w) =
n�1X
j=0

v(wi)lj(w);

où
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lj(w) =
n�1Y
i=0
i6=j

w � wi
wj � wi

=
w � w0
wj � w0

:::
w � wj�1
wj � wj�1

w � wj+1
w � wj+1

:::
w � wn�1
w � wn�1

:

Pour le problème étudié, nous aurons une équation de Howard dans laquelle

apparaît v(C;M + 1), c�est-à-dire une valeur relative d�un état qui n�appartient pas

à S(M), Nous devons donc approximer la valeur relative v(C;M + 1) à l�aide de

certaines valeurs d�état relatives des états appartenant à S(M). Il est important de

souligner que pour l�extrapolation de v(C;M + 1), nous n�utilisons que des états de

la forme s = (C; j) avec j variables. De ce fait, on dé�nit l�application w comme

w((C; j)) = j. De plus, on utilise un polynôme de degré (n � 1) qui interpole les n
points deSf = fsi = (C;Q� i)�i = 0; :::; n� 1g et alors W (Sf ) = fwi = Q� i�i =
0; :::; n� 1g. En e¤et,

w0 = M ! v(w0) = v(C;M);

w1 = M � 1! v(w1) = v(C;M � 1);
...

wj = M � j ! v(wj) = v(C;M � j);
wn�1 = M � (n� 1)! v(wn�1) = v(C;M � (n� 1)):

De cette façon, la forme générale d�extrapoltion lors de l�utilisation d�un polynôme

de degré (n� 1) est :

v(n)(C;M + 1) = L(n)(M + 1) =
n�1X
j=0

v(C;M � j)lj(M + 1):

Par exemple, dans le cas de l�extrapolation linéaire n = 2; on utilise (M; v(C;M))
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et (M � 1; v(C;M � 1)) :

v(2)(C;M + 1) = L(2)(M + 1) = v(C;M)l0(M + 1) + v(C;M � 1)l1(M + 1)

= v(C;M)
(M + 1)� (M � 1)
M � (M � 1) + v(C;M � 1)(M + 1)�M

(M � 1)�M
= 2v(C;M)� v(C;M � 1):

Suivant la procèdure similaire, nous obtenons les relations suivantes pour n = 3

et n = 4 :

v(3)(C;M + 1) = 3v(C;M)� 3v(C;M � 1) + v(C;M � 2);
v(4)(C;M + 1) = 4v(C;M)� 6v(C;M � 1) + 4v(C;M � 2)� v(C;M � 3):

Finalement

v(n)(C;M + 1) =
n�1X
k=0

(�1)k
�

n

k + 1

�
v(C;M � k);

où n est le nombre de coe¢ cients pris pour les polynômes de Lagrange.

3.3 Fonction Revenu

Par dé�nition, r(s) est le taux de revenu obtenu lorsque le système est dans

l�état s. Par conséquent, nous devons dé�nir le revenu comme la caractéristique de

performance que nous voulons calculer. De plus, les entrées r(s) dans les équations de

Howard doivent être correctement dé�nies. Le tableau 3.1 donne plusieurs exemples

sur la façon dont r(s) peuvent être déterminés pour obtenir certaines caractéristiques

de performance. Par exemple, nous choisissons la probabilité de blocage et nous

dé�nissons la fonction de revenu comme étant 1 dans les états où un client est bloqué,

c�est-à-dire r(C; j) = 1, pour tout 0 � j � M , et 0 dans le reste des états r(i;j) = 0,
pour 0 � i � C � 1 et pour tout 0 � j �M:
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Tab. 3.1 �Dé�nition de la fonction revenu.

Probabilité de blocage PC
r(i; j) = 1; pour i = C et j � 0

r(i; j) = 0 sinon

Nombre moyen de clients en orbite N0
r(i; j) = j; pour 0 � i � C et 0 � j �M

r(i; j) = 0 sion

Nombre moyen de serveurs occupés C
r(i; j) = i; pour 0 � i � C et 0 � j �M

r(i; j) = 0 sinon

3.4 E¤et de l�extrapolation de la valeur dans les équations

d�Howard

Dans notre problème, nous n�aurons qu�à remplacer v(C;M + 1) par sa valeur

approximative dans l�équation de Howard qui correspond à l�état (C;M + 1). Par

exemple, si nous utilisons l�extrapolation linéaire n = 2, cette équation devient

r(C;M)� r + v(C;M)(��� C�) + �v(C;M + 1) + C��(C � 1;M)
= r(C;M)� r + v(C;M)(�� C�) + C�v(C � 1;M) + v(C;M � 1) = 0:

Comme v(C;M+1) n�apparaît plus dans les équations de Howard, nous avons un

système linéaire de (C +1)� (M +1) équations ayant le même nombre d�inconnues.

Ce système peut être exprimé sous forme matricielle pour des raisons de simplicité.

Par conséquent, le système peut être réécrit comme xT = b, où x est un vecteur avec

les inconnues (C +1)� (M +1) (r et les valeurs d�état relatives v(s)) et b comporte

les taux de revenu négatifs pour les di¤érents états [14] :

x = [r; v(0; 1); :::v(0;M); v(1; 0); :::v(C;M));

b = [�r(0; 0);�r(0:1); :::;�r(C; 0);�r(C;M)];

La matrice T représente la matrice des coe¢ cients et peut être construite en

mettant tous les éléments de la première rangée de la matrice T0 égale à �1: La
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3. Approche d�extrapolation de valeur

matrice T0 est donnée par :

T0 =

266666664

A01 A00 � � � O O

A12 A11 � � � O O
...

...
. . .

...
...

O O � � � AC�11 AC�10

O O � � � AC2 AC1

377777775
;

où les sous-matrices sont dé�nies comme

Ai0 = (i+ 1)�I; 0 � i � C � 1;

Ai2 =

266666664

� � 0 � � � 0 0

0 � 2� � � � 0 0
...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 � � � � M�

0 0 0 � � � 0 �

377777775
; 1 � i � C;

Ai1 =

266666664

� 0 0 � � � 0

0 �� � 0 � � � 0

0 0 �� 2� . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 � � � ��M�

377777775
, pour � = ��� i�; 0 � i � C � 1:

Lorsque i = C, et s�il s�agit de l�extrapolation linéaire n = 2 et quadratique n = 3;

nous obtenons respectivement

AC1 =

26666666664

� 0 � � � 0 0

� � � � � 0 0

0 � � � � 0 0
...
... � � � ...

...

0 0 � � � � ��
0 0 � � � � �� C�

37777777775
;
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3. Approche d�extrapolation de valeur

AC1 =

26666666666664

� 0 � � � 0 0

� � � � � 0 0

0 � � � � 0 0
...
... � � � ...

...

0 0 � � � 0 �

0 0 � � � � �3�
0 0 � � � � 2�� C�

37777777777775
;

où � = ���C�: En générwal, si l�extrapolation est fait avec n �M + 1 points,

la matrice AC1 est donnée par :

AC1 =

26666666666664

� 0 � � � 0 �c
(n)
M

� � � � � 0 �c
(n)
M�1

0 � � � � 0 �c
(n)
M�2

...
... � � � ...

...

0 0 � � � 0 �c
(n)
2

0 0 � � � � �c
(n)
1

0 0 � � � � ��� C�+ �c(n)0

37777777777775
;

où

c
(n)
l =

(
(�1)lC l+1n ; si l < n

0; si l � n
:

Nous soulignons que la taille de la matrice T ne dépend pas du degré de polynôme

utilisé pour e¤ectuer l�extrapolation ; seule la dernière colonne de la matrice A dépend

de l�ajustement polynômial. Cette caractéristique à l�avantage suivant : il n�y aura

pas de di¤érence dans le coût de calcul lorsqu�on utilise un degré d�extrapolation

plus élevé.

L�inconvénient principal de la technique d�extrapolation de la valeur est que cette

technique est seulement capable de calculer une mesure de performance chaque fois

que nous résolvons le système. Néanmoins, nous pouvons surmonter cet inconvénient

de la suivante. D�une manière générale, la solution du système xT = b peut être

obtenue en utilisant la matrice inverse de T en faisant x = bT�1. Notons également
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3. Approche d�extrapolation de valeur

que le choix d�une autre mesure de performance n�a¤ectera que les valeurs dans b.

Par conséquent, le calcul d�une seconde mesure de performance augmente seulement

les dépenses de calcul par le coût du produit bT�1, car le reste du processus de calcul

de la matrice inverse T�1 n�est résolu qu�une seule fois [14].
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CHAPITRE 4

Performance de la méthode extrapolation de valeur

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous examinons e¢ cacité et e¤ectivité de l�approche Extra-

polation de Valeur en comparant avec une autre approche basée sur la troncature

directe de l�espace d�états in�ni. En outre, nous étudions l�in�uence des paramètres

du modèle considéré sur sa performance.

2 Comparaison de EV et TF

Ce paragraphe traite des résultats numériques rendus disponibles par les pro-

cédures données en 3.2 et 3.3 : Troncature Finie et Extrapolation de Valeur. Nous

comparons la valeur minimal du niveau de troncature M de la probabilités de blo-

cage et le nombre moyen de clients on orbite (lors de l�application de EV et par les

résultats obtenue par Falin on appliquons la TF [9]).

Dans [9], pour C = 5, � = 4 et � = 20 à calculer la probabilité de blocage et

le nombre moyen de client en orbite pour di¤érente valeurs de M: Avec les mêmes

paramètres ( C = 5, � = 4 et � = 20) ont a calculer la probabilité de blocage et le

nombre moyen de client en orbite avec la méthode d�Extrapolation de la Valeur.
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3. Etude de la performance du système

Tab. 4.1 �Comparaison entre TF et EV

M Méthode PC N0

5
V E
TF

0:5331
0:4539

0:9797
1:6240

10
V E
TF

0:5345
0:5102

1:7057
2:1396

15
V E
TF

0:5347
0:5268

2:0893
2:3119

20
V E
TF

0:5347
0:5321

2:2687
2:3692

25
V E
TF

0:5347
0:5338

2:3456
2:3881

30
V E
TF

0:5347
0:5344

2:3773
2:3944

A partir de la Table 4.1, on voit que la méthode d�Extrapolation de Valeur pré-

sente des performances beaucoup plus élevées en termes de précision

Remarque 2.1 Dans ce paragraphe, pour résoudre le système d�équations de Ho-
ward, le logiciel abordable et personnalisable Matlab a été utilisé.

3 Etude de la performance du système

Maintenant, nous étudions l�e¤et de taux de rappels sur les mesures de perfor-

mance N0; PC et C: Les résultats numériques sont obtenus en appliquant la méthode

Extrapolation de Valeur et à l�aide du logiciel Matlab.

A partir de la Table 4.2, on peut voir que l�augmentation du taux de rappels �

entraîne une amélioration sensible de N0 mais elle déteriore la probabilité de blocage

PC :

Le scénario considéré est :

� Le nombre de serveurs C = 20 ;

� Le taux d�arrivée � = 15;
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4. Conclusion

Tab. 4.2 �Nombre moyen de client en orbite et Probabilité de blocage par rapport
à theta

� PC N0

1 0,0821 1,6387
10 0,1229 0,6247
100 0,1527 0,4930

� Le taux de service � = 1;

� Le niveau de troncature M = 15;

4 Conclusion

Nous concluons que l�approche, basée sur les outils de la théorie de Processus de

Markov Décisionnels (EV), peut être utilisée avec succès lors de la résolution du mo-

dèle à multiserveurs avec rappels. En outre, l�approche en question permet d�obtenir

des résultats précis avec de faibles niveaux de troncature, ceci réduit considérable-

ment le coût de calcul.
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés à l�étude des modèles de type

M/M/C avec rappels. Vu l�impossibilité de fournir une solution exacte aux carac-

téristiques essentielles du système, nous avons fait appel aux approximations. En

e¤et, nous avons considéré deux approches alternative : la première permet d�ob-

tenir une solution numérique approchée à la distribution stationnaire de l�état du

système, puis, à l�aide des outils fondamentaux de la théorie des probabilités, cal-

culer les mesures de performance ; tandis que la seconde utilise les moyens fournis

par la théorie des Processus de Markov Décisionnels et permet d�exprimer et par la

suite de déterminer les indices de performance en question en termes d�une certaine

métrique, appelée valeur d�état relative. Toutefois, les deux approches sont basées

sur le principe de troncature de l�espace d�états in�ni.

Notre apport est théorique et pratique. Dans un premier temps, nous avons décrit

le modèle général d�un système de �les d�attente classique ainsi que d�un systèm de

�les d�attene avec rappels et d�un modèle markovien à multiserveurs. Nous avons

discuté les approches les plus intéressantes et les plus performantes pouvant être

appliquées lors de l�analyse des modèles avec rappels et multiserveurs.

Dans un deuxième temps nous avons obtenu des solutions pour le modèle M/M/C

avec rappels à l�aide de la méthode de Troncature Finie et de la méthode d�Extra-

polation de Valeur. En comparant les performances des méthodes en question, nous
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4. Conclusion

pouvons conclure que la seconde méthode est plus appropriée pour la résolution du

modèle étudié, en particulier sous les niveaux élevés de la congestion. Elle permet

d�obtenir les résultats précis avec de faibles niveaux de troncature.

Les résultats obtenus dans ce travail permettent d�envisager un nouveaux pers-

pective de recherchee qu�est :

� Dé�nir une nouvelle approche de résolution des modèles à multiserveurs basée

sur les notions et principes issus de la théorie des jeux.
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Annexe

Variable aléatoire

Une variable aléatoire X est une application qui, à chaque événement élémentaire

de l�univers, associe un nombre réel. Dé�nir une loi de probabilité de X, c�est associer

à chaque résultat xi un nombre pi positif tel que la somme des pi soit égale à 1.

Fonctions génératrice

X est une variable aléatoire à valeur entiéres non négative. La fonction génératrice

de X est dé�nie par :

F (z) = E(zk) =
1X
n=0

pnz
n Où pn = p(X = n) ,n � N

Et z est une variable complexe. On véri�e immédiatement que f(z) est dé�nie au

moins pour jzj � 1 et que

f(0) = p0 et f(1) = 1:
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4. Conclusion

Processus stochastique

Un processus stochastique X(t)t �T , est une fonction du temps dont la valeur à

chaque instant dépend de l�issue d�une expérience aléatoire. A chaque instant t �T ,

X(t) est donc une variable aléatoire.

Un processus stochastique peut donc être considéré comme une famille de variable

aléatoires (généralement non indépendantes). L�ensemble des temps T peut être dis-

cret ou continu. X(t) dé�nit l�état du processus à un instant donné t. A nouveau,

l�ensemble E des valeurs que peut prendre le processus à chaque instant est appelé

espace d�état et peut, de même que T , être discret (�nit ou in�ni) ou continu.

Processus de naissance et de mort

Les processus de naissance et de mort sont des processus stochastiques à temps

continu et à espace d�états discrets n = 0; 1; 2::::: Ils sont sans mémoire, et à partir

d�un état donné n, seules les transitions vers l�un des états voisins (n+1) et (n�1) avec
n � 1 sont possibles. On parle alors de « naissances » et de « morts » . Ces processus
sont utilisés pour modéliser les systèmes d�attente et l�évolution de populations.

Dé�nition 4.1 soit un processus stochastique fX(t); t � 0g à états discrets n � N;
et homogène dans le temps, c�est a dire :

P (X(t+ s) = j�X(s) = i) = pij(t); ne dépend pas de s

Le processus {X(t); t � 0g est un processus de naissance et de mort s�il satisfait
les conditions Suivantes :8>>>><>>>>:

pi;i+1(4t) = �i4t+ o(4t) (i � 0)
pi;i�1(4t) = �i4t+ o(4t) (i � 1)
pi;i = 1� (�i + �i)4t+ o(4t) (i � 0)
pi;j(4t) = o(4t) ji� jj � 2
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4. Conclusion

Les coe¢ cients positifs �i et �i sont appelés taux de transition, plus particulière-

ment taux de naissance (ou de croissance) pour �i et taux de mort (ou de décrois-

sance) pour �i:

Régime transitoire

Pour calculer les probabilités d�états Pn(t) = P (X(t) = n) nous pouvons écrire

d�aprés le théorème des probabilités totales et pour n > 1.

pn(4t+ t) =
X
t�0
pi(t)pin(4t)

= pn�1(t)pn�1;n(4t) + pn(t)pn;n(4t) + pn+1(t)pn+1;n(4t)
= �n�1pn�1(t)4t+ (1� (�n + �n))pn(t)4t+ �n+1pn+1(t)4t+ o(4t)

=) pn(t+4t)� pn(t)
4t = �n�1pn�1(t)� (�n + �n)pn(t) + �pn+1(t) +

o(4t)
4t

On faisant tendre 4t vers 0, on trouve :

p0n(t) = �n�1pn�1(t)� (�n + �n)pn(t) + �n+1pn+1(t); 8n � 1:::::: (1.1)

pour n = 0; on pose �0 = 0;

p00(t) = ��0p0(t) + �1p1(t):::::: (1.2)

On a pn�1(t) = 0 si n = 0

p00(t) = ��0p0(t) + �1p1(t)
p0n(t) = �n�1pn�1(t)� (�n + �n)pn(t) + �n+1pn+1(t); 8n � 1

Les équations (1.1) et (1.2) sont connues sous le nom "équations di¤érentielles de

Kolmogorov "elles permettent de calculer les probabilités d�état pn(t) si l�on connait

les condition initiales du processus.

Régime stationnaire
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4. Conclusion

Lorsque t ! +1 les limites pn = limt!1 pn(t) existent et sont indépendantes

de l�état initial du processus, on a alors limt!1 p
0
n(t) = 0: Ceci se traduit par les

équations dites de balances.

0 = �(�n + �n)pn + �n�1pn�1 + �n+1pn+1 n � 1
0 = �0p0 + �p1 n = 0

aux quelles il faut ajouter la condition
1X
n=0

pn = 1:

En addionnant les (n+ 1) premières equations, on obtient : �n+1 = �npn
d�où

pn =
�0�1::::�n�1
�1�2:::::�n

p0

X
n�0

pn = 1 =) p0 =
1X

n�0

Y
J�0

�j�1
�j
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