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Résumé

Dans cette théeme, en utilisant la méthode des équations intégrales au bord, pour
étudier ’équation de Laplace (de type Dirichlet et Neumann) avec des conditions
linéaires sur le bord. Grace a 'existence de la solution élémentaire. On obtient une
équation intégrale linéaire sur le bord. Nous allons I'interpréter en tant qu’opérateurs
pseudo-différentiels, et via le calcul symbolique de ces opérateurs, nous pouvons
donner les propriétés de ces opérateurs qui nous permettent d’exhiber I’existence et
I'unicité de la solution.

En plus d’étudier I’équation de Laplace avec des conditions non linéaires sur le
bord. Basé sur la Formule de Green, On obtient une équation intégrale non linéaire
sur le bord. Par le "Théoréme de Browder et Minty" sur les opérateurs monotones,

Pexistence et 'unicité de la solution est établie.

Mots clés :

[’équation de Laplace, formules de Green, solution élémentaire, équations intégrales,
les théorémes de Fredholm, les opérateurs pseudo-diftérentiels, I'inégalité de Garding,

méthode de Potentiel.
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Abstract

In this theme, using the method of boundary integral equations to study the
Laplace equation (of Dirichlet and Neumann type) with linear conditions on the
boundary Thanks to the existence of the elementary solution. We obtain a linear
integral equation on the boundary. We will interpret it as pseudo-differential opera-
tors and via the symbolic calculation of these operators, we can give the properties
of these operators which allow us to exhibit the existence and uniqueness of the

solution.

In addition to studying Laplace equation with nonlinear conditions on the boun-
dary. Based on Green Formula, We obtain a nonlinear integral equation on the boun-
dary. By "Browder and Minty theorem" on monotonic operators, the existence and

uniqueness of the solution is established.

Key words :

The equation of Laplace, formulas of Green, elementary solution, integral equations,
theorems of Fredholm, pseudo-differentiels operators, the inequality of Garding, me-

thod of Potential.



Table des matiéres

[Dédicacel i
[Remerciements| ii
[Résumé (Arabe) iii
Résumél iv
[Abstractl v
(Iable des matiéres| vi
[Table des figures| ix
(Préliminaires| X
(Introduction générale| 1
1__Notions fondamentales| 5
[LT Tntroduction] . . . . . . . . . . . o 5
(1.2 Quelques espaces fonctionnels, propriétés| . . . . . . . .. .. ... .. 5
[L.2.1 Théorie des Distributiond. . . . . . .. ... ... .. ... .. 7

[1.2.2  Les espaces de Sobolevf . . . . . . ... ... ... ... ..., 10

vi



(L.3 Fonctions de Green et solutions élémentaires| . . . . . . . . . . .. .. 16
(.3.1 [a solution élementairel . . . . . . .. ... ... ... ... .. 16
[.3.2 Tlafonctionde Greenl . . . . . . .. ... ... ... ... ... 17

(1.4 Equation aux dérivées partielles| . . . . . . .. ... ... 0. 18

(1.5  Opérateurs intégraux| . . . . . . . . . . . ..o 19
(L.l Définitions . . . . . . ..o 19
(1.5.2  Noyaux intégrauxl . . . . . . . . . . . . ... ... .. ..., 21

[1.6 Les opérateurs pseudo-diftérentiels|. . . . . . . .. ... ... ... .. 22
[1.6.1 Opérateur différentiel| . . . . . . ... ... ... ... .. ... 22
[1.6.2  Opérateur pseudo-diftérentiell . . . . . . . . .. ... .. ... 23
[1.6.3 Symbole principalel . . . . . ... ... oo 24

(1.7 Théorie du potentiell . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 26

[L.8 Alternative de Fredholml . . . . . . . ... ... ... ... .. ... 32

(1.9 Méthode des opérateurs monotones| . . . . . . . . ... ... ... .. 34

2 Méthode des équations intégrales pour quelques problémes linéaires| 35
2.1 Introductionl. . . . . . . . . . . 35
[2.2  Méthode du potentiel pour le Laplacien dans un domaine régulier pour [

[ Dirichlet] . . . . . 0 o o 36

[2.2.1  Formulation du probléme|. . . . . . . . . . ... 36
2.2.2 Ftude variationnelld . . . ... ... 00000000 37
[2.2.3  Réduction en équations intégrales| . . . . . . . . . .. ... .. 42
224 Fxistenceet Unicitd . ... ... .. ... ... ... ..... 53

vii



Table des matiéres

[2.3  Méthode du potentiel pour le Laplacien dans un domaine régulier pour [

[ Neumann| . . . . . . . o o 55
[2.3.1  Formulation du probléme|. . . . . . . . . ... 5%5)
2.3.2 Ftude variationnelld . . . . .. ... 000000 56
[2.3.3  Réduction en équations intégrales| . . . . . . . . . .. ... .. 60
234 FExistenceet Unjcitd . . ... ... ... ... ... ...... 65

BI Tntroduction] . . . . . . . . . . . . 68
[3.2  Probleme du Laplacien avec des conditions intégrales non linéaires au |
I 5 | 69
[3.2.1  Formulation du probléme|. . . . . . . . . . ... 69

[3.2.2  Représentation de la solution du probleme aux limites non li- |

[ néairesl . . . ... .. e e e 70
B.2.3 Fxistenceet Unicitd . ... ... ... ... ... ....... 72
[Conclusion générale| 78
(Bibliographie| 79

viii



Table des figures

[2.2  Domaine privé de la boule|. . . . . . ... ... ... ... ...

1X



Préliminaires

Avant de procéder a I’étude, nous allons introduire quelques notions qui seront

utilisées dans toute la suite de travail.

RN
Q

O =RA\N

0N =TT =Q\Q

Q

dxr = dx1 + dxy..dxy
B(xg, 1)

B, = B(0,r)

I'p

X

o

por

(=0 (vdr))

Flg| = (2n)! / 7 p(z)dx

RQ

Ffl [@] — (27T)1/eix.7'$dl.

R2

domaine euclidien de dimension V.

un ouvert non vide dans le plan R2.

le complementaire de ).

la frontiére de 2.

I’adhérence de 2.

mesure de lebegue sur ).

la boule ouverte de centre zy et de rayon r.
la boule de rayon r centrée a ’origine.
la forntiére de la boule.

la fonction caractérsitique de §2.

la mesure de Dirac.

la simple couche étalée sur la surface I.
la double couche étalée sur la surface I'.

la transformée de Fourier de .

la transformée de Fourier inverse.
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(f+g) = / £z — 1)9(y)dy

—

n

la| = a1 + g ; a € N?

O = &
o, = 2
A=02 +02,
— (Qu Ou
Vu = (611 : 812)
= > (=1)"D*(aqsD%)
lal,|B|I<m

|

(o0 (rep- [ )
D(Q)

D'(Q)

> (9Q)

L7 (Q)

S(Q)

la convolution de f et g.

le vecteur normale a surface exérieur dans ().

un multi entier.

la dérivée normale extérieure sur la frontiére I'.

la dérivée tangentielle extérieure sur la frontiére I.
l'opérateur de Laplacien.

I'opérateur gradient de u.

un opérateur différentiel d’ordre 2m.

la norme euclidienne de R ou de R?.

un produit scalaire de H (resp.la norme de H).
espace des fcts difféntiables et a support compact.
espace des distrubitions sur €2.

espace des fcts indéfiniment dérivables sur €.
espace des fcts de puissance p~¢™¢ intégrable sur .

espace des fcts & décroissance rapide sur €.
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Introduction générale

La résolution des problémes aux limites pour les opérateurs aux dérivées par-
tielles a l'aide la méthode des équations intégrales a débuté avec les travaux de
Fredholm (principal fondateur de la théorie des équations intégrales de deuxiémes

especes). Pour rappel cette résolution porte son nom.

Cependant ’analyse mathématique numérique de ces méthodes n’est pas suffisament
dévelopée.

L’évolution rapide du calcule électronique a accuru subitement l'intérét des cher-
cheurs en plus des méthodes numériques universelles destinées a la résolution des

problémes de la physique mathématique.

En outre les méthodes numériques les plus répandues dans les calculs d’ingé-
nieurs, telles les différences finies et les élément finies, celles qui offrent le plus de
perspectives et qui fait déja ses preuves est la méthode des élément frontiéres, ou
des intégrale au bord dans certaines littératures, qui réduit les problémes aux limites

considérés a des équation intégrales correspondantes.

Cette réduction se fait de différentes manieres. suivant la facon par laquelle,
les équation intégrales au bord sont formées et la siginification des inconnues, les

élément au bord peuvent-étre classés en deux groupes :

1. La méthode directe indique que les fonctions inconnues apparant dans les équa-

tions intégrales sont les variables physiques du probléme considéré [10],[14].
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2. La méthode du potentiel ou indirecte qui signifie que les inconnues qu’on ap-
pelle usuellement des fonctions de densité n’ont pas une signification directe

dans le probléme aux EDP initial [6],[17],[27].

La méthode des équations intégrales sur le bord possede des avantages trés
importants par rapport la résolution "directe" des EDP. Un aspect essentiel est que
lorsque la fonction inconnue qui intervient dans 'EDP est recherchée sur un domaine
de la reformulation du probléme en équation intégrale fait apparaitre une fonction

inconnue qui est recherchée sur le bord 92 du domaine.

On réduit aussi la dimension de ’espace de un, c’est-a-dire, ’équation a résoudre
est sur la frontiére. De plus, lorsque est le complémentaire d’'un domaine O on trans-
forme un probléme posé dans un domaine non borné en un probléme posé sur un

domaine borné (qui est 012).

Un point fort de ces méthodes est la possibilité de traiter des domaines infinis
ou semi-infinis (problémes extérieurs) sans avoir tronquer artificiellement le domaine
d’étude.

D’autre part, ces méthodes utilisent une solution élémentaire. Elles sont donc
seulement applicables des problémes décrits par les opérateurs aux dérivées partielles

linéaires et coefficients constants.

Ceci peut apparaitre un inconvénient, mais heureusement que, les systémes phy-
siques, décrits par des opérateurs de ce type, sont tres fréquemment rencontrés dans

la pratique.

Il est aussi possible d’étendre le domaine d’application en couplant les éléments

frontiéres avec des éléments classiques.

Un autre inconvénient dans la plupart des cas, est que la classe des opérateurs
intégraux obtenus est plus large que celle des équations de Fredholm de deuxiéme

espéce a noyau faiblement singulier.
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Un inconvénient qu’on peut rencontrer aussi, si le probléme aux limites possede
des conditions au bord plus générales que celle de Neumann qui nous conduisent a

un probléme de formulation sur le bord.

Une autre direction de recherche est née avec les travaux de Wendland qui
consiste interpréter n’importe quel opérateur intégral en tant qu’opérateur pseudo-
différentiel, via le calcul symbolique associé ce dernier, pour obtenir des résultats

d’unicité et d’existence de la solution.

Donc on peut appliquer la théorie des opérateurs pseudo-différentiels [9], [42],[43]
qui permet de formuler des propriétés commun, telles la forte ellipticité et la coer-
civité dans la forme de I'inégalité de Garding, pour une large classe d’espaces de

Sobolev.

Un autre inconvénient qu’on peut rencontrer aussi si le probleme aux limites
posséde des conditions au bord non linéaire. Cela nous conduit & la résolution des

équations intégrales non linéaires sur le bord.

Notre étude est organisée de la maniére suivante :

Dans le chapitre 1 :

on présente certaines notions principales (fondamentales) tout en insistant sur
celle des opérateurs pseudo-différentiels, du symbole complet du symbole principal,

de 'inégalité de Garding, de ’alternative de fredholm, et de la théorie du potentiel.

Dans le chapitre 2 :

on présente la méthode indirecte (théorie de potentiel) des équations intégrales
pour le Laplacien dans un domaine borné simplement connexe de R?, appliquées aux
problémes de Dirichlet et de Neumann en utilisant les potentiels de simple et de

double couche, on commence par prouver la validité des formules de representation
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de la solution faible, et on construire les equations intégrales. on montre aussi les
propriétés des application des opérateurs pseudo-différentiels obtenus dans les es-
paces de sobolev. on inclue aussi 'existence et 1'unicité de la solution ainsi que la

forte ellipticité.

Les équations intégrales, obtenues dans ce chapitre, sont de différents types. On a :

1. Des équations intégrales de Fredholm de premiere espéce avec un noyau faible-

ment singulier.

2. Des équations intégrales de Fredholm de deuxiéme espéce non intégrable, qui

sont interprétées au sens d’une valeur principale.

Dans le chapitre 3 :

Ce chapitre, est consacré a 1’étude du probléme de laplace avec des conditions
non linéaire dans un domaine Simplement connexe comme dans [33],[31]. L’approche
se résume a résoudre une équation intégrale non linéaire avec des donnés inconnues

au bord, moyennant des hypothéses appropries sur la partie non linéaire.

Puisque l'opérateur qui intervient dans I’équation intégrale non linéaire obtenu est
monotone, on établie leur résultat d’existence et d’unicité de la solution par le "Théo-

réme de Browder et Minty"[32],[36].

Nous terminons ce travail avec une conclusion générale.



Chapitre 1

Notions fondamentales

1.1 Introduction

P ] ous rappelons les notions essentielles et nécessaires pour la suite, en particu-
lier quelques espaces fonctionnels, opérateurs intégraux, opérateurs pseudo-

différentiels, 'inégalite de Garding, ’alternative de fredholm, théorie du potentiel.

1.2 Quelques espaces fonctionnels, propriétés

Soit H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (.,.) et la norme
associée||.|| g -

L’espace de Hilbert H désigne le dual de H, et (.,.) ' «g ©st le produit de dualité

avec ||.|| ;7 est la norme associée.

Théoréme 1.2.1 (projection)

Soit M C H un sous espace fermé d’un espace de Hilbert H et soit

MLi:{UEH\ (u,v) =0 , pour tout uEM}
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Alors tout u € H peut étre uniquement décomposé en somme directe :

u=ug+uy avec uy€ M et uy € M* (1.1)

L’opérateur défini par my @ u — ug =: mpu est une projection orthogonale linéaire

continue.

Dans ce cas, on écrit

H=MoM*

Définition 1.2.1
Soit une forme bilinéaire a(u,v) de H x H — R.

Alors a(u,v) est :

i) continue s’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

la(u,v)| < Cllu|lg||lvllg  pour tout w,v dans H (1.2)

i) coercive ou elliptique s’il existe un o> 0 tel que :

a(u,u) >oc |ull?, , Yu€eH (1.3)

Ennoncons maintenant le résultat suivant :

Théoréme 1.2.2 (Lax-Miligram )

Soit H un espace hilbertien réel et a(u,v) une forme bilinéaire continue et coer-
cive sur H : Alors, pour toute fonctionnelle linéaire, continue L : H — R sur H, il

existe un u et un seul dans H tel que

a(u,v) =L(v) , veEH (1.4)
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1.2.1 Théorie des Distributions
Définition d’une Distrubition

Soit 2 un domaine dans R", on note comme fonctions test dans 2 les éléments
de 'espace. Le support d’une fonction est la ferméture de I’ensemble des points ou

la fonction ne s’annule pas. L’espace C§°(€2) est aussi noté par D(€2), c’est-a-dire,

D(Q) = {p\p € C5°(Q), suppp € Q} = C5°(Q) (1.5)

Un exemple classique d’un fonction test ¢ € D(2) est donné par

exp(Wl_l)) si |zl <1

() = (1.6)

0 ailleurs

La densité de D(Q) dans L? € () assure que la classe des fonctions test est suffisa-

ment large.

On considére d’autre fonctions test, les fonctions décroissance rapide, plus précise-

ment, soit ¢ € Cg°(RY) tel que

an(p) = sup (1+[a*)"[D(z)| (1.7)

z€R|a|<h

Alors on note par S(2) 'espace des fonctions & décroissance rapide qui est donné

par

S(Q) = { P\ € C°RY) | Vh=1,2,..q(p) < } (1.8)

L’espace dual de S(RY) est I'espace des distributions tempérées qui est noté par

S'(RM)
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Nous disons que la suite {¢,} des fonctions test est converge vers ¢ € D(Q) s'il

existe

un ensemble compact k C € tel que supp(pnp) C k pour tout n, et si pour chaque

a e NY

lim,, 00 D%p(x) = D*p(2),CV  uniformement sur k (1.9)

Nous définisons une fonctionnelle linéaire et continue 7" sur D(£2) comme une app-
plication de D(2) dans le corps k(C ou R ) noté par (T, ¢) pour ¢ € D(R), qui

vérifice

(T, o1 + B2y = a (T, 1) + BT, p2) Vo, B €k Vo100 € D(Q) (1.10)

et telle que

on — 0 dans D(Q) = <T, g0n> — 0 dans k (1.11)

Cette fonctionnelle linéaire et continue s’appelle une distribution ou une fonction
généralisée.
L’espace des distributions (de Schwartz) est noté par D'(2) et correspond I'espace
dual de D(Q). Ainsi, la forme bilinéaire (.,.) : D'(Q)xD(2) — k représente le produit
de dualité entre les deux espaces. Proprement dit, quand le corps k est pris comme
C, alors le produit de dualité doit étre considéré comme une forme séquilinéaire et les
distributions en tant que fonctionnelle antilinéaire. Néanmoins, pour la simplicité ceci
n’est pas habituellement fait, puisque les résultats dans D'(Q2) sont identiques sauf
une conjugaison complexe sur les fonctions test dans D(£2) Nous notons que 'espace
D/(Q) a la topologie faible de ’espace dual. L’espace vectoriel et les opérations de
convergence dans D' (Q), soient T', S, T, € D'(Q) et a, B € k peuvent étre caractérisés

comme suit :
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(T + BS, ) = a(T, ) +B(S,¢) , Vo€ D) (1.12)

et
T, — T dans D'(Q) < (T,,¢) — (T,y) dans k Vo € D(Q) (1.13)

Les distributions peuvent étre aussi multipliées par des fonctions indéfiniment diffé-
rentiables pour former de nouveaux distributions. Si T € D'(Q) et n € C>(Q), alors

le produit est défini par

(T, ) =(T,np) , Yo e D) (1.14)

On remarque, cependant, que le produit de deux distributions n’est pas bien défini
en général.

Chaque fonction localement intégrable f € L} .(Q) définit une distribution

loc

()= [ Faela)ds , Vo€ DE) (1.15)

La distribution f serait produite par la la fonction f. Une distribution qui est pro-
duite par une fonction localement intégrable s’appelle une distribution réguliére.
Toutes autres distributions s’appellent singuliéres. On note de maniére analogue la

distribution

(T, ) = / T(a)p(z)da (1.16)
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La fonction de Dirac

La fonction de Dirac 9, qui n’est pas a proprement dit une fonction, était présenté
par le physicien théorique britannique Paul Adrien Maurice Dirac (1902 & 1984)
comme une technique dispositif dans la formulation mathématique de la mécanique
quantique. La fonction de Dirac s’annule partout sauf l'origine, ol sa valeur est

infinie, et de sorte que son intégrale est 'unité. Elle est donc définie par

o si =0

d(x) = (1.17)
0 si x#0
et a la propriété
Q

Il n’existe aucune fonction avec ces propriétés. Cependant, la fonction de Dirac
est bien définie comme distribution. Dans ce cas elle associe chaque fonction test ¢

sa valeur a l'origine.

Supposant que 0 € €2, la fonction de Dirac est définie comme distribution qui satisfait

(6,¢) = / 5(x)p(x)dz = p(0) | Vp e D) (1.19)

1.2.2 Les espaces de Sobolev

Soit v une fonction réelle, ou plus généralemet, une fonction & valeur complexe

définie sur le domaine et soit o = (a1, s, ...., an) € N&. nous écrivons
) ) ) N>

. 8 a1 a a2 (9 apn

10
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pour noter une dérivée partielle mixte de u d’ordre
la| =1 +as+ ... + ay (1.21)

les espaces de Lebesgue

Les L ou les espaces de Lebesgue correspondent aux classes des fonctions mesu-
rables de Lebesgue définis sur le domaine Q C R¥. Ils sont définis, pour 1 < p < oo
par

LP(Q) = { u:Q—=C ;5 ullppg) <o } (1.22)

Ou la norme de est donnée par

/|u<x>|pda: 1<p<oo
Q

||u||LP(Q) = (1.23)

Supp esszeq |u(z)| ;. p=o0
En particulier L?(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(U V) p2q) = Z /u ()v (x)dz ; Yu,v e L*(Q) (1.24)

lo|<mg,
Les espaces de Sobolev d’ordre entier

Nous définissons maintenant les espaces de Sobolev W™P pour 1 < p < o0 et

m € Ny par

Wmr(Q) = { uw:Q—C DweLP(Q) VaeN) |a]<m } (1.25)

11
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Ou alternativement, par
WmP(Q) = { u:Q—-C ; Hu”WmaP(Q) < 00 } (1.26)

muni d’une norme donnée par

Sl

S i@, | 1<p<o
HUHW"MP(Q) = lal<m (1.27)

I

max|aj<m | D%u (@),

Les espaces de Sobolev W™P sont des espaces de Banach, a condition que les
dérivées soient données dans le sens des distributions (section (1.3))). si m = 0 alors

on a

Wor=1rQ) , 1<p<oo (1.28)

En particulier 'espace W™2(Q) noté H™ () est un espace de Hilbert

L’espace H™(f2) est muni du produit scalaire :

(s V) () = Z /Dau (x) Dev (x)dx 5 Yu,v € H™(Q) (1.29)

|| <m gy

dont la norme est d’expression :

N

[wll grmey = Z/\Do‘u(xﬂzdx : Yu e H™(Q) (1.30)

la|<mg,

L’espace H™(f)) est espace de Sobolev d’ordre m

Hm(Q):{ueL2(Q) . DueL?*Q) ; YVaeNV \a|§m} (1.31)

12
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Proposition 1.2.1 (Inégalité de Poincaré)

Vp € [1,00[,3c = 0,Yu € WP (Q) on a

Jull, < ¢ (Z

1
Sur WEP(Q) la norme <Z ‘ p) est équivalente a celle de WP(Q2).
i=1 b

Ou
ox;

Les espaces de Sobolev d’ordre partiel

soit s € R est réel, alors les espaces de Sobolev d’ordre partiel sont définis aussi

a aide de la transformée de Fourier (1.36)) par
o (R") ={ue L*R"): 1+ |7]*)2.F {u} € L*R")}

La norme dans cet espace est donnée par

2

s /(1 IR |F {u) P dr (1.32)

n

lul

Théoréme 1.2.3 (Théoréme de trace)

Supposons Q un ouvert borné de frontiére I' de classe C' par morceaux.
Considérons Uapplication vy : D(Q) — L*(T), alors D(Q) est dense dans H'(S),
et Uapplication vy se prolonge par continuité en une application linéaire continue de

HY(Q2) dans L*(T') encore notée 7.

Hi(2) est le noyau de application trace 7y, c-a-d

H&(Q)z{veHl(Q) L w=0 sur F}

13
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H2(T) est image de o,

(Imvyo=H=(T) , H2(T) est dense dans L2(T))

Théoréme 1.2.4 (Formules de Green)

Soit Q un ouvert borné de frontiére T de classe C' par morceauz, on a les

formules suivantes.

— 1°" formule de green

/gﬁvdx = —/u%dm + /u.v.mda 1<i<n uve H(Q) (1.33)
Q Q r

ot
du &

5. = ﬂ.m sur I' avec mn estle vecteur normal unitaire sur T’
i=1

— 2°m¢ formule de green

/Au.vdw = —Z/g&.g&dm + g—z.vda ue H*(Q) ve H(Q) (1.34)
Q =g T

— 3¢ formule de green

/(Au.v — Av.au)dx = /%‘U — g—z.uda u,v € H*(Q) (1.35)
Q r

Dans les deux derniéres formules, on suppose €2 ouvert borné de frontiére I' de

classe C?.

14
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1.2.3 Transformation de Fourier

Définition 1.2.2 Nous définissons la transformée de Fourier directe f = F{f}

d’une fonction intégrable f € L*(RY) comme

flr) = -1 /f(.r) exp T dr T€eRN (1.36)

N
(2m)z
RN

et son transformée de Fourier inverse f = F ! {f} par

(2m) %

f(r) = —5 /f(T) exp™dr  xeRN (1.37)
RN

Les transformées de Fourier (1.36]) et (1.37) peuvent étre utilisées aussi pour

une classe plus générale des fonctions f, comme des fonctions dans L*(RY) ou méme
pour des distributions tempérées dans l’espace S(RY), le dual de ’espace de Schwartz

des fonctions a décroissance rapide

S(RY) = { feEC®RY)) 2°D*f € L®(RY) Va,3 €N} } (1.38)
ou P = (:cfl,xgg, ....,a:ﬁ}v) pour un multi-indice [ € NYY

L’espace S(RY) a la propriété importante d’étre invariable sous la transformée de
Fourier, c-a-d,

v e SRY) & 5 e S(RY)

Nous avons en particulier linclusion D(RY) C S'(RN), et ainsi,
S(RY) ¢ D'(RM)

La convergence dans S (RN) est la méme que pour des distributions (section ),

15
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mais en ce qui concerne des fonctions test dans S(RY).

En effet, si T, T € S (RY), alors

T, — T dans S (RN) < (T,,¢) — (T,¢) dans k VYo S(RY) (1.39)

1.3 Fonctions de Green et solutions élémentaires

1.3.1 La solution élementaire

une solution élémentaire pour un opérateur différentiel £, linéaire, avec des coéff-
. , . . . . ’ . . .
cients constants, et défini sur I'espace des distributions D (RY), est une distribution

E qui satisfait

LE=4¢ dans D'(RY) (1.40)

Ou ¢ est la fonction de Dirac, centrée 'origine. L’intérét principal d’une telle solution

élémentaire se situe dans le fait que si la convolution a un sens, alors la solution de

Lu=f dans D (RY) (1.41)

pour une fonction donné f, est donnée par

u=FExf (1.42)

En fait, en raison de, la linéarité de £ puisque E est une solution élémentaire, et

puisque ¢ est L’élément neutre de la convolution, nous avons

Lu=L{Exfy=LExf=6xf=F. (1.43)

16
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Nous remarquons aussi qu’a partir de la solution élémentaire F, d’autres solu-

tions peuvent étre construites, dans le sens des distributions, quand les dérivées de

la fonction de Dirac § apparaissent sur le coté droit. Par exemple, la solution de

EF:% dans D'(RY)

est donné par

o0 OF OF
%0

F=E —

1.3.2 La fonction de Green

(1.44)

(1.45)

une fonction de Green d’un opérateur différentiel partiel £, avec des conditions

de frontiéres homogeénes, linéaires, avec des coéffecients constants, par rapport y, et

défini sur 'espace des distributions D' (RY), est une distribution G tel que

L,{G(x,y) = 6.(y) dans D'(RV)

(1.46)

ou ¢, est la fonction de Dirac avec la masse de Dirac a centrée au point de source x,

c-a-d,

Ainsi elle vérifie

G(z,y) = L, {0:(y)}

La solution du probléme aux limites non homogene

L.{u(x)} = f(r) dans D'(R")

17
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est donné par,

u(xr) = G(z,y) = f(y) si la convolution a un sens

Ou G est symétrique, c-a-d,

G(z,y) = Gy, z) (1.48)

Comme dans la solution élémentaire, nous prenons

Lo{u(@)} = LoAG(x,y) * [(y)} = 0a(y) * f(y) = [(z) (1.49)

Nous observons que la fonction de Green de I'espace libre ou de tout I'espace,

c-a-d, sans conditions de frontiére, est liée a la solution élémentaire par la relation

G(r,y) = E(r —y) = E(y — z) (1.50)

1.4 Equation aux dérivées partielles

Définition 1.4.1 (E.D.P)

Une équation aux dérivées partielles (E.D.P) du 1°" ordre est une relation entre une
variable indépendante x € 2 C RY, la fonction inconnue u = u () et leurs dérivées

partielles, c’est a dire de la forme

F (x,u(az) Ou %) ~0 (1.51)

"0z Oz,

Définition 1.4.2 (E.D.P Linéaire)

Une équation aux dérivées partielles linéaire d’ordre m dans RYN est une équation de

18
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la forme

Z o (x) Du = f (1.52)

la|<m

ot les fonctions a, sont des coéfficients ne dépend que de x.

Définition 1.4.3 (Opérateur aux dérivées partielles linéaire)

On appelle opérateur aux dérivées partielles linéaire tout opérateur A de la forme,

A(z,D) = ) aq(x) D" (1.53)

|a|<m

L’équation caractéristique, quand a elle, est donnée par

A (2,7) = > aq (x) 7" #0 (1.54)

laj=m

Maintenant, A (x, D) est elliptique dans 2, si pour tout xg € 2, on a

Z ao ()7 >0 pour tout T #0 (1.55)

laf=m

1l est fortement elliptique, s’il existe une constante C' telle que

Z ao ()7 > C 7" pour tout o€ Q k>0 (1.56)

|a|=m
1.5 Opérateurs intégraux

1.5.1 Définitions

Définition 1.5.1 (opérateur) On appelle opérateur sur ) toute application linéaire

continu de D(R) dans D' (Q).

D’aprés le théoréme des moyaux de schwartz [12], étant donné T un opérateur
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"agissant” sur Q0 il existe une unique distribution K € D' (Q x Q) telle que

(Tu,v) = (K,v xu) Yu,v € D)

On dit que K est le noyau distributionnel de T ou bien T est 'opérateur de

noyau K.

Définition 1.5.2 (opérateur intégrale)

Un opérateur T sur Q) est dit intégral si son noyau K est la distribution associée a
une fonction K € L, .(,9Q). On dit que K est le noyau de l'opérateur intégral T'.
La théorie des opérateurs intégrauz s’identifie a celle de lintegral. Etant donné

K € L} (9,9). on peut définir par application du théoréme de Fubini [{])] la fonc-

loc

tion Tu € L. (Q x Q) par

Tu(z) = / Kz, y)u(y)dy (157)

Définition 1.5.3 (opérateur de Fredholm)

i) soient E et F' deux espaces de Banach Un opérateur linéaire, continu de E dans
F, est appelé opérateur de Fredholm, si la dimension de son noyau et la co-

dimension de son image sont finies.

ii) Le nombre ind T = dim ker T — dim coker T est appelé lindice de T.

Théoréme 1.5.1 Soit T' un opérateur linéaire continu de E dans F, Alors les deux

propriétés suivantes sont équivalentes :

i) T est un opérateur de Fredholm d’indice zéro ind T = 0.

ii) Il y a un opérateur K, linéaire, continue de E dans F', compact tel que T + K

est tnversible.
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Preuve. voir [7]. =

Définition 1.5.4 (Opérateur de Nemytskii)

Soit Q un ouvert borné de R™. On dit qu’une fonction f : Q@ x R™ — R, est une
fonction de Carathédory si Uapplication (z,u(z)) — f(x,u(x)) est continue en u

pour tout x € §) et mesurable en x pour tout u € R™.

L’opérateur Nsu : QQ — R défini par

(Nyu) () = f (z,u(2))

est appelé opérateur de Nemytskia.

1.5.2 Noyaux intégraux

Comme on I’a mentionné auparavant, plusieurs problémes de la physique ma-
thématique peuvent-étre decrits par dans en équation intégrales. Génralement, les
équations intégrales obtenues sont de différents types. Le caractére d’une équation

intégrale est déterminé essentiellement par les propriétés de son noyau. En effet, si :

Le noyau K (x,t) est continue dans €2 ou, au moins, si les discontinuités du noyau

sont telles que :

Q/Q/}KQ(x,t)\dmdt<oo

alors les équations données par :

Tu(x) := /K(x,t)u(y)dy = f(x) (1.58)

ol u est 'inconnue et f(z), K(z,y) des fonctions données, sont dites équations de

21



Chapitre 1. Notions fondamentales

type de Fredholm. Plus précisément, ((1.58)) est une équation de Fredholm de premiére

espéce, contrairement 1’équation de Fredholm de deuxiéme espéce définie par :

u(w) ~ [ K (. uty)dy = f(a) (1.59)
- Si le noyau
_ H(z,y)
Kiwt)= |z —y[*

ou H(x,y) est borné et a une constante telle que 0 < « < 1, alors ((1.58)),(1.59))

sont des équations intégrales avec une singularité faible

- Si le noyau

A(z,y)
|z — 9|

K(x,t) =

ou A(z,y) est une équation différentiable en x et y, alors

/K(x, Hu(y)dy  diverge
Q

1.6 Les opérateurs pseudo-différentiels

1.6.1 Opérateur différentiel

Un opérateur différentiel linéaire d’ordre m s’écrit comme
D= ) a.(z)D" (1.60)

ou les a a,(x) appelées coéflicients de l'opérateur D, sont des fonctions C'* (RN )
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1.6.2 Opérateur pseudo-différentiel

Les opérateurs pseudo-différentiels peuvent-étre considérés comme une géné-
ralisation des opérateurs différentiels. En effet, soit I'opérateur différentiel (1.60]),

exprimons le, en fonction de la transformée de Fourier et de son inverse F~! (resp

(1.36)),(1.37)), comme

Az, D)u(x) = Z ao(z)Du(z) = F 1 Z o ()T F [u] . (1.61)

avec a(z,T) = Z ao(z)T®, 7 € R¥\ {0}, un élément de la classe des symboles
|a|<m

Sm(Q x RY).

Classe des symboles d’ordre m

Soit € RY et a(x, 7) une fonction de C=(Q x RY). soit K C © un compact
et m un nombre réel quelconque. La classe S™(£2 x RY) des symboles d’ordre m est

définie par
S™MQ x RY) = {a(x,7)/ |0200a(z,7)| < Capx(l+ |7))" 11} (1.62)

pour tout * € K, 7 € RY et pour tout multi-indice «, 3. les Cy 5 sont des

constantes, qui peuvent dépendre de o, 3 et K.

L’espace S™(€ x RY) est un espace de Fréchet muni des semi-normes

P(%?K(a) = sup(1+ |7]) yled=m ‘(90‘85 ’ (1.63)
reK
TER™
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ces éléments sont appelés les fonctions apmlitudes d’ordre m .

on pose

S = UperS™ S7%° = NperS™

Le résultat suivant, concerne le développement asymptotique des éléments de
S™(2), Ceci revient donner un sens une série formelle d’éléments a;, d’ordre m;,

tendant vers —oo

1.6.3 Symbole principale

Chaque élément de 1'espace S™ (2) /S™! () est appelé le symbole principale,
qui représente la partie d’ordre le plus elvée dans le dévelopement asymptotique du

symbole complet.

Théoréme 1.6.1 Soit P un opérateur propre de L™ (S2). Alors, il existe P € S™ ()

unique tel

Pu (z) = /ei”p (x,7) F{u}(r)dr (1.64)

de plus si a(x,y,T) une amplitude pour P, on a alors

1
p(xaT) ~ anD;a(x,y,T) (165)

«

y=z

Preuve. voir [30]. =

Théoréme 1.6.2 Soit P un opérateur linéaire, continu de D () dans C* (2). Alors

P e L™ () si et seulement si pour tout f € D (), on a

e (f.e"7) € S™(Q) (1.66)
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Preuve. Soit (p;) une partition de I'unité sur Q avec des fonctions p; € D (Q) et

soit f3; des fonctions de D (2), avec 3; = 1 sur supp p;. On a donc
(o (2) = [ F (o} () dr = [3 @) e F {pud (dr (L67)
et comme P est continu alors

P (pju) (z) = / e, (z,7) F {pju} (7) dr

= [ [ b .0 05 ) ) dyar (1.68)

ou

pi(x,7)=¢e"p (@» (x) .ei”) e S"(Q) (1.69)

et puisque u = iju, on obtien que
J

Pu) = [ [y oy 7)uty) dyr (1.70)
ot 'amplitude p (z,y,7) € S™(Q x Q) car

p(z,y,7) = ij (z,7) p; (y) (1.71)

est localement finie en y. m

Le résultat suivant conduit & la caractérisation du symbole principale :

Théoréme 1.6.3 Soit P € L. (Q). Alors pour (xq, 7o) appartenant o T*Q\ 0, ona

loc

op (w0, 70) = ,l\li% AW P (f (2) €29))) (1.72)
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ou f € D () et égale a 1 au voisinage de xo,p € C™ (Q),d¢ (x) = 10 # 0 sur supp f

et T*Q\ 0 est le complément de la section nulle dans le filtré cotangent T*S).

Preuve. voir [12]. =

Un résultat fondamental, qui est un outil adéquat utilisé dans la démonstration

de lellipticité forte pour les problémes aux limites, & savoir I’inégalité de Garding.

Théoréme 1.6.4 (Inégalité de Garding) [40/[15]
Soit P € L™ (). Supposons que Re p (x,T) pour 7 large et ¢ = 0. Alors pour chaque

s réel, et pour chaque compact fixé K et pour tout u € D (K) on a

Re (Pu,u) > e |[ullfpme — ez Jullf.

avec c1, ¢y indépendants de u.

1.7 Théorie du potentiel

La méthode des équations intégrales consiste & remplacer un probleme aux li-

mites par une équation intégrale posée sur le bord I'.

Définition 1.7.1 Soit ¢ € C(T") une fonction donnée, E(x,y) noyau de Green, les

fonctions
S(x) = /w(y)-E(x,y)dFy z € RA\ (1.73)
Q
et
V(z) = / ply) BdT, @z e RAT (1.74)
Q
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sont appelées, respectivement, potentiel simple-couche et double-couche avec la

densité .

Remarque 1.7.1 On pose

f(z,y) = o(y).E(z,y)

ou

flo,y) = p(y) 578 oz ¢l yer
f est continue sur I' donc elle est intégrable.

Lemme 1.7.1 Si f : D x ' — C est continue st x # y et satisfait

Fley) < por 0<a<

|lz—

alors la fonction g(z) = /f(x, y)dl', est continue sur D.
T

Preuve. voir [10)]. m

Théoréme 1.7.1 Soit T de classe C? et p € C(T) :

Alors le potentiel simple-couche S avec la densité ¢ est continue. Sur la frontiére

nous avons

S(x) = /(p(y).E(a:,y)dFy rel
r
ou lintégrale existe.

Théoréme 1.7.2

a) Le potentiel simple couche S(x) est continue sur R? i.e prolongeable par continuité

de R*\ T a R2.
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b) Si
/ e(y)dl'y =0
r
alors
lim S(z)=0
ja—+o0
Preuve.
a) On a
S@) = [¢ly)Blep)dr, e RAT
r
on prend
f(z,y) = p(y).E(z,y)
avec
1
E(z,y) = 5 loglz —y|
s
donc

D’aprés le lemme ((1.7.1])
lim S(x)

r—z€l
existe et ne dépend pas de la direction.
alors S est continue sur R?

b) Supposons que

on a
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d’ou
S(2)] < S mess(D). o]l = o)
X S —Mess . QO o = O\ —
@ al
donc
lim S(z)=0
|z|—+o00

Eximinons maintenant la trace du potentiel de double couche

Vi) = /(p(y).%dfy T €RAT e C(D)
Q

Lemme 1.7.2 Soit I' de classe C?, Alors il existe une constante positive L tel que

1. [z —y,n(z)| < Lz —y|*;2,y €T

2. |n(x) —n(y)| < Lz —y|;2,y €T,

Preuve. voir [10]. =

Lemme 1.7.3
-1 st z€D
OE(z,y)
/ dl'y = L1 s zeT (1.75)
O v 2
) (y) |
0 si ¢ D

Pour la preuve de ce lemme on a besoin de la proposition suivante.

Proposition 1.7.1 Soit v € C*(D), harmonique (Av = 0) dans D,

Alors
—dl'y = (1.76)

Preuve. On utilise la 1°° formule de Green

ov
/uAv—l—Vqu:/u%Fy
D T
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on prend u =1 et comme v =0 alors

@
on

r

dr, =0

Maintenant la preuve de lemme (|1.7.3))
Preuve.
1. € D (v € R?\D)
d’aprés , on prend

OF
v:E(AEZO);»/%dFyzo

T

2. x € D on utilise la réprésentation

ue) = [(Gow)Ew) — uly) G,

r
on prenant u =1

OE(z,y)
1= [ - ==—2%r
/ on dry
I

alors
OE(z,y)
— 2 dr, = -1
/ on v
r

3. x € I',Q(x,€) est un sphére de centre = et de rayon e.

soint H(z,e) = Q(x,e) N D

On applique la formule (1.76) (v = E, /a—E =0).

on
N
OF OF
—dI’ —dl', =0
/ on VY * / on Y
{yer:|z—y|>e} H(z,)
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on a / 8E§Z’y) dl'y =0 (x ¢ D)
{yerl:|z—y|>e}
oF oF 1
/ (z, y)dry — lim (z,y) ar, — -+
on, £—0 ony 2
H(z,€) H(xz,e)

Théoréme 1.7.3

SoitT' € C?, le potentiel double couche V () avec la densité o € C(T') est prolongeable

par la continuité de D a D et de R2/D a R?/D avec les limites

Vit ()= [olo) BT, £ dole)  weT w77)
N

ol

Vi = }lliII(l) V(z £ h.n(z))

ot l’intégrale existe.
Preuve. voir [10]. =

Théoréme 1.7.4 Soit T' € C?. Alors pour le potentiel simple couche S(x) avec la

densité ¢ € C(I")

satisfait

B2)= [o) Sr, £ dpte)  wer (1.78)
I

ol

oS+ ,
. (x) == }lllil(l) n(z).VS(x £ hn(z))

ou l’intégrale existe

Preuve. voir [10]. =
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1.8 Alternative de Fredholm

Théoréme 1.8.1

ot bien l’equation linéaire non homogéne de second éspéce admet une
solution unique quelle soit f(x) (appartenant & une classe suffisamment vaste), ou

bien [’équation homogéne corrrespondante
uw) = [Kwgyuto)y =0 (179
Q

a au moins une solution non triviale, te.non identiquement nulle.

Théoréme 1.8.2

Le premier cas de lalternative d également lieu pour ’équation adjoint de
o) = [ Kooy = g(a) (1.80)
Q

et le nombre de solutions linéairement indépendantes de l’équation intégrale homogéne

1.79) et de l’équation adjointe

v@»—/mew@wyzo (1.81)

Q

est fini et le méme pour les deux équations.

Remarque 1.8.1 si les fonctions uy(z), ug(z), ....... ,un(x) sont solution de l’équa-

tion homogéne , il en est egalement de leur combinaison linéaire
u(x) = crug(x) 4+ coug(x) + ... + cpun(x) = chuk(m)

ot c(k=1,2,....,n) sont des constantes arbitraires.
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Théoréme 1.8.3

Dans le second cas de l’alternative, une condition nécessaire et suffisante pour que

I’équation non homogéne admette une solution u(z) et solution v(x) de l’équa-

tion homogéne adjointe de
/f(m)v(x)dx =0 (1.82)
Q

Remarque 1.8.2 Dans la condition .l’équation posséde une infinité
de solutions puisqu’elle vérifie toute fonction de la forme u(x) + u(z) avec u(x)
une solution de et u(x) toute solution de l’équation homogéne correspondante
1.79).

De plus, si l’equation satisfaite par les fonctions ui(x) et us(x), l'equation
etant linéaire, la différence ui(x) — us(x) est solution de l’equation .

Dans la pratique, ’alternative de Fredhom est le plus tmportant de ces théorémes.

Au lieu de démontrer que l’équation intégrale donné a une solution,on dé-
montre parfois plus facilement que [’équation homogéne correspondante ou
son adjointe n‘ont pas d’autres solutions que les solutions triviales.il en ré-

sulte, en vertu de l’alternative, que [’equation admet bien une solution.

Remarque 1.8.3 si le noyau K(x,y) de l’equation intégrale est symétrique,
ie K(z,y) = K(y, ), Uéquation adjointe coincide avec 'équation homogéne
1.79) associé a (1.59).

cette classification est incompléte. La théorie de Fredhom est valable uniquement
pour les équations du type de Fredhom. FElle ne s’applique pas pour les équations

singuliéres et pour d’autres intégrales a noyau non intégrable.
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1.9 Meéthode des opérateurs monotones

Soient X un espace normé séparable réel X* le dual de X, A : X — X* un
opérateur non linéaire, D(A) = X, R(A) C X*.

On dit que 'opérateur A est monotone si

(A(z) = A(y),z—y) >0 Vr,ye X

Si cette inégalité devient stricte pour x # y, on dit que A est strictement monotone.

S’il existe une fonction ¢(t) continue et positive pour ¢t > 0 telle que ¢(0) = 0, ¢(t) > 0

pour ¢t > 0, ¢(t) > 1 pour t — oo et telle que

(A(z) = A(y), z —y) = Cllz —yllllz -y

on dit que A est fortement monotone. L’opérateur A est dit coercif s’il existe
une fonction ~y(t) définie pour ¢ > 0, qui tend vers +00 quand t — +00 et qui pour

tout x € X vérifie 'inégalité

(A(z),2) = 7llz|ll|l=|

On dit que A est demi continu en xo € X si la convergence de x,, vers xy pour

la norme de X implique A(z,) — A(zo)(n — oo) faiblement, c’est- a- dire

(A(zp), ) — (A(xg),x2)(n — 00) Vre X

Théoréme 1.9.1 (Théoréme de Browder et Minty)

Soit un opérateur A qui applique un espace de Banach séparable réel X dans l’es-
pace X*. Supposons que A soit fortement monotone et demi continue. Alors l’équa-

tion A(z) =y a une solution x et une seule pour tout y € X*.
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Chapitre 2

Méthode des équations intégrales

pour quelques problémes linéaires

Dans ce chapitre, on présente l’analyse mathématique de la méthode du
potentiel (la méthode indirecte des élément frontiéres), concernant les pro-

blémes de Dirichlet et de Neumann pour le laplacien dans le plan.

2.1 Introduction

La méthode du potentiel permette de ramener le probléme aux limites a un
probléme équivalent posé uniquement sur le bord du domaine. Dans le présent tra-
vail, nous appliquons cette technique au Laplacien avec les conditions de Dirichlet et
Neumann. Utilisant cette méthode des équation intégrales aux bord, nous avons 1’ha-
bilité a résoudre ces équation intégrales. Nous allons I'interpréter en tant qu’opéra-
teurs pseudo-différentiels, et via le calcul symbolique de ces opérateurs, nous pouvons
donner les propriétés de ces opérateurs qui nous permettent d’exhiber ’existence et

l'unicité de la solution.
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2.2 Meéthode du potentiel pour le Laplacien dans

un domaine régulier pour Dirichlet

2.2.1 Formulation du probléme

Présentons ici le probleme de Dirichlet intérieur pour 'opérateur de Laplace.

Soit 2 C R? un domaine ouvert, borné¢, simplement connexe, dont la frontiére

I' est réguliére I' € C'*

On cherche a déterminer une fonction u dans H'(f2) vérifiant :

Au = 0 , dans ()
(p1)
v = f , surl

ou A est I'opérateur de Laplace, et f est une fonction continue donnée sur la frontiére
I telleque f € Hz(T)
Le probléme (pl) constitue le probléeme de Dirichlet (non homogéne) pour le

Laplacien. Il modélise, entre autres les phénomenes stationnaires.

Fic. 2.1 — Domaines intérieur et extérieur

Interprétation physique :

L’équation de Laplace Au = 0 intervient trés fréquemment dans des problémes

de la physique. u représente typiquement la densité d’une quantité en équilibre.
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L’application du probléme de Laplace peut étre trouvée pour 'éléctrostatiques [20],
la conductivité dans I'imagerie biomédicale [5], et pour le potentiel dans un plan

incompressible [37].

2.2.2 FEtude variationnelle

Pour énoncer une formulation variationnelle du probléme traité, nous devons
définir correctement les espaces des fonctions dans lequel on cherche la solution.

Pour le probléeme nous considérons ’espace classique de Sobolev

H'(Q,0) ={ue H(Q) , Au=0} (2.1)

qui est un espace de Hilbert muni de la norme

2 2 1
ull gy = (lullz2) + [Vull72 ()2

L’espace H! (2, A) est important dans la formulation variationnelle, car il nous

permet d’étendre la seconde formule de Green pour des fonctions "non régulieres"
de H'(Q).

En effet, on a le

Lemme 2.2.1 Soit u € H'(Q) avec Au € L*(Q) et soit v € HY(Q) de support

borné, alors Onu |r

est definie par :
(Au,v) + (Vu, Vo) = (Opu|r , v |r)p (2.2)

ict (, )pest la dualité entre H~2(T) et H2(T') donnée par :

(. Ky = / h(y) K(y)dr (2.3)
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pour des fonctions h et k réguliéres.

Preuve. L’¢quation (2.2)) est obtenue en intégrant par parties la trace v |. appartient
pour tout v € H'(Q2) de support borné d’aprés le théoréme des traces (1.2.3)). La

partie
gauche de (2.2)) est bornée d’apres les hypotheses faites sur u,v m

On introduit ensuite le sous-espace de Hilbert V' un sous espace des fonctions de

H'(Q) qui satisfont dans le sens des traces la condition essentielle d’homogénéité.

V:{ veHY Q) , v=0 sur r}::Hé(Q) (2.4)

H} () est un espace de Hilbert muni de la norme

2 2 1
101l ) = (lvll72 () + 1VO72(0))?

N

2
ol = 190l = | [ 0@ do
Q

Soit maintenant v € Hy(2), En multipliant la premieére équation de (pl)) par v et en

intégrant sur €2, la 2¢ formule de Green (({1.34])) nous permet d’écrire

- /VqudQ + /8nuvdf‘ =0 (2.5)
Q T
posons alors
ar(u,v) = /VqudQ (2.6)
Q
et
Li(v) =0 car ve H () (2.7)
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Tout d’abord, on a la

Définition 2.2.1 Soit f(s) la trace de w € H'(Q) telle que w|. = f la fonction
u € HY(Q) est appelée solution faible du probléeme si:
i) u—weV.

ii) Pour tout v € V, la condition est vérifée.

Maintenant, le probléme (pl]) devient équivalent au probléme variationnel suivant :

trouver u € H'(Q) tellque
(2.8)

ai(u,v) = Ly(v) pour tout v € H}(Q)
Théoréme 2.2.1 i) H}(Q) est un espace fermé dans H' ().
ii) Li(.) est une forme linéaire continue.
iii) a1(.,.) est une forme bilinéaire continue.

iv) ai(.,.) est H(Q)-coercive.

Preuve.

i) Soit (vy) une suite de fonctions dans 1'espace Hy(£2) qui converge vers un élément
ve HY (Q)

D’apres le théoreme des traces ([1.2.3)), on a

vk — U||L2(r) < () |l — U||H1(Q)

c’est-a-dire que la suite (T'r v}, ) converge vers T'r v dans l'espace L*(T) :
Alors, il existe une sous suite qui converge presque partout vers T'r v mais puisque

Tr v =0 sur I, ceci implique que : v € H}(Q)
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ii) Evident.
iii) La bilinéairité de a;(.,.) est evidente pour la continuité de a;, on va montrer,

pour tout u,v € H}(Q)
a1 (u, V) < e llull gy 1Vl a0
En efft on a

a1 (u,v)| = /VqudQ
Q

< |IVull 2o VUl 12y grace & couchy-shwartz

S c “u”Hé(Q) ||U||Hé(Q) avec c =1

d’ou la continuité de aq(.,.)

iv) Il suffit de trouver a > 0 tel que
a1(u,u) > alulf,

On a alors,

astusn) = [ 1Vulde = fulfyy =l aveca =1
Q

D’ou le coercivité de aq(.,.)

Ce théoreme nous permet d’établir le résultat suivant

Théoréme 2.2.2 Le probléme (@) posséde exactement une seule et unique solution

faible u € H(Q, A).
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Preuve. Evident d’aprés le théoréme (2.2.1)) et le théoréme de Lax-Milgram (1.2.2)).

Pour interpréter maintenant le probléme ([2.8)), considérons la solution faible du

probléme (pl) et I’équation

/Vqudx =0 YoeV (2.9)
Q

Par application inverse de la formule de Green & son terme de gauche, on obtient :

—/Vqudx = /Auvdm - /anuvdF veV (2.10)
Q Q r

Prenons en compte que v = 0 sur I' et substituons (2.10)) dans (2.9)), on aura
(Au,v) =0 Cclest-a-dire que Au € D'(Q) est nul

mais comme Au € L?(Q), alors on a Au = 0 p.p dans §2, qui est la premicre

équation de (pI)).
En fin, d’aprés la définition (2.2.1)), on a

(u—f) € Hy(Q)

ce qui fait que

u—f=0 sur T

d’on la deuxiéme équation de (jpl])

Ainsi, le probléme aux limites équivalent au probléme variationnel (2.8)), est le

probleme (pl)).
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2.2.3 Reéduction en équations intégrales

D’une maniére générale, tout probléme du Laplacien peut étre réduit en équation
intégrale, grace a l’existence de la solution élémentaire associée, en particulier le
probléme de Dirichlet pour le Laplacien est réduit en une équation intégrale, en

supposant que la solution s’écrit sous la forme d’un potentiel de double couche.

L’intérét de cette procédure est que les équations intégrales obtenues sont des
équations de Fredholm de deuxiéme espéce. Ainsi les théorémes de Fredholm peuvent
étre appliqués [26],[22].

La démarche, qui consiste & représenter, la solution du probléme de Dirichlet
par un potentiel de simple couche, conduit quand elle, & d’autre types d’équations

intégrales ou la théorie de Fredholm n’est pas applicable [39].

Formules de représentations

Les outils fondamentaux pour construire les équations intégrales au bord sont
la solution élémentaire de ’équation de Laplace donnée par
1

E(z) = . log |z (2.11)

et la propriété de simple et de double couche [41].

Définition 2.2.2 Pour u,v € C*®(Q), On définit S et D par les potentiels loga-
rithmiques de simple couche (P.S.C) et de double couche (P.D.C), respectivement
par

Sop(z) = E(z) * por = [ p(y)E(z — y)dly, (2.12)

S—
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Dou(x) := E(x) * (—0,(vdr)) = /v(y)—(z —y)dl'y, (2.13)

ot 0 est la masse de Dirac sur .

Lemme 2.2.2 Soit I' € C*® et u,v € C(I'). Alors on a les relations suivantes du
saut pour (P,S,C) et (P,D,C), quand un point x de l'intérieur tend vers un point sur

la frontiére.

(OuSala)) ¢ =+iula) + [ uly)00, B~ )T,  wyel (2.14)
(Dqu(x)) |r = —%v(m) + /v(y)any(x —y)dl'y =z,yel (2.15)

Preuve. On remarque que pour toutes fonctions pu,v : I' — C assez régulieres, les

potentiels de simple et de double couche satisfont ’équation de Laplace, a savoir

ASqu =0 dans £

ADquv =0 dans

Calculons donc, en un point z € I', 'expression du gradient de Sgq,

on a d’abord

r—y
V.E(1) = ———
2m |z — y|

alors on a

1 T =y
VaSan(a) = 5 [ o)L,
r

Cette expression n’a pas de limite quand x tend vers la courbe I' car la fonction ﬁ

n’est pas intégrable pour x sur I'. On peut donc exprimer la valeur de 0,5 pour

un sens faible par une fonction test ® dans D(R?). Et d’aprés la formule de Green
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(1.34) on a

(0nSq, @ /8 Sa(x I, = —/VSQ(z).Vq)(z)dQ

// ‘y_z@( >dFde

Cette expression est intégrable sur le produit I' x 2. Nous pouvons donc permuter

les deux intégrations, d’apres le Théoréme de Fubini. D’ou

[ansa@atar, =~ [u [U2 T2 dgyar,

2 _
/ J ly — 2|

Maintenant pour r > 0, notons par €2, = 2N B, la partie de ) contenue a 'intérieur

de la boule B, du rayon r et de centre y.

F1G. 2.2 — Domaine privé de la boule

alors

[T gy [ DT

_ r—0 _ 2
Sy =] A

Par application de la formule de Green a nouveau on obtient

(y—2).Ve(z) (y — x).ng, . O(x)
el e ”F”S!\x—y\d“

Q-Q, r-r,
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Quand r» — 0, nous obtenons donc :

/(y —D)VE) 40 - i) + /w@(@drm,

ly — 2| |z — g

T

D’ou, en reportant cette expression dans (2.16]), on aboutit a

F/ﬁnSQ(m)q)(x)de _ —I—%F/u(x)q)( // - y| 1(y)®()dTdT,

alors

au sens faible, donc on en déduit (2.14). De la méme maniére on obtient (2.15). m

Théoréme 2.2.3 Pour toute fonction p,v : I' — C assez réguliere, les équations

intégrales liées aux probléme (@) sont données par :
Sp=—2f (I+Dy=—2f (2.17)

ot les opérateurs intégraux aux bord S, D sont donnés par

-1
Sp(z) = 7 p(y).log |z —y| dTl’,

:_/ O, log |z —y|dT',

avec z,y € I.

Preuve. On cherchera la solution de probléme (pl]) sous la forme d’un potentiel de

simple couche.

Concernant le probléme de Dirichlet (jpl)), la premiére étape consiste & exprimer u(x)
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sous la forme d’un potentiel de simple couche, a savoir

u(z) = E(x) * por = 5= [ p(y).logle —y|dly, z€Q yel (2.18)

En passant a la limite dans (2.18)), la continuité de la simple couche nous permet

d’avoir pour (pl]) une équation intégrale de premiére espéce

u@)|r = f =5 [uy)logle —yldl, 2,yeT (2.19)
r

Si on écrit u(x) sous la forme d’un potentiel de double couche, a savoir

u(z) ~0(vdr)) (2.20)

ZQA/ O loglz —y|dl, z€Q yel (2.21)
I

la propriété de saut de double couche, nous donne pour une équation intégrale

de deuxiéme espéce

Propriétés des opérateurs intgraux au bord

Ainsi, & un seul probléme aux limites, on peut construire différentes équations in-
tégrales lesquels, en général, ont différentes propriétés impliquant certains avantages
ou inconvénients sur les schémas de la résolution numérique.

La résolution de la deuxiéme équation intégrale dans est classique. Tandis

que pour I’analogue d’équation intégrale (2.17)), c’est seulement en 1973, et en 1978,
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qu’un cadre variationnel approprié a été présenté pour discuter 1’éxistence et I'unicité

de leur solution grace aux travaux de Nedelec Planchard [27],[2§].

Dans ce travail, notre approche est totalement différente. En effet, les opéra-
teurs intégraux définis dans (2.17)) sont interprétés comme des opérateurs pseudo-
différentiels. Ceci nous a permis d’obtenir la coercivité moyennant le calcul symbo-

lique des opérateurs pseudo-différentiels.

Pour mettre en évidence, I’élégance de cette technique, commengons par présen-

ter brievement les travaux de Nedelec et Planchard.

Pour la premiére équation intégrale donnée par

S/“L: _2f7

le but est de définir un opérateur qui associe f a p pour cela, les auteurs intro-
duisent le probléme de Dirichlet extérieur et construisent leur opérateur par compo-

sition selon le schéma suivant :

peH () —ue H(Q) x W) — f e H:T) (2.22)

avec

W) = { ve D (WHQ)) v,rlogr € L*(Q.) Dv e LX) }
Maintenant, le deuxiéme opérateur dans (2.22)) est défini et continu.
En vertu de 'unicité du probléme dans () et 2, ils obtiennent I’isomor-
phisme Jy de K sur Hz(I), ou

K = { ve W R?)  supp(Av) C T } (2.23)
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Concernant le premier opérateur dans (2.22)), Uopérateur u — p est défini,
continue de K sur H2(T).

Par analogie, ils montrent que l'opérateur

K2 g

qui & u fait correspondre 4 est lui aussi un isomorphisme. Ainsi (2.22)) est récrite

de la maniére suivante :

—1 .
peH (D)™ we HYQ) x WHQ) 2 ulr € H2(T)

Ce qui fait que lisomorphisme J = .Jy o J;! est représente par la premiére
équation de (2.17).

En fin, ils établissent le résultat suivant :
Théoréme 2.2.4 [27][28]

i) le probléme variationnel lié a est donné par

b(u p') = (fop')  Vp' € H2(T)

avec

bu.n') = [ [1og(lz = s (@)u(y)drar,

ii) La forme bilinéaire symétrique b(u, ') est coercive sur H ’%(F) c’est a dire, il

existe une constante ¢ > 0, tel que :

’ _1
b ) = cllnlly gy Vi€ Hy*(D)

A présent, comme on ’a mentionné auparavant, dans cette étude on présente
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une approche différente, qui consiste & interpréter les opérateurs S, (I + D) comme

des opérateurs pseudo-différentiels pour obtenir des propriétés communes.

Maintenant, & chaque opérateur intégral, on associe par la transformée de fou-
rier, ce qu’'on appelle le symbole complet. Aprés, on exige que celui-ci, admet une
expansion asymptotique pour 7 trés grand avec pour premier terme d’ordre supérieur
en 7, le symbole principal (section ) Si on désigne 'ordre du symbole principal
par 2« alors 'opérateur intégral est appelé opérateur pseudo-différentiel d’ordre 2.

Ainsi, on est en mesure de formuler le

Théoréme 2.2.5

i) Les opérateurs S, (I+ D) sont des opérateurs pseudo-différentiels de symbole prin-

cipal |7'\_1 ,1 et d’ordre —1,0 respectivement.

ii) Ils sont fortement elliptiques : c’est-a-dire, il existe une constante ¢ > 0 telle
que :

Re o(x,7) >¢c>0 (*)
pour tout |T| =1 etx € I avec c indépendant de x et T et o est le symbole principal.

Preuve.

il) La partie principale dans (I + D) est donnée par 'opérateur [
() = p(x) = / L ]

Ceci implique que

O'I(xﬂ—) =1= ‘Tyo

i2) Pour l'opérateur S, on considére, la représentation paramétrique de I' suivante :
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D’aprés la formule de Taylor on peut écrire :

w(t) —x(t) = (t — )z’ (t) + R(t, 1)

D’ou
2(t) = ()| = @) + #B(0) + RED) = @1+ Ri(t,1)*
avec
2 -2 - / —2
zi(t) +a5(t) =1 t=t—t et Ry =Rt
ou
B = |[RE?| <cff] <1

Ainsi

[

lz—y| = [E(1+ Rl(t,f))] P = || (1+ Ru(t,8)% = [£] [1 + Ri/2 — R2/8 + ...
Ce qui fait que

’ — 1 — ].
log|z —y| = log) x(t) — x(t )’ = log(|t] (1 + Ry)?) =log|t| + 510g|1 + Ry

= log [7| + % [Ri— R}/2+ ...

ona 3[R, — R}/2+ ..] indéfiniment différentiable car |Ry| < 1
Soit maintenant une fonction de troncature x telle que X(}ﬂ) =1

Alors,
Spu(t) = Aipu(t) + Aap(t)
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+o0
Aip(t) = —%/X(m).log B (t)dt = / exp(itt).F {u(t)} .ps(t, 0)dt

A, est un opérateur régularisant, ¢’est-a-dire, de noyau C™ et p,(¢,t) donné par

™

ps(t,t) = —l/exp(itf).x(‘ﬂ).log || dt

qui représente le symbole complet de S.

Sachant que

alors le symbole principal sera donné par
1 < -1
os(t,7) = —%f{x(O) log !t‘} =77,

F{.} étand désigne la transformation de Fourier. Ce qui fait que I'ordre de I'opé-

rateur S est égal a —1.
ii) évident d’apres la définition vérifie la condition ().
|

Le symbole principal de chaque opérateur pseudo-diftérentiel, nous est néces-
saire, afin de montrer certaines propriétés concernant ces opérateurs et en particulier,
la propriété de forte ellipticité, qui a son tour, nous permet d’avoir une inégalité de

type énergétique

Lemme 2.2.3 Les opérateurs
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=

() — H>(I)

T wm

(1) — H3(T)
sont continus

Preuve.

i) On a : d’aprés la norme (|1.32))

IS0 3y = [+ P {Sulr) ar

T

et

FASu(r)} = osF {u(r)} avec os(e,7) < er(l+|r*)7

Ce qui fait que

josF ()} < Jer(1+ 1) F {u(r)}|

<A+ )72 |F {u(n)}
Ceci implique alors que

1 —
102y gy < & [ 1+ (7304 [7) 2 |F {pud dr

<o [(L4 720+ 7)) F {u} P dr

< [ (L4 |72 |F {pu} P dr

S—— T— T~

2

< el -y,
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d’ou la continuité de S

ii) La démonstration pour l'opérateur D se fait d’une maniére analogue.

2.2.4 Existence et Unicité

La coercivité pour les opérateurs est satisfaite dans la forme de I'inégalité de

Gérding (voir théoréme (1.6.4))).

En effet, on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.6 [l existe une constante ¢, > 0 telle que pour tout ;1 € H‘é(F)

on a :

(Sim) = ex Nl g g, = (S0 (224

ol

N|=

Sy:H 2(I') — Hz(T') est compact

Preuve. pour montrer 1) Soit € H _%(l"). En utilisant la transformation de

Fourier. On réduit la situation au cas I' = R. D’apreés I’équation de Parseval, on a
-1 2
(Suop) = [Sponds = [F(SuyF{uwydo= [ |l 1F (ufar
R R R
Soit maintenant un opérateur pseudo-différentiel Sy de symbole principal
22
05 = (L+7]2)

On a alors :

S=S5y—58+S5=25—5
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avec 57 un opérateur d’ordre —2, d’ott compact de H _%(F) dans est défini positif,

c’est-a-dire, il existe une constante c positive telle que :

(Sop ) > il (225)

)

En effet,

1+ )3 <@+|r7)2 VreR

Ce qui fait que

/ L+ |r}) 2 |F {udfPdr > ¢ / (L4 [r2) % |7 (P dr

R

D’ou (2.25)).
D’ou

(Sp ) = exllplly -y ) — (Sups )

Maintenant, pour la suite de notre étude, on a besoin de la propriété suivante
de © voir page bibliographie dans [38], & savoir
diametre(Q2) < 1 (2.26)

Cette condition revient dire que la capacité analytique ou bien le rayon conforme

de I' est inférieur de 'unité.

Dans ce cas, on a le

Théoréme 2.2.7 Soit € H~2(T) donné. Alors

i) Su(x) =0 implique que p = 0.
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ii) lopérateur

S:H3(T) — H2(T)
est bijectif.

Preuve.

i) L’unicité est assurée d’apres l'unicité du probléme (pl)). En effet, si S(z) = 0, alors
le probléme de Dirichlet (pl]) devient un probléme avec une condition homogene

et celui-ci posseéde une seule solution triviale u(x) = 0. D’ou le résultat.

ii) D’aprés i) I'opérateur S est injectif. Maintenant, d’aprés I'inégalité de Géarding
(voir théoreme (1.6.4))), chaque opérateur différent de 'opérateur défini-positif

par une perturbation compacte.
Alinsi, cet opérateur est un opérateur d’indice zéro. D’ou la surjection de S.

2.3 Meéthode du potentiel pour le Laplacien dans

un domaine régulier pour Neumann

2.3.1 Formulation du probléme

Soit € un domaine ouvert borné de R? simplement connexe, de frontiére I' € C°.
On aura besoin des espaces de Sobolev.

Considérons maintenant le probléme suivant pour une fonction u € H*(2).

Au = 0 , dans
(p2)
ou = g , surl

55



Chapitre 2. Méthode des équations intégrales pour quelques problémes linéaires

ou A est 'opérateur de laplace, et g est une fonction donnée sur la frontiere I
telleque g € H ’%(F),(%) représente la dérivée suivant la normale qui est dirigée

vers 'extérieur du domaine §).

Le probléme (p2]) constitue le probléeme de Neumann intérieur pour le Laplacien.
Ce probléme modélise, par exemple, le mouvement d’un corps solide dans un fluide

incompressible parfait en hydrodynamique.

2.3.2 Etude variationnelle

Comme pour le probléme de Dirichlet, ’étude est faite dans le cas ot 2 est un
domaine intérieur. L’espace dans lequel on cherche la solution de probléme (p2) est

H'(Q, A) et l'espace de Hilbert V' est donné cette fois-ci par

V= HY(Q)

car la condition au bord est une condition naturelle.

Soit maintenant v € H'(Q2) Par analogie avec le probleme , la formule de

Green ((1.34)) nous permet d’avoir

/VqudQ = /gvdF (2.27)

Q r

Si on pose

as(u,v) = ay(u,v)

et

Ly(v) = [ gvdl' ve HY Q) (2.28)

S—
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le probléme (jp2)) se réduit alors au probléme variationnel suivant :

trouver u € H'(Q)  tellque :
(2.29)

az(u,v) = Ly(v) pour tout ve HY(Q)

Théoréme 2.3.1 i) Ls(.) est une forme linéaire continue.
i) as(.,.) est une forme bilinéaire continue.

iii) as(.,.) n'est pas H'-elliptique, mais elle est H*\ Py -elliptique, c’est-a-dire qu’il
existe un o > 0 tel que

az(u, w) > |lull3 5 (2.30)

avec Py l’espace des polynomes d’ordre zéro muni.

Preuve.
i) évident.
ii) La bilinéairité de as(.,.) est evidente pour la continuité de ay, on va montrer,

pour tout u,v € H'(Q)
|az(u, V)| < ¢ llull g1 10l g1y
En eftt on a

las(u,v)| = /VqudQ
Q

< [Vl 20y VOl 120y

IN

c ||u||H1(Q) ||U||H1(Q) avec c =1

d’ou la continuité de as(.,.)
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iii) On va montre d’abord par un contre exemple que (2.6 n’est pas H'—elliptique.
Pour cela, supposons le contraire et soit la fonction caractéristique u = yq

alors, xo € H'(Q) et ||xall;: = mess(Q2) # 0.

CL2(X97XQ) = a2(17 1) =0>a ||XQ||§{1

Ce qui imlpique que @ > 0 et ceci est une contradiction.

Pour montrer maintenant (2.30)), considérons 'espace Py des polynomes d’ordre
ZET0 :

PoZ{pgeHl(Q) . po = C" dans Q}

et soit @ un sous espace de H'(Q) défini comme suit :
Q= { ve HY(Q) (v,po) =0 dans L3*(Q) }

Notons que (v, pg) est égal & (v,1) = 0.
ou Q est le complément orthogonal de Py dans H'(2), C’est-a-dire, d’aprés le théo-

réeme de projection (1.1]) voir [29], pour tout élément u € H'(Q2) on a .

u=v+py veEQR et pye Py

Ainsi, ensemble des solutions de (2.29) est donnée par v + py ol v est solution

unique dans Q). En effet, pour tout v € () on a
az(v,v) :/]Vv\2dx. (2.31)
Q
La norme dans I'espace H'\ Py est définie par

el g gy = ifelg [wll 1) = ifclf [+ cll g o
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Or d’apres I'inégalité de Poincaré ([1.2.1]), on a
2 2
[0l < B /|VU\ dr + (/vdm)2
Q 9)
Ce qui fait que

1 2 1 2
Vol dz > = |jv = —|v||5,
Q/r 2 do 2 5ol = 5 ol

car (v,1) = 0 et @ est un sous espace fermé de H'(Q2) Ainsi, (2.31)) devient

1
as(v, ) :/m\?dx > oI,
0

c’est-a-dire la @) —coercivité de as(.,.) avec a = %

Théoréme 2.3.2 Le probléme posséde une seul et unique solution faible dans

HY(Q)\ Py avec la condition de solvabilité suivante :

/ gdl' =0 (2.32)

T

Preuve. voir [16]. m

Pour interpréter le probleéme ([2.29), nous considérons I’équation

/Vqud:C = /gvdF (2.33)
Q

r
par application inverse de la formule de Green a son terme de gauche et par analogie

avec le probléme (pl)), on trouve la premiére équation du probléme (p2)) a savoir,

Au=0 dans €
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Ceci a son tour implique que

/Auvdm =0 pour tout veV
Q

En appliquant la formule de Green a cette équation, on obtient :

/Vqudx = /@nuvdf‘ YoeV (2.34)
Q r

Si on retranche maintenant (2.34) de (2.33)), on obtient :

/(&m —g)wdl =0 Yve HY(Q)

r

Ceci implique son tour

Opu =g sur [’

d’apres la densité des traces de H'(2) dans L?(T).

Ainsi, le probléme équivalent au probléme variationnel (2.29)) est le probléme (p2)).

2.3.3 Reéduction en équations intégrales
Formules de représentations

Théoréme 2.3.3 Les équations intégrales liées au probléme (@) sont données par

/

(I-D)u=29 Tv=-2g (2.35)
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\ / 2z
ou D ,T sont données par

, —1
D u(zx) = 7/#(9)0% log |z — y[dl
T
—1
Tofx) = / 0(y)-On, On, log |z — y| dT,
T

avec z,y € I et Uopérateur D' désigne Uadjoint de D.

Preuve. On cherchera la solution de probléme sous la forme d’un potentiel de

double couche.

En considérant la dérivée normale de (2.18)) et aprés passage a la limite, on obtient

une équation intégrale de deuxiéme éspéce pour (p2)), a savoir :

Opu(z)|r =g = +%u(m) + %/u(y).@ny log |z — y| dT’,, r,y€el (2.36)
T

Si par contre, on prend la dérivée normale de (2.20)), on obtient aprés passage a la

limite une équation définie comme une valeur principale, & savoir :

Opu(z) |r =g = % 0(Yy).On, O, log |z — y|dT'y r,y el (2.37)
r

On remarque que le noyau associé a lopérateur T' dans (2.35)), est

Ce noyau est donc non intégrable, alors cette expression doit étre éxprimée a ’aide

de distributions qui sont des parties finies.
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Propriétés des opérateurs intégraux au bord

Concernant la deuxiéme équation intégrale donnée par

Tv = —2g,

les auteurs introduisent comme pour ’équation de premiére espéece, I'espace

!

K

{v e (HY(Q,A)/Py) x WY, A) /supp(Av) € T, [0,0] = o}

Soit & présent, 'application J qui associe v € H %(F) /PyageH _%(1") et qui
vérifie la condition d’existence

<g> 1>r =0

Alors lapplication liant g € H™2(T') a v € H2(T')/Py est un isomorphisme.

Pour I’étude variationnel du probléme au bord, ils établissent le résultat suivant :
Théoréme 2.3.4 [25]

i) le probléme variationnel lié a est donné par

o) = [gu) )T, W' € HET)/R

k') === [ [ @) o) (v'@) = v 0)) 0.0, ogl — vl T,

pour tout v,v’ € H%(F)/Po.

Théoréme 2.3.5 i) Les opérateurs (I—D"), T sont des opérateurs pseudo-différentiels

de symbole principal 1,|7|, et d’ordre 0,1 respectivement.
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ii) Ils sont fortement elliptiques : c’est-a-dire, il existe une constante ¢ = 0 telle
que :

Re o(x,7) >¢c>0 (**)
pour tout || = 1 et x € T'avec ¢ indépendant de x, 7,0 étant le symbole principal.

Preuve.

i1) La partie principale dans (I + D') est donnée par 1'opérateur I
1 1T
Iu(z) = plx) = o [ exp™ F{p(r)}dr
Ceci implique que
or(w,7) =1=|r|"

i2) Pour 'opérateur T' on sait que

By, O, log |7 — y| = of ). (2.38)

[z —y

Considérons maintenant une fonction de troncature X(|t|) = 1 dans un voisinage
fixe de zéro.

Alors 'opérateur T sécrit

]. !/ ’
To(w) = = [ (1), log o~ ylo(t )t

r

-2 [ a0, Yog e~ ylu(E)td (239

T

Remplacons (2.38)) dans ([2.39)), on obtient

Tv(x) = Byv(t) + Bav(t), (2.40)
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Avec

Bio(t) = —%/X(\ﬂ)(— 772 o) (2.41)
= /exp(itf)}"{v(?)}PT(t,f)df

et By un opérateur régularisant, ¢’est-a-dire, de noyau C™ et Pr(t,t) donné par
_ 1 - 2 -
Pr(t,1) = ——/exp(ztt)x(\t\)t dt (2.42)
T
représente le symbole complet de T'. Sachant que
X([7]) = x(0) + E.x (0) + ..., (2.43)
alors le symbole principal sera donné par
1 -2
or(t,7) = ——F {x(0)F *} = |7,

et on déduit 'ordre de T' qui est égale a 1.
ii) évident d’aprés la définition vérifier la condition ([*¥).

Lemme 2.3.1 Les opérateurs

D' :H :() — H 2(T)

T:H2(T) — H3(T)
sont continus.
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Preuve. Pour l'opérateur T', on a d’aprés la norme (1.32)) :

7ol gy = [+ 17217 (Telr)} P ar

1
H 2(T)
r

F{Tv(r)} = opF{v(r)} avec or(x,7)=|7|
Alors

jorF {o(1)}* = [7*|F {o(1)}* < e (L+ |71°) |F {o(r)}

Ce qui implique que

HTUHZ,%(F <cf (14 |7']2)7§ (1+ \7’|2) |F {v}]* dr

)

<cf (1+7P)? |F (v} Pdr

/
/

2
<ol

d’ou la continuité de 7.
.o , . , ’ . .o
ii) La démonstration pour 'opérateur D' se fait d’une maniére analogue.

2.3.4 Existence et Unicité

L’inégalité de coercivité pour les opérateurs est satisfaite dans la forme de 1’in-

égalité de Garding.(voir théoréme (1.6.4)). En effet, on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.6 1l existe une constante ¢, > 0 telle que pour tout v € H%(F)

on a :

(Tv,v) > 1 HUHZ%(F — (Thv,v) (2.44)

)
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(I') — H2(T') est compact.

N|=

ol TllH_

Preuve. Pour montrer (2.44)), considérons alors v € H 2 (T") et procédons de la méme

maniére que pour l'opérateur S.

(Tw, v) :/Tv.vdx:/}"{Tv} .f{v}dT:/|T|.|f{v}|2dT

R

Soit maintenant un opérateur pseudo-différentiel Ty de symbole principal
$\2
or, = (1+]7]?)

On a alors :

T:TO—T0+T:TU—T1

avec T7 un opérateur pseudo-différentiel d’ordre zéro; d’ott compact de H %(F) dans

1

H—2(I)

Ty est défini positif, c’est-a-dire, il existe une constante ¢ telle que :
2

D’ou

(Tv,0) > e loly g, — (Tiwsv)

Remarquons que pour les opérateurs (I+D) et (I4+D), D et D' ce sont les opérateurs

qui constituent les perturbations compactes. m
Pour la suite de notre étude, on a besoin de la condition ([2.26)).

Dans ce cas, on a le
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Théoréme 2.3.7 Soit v € H2 (') donné. Alors

i) Tv(x) =0 implique que v = cte.
ii) lopérateur
T:H:(T) — H 2(T)/P,

est bijectif.

Preuve.

i) d’apres (2.35) si Tv(z) = 0, le probléeme de Neumann devient un probléme avec

une condition homogéne et ceci posséde une solution une constante prés.

ii) L’opérateur T est injectif. Maintenant, d’aprés I’inégalité de Garding, chaque
opérateur different de I'opérateur défini positif par une perturbation compacte.

Ainsi, cet opérateur est un opérateur d’indice zéro. D’ou la surjection de 7.

67



Chapitre 3

Méthode des équations intégrales

pour un probléme non linéaire

3.1 Introduction

C e chapitre, est consacré a 1I’étude du probléme de laplace avec des conditions
non linéaires dans un domaine Simplement connexe comme dans [33],[31].
L’ h ( A résoud ( ion intégral linéai des donné

approche se résume a résoudre une équation intégrale non linéaire avec des donnés

inconnues au bord, moyennant des hypothéses appropries sur la partie non linéaire.

Puisque 'opérateur qui intervient dans 1’équation intégrale non linéaire obtenu
est monotone, on établie leur résultat d’existence et d’unicité de la solution par le

"Théoréme de Browder et Minty" [32],[36].

Les problémes impliquant des non linéarités forment une base des modéles ma-
thématiques de divers phénomeénes et processus équilibrés en mécanique et en phy-
sique. En particulier, le transfert de la chaleur équilibré. En outre quelques problémes
électromagnétiques contiennent des non-linéarités dans les conditions de frontiére,
par exemple les problémes, ot la conductivité électrique de la frontiére est variable

[8]. D’autres applications surgissent dans le rayonnement thermique et le transfert
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de la chaleur [11],[§].

3.2 Probléme du Laplacien avec des conditions in-

tégrales non linéaires au bord

3.2.1 Formulation du probléme

Ici, on cherche la solution de I’équation de Laplace avec des conditions non linéaires

de la forme

Au=0 x €N
(p3)
S — —g(x,u(x)+ f(z) zel

On note que l'opérateur intégrale non linéaire de frontiére définie par

G ) =glzu(@) = [K(nyu@)ds, . xeT

est I'opérateur intégral non linéaire de type Urysohn.

G:H2(T) — H 2(T)

Dans le probléme (p3]), on suppose que €2 est une region ouverte bornée dans

R? avec une frontiére lisse 99 =T, et
f:I'=R |, K:I'xI'->R

sont des fonctions a valeurs réels.
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donc le probléme devient :

Au=0 z €

—%:G(u)—f(a:) zel

3.2.2 Représentation de la solution du probléme aux limites

non linéaires

Nous cherchons une représentation de u, défini dans €2 et satisfaisant

Au=0 z €
—%:G(u)—f(x) rel

La formule de green (3¢ formule (1.35))) pour l'opérateur A appliquée a la

solution élémentaire nous donne :
/ (Au.E — AB.u)dz — / (0. F — 0, E.u) do
Q T

avec

Au=0 , AE=§ et /5.udx:u(a:)
Q

u(x) = —%/%logm —y|do, + 5= u(y)ainylog |z —y|ds, x€Q (3.1)
T T

Par passage a la limite, z — I" :

u(z) — %/u(y)%logu—md@ = _%/%10g|x—y|d5y rel (3.9
T I
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Introduisons les notations suivantes :

Ku (z) = %/u(y)%log w—y|ds, xeT

r
S (z) ::—%/\Il(y)log\x—y\déy rzel
r
En peut écrire ’équation (3.2]) :
(I-K)u=S(%) zel (3-3)

Il est clair que si u € H'(Q) est la solution de le probleme , Alors les donnés de

ou
( U|[‘ ) 671'1" )

satisfont 1’équation (3.3) Alors, on a la condition au bord :

Cauchy

ou
9, =G (u) = f
En remplace dans :
(I -—K)u+SG(u)=S5f (3.4)

Pour étudier la solvabilité de I’équation intégrale non linéaire (3.4]), on a besoin

des hypothéses suivantes :

- (H1) Nous supposons que diam () < 1. ( L’opérateur S peut avoir des fonctions
propres [I8], alors (H;) assure que Popérateur S : H2(I') — H2(I) est un
isomorphisme pour tout s € R ).

- (Hs) La fonction g est une fonction carathéodory c’est-a-dire : g (.,u) : ' xR — R

est mesurable Yu € R et g (.,u) est continue Vo € T
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0

- (H3) Nous supposons que 7-g (7, u) est Borel mesurable et satisfait :

0<i<Zg(zu)<L<oo wuweR (3.5)

La condition (3.5)) équivalent dire que I'opérateur de Nemytskii G : L? (I') — L?* (T),
défini par G (u) (z) = g (z,u (z)) est Lipschitziene continu et fortement monotone :
(G(u)—G(),u—v)> c||u—v||g Vu,v € L? (T) (3.6)

Les propriétés des opérateurs intégraux obtenus dans (3.4)) sont données par le

théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 Vs € [0, 1], lopérateur

u— Ku+ SG (u)

est Lipschitziene continu de H® (T') dans H*™ (T) .

3.2.3 Existence et Unicité

Théoréme 3.2.2 Vf € H™2(T"), il existe une unique solution u € H2(T) tq :
(I-K)u+8SG(u)=S f

Preuve. D’abord I'opérateur S : H~2(I') — Hz(T') est un isomorphisme. Alors
I’étude de 'existence et 'unicité de (3.4]) revient ’étude de ’équation intégrale non
linéaire

suivante :

Du)=S"'"I-K)u+Gu)=f , z€l (3.7)
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Il faut montrer que I'opérateur

(NI

D: H*(T) — H 3(I) (3.8)

est continu et fortement monotone.

La continuité est claire pour S, K, G d’aprés le theoréme ({3.2.1)), il reste montrer que

D est fortement monotone.

Soit la fonction ¥ € H~2(T') définie par :
U=8"1I—-K)u YueH:I)

est la dérivé normale de la fonction harmonique

<I><:c>=%/u@)a%logm—ymsy—%/‘”y)log‘x‘y‘dsy P TERX (39)

r

ceci signifie que ® satisfait le probléme

AP =0 x €}
O (z)=u(x) z€T

D’apres la formule de Green (2™ formule de green (1.34))) :

(S7'(I — K)u,u) = /\Ifuds—/ (y)ds, = /any y) ds, = /

Q

donc pour u,v € Hz(T)

(STHI - K)(u—v),u—1v)= / (VF)*dx = |F |3 q (3.10)
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Ici, F' = ®; — @, est la fonction harmonique de couchy u —v et S™' (I — K) (u — v).

Autrement dit on a, en tenant compte de (3.6]) :
(G(u)— G (v),u—wv) > l||u—v||§ (3.11)

Il reste a preuver que :

Ju—2lly=c ||F||L2(Q) (3.12)

Par conséquent, compte tenu de (3.10]), on obtient :
2 ' 2
(D (u) =D (), u—=v) = c||Fllq =c llu-uli

car :

d’aprés (3.7)) et (3.10) on a

(D(u) =D (), u—v)=(S"(I=D)(u—v),u—v)+(Gu)—G),u—1)

= [0 — (I)Qﬁll(ﬂ) +(G(u) =G (v),u—v)
et avec (3.6 on obtient I'inégalité

(D) = D (0) ,u— 1) 2 |® = Baffy ) + 0 mess () u— vl

et d’apres (3.12)) on a

a mess (I)
(D(u) =D (v),u—v)> |0 — @2@11(9) + 2 @1 — qD?HiQ(Q)
3

. a mess (I
> min {1, T()} (|‘I’1 - ‘I)zﬁql(ﬂ) + @1 - @2’@2(9))
3
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. a mess (I’
> min {1, T()} @1 — (I)2||§{1(Q)
3

> eau = ol 2 € flu = ol

d’apres le théoreme de trace [4],[26].

Pour montrer 1} observons qu’il existe y € H _%(F) Tq :

Sxy=u—v dans I' | wvoir [26].

VzeQ ona —%/x (y)log |z — y| dsy = F' () (3.13)
r

Le potentiel de simple couche

1
XH—%/X(y)bgﬁ—mdSy
N

est continue de H* (T') dans H*3 (Q),Vs € R. Pour s = —32 voir [13],[18]. on obtient :
1Py < a3y < €2 llu =l < o llu= ol

avec ¢y, ¢y et c3 des constantes positives.

par conséquence

1
[u—vlly > C—3 ||F||L2(Q) > c||F||L2(Q)

Donc 'inégalité (3.12)). m

[6)
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Exemple

Ici on va donner un exemple pour illustrer les résultats théoriques. On considére le

probléme harmonique

Au(z) =0 dans €
: (3.14)

3—2 (z) + / (2u(y) +sinu(y))do, = f(z) sur T

ou I’équation intégrale non linéaire de type Urysohn est définie par

Au(a:):/(2u(y)+sinu(y))d6y , vel

r

et le domaine est
Q:{ r=(r1,m3) ; I4+xi<ri<1/4 }
Clairement, la non linéarité satisfait les hypotheses (H;),(Hsa) et (Hs) tel que
diam (Q) =2r < 1
Le noyau (2u (y) + sinu (y)) de ’équation intégrale non linéaire d’Urysohn est une

fonction Carathéodory. Et

oK (x,y,u)

50 =2+ cosu (y)

est measurable satisfaisant

9 (2u (y) +sinu(y))

1<
- ou

<3<
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qui implique que l'opérateur de Nemytskii
A L* () — L*(I)
est Lipschitz continu et fortement monotone tel que
277 Ju — v||Z < (Au — Av,u — v) < 677 |Ju — vl|?

por tout u,v € L?(T)

7



Conclusion générale

Les équations intégrales linéaires et non linéaires de différents types jouent un
role important dans plusieurs branches de I’analyse fonctionnelle et leurs applications
dans la théorie d’élasticité, physique mathématique et les problémes de contact (voir
11, 2, [3], [19], [ et [21)).

En utilisant les potentiels de simple et de double couche et les opérateurs inté-
graux au bord, il est facile de transformer un probléme aux limites pour le Laplacien
en équations intégrales sur la frontiere. Par exemple, le probléme de Dirichlet et
Neumann raméne immédiatement a des équations intégrales d’aprés les représenta-
tions intégrales [19]. Cependant, l’analyse de ces méthodes pour d’autre type des

conditions au bord semble d’étre plus compliquée.

Ici nous intéressons & la méthode des équations intégrales pour une fonction
harmonique avec des conditions non linéaires au bord. comme dans [33],[31]. L’ap-
proche se résume & résoudre une équation intégrale non linéaire avec des donnés
inconnues au bord, moyennant des hypothéses appropries sur la partie non linéaire,
pour résoudre le probleme au limite du Laplacien avec une condition intégrale non
linéaire sur le bord.

Bien que nous avons seulement considérer le probléme modeéle du Laplacien avec
une condition intégrale non linéaire sur le bord d'un domaine de R?, 'application &
d’autres opérateurs elliptiques (par exemple Helmhotz, p-Laplacien, ...) et avec des

conditions aux limites plus générales, peut étre réalisée.

78



Bibliographie

[1] ABDOU, M.A., On the solution of linear and nonlinear integral equation, Ap-

plied Mathematics and computation, 146 (2003), 857-871.

[2] ABDOU, M.A. and EL-SAYED, W.G. and DEEBS, E.I., A solution of a non-
linear integral equation, Applied Mathematics and computation, 160 (2005),
1-14.

[3] ABDOU, M.A. and BADR, A.A., On a method for solving an integral equation
in the displacement contact problem, J. Appl. Math. Comp 127 (2002), 65U78.

[4] ADAMS, R.A : Sobolev Spaces. New York : Academic Press 1975.

[5]) AMMARI, H., An Introduction to Mathematics of Emerging Biomedical Ima-
ging, Springer, Berlin, (2008).

[6] ATKINSON, K., The Numerical Solution of Integral Equations of the second

kind, Published by Combridge University Press, 1997.

(7] AZ1Z, A.K. and BABUSKA, I., Mathematical Foundation of the finite element
method with applications to partial differential equation, Academic press, New

York 1972.

[8] BIALECKI, R. and NOWAK, A.G., Boundary value problems in heat conduc-
tion with nonlinear boundary conditions.Applied Mathematical Modelling, vol.

5, pp. 417-421, (1981).

79



Bibliographie

9] BOUTEFNOUCHET, M., L’analyse des éléments aux bords pour le probléme

aux limites mixte biharmonique. Demonstration Mathematica, XXV, 1992.

[10] BREBBIA, C.A and TELLES, J. C.F. and WROBEL, L.C., Boundary Element

Techniques. Springer. Verlag, Berlin (1984).

[11] BREBBIA, C. A and TELLES, J.C.F. and WROBEL, L.C., Nonlinear elliptic
boundary value problems I. Bull. Am. Math. Soc. 69, 862-875 (1963).

[12] CHAZARIN, J. and PIRIOU, A. : Introduction la théorie des équations aux

dérivées partielles linéaires. Gauthier-Villars, Paris 1981.

[13] COSTABEL, M. : Boundary integral operators on lipschitz domains : Elemen-
tary results.Siam J.Math.Anal, Vol 19,N°3, 1988.

[14] COSTABEL, M. and STEPHAN, P. : A direct boundary integral equation me-
thod for tranmission problems. J.M.A.A. 106, 1985.

[15] COSTABEL, M. and WENDLEND, W.L. : Strong ellipticity of boundary inte-
gral operators, J. Reine Angew. Math. 372, 39-63, (1986).

[16) DETTMAN, J.W. : Applied Complex Variables, Dover, New York (1984).

[17] GIROIRE, J. and NEDELEC, J.C : Numerical solution of an exterior Neumann

problem using a double layer potefntel. Math. Comp. 32, 1978.

[18] HSIAO, G.C. and WENDLAND, W.L : A finite element method for some inte-
gral equations of the first Kind. J. Math. Anal. Appl. 58, 449-481(1977).

[19] HSIAO, G. and WENDLEND, W.L., Boundary integral equations. App. Math.
Sciences, Springer 164 (2008).

[20] JACKSON, J.D., Classical Electrodynamics, 3"¢ edn., JohnWiley Sons, New
York, (1999).

[21] JASWON, M.A. and SYMM, G.T., Integral Equation Methods in Potential

Theory and Elastostatics. Academic Press, London-New York, (1977).

[22] KELLOG, O.D. : foundation of Potential theory. Springer-Verlag, Berlin, (1967).

80



Bibliographie

(23] KOZLOV, V.A. and Maz’ya, V.G. and ROSSMANN, J., Elliptic Boundary Va-
lue Problems in Domains with Point Singularities. Mathematical Surveys and

Monographs, vol. 52. AMS : Providence, RI, 1997.ath. J. 29(1962), 341-346.

[24] MINTY, G., Method Operators in Hilbert Spaces. Duke MJ.J.Khon,
L.Nirenberg : On the algebra of pseudo-différential opérators. Comm. Pure Appl.
Math. 18, 1965.

[25] MINTY, G. : On a monotonicity method for the solution of nonlinear equations

in Banach spaces. Proc. Natl. Acad. Sci.50,1041-1083(1964).

[26] MIRANDA, C. : Partial differential equations of elliptic type. Springer-Verlag,
New York (1970).

[27] NEDELEC, J.C. : Approximation des équations intégrales en mécanique et phy-

sique, Palaiseau, 1977.

[28] NEDELEC, J.C. and Planchard, J. : Une méthode variationnelle d’¢léments
finis pour la résolution numérique d’un probléme de potentiel exterieur dans

R3. France, 1973.

[29] REKTORYS, K. : Variational methods in mathematic, science and engineering.
D. Reidel Publishing Company, 1980.

[30] REMPEL, S et SCHULZE, B.W., Index theory of elliptic boundary problems,
IT Abteilung Mathematische Monographien, Band 55, Akademia-Verlag, Berlin
(1982).

[31] RUOTSALAINEN, K. and WENDLAND, W., On the boundary element me-
thod for some nonlinear boundary value problems, Numerische. Mathematik,

53 (1988), 299-314.

[32] RUOTSALAINEN, K and WENDLAND, W., the boundary element method
for some nonlinear boundary value problems, Numerische. Mathematik, vol. 53,

pp.299 — 314, (1988).

81



Bibliographie

33]

[34]

[35]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

SAKER, H., On the Harmonic problem with boundary integral conditions, In-
ternational Journal of Analy-sis (2014), ID 976520.

SAKER, H. and BOUSELSAL, N. : « On the Bi-Laplacian Problem with non-
linear Boundary Conditions. Indian J. Pure Appl. Math., 47(3) : 425-435, Sep-

tember 2016.

SAKER, H. and BOUSELSAL, N. : The boundary integral method for the
Laplace equation with nonlinear boundary conditions. ASCM , Vol.24, NO. 4 |
October (2014).

SMART, D.R., Fixed point theorems, Cambridge University Press, Cambridge,
(1980).
SPURK, J.H., Fluid Mechanics, Springer, Berlin, (1997).

STEINBACH, O. : Numerical Approximation Methods for Elliptic Boundary
Value problems. ISBN 978-0-387-31312-2-Springer Science .2008.

STEPHAN, P. : Boundary integral equations for mixed boundary value pro-
blems, screen and transmission problems in R?, Habilitationschrift, Darmstadt,

1983.

TREVE, J. : Introduction to pseudodifferential and fourier integral operators.
Plenom press. New York. London (1964).

VLADIMIROV, V.S., Equation of mathematical physics. Mir publishers, (1982).

WENDLEND, W.L. : On some mathematical aspects of boundary element me-
thods for elliptic problems, Fachber. Math. Th Darmstadt, Preprint N° 857,
1984.

WENDLEND, W.L. : On the numerical analysis of boundary element methods.

Numerical methods and applications, Sofia, 1985.

ZABREYKO, P.P. et al : Integral equation- a reference text. Noordhoff inter-
national Publishing, 1975.

82



	Dédicace
	Remerciements
	Résumé (Arabe)
	Résumé
	Abstract
	Table des matières
	Table des figures
	Préliminaires
	Introduction générale
	blueNotions fondamentales
	Introduction
	Quelques espaces fonctionnels, propriétés
	Théorie des Distributions
	Les espaces de Sobolev
	Transformation de Fourier

	Fonctions de Green et solutions élémentaires
	La solution élementaire
	La fonction de Green

	Equation aux dérivées partielles
	Opérateurs intégraux
	Définitions
	Noyaux intégraux

	Les opérateurs pseudo-différentiels
	Opérateur différentiel
	Opérateur pseudo-différentiel
	Symbole principale

	Théorie du potentiel
	Alternative de Fredholm
	Méthode des opérateurs monotones

	blueMéthode des équations intégrales pour quelques problèmes linéaires
	Introduction
	Méthode du potentiel pour le Laplacien dans un domaine régulier pour Dirichlet
	Formulation du probléme
	Etude variationnelle
	Réduction en équations intégrales
	Existence et Unicité

	Méthode du potentiel pour le Laplacien dans un domaine régulier pour Neumann
	Formulation du probléme
	Etude variationnelle
	Réduction en équations intégrales
	Existence et Unicité


	blueMéthode des équations intégrales pour un probléme non linéaire
	Introduction
	Problème du Laplacien avec des conditions intégrales non linéaires au bord
	Formulation du problème
	Représentation de la solution du problème aux limites non linéaires
	Existence et Unicité


	Conclusion générale
	Bibliographie

