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 ملخص 

 

في هذا العمل، نقترح توزيعًا جديداً ثنائي المعلمات يسمى التوزيع المقطوع عند الصفر. يتم دراسة  

خصائصه من خلال حساب اللحظات وتقدير المعلمات باستخدام طريقة أقصى احتمال وطريقة اللحظات. 

 .يتم إجراء محاكاة لتقييم أداء النموذج

نموذج مقطوع عند الصفر، توزيع ثنائي المعلمات، أقصى احتمال، طريقة اللحظات  الكلمات الرئيسية:  



Résumé
Dans ce travail nous proposons une nouvelle distribution à deux paramètres en

nommée zéro-tronquée. ses propriétés sont étudiées à travers le calcul des moments

et l�estimation des paramètres par la méthode de maximum de vraisemblance et la

méthode de moments.une simulation est réalisée pour évaluer les performances du

modèle

Key Words : Modèle zéro tronquée, Distribution à deux paramètres, maximum
de vraisemblance, méthode de moment..

7



Abstract
In this paper, we propose a new two-parameter distribution called zero-truncated.

Its properties are studied through the calculation of moments and the estimation of

parameters using the maximum likelihood method and the method of moments. A

simulation is performed to evaluate the performance of the model.

Key Words : Zero-truncated model, two-parameter distribution, maximum like-

lihood estimator, method of moments.
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1. Introduction

1 Introduction

Les distributions tronquées sont utilisées assez e¢ cacement lorsqu�une variable

aléatoire est restreinte pour être observée sur une plage donnée. et ces situations sont

courantes dans divers domaines. Par exemple, dans l�analyse de survie, les défaillances

de la période de garantie peut ne pas être compté. Les articles peuvent également

être remplacés après un certain temps suivant la politique de remplacement, de sorte

que les défaillances de la article soient ignorés.

De nombreux chercheurs, attirés par le problème de l�analyse de telles données

tronquées rencontrées dans divers disciplines, ont proposé les versions tronquées des

distributions statistiques habituelles. En (2010), S. E. Ahmed, C. Castro-Kuriss, E.

Flores, V. Leiva et A. Sanhueza ont discuté de l�application de la version tronquée

de la distribution de Birnbaum-Saunders (BS) pour améliorer un modèle actuariel

de prévision, en particulier pour la modélisation des données provenant de paiements

d�assurance établissant une franchise. Aban ,Meerschaert, Panorska en (2006) et Za-

ninetti, M. Ferraro en (2008) ont discuté de l�application de la distribution de Pareto

tronquée à l�analyse statistique de masses d�étoiles et de diamètres d�astéroïdes. La

distribution deWeibull tronquée s�est avérée être appliquée dans divers domaines, par

exemple pour analyser les données de diamètre des arbres, tronquer le seuil spécif-

�que, pour prédire la distribution en hauteur de petits arbres sur la base de données

de balayage laser incomplètes, pour modéliser la distribution en diamètre de la forêt.

, pour caractériser la distribution de la taille du feu observé au Portugal, pour des

données sismologiques, sur l�évolution des profondeurs de la fosse sur une conduite

d�eau, etc. En (2011) T. Zhang, M. Xie basé sur la distribution tronquée de Weibull.

En (2014), S.K.Singh, U.Singh, et V.K.Sharma ont étudié la verssion tronquée de la

distribution de Lindley, ainssi que ces caractéristique statistique tellque les moment,

la fonction quantile et les estimateurs du maximum de vraisemblance pour di¤érentes

cas de troncature.

Dans la théorie des probabilités, les distributions tronquées à zéro sont certaines

distributions discrètes prenant en charge l�ensemble des entiers positifs. Les distri-

butions zéro tronquées sont des modèles appropriés pour la modélisation de données
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1. Introduction

lorsque les données à modéliser proviennent d�un mécanisme qui génère des données

à compte nul. Prenons comme des exemples, les nombres enregistrés d�infraction au

code de la route pour les conducteurs au cours d�une certaine période où nous avons

constaté qu�il n�y aura aucune trace de ceux qui n�ont pas reçu de billets (Rider,

(1953)), le nombre de cas de choléra dans un ménage que l�appareil d�observation

n�est activé que lorsqu�il y a un cas (Dahiya et Gross, (1973)).

En (2015), Shanker R, Hagos F et Sujatha S. ont mené une étude approfondie

sur la comparaison entre la distribution zéro tronquée Poisson et la distribution

Poisson Lindley en ce qui concerne leurs applications dans des ensembles de données

excluant le zéro et ont montré qu�en démographie et en sciences biologiques, le zero

tronquée Poisson Lindley donne un meilleur ajustement que le zero tronquée Poisson.

tandis que dans les sciences sociales, la distribution zero tronquée de Poisson donne

un meilleur ajustement que la distribution zéro tronquée Poisson Lindley. Dans ce

travaille, nous nous proposons une nouvelle distribution de durée de survie basée sur

les modèles tronqués cette distribution est nommée la distribution à deux paramètres

tronquée à zéro. Cette distribution dépend de deux paramètres, l�un est un paramètre

de forme et l�autre c�est un paramètre d�échelle (Grine et Zeghdoudi 2024).

Notre projet de recherche est structuré de la manière suivante :

Le premier chapitre est consacré aux rappels des certaines dé�nitions et certains

résultats sur les probabilités qui nous utilisons par la suite.

Dans le chapitre 2, nous faisons une synthèse des résultats sur les nouvelles distri-

butions zéro tronquée : Poisson Lindley zéro tronquée, Poisson Pseudo Lindley zéro

tronquée et Poisson Quasi Lindley zéro tronquée dont on donne quelques propriétés.

Dans le chapitre 3, nous nous intéressons à la nouvelle distribution tronqué nommé

novel distribution à deux paramètres zéro tronquée dont nous donnons quelques pro-

priétés tel que la fonction de masse, les moments. Nous nous intéressons aussi à

l�estimation des paramètres de cette distribution nous utilisons deux méthodes, la

méthode des moments et la méthode du maximum de vraisemblance. Nous �nalisons

ce chapitre avec une application par des données réelles.
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CHAPITRE 1

Généralités et quelques notions de Probabilités

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et certaines propriétés de la

théorie des probabilités que nous utiliserons dans cette thèse. Nous commençons tout

d�abord par rappeler quelques dé�nitions de base (variables aléatoires discrètes, Fonc-

tion de répartition, moments, fonction génératrice). Ensuite nous donnons quelques

concepts nécessaires a l�étude de l�analyse de survie, telles que les fonctions de survie

et de risque, Comme illustration, nous introduisons la notion d�estimateur et nous

dé�nissons les propriétés essentielles que doit véri�er un estimateur. En�n, dans les

situations où il n�y a pas d�estimateur évident, on est amené à recourir à une méthode

de construction d�un estimateur, les deux méthodes que nous présenterons ici étant

celles du maximum de vraisemblance et des moments.

Nous supposerons tout au long de cette thèse que X est une variable aléatoire

positive ou nulle discrète.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions et certaines propriétés de la

théorie des probabilités que nous utiliserons dans cette thèse. Nous commençons tout

d�abord par rappeler quelques dé�nitions de base (variables aléatoires discrètes, Fonc-

tion de répartition, moments, fonction génératrice). Ensuite nous donnons quelques
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2. Fonction de répartition

concepts nécessaires a l�étude de l�analyse de survie, telles que les fonctions de survie

et de risque, Comme illustration, nous introduisons la notion d�estimateur et nous

dé�nissons les propriétés essentielles que doit véri�er un estimateur. En�n, dans les

situations où il n�y a pas d�estimateur évident, on est amené à recourir à une méthode

de construction d�un estimateur, les deux méthodes que nous présenterons ici étant

celles du maximum de vraisemblance et des moments.

Nous supposerons tout au long de cette thèse que X est une variable aléatoire

positive ou nulle discrète.

1 Variables aléatoires discrètes

La théorie des probabilités a pour objet l�étude des phénomènes aléatoires ou

du moins considérés comme tels par l�observateur. Pour cela on introduit le concept

d�expérience aléatoire dont l�ensemble des résultats possibles constitue l�ensemble

fondamental, noté habituellement 
. On parle de variable aléatoire (abréviation :

v.a.) lorsque les résultats sont numériques, c�est-à-dire que 
 est identique à tout ou

partie de l�ensemble des nombres réels R:

Dé�nition 1.1 les variables aléatoires discrètes pour lesquelles l�ensemble 
 des ré-
sultats possibles est un ensemble discret de valeurs numériques x1; x2; :::; xn; ::: �ni

ou in�ni (typiquement : l�ensemble des entiers naturels).

2 Fonction de répartition

La fonction de répartition est l�instrument de référence pour dé�nir de façon

uni�ée la loi de probabilité d�une variable aléatoire qu�elle soit discrète ou continue.

Si cette fonction est connue, il est possible de calculer la probabilité de tout intervalle

et donc, en pratique, de tout évènement. C�est pourquoi c�est elle qui est donnée dans

les tables des lois de probabilité.

Dé�nition 2.1 Soit X une variable aléatoire, on appelle fonction de répartition de

12



3.Moments d�une variable aléatoire discrète

X, que l�on note FX , la fonction dé�nie sur R par :

FX(x) = P(X � x):

La valeur prise par la fonction de répartition au point x est donc la probabilité

de l�évènement ]�1; x]. En anglais on l�appelle «cumulative distribution function»
par analogie avec la notion de fréquence cumulée en statistique descriptive.

3 Moments d�une variable aléatoire discrète

En plus des moyenne, qui sont les caractéristiques de position, on utilise également

certaines autres caractéristiques des répartitions. les moments sont les plus courantes

de ces caractéristiques.

Dans les applications pratiques le plus souvent ou utilise les moments initiaux et

les moments centrés.

3.1 Moment ordinaire

Le moment ordinaire (initial) d�ordre r 2 N de X est dé�ni, s�il existe, par :

�pr = E (Xr) =
X
x2I
xrP [X = x] : (1.1)

3.2 Moment factoriel

Un moment factoriel est un moment particulier, utilisé notamment dans l�étude

d�une loi discrète

On appelle moment factoriel d�ordre r de la variable aléatoire X , où r est un

entier positif , la valeur ( si elle existe)

�
0

(r) = E(X(r));

avec X(r) = X(X � 1)(X � 2):::(X � r+ 1); où r = 1; 2; 3; ::: est l�ordre du moment.

13



3.Moments d�une variable aléatoire discrète

Pour la conversion d�un moment factoriel en un moment ordinaire, la relation est

�pr =
rX
j=1

S (r; j)�
0

(j); pour r = 1; 2; :::

où les coe¢ cients S(r; j) sont les nombres de Stirling de deuxième espèce [30]

Pour des moments dont l�ordre r = 1; 2; 3; 4 on peut déduire les relations sui-

vantes :

�p1 = �
0

(1);

�p2 = �
0

(2) + �
0

(1);

�p3 = �
0

(3) + 3�
0

(2) + �
0

(1);

�p4 = �
0

(4) + 6�
0

(3) + 7�
0

(2) + �
0

(1):

Avant de donner la dé�nition du moment centré introduisons la notion de variable

aléatoire cenrée.

Soit une variable aléatoire X d�espérance mathématique �p1 = E (X) : On apelle
variable aléatoire centrée associée à X la di¤érence

X � E (X) :

Il est facile de voir que l�espérance mathématique d�une variable aléatoire centrée

est nulle. En e¤et pour une variable discrète on a :

E ([X � E (X)]) =
nX
i=1

(xi � E (X)) pi

=
nX
i=1

xipi � E (X)
nX
i=1

pi

= E (X)� E (X) = 0:

Dans le cas continu on a le même résultat.
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3.Moments d�une variable aléatoire discrète

3.3 Moment centré

Le moment centré d�ordre r 2 N de X est dé�ni, s�il existe, par :

�r = E ([X � E (X)]
r) =

nP
i=1

[xi � E (X)]r pi: (1.2)

Il est évident que pour toute vatiable aléatoire X, le moment centré d�ordre 1 est

nul :

�1 = E ([X � E (X)]) = 0;

car l�espérance mathématique d�une variable centrée est toujour nulle.

Cherchons les relation entre les moments centrés et initiaux de di¤érents ordres.

Considérons maintenant le moment centrés deux :

�2 = E
�
[X � E (X)]2

�
=

nX
i=1

�
xi � �

0

1

�2
pi

=
nX
i=1

x2i pi � 2�
0

1

nX
i=1

xipi +
�
�
0

1

�2 nX
i=1

pi

= �
0

2 � 2
�
�
0

1

�2
+
�
�
0

1

�2
= �

0

2 �
�
�
0

1

�2
:

D�une maniére analogue pour le moments centré trois on obtient :

�3 = E
�
[X � E (X)]3

�
=

nX
i=1

�
xi � �

0

1

�3
pi

=

nX
i=1

x3i pi � 3�
0

1

nX
i=1

x2i pi + 3
�
�
0

1

�2 nX
i=1

xipi �
�
�
0

1

�3 nX
i=1

pi

= �
0

3 � 3�
0

2 � �
0

1 + 2
�
�
0

1

�3
:

Les expressions pour �4, �5 ... etc. peuvent être obtenues d�une manière analogue.
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3.Moments d�une variable aléatoire discrète

Pour les moments centrés d�une variable aléatoire quelconque X on a donc :

�1 = 0;

�2 = �
0

2 �
�
�
0

1

�2
;

�3 = �
0

3 � 3�
0

2 � �
0

1 + 2
�
�
0

1

�3
;

�4 = �
0

4 � 4�
0

3 � �
0

1 + 6�
0

2 �
�
�
0

1

�2
� 3

�
�
0

1

�4
;

:::

L�espérance mathématique �
0
1 et la variance �2 sont le caractéristiques le plus

souvent utilisées d�une répartition. Elles caractérisent ses traits essentiels, à savoir

sa position et son degré de dispersion. pour en donner une desciption plus détaillée,

on fait appel à des moments d�ordre supérieur.

Le moment centré trois caractérise l�asymétrie d�une répartition. on appelle alors

coe¢ cient d�asymétrie (skewness) la quantité :p
�1 =

�3

(�2)
3
2

:

Le moment centré quatre sera à caractériser l�aplatissement de la courbe de répar-

tition. cette propriété de la répartition est donnée par le coe¢ cient d�aplatissement.

on appelle alors coe¢ cient d�aplatissement (kurtosis) la quantité :

�2 =
�4
(�2)

2 :

Le coe¢ cient de variation (C:V:) est :

C:V: =

p
�2
�
0
1

:
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5. Distribution d�une durée de survie

4 Fonction génératrice des moments

La fonction génératrice des moments nous intéresse dans la mesure où elle peut

faciliter le calcul des moments d�une loi. Cependant son existence -et donc son usage-

sera limitée aux lois dont la densité (éventuellement la fonction de probabilité) décroît

plus vite qu�une exponentielle à l�in�ni . Nous supposons ci-après qu�elle existe au

moins au voisinage de 0 et que la loi admet des moments de tous ordres.

Dé�nition 4.1 On appelle fonction génératrice des moments de la v.a. X, si elle
existe, la fonction :

GX(t) = E(etX): (1.3)

C�est une fonction de t par la variable t introduite dans la fonction aléatoire etX .

Proposition 4.1 Le moment d�ordre r de la v.a. X est donné par :

�r = G
(r)
X (0);

où G(r)X est la dérivée d�ordre r de GX .

En particulier l�espérance mathématique (�1) de X est la valeur de la dérivée

première G
0
X pour t = 0.

5 Distribution d�une durée de survie

Pour mener à bien une analyse de survie sur population, il est nécessaire de

connaître pour chaque patient quelques données.

�La date d�origine est la date à partir de laquelle le patient est observé. Dans

notre cas, cela correspondra à la date de diagnostic de cancer. Dans le cadre d�essais

cliniques, il peut s�agir de la date d�entrée dans l�étude.

�La date des dernières nouvelles est la date la plus récente à laquelle on a recueilli

des informations sur le patient. À cette date, nous disposons du statut aux dernières

nouvelles. Dans notre cas, cela signi�e que l�on sait si le patient est vivant ou décédé.

17



5. Distribution d�une durée de survie

�La date de point est commune à tous les individus de la cohorte puisqu�il s�agit

de la date d�arrêt de l�étude. À partir de cette date, on ne tient plus compte des

informations dont on peut éventuellement disposer sur certains patients.

Ces données nous permettent de calculer le recul, qui est le délai entre la date

d�origine et la date de point.

En�n, il est possible de calculer le temps de suivi qui est la durée entre la date

d�origine et

�la date des dernières nouvelles si celle-ci est antérieure à la date de point ;

�la date de point sinon.

La durée de survie est la durée entre la date d�origine et la survenue de l�évènement

d�intérêt, c�est-à-dire du décès. Elle correspond au temps de suivi lorsque le décès est

observé avant la date de point.

Soit X une variable aléatoire positive ou nulle représentant une durée de survie.

Dé�nissons les fonctions qui caractérisent la loi de probabilité de X. Notons que

chacune d�entre elles peut être obtenue à partir de l�une des autres.

Deux fonctions décrivant la distribution des temps de survie, qui sont d�impor-

tance centrale dans l�analyse des données de survie : la fonction de survie et la

fonction de risque.

5.1 Fonction de survie S(t)

Dé�nition 5.1 La fonction de survie est, pour t �xé, la probabilité de survivre jus-
qu�à l�instant t, c�est à dire :

S(t) = P(X > t); t � 0: (1.4)

Dé�nition 5.2 La fonction de répartition F fait correspondre à un temps t la pro-

babilité de décéder avant le temps t :

FX(t) = P(X � t) = 1� S(t):
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5.2 Fonction de risque h(t) (taux de hasard)

Le risque instantané h (x) (ou taux d�incidence), pour t �xé caractérise la proba-

bilité de mourir dans un petit intervalle de temps après t, conditionnellement au fait

d�avoir survécu jusqu�au temps t (c�est-à-dire le risque de mort instantané pour ceux

qui ont survécu) :

h(t) = lim
�t!0

1

�t

P[t < X 6 t+�t;X > t]

P[X > t]

= lim
�t!0

1

�t

P[t < X 6 t+�t;X > t]

1� P[X 6 t]

= lim
�t!0

1

�t

FX [t+�t]� FX [t]
1� FX [t]

:

6 Estimation

Dans cette section nous considérerons toujours, même si des d´eveloppements

analogues sont possibles dans d�autres circonstances, que x1; x2; :::; xn sont des réali-

sations d�un n échantillon aléatoire X1; X2; :::; Xn.

La théorie de l�estimation étudie les propriétés des estimations et des méthodes

générales d�estimation comme celle dite du «maximum de vraisemblance » . L�ob-

jectif est de comparer les lois d�échantillonnage des «estimateurs» pour établir des

préférences lorsque plusieurs choix se présentent. La notion d�estimateur est la notion

centrale de ce chapitre alors même qu�elle ne se dé�nit pas formellement en termes

mathématiques.

6.1 Dé�nition d�un estimateur

On a donc construit un modèle statistique où la v.a.X suit une loi P� et pour se
faire une idée de la valeur inconnue du paramètre � qui détermine la loi de probabilité,

on utilise un échantillon de cette loi. À partir des valeurs observées x1; :::; xn on

calcule ensuite une certaine valeur numérique que l�on considérera comme une valeur

approchée de � et qu�on appellera une estimation de � . La règle qui permettra
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6. Estimation

d�e¤ectuer ce calcul est un estimateur, dont la dé�nition précise est la suivante.

Dé�nition 6.1 Un estimateur de � est une application Tn de En (E � R ou Rk)dans
F (F � R ou Rk)qui à un échantillon (X1; :::; Xn) de la loi P� associe une variable
aléatoire réelle (ou plusieurs dans le cas d�un paramètre multidimensionnel) dont on

peut déterminer la loi de probabilité.

Nous allons maintenant dé�nir les propriétés essentielles que doit véri�er un es-

timateur.

6.2 Propriétés d�un estimateur

Biais d�un estimateur

Dé�nition 6.2 Soit une v.a. X de loi de fonction de probabilité P(x; �) où � 2 � �
R. Soit X1; X2:::; Xn un n échantillon issu de cette loi et Tn un estimateur de �. On

appelle biais de Tn pour � la valeur :

b�(Tn) = E�(Tn)� �:

Si b�(Tn) = 0 quel que soit � 2 �, on dit que Tn est sans biais pour �.

Cependant, cette propriété peut ne pas être strictement véri�ée, le biais diminuant

seulement quand la taille d�échantillon augmente. Ceci correspond à la dé�nition

suivante.

Dé�nition 6.3 Un estimateur Tn de � est dit asymptotiquement sans biais si pour
tout � de :

E�(Tn)! � quand n!1:

Convergence d�un estimateur

Intuitivement, on est amené à penser que si la taille de l�échantillon augmente,

l�information sur le paramètre � va augmenter et donc l�estimateur devrait d�une

certaine manière se «rapprocher» de la valeur de �. Cet estimateur étant une v.a., la
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6. Estimation

formulation mathématique de cette notion intuitive va faire appel à la convergence

en probabilité d�une suite de v.a. : Tn prendra des valeurs proches de � avec une

probabilité d�autant plus proche de un que la taille d�échantillon n sera grande. Ceci

conduit à la dé�nition suivante.

Dé�nition 6.4 Un estimateur Tn est convergent si la suite de v.a. (Tn) converge en
probabilité vers la valeur du paramètre, c�est-à-dire pour tout � de :

Tn
P! � , P�(jTn � �j < ")! 1; 8" > 0; n!1

, P�(jTn � �j > ")! 0:

Il existe un moyen en général simple de véri�er cette propriété de convergence,

à partir de conditions su¢ santes faisant intervenir les deux premiers moments de

l�estimateur, et que nous énonçons dans le théorème ci-après.

Théorème 6.1 [20] Tout estimateur sans biais dont la variance tend vers zéro est
convergent : (

E�(Tn) = �
V�(Tn)! 0

) Tn
P!

n!1
�:

Variance et erreur quadratique moyenne d�un estimateur

La variance V�(Tn) de l�estimateur est un critère important dans la mesure où elle

caractérise la dispersion des valeurs de Tn dans l�univers des échantillons possibles.

Toutefois il s�agit de la dispersion autour de E�(Tn) et non pas autour de �. Pour
prendre en compte l�écart par rapport à � on introduit le critère d�erreur quadratique

moyenne.

Dé�nition 6.5 On appelle erreur quadratique moyenne de Tn par rapport à �, la
valeur, notée EQM�(Tn), dé�nie par :

EQM�(Tn) = E�[(Tn � �)2];
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6. Estimation

et l�on a :

EQM�(Tn) = [b�(Tn)]
2 + V�(Tn):

En e¤et :

E�[(Tn � �)2] = E�[fTn � E�(Tn) + E�(Tn)� �g2]
= E�[fTn�E�(Tn)g2]+ [E�(Tn)��]2+2E�[Tn�E�(Tn)][E�(Tn)��]
= V�(Tn) + [b�(Tn)]

2

car E�[Tn � E�(Tn)] = 0:

6.3 Méthodes de construction d�un estimateur

Dans les situations où il n�y a pas d�estimateur évident, on est amené à recou-

rir à une méthode de construction d�un estimateur, les deux méthodes que nous

présenterons ici étant celles du maximum de vraisemblance et des moments.

Méthode du maximum de vraisemblance

Dé�nition 6.6 On appelle vraisemblance (likelihood) de l�échantillon (X1; :::; Xn) la

loi de probabilité de ce n-uple, notée L(x1; :::; xn; �) , et dé�nie par :

L(x1; :::; xn; �) =
nY
i=1

P(Xi = xi); (1.5)

où X est une v.a. discrète.

La vraisemblance L(x1; :::; xn; �) représente la probabilité d�observer le n-uple

(x1; :::; xn) pour une valeur �xée de �. Dans la situation inverse ici où on a observé

(x1; :::; xn) sans connaître la valeur de �, on va attribuer à � la valeur qui paraît la plus

vraisemblable, compte tenu de l�observation dont on dispose, c�est-à-dire celle qui va

lui attribuer la plus forte probabilité. On se �xe donc la règle suivante : à (x1; :::; xn)

�xé, on considère la vraisemblance L comme une fonction de � et on attribue à � la

valeur qui maximise cette fonction. D�où la dé�nition suivante :

Dé�nition 6.7 On appelle estimateur du maximum de vraisemblance (EMV) toute
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fonction �̂n de (x1; :::; xn) qui véri�e :

L
�
x1; :::; xn; �̂n

�
= max

�2�
L(x1; :::; xn; �):

Quand � = (�1; :::; �d) 2 � et que toutes les dérivées partielles ci-dessous existent,
�̂n est solution du système d�équations appelées équations de vraisemblance :8j 2
f1; :::; dg;

@

@�j
lnL(�;x1; :::; xn) = 0;

Où
@2

@�2j
lnL(�;x1; :::; xn) < 0:

Dans ce cas, on le résout par des méthodes numériques, comme la méthode de Fisher

Scoring.

Méthode des Moments

L�idée de base est d�estimer une espérance mathématique par une moyenne em-

pirique, une variance par une variance empirique, etc...

Autrement dit, si � = E(X), alors l�estimateur de � par la méthode des moments est

�̂n = �X =
1

n

nX
i=1

Xi: (1.6)

Plus généralement, pour � 2 �, si E(X) = '(�), où ' est une fonction inversible,

alors l�estimateur de � par la méthode des moments est :

�̂n = '
�1(�):

De la même manière, on estime la variance de la loi des Xi par la variance empirique

de l�échantillon S2n =
1
n

nP
i=1

�
Xi � �X

�2
:

23



7. Quelques lois de probabilités usuelles

7 Quelques lois de probabilités usuelles

Si on améliore la compréhension et l�analyse d�un phénomène complexe par l�in-

troduction d�un modèle qui la simpli�e, celui-ci ne doit cependant pas être trop

éloigné de la réalité. Nous allons présenter ici les principaux modèles qui peuvent

être retenus pour une modélisation aléatoire.

7.1 Loi de Poisson

Une v.a. X suit une loi de Poisson de paramètre � > 0 si c�est une variable à va-

leurs entières, X(
) = N, donc avec une in�nité de valeurs possibles, de probabilité :

PX(X = k) =
e���k

k!
; k 2 N�; (1.7)

loi qui ne dépend que d�un seul paramètre réel positif, avec l�écriture symbolique

X  P(�).
On déduit aisément :

E(X) =
1X
k=0

kPX(X = k) = e��
1X
k=1

�k

(k � 1)! = �e
��

1X
k=1

�k�1

(k � 1)! = �; (1.8)

et

V ar(X) = E(X2)� (E(X))2 = �:

7.2 Distribution de Lindley

Soient Y1 et Y2deux variables aléatoires indépendantes. Pour � � 0, on considère
la variable aléatoire X = Y1 et X = Y2 avec les probabilités respectivement P1 = �

1+�

et P2 = 1
1+�
:ou Y1 � exp(�) et Y2 � Gamma(2; �)

La distribution lindley est spéci�ée par la fonction densité suivante

f(x; �) =
�2(1 + x)e��x

1 + �
; x; � > 0 (1.9)
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7. Quelques lois de probabilités usuelles

ou la fonction de répartition est donné par :

F (x) = 1� � + 1 + �x
1 + �

e��x;x > 0; � > 0 (1.10)

Moments et mesures connexes

Le rieme moment de la distribution de Lindley est :

�pr = E (X
r) =

r! (� + r + 1)

�r (� + 1)
; r = 1; 2; ::: (1.11)

En particulier on a

�p1 =
(� + 2)

� (� + 1)
; �p2 =

2 (� + 3)

�2 (� + 1)
; �p3 =

6 (� + 4)

�3 (� + 1)
; �p4 =

24 (� + 5)

�4 (� + 1)
:

Le moment centré de la distribution de Lindley est donné par :

�k = E
n
(X � �)k

o
=

kX
r=0

 
k

r

!
�pr (��)

k�r : (1.12)

En particulier on a

�2 =
�2 + 4� + 2

�2 (� + 1)
= �2; �3 =

2
�
�3 + 6�2 + 6� + 2

�
�3 (� + 1)3

; �4 =
3
�
3�4 + 24�3 + 44�2 + 32� + 8

�
�4 (� + 1)4

:

7.3 Loi de Gamma

On présente la famille de lois Gamma ou d�Euler très utiles pour les propriétés de

décroissance rapide de leur fonction de survie. Une variable aléatoire continue suit

une loi Gamma, de paramètres �; � 2 R?+ , le premier est appelé paramètre d�échelle
alors que � est le paramètre de forme, si elle admet pour densité de probabilité la
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8. Sélection de model avec di¤érents critères

fonction :

fX (x) =

(
��

�(�)
x��1e��x 8 x > 0
0 ailleurs

(1-13)

O�u � (�) =

1Z
0

x��1e�xdx:

On note X  G (�; �) :

L�espérance mathématique et la variance de X :

E[X] =
�

�
; var[X] =

�

�2
:

8 Sélection de model avec di¤érents critères

Dans le cas où on à des modèles estimés par une méthode du maximum de vrai-

semblance, Le test du rapport des vraisemblances est souvent utilisé pour comparer

ces modèles deux à deux. Il ne s�applique qu�à des modèles emboîtés (dérivant l�un

de l�autre par ajout ou suppression de termes) et il est supposé que les deux modèles

comparés ajustent correctement les données. Quand de nombreux modèles doivent

être comparés entre eux, le risque de rejeter l�hypothèse nulle alors qu�elle est vraie

augmente.

Pour résoudre ce problème, une solution possible (il y en a d�autres) consiste à

comparer les modèles en utilisant le critère d�information d�Akaike (Pour plus de

détaills voir Akaike,H,.1974)

8.1 Le critère d�information d�Akaike (AIC) et (AICc)

Le critère d�information d�Akaike est donnée par :

AIC = �2 log(L) + 2k; (1.14)
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8. Sélection de model avec di¤érents critères

où L est la vraisemblance maximisée et k le nombre de paramètres dans la modèl.

Avec ce citère, la déviance du modéle (�2 log(L)) est pénalisée par 2 fois le nombres
de paramètres. L�AIC représente donc un compromis entre le biais (qui diminue avec

le nombre de paramètres) et la parcimonie (nécessité de décrire les données avec le

plus petit nombre de paramètres possible).

-La rigueur voudrait que tous les modèles comparés dérivent tous d�un même «

complet » inclus dans la liste des modèles comparés.

-Il est nécessaire de véri�er que ce modèle « complet » ajuste correctement les

données.

-Le meilleur modèle est celui possédant l�AIC le plus faible.

Lorsque le nombre de paramètres k est grand par rapport au nombre d�observa-

tions n, c�est-à-dire si n=k < 40, il est recommandé d�utiliser l�AIC corrigé.

Le critère d�information d�Akaike corrigé AICc, est dé�ni par :

AICc = AIC +
2k(k + 1)

n� k � 1 : (1.15)

8.2 Le critère BIC

Dans le cas où on a plusieurs modèles sont très proches l�un de l�autre, et il est

délicat de décider lequel d�entre eux est réellement le meilleur. Une approche possible

est d�utiliser l�ensemble de ces modèles pour réaliser les inférences.

A cet e¤et, la tendence actuelle est plutôt de se baser sur le BIC.

Le Bayesian information criterion BIC est dé�ni par :

BIC = �2 log(L) + k log(n): (1.15)

Le BIC a été initialement proposé (Schwartz, 1978) pour sélectionner les modèles

dans le cas de grands échantillons (plusieurs milliers d�obsevations) pour lesquels

l�AIC et l�AICc ont tendance à sélectionner des modèles comportant de nombreuses

variables explicatives, le BIC aboutit à des modèles plus parcimonieux. Cependant,

les bases théoriques sous-tendant les deux approches (AIC, BIC) sont di¤érntes,

l�utilisation de l�AIC étant en premier lieu dans un objectif de prédiction, et nom
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de décision vis-à-vis de la signi�cation statistique des paramètres retenus dans le

modèle.
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CHAPITRE 2

Quelques distribution tronquée à zéro et ses applications

1 Modèles zéro tronquées discrètes

Dans cette section, nous nous intéressons à quelques distribution discrétes tron-

qués à zéro à un seul paramètre, tel que la distribution de poisson tronqué à zéro et

la distribution de poisson lindley tronqué à zéro.

Soit P0 (x; �) la distribution originale avec un support des entiers non négative,
alors ça verssion tronquée par un zéro (Zéro truncated) est dé�nit par :

P (x; �) =
P0 (x; �)

1� P0 (0; �)
; x = 1; 2; 3; ::: (2.1)

2 Distribution zéro tronquée Poisson

En utilisant (2:1) et la fonction de masse de probabilité de la distribution de

Poisson (1:3) on peut déduire la distribution zéro tronquée de Poisson (ZTPD)

comme suit :

P (x; �) =
�x

(e� � 1)x! ; x = 1; 2; 3; :::; � > 0: (2.2)
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2. Distribution zéro tronquée Poisson

Le moment factoriel d�ordre r de la distribution ZTP peut être obtenu en tant

que :

�
0

(r) =
�re�

e� � 1 : (2.3)

En substituant r = 1; 2; 3 et 4 dans (2:3), les quatre premiers moments factoriels

de ZTPD peuvent être obtenus et, puis en utilisant la relation entre les moments

factoriels et les moments d�origine, les quatre premiers moments d�origine de la dis-

tribution ZTP sont donnés par :

�
0

1 =
�e�

e� � 1 ;

�
0

2 =
�e�

e� � 1 (� + 1) ;

�
0

3 =
�e�

e� � 1
�
�2 + 3� + 1

�
;

�
0

4 =
�e�

e� � 1
�
�3 + 6�2 + 7� + 1

�
:

En utilisant la relation entre les moments de l�origine et les moments centrés de

la distribution ZTP sont obtenues comme suit :

�2 = �
2 =

�e�

(e� � 1)2
�
e� � � � 1

�
:

Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance

Soient Xi � ZTPD(�); i = 1; n, n variables aléatoires. L�estimateur du maxi-

mum vraisemblance �̂ de � est donné par la solution de l�équation non linéaire sui-

vante :

e�
�
X � �

�
�X = 0

où X est la moyenne de l�échantillon.
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3. Distribution zéro tronquée Poisson Lindley

Estimation par la méthode des moments

Étant donné un échantillon aléatoire X1; :::; Xn, de la distribution ZTP, en utili-

sant le premier moment �
0
1 . L�estimateur du moment �̂ de � est donné par la solution

de l�équation non linéaire suivante :

e�
�
X � �

�
�X = 0

où X est la moyenne de l�échantillon.

3 Distribution zéro tronquée Poisson Lindley

À parti de (2:1) et la fonction de masse de probabilité de la distribution de Poisson

Lindley on peut déduire la distribution zéro tronquée de Poisson Lindley (ZTPLD)

comme suit :

P (x; �) =
�2

�2 + 3� + 1

x+ � + 2

(� + 1)x
; x = 1; 2; 3; :::; � > 0 (2.4)

Le moment factoriel d�ordre r de la distribution ZTPL peut être obtenu en tant

que :

�
0

(r) =
r! (� + 1)2 (r + � + 1)

�r
�
�2 + 3� + 1

� ; r = 1; 2; 3; ::: (2.5)

En substituant r = 1; 2; 3 et 4 dans (2:5), les quatre premiers moments factoriels

de ZTPLD peuvent être obtenus et, puis en utilisant la relation entre les moments

factoriels et les moments d�origine, les quatre premiers moments d�origine de la dis-
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3. Distribution zéro tronquée Poisson Lindley

tribution ZTPL sont donnés par :

�
0

1 =
(� + 1)2 (r + 2)

�
�
�2 + 3� + 1

�
�
0

2 =
(� + 1)2

�
�2 + 4� + 6

�
�2
�
�2 + 3� + 1

�
�
0

3 =
(� + 1)2

�
�3 + 8�2 + 24� + 24

�
�3
�
�2 + 3� + 1

�
�
0

4 =
(� + 1)2

�
�4 + 16�3 + 78�2 + 168� + 120

�
�4
�
�2 + 3� + 1

�
En utilisant la relation entre les moments de l�origine et les moments centrés de

la distribution ZTPL sont obtenues comme suit :

�2 = �
2 =

(� + 1)2
�
�2 + 4� + 6

�
�2
�
�2 + 3� + 1

� �
 
(� + 1)2 (r + 2)

�
�
�2 + 3� + 1

�!2

Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance

Soient Xi � ZTPLD(�); i = 1; n, n variables aléatoires. L�estimateur du maxi-
mum vraisemblance �̂ de � est donné par la solution de l�équation non linéaire sui-

vante :
2n

�
� n (2� + 3)

�2 + 3� + 1
� nX

� + 1
+

nX
i=1

1

xi + � + 2
= 0

où X est la moyenne de l�échantillon.

Estimation par la méthode des moments

Étant donné un échantillon aléatoire X1; :::; Xn, de la distribution ZTPL, en utili-

sant le premier moment �
0
1 . L�estimateur du moment �̂ de � est donné par la solution

de l�équation non linéaire suivante :

�
X � 1

�
�3 +

�
3X � 4

�
�2 +

�
X � 5

�
� � 2 = 0; X > 1
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4. Distribution zéro tronquée Poisson Quasi-Lindley

où X est la moyenne de l�échantillon.

4 Distribution zéro tronquée Poisson Quasi-Lindley

Soit P0(x; �; �) la distribution original dé�nit dans (2:1) avec un support des
entiers non négative, alors ça version tronquée à zéro est dé�nit par :

P (x; �; �) =
P0(x; �; �)

1� P0(0; �; �)
;x = 1; 2; :: (2.6)

la distribution zero tronquée de Poisson Quasi-Lindley avec :

P (x; �; �) =
� (�� + � + � + �x)

(1 + 2� + � + ��) (� + 1)x
;x = 1; 2; 3; :::; � > 0; 1 + 2� + � + �� > 0

(2.7)

Remarque 4.1 Lorsque � = �; on peut déduit façilement que la distribution donner
par (2:7) revient à la distribution zero tronquated Poisson Lindley.

4.1 Moments et mesures connexes

Le moment factoriel d�ordre r de la distribution ZTPQL peut être obtenu en tant

que :

�
0

(r) =
r!

1 + 2� + � + ��

"
(� + 1)2 (r + � + 1)

�r

#
(2.8)

En substituant r = 1; 2; 3 et 4 dans (2:8), les quatre premiers moments factoriels
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4. Distribution zéro tronquée Poisson Quasi-Lindley

de ZTPQL peuvent être obtenus comme :

�
0

(1) =
(� + 1)2 (� + 2)

� (1 + 2� + � + ��)

�
0

(2) =
(� + 1)2 (2 (� + 3))

�2 (1 + 2� + � + ��)

�
0

(3) =
(� + 1)2 (6 (� + 4))

�3 (1 + 2� + � + ��)

�
0

(4) =
(� + 1)2 (24 (� + 5))

�4 (1 + 2� + � + ��)

puis en utilisant la relation entre les moments factoriels et les moments d�origine, les

quatre premiers moments d�origine de la distribution ZTPQL sont donnés par :

�
0

1 =
(� + 1)2 (� + 2)

� (1 + 2� + � + ��)

�
0

2 =
(� + 1)2 (� (� + 2) + 2 (� + 3))

�2 (1 + 2� + � + ��)

�
0

3 =
(� + 1)2

�
�2 (� + 2) + 6� (� + 3) + 6 (� + 4)

�
�3 (1 + 2� + � + ��)

�
0

4 =
(� + 1)2

�
�3 (� + 2) + 14�2 (� + 3) + 36� (� + 4) + 24 (� + 5)

�
�4 (1 + 2� + � + ��)

En utilisant la relation entre les moments de l�origine et les moments centrés de

la distribution ZTPQL sont obtenues comme suit :

�2 =
(� + 1)2

�
�
�
�2 + 5� + 6

�
+ 2

�
�2 + 4� + 2

��
�2 (1 + 2� + � + ��)2

�3 =

(� + 1)2
 
�3
�
�3 + 7�2 + 16� + 12

�
+ �2

�
4�3 + 28�2 + 59� + 38

�
�
�
5�3 + 63�2 + 54� + 22

�
+
�
2�3 + 12�2 + 12� + 4

� !
�3 (1 + 2� + � + ��)3
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4. Distribution zéro tronquée Poisson Quasi-Lindley

�4 =

(� + 1)2

0BBBBBBBBB@

�5
�
�4 + 9�3 + 30�2 + 44� + 24

�
+�4

�
12�4 + 114�3 + 389�2 + 572� + 308

�
�3
�
39�4 + 243�3 + 907�2 + 1497� + 686

�
+�2

�
55�4 + 252�3 + 896�2 + 1508� + 554

�
�
�
36�4 + 186�3 + 480�2 + 636� + 192

�
+
�
9�4 + 72�3 + 132�2 + 96� + 24

�

1CCCCCCCCCA
�4 (1 + 2� + � + ��)4

le coe¢ cient de variation (C:V ), le coe¢ cient de Skewness (
p
�1), le coe¢ cient de

Kurtosis (�2) de ZTPQL (2:7) sont obtenues comme suit :

C:V =

q
�
�
�2 + 5� + 6

�
+ 2

�
�2 + 4� + 2

�
(� + 1) (� + 2)

Fonctions génératrice

La fonction génératrice de probabilité de la distribution ZTPQL est obtenue

comme suit :

GX (t) = E
�
tX
�
=

�

1 + 2� + � + ��

"
(�� + � + �)

1X
x=1

�
t

� + 1

�x
+ �

1X
x=1

x

�
t

� + 1

�x#
(2.9)

Donc, la fonction génératrice de probabilité de la distribution ZTPQL est :

GX (t) =
�t

1 + 2� + � + ��

�
(�� + � + �)

(� + 1� t) +
� (� + 1)

(� + 1� t)2
�

La fonction génératrice de moment de la ZTPQL est donc donnée par :

GX (t) = E
�
etX
�
=

�et

1 + 2� + � + ��

�
(�� + � + �)

(� + 1� et) +
� (� + 1)

(� + 1� et)2
�
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4. Distribution zéro tronquée Poisson Quasi-Lindley

4.2 Estimation du paramètre

Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance

On considère un n-échantillon X1; X2; :::Xn de la distribution tronquée dé�nit

dans (2:7) .La fonction de maximum de vraisemblance est donc :

L (xi; �; �) =

�
�

1 + 2� + � + ��

�n nY
i=1

 
�� + � + � + �xi

(� + 1)
Pn
i=1 xi

!
(2.10)

Et le logarithme de la vraisemblance est :

lnL (xi; �; �) = n ln (�) � n ln (1 + 2� + � + ��) +
Pn

i=1 ln (�� + � + � + �xi) �
ln (� + 1)

Pn
i=1 xi

Les dérivées de lnL (xi; �; �) par rapport à � et � sont :

@ lnL (xi; �; �)

@�
=

n

�
� n (� + 2)

1 + 2� + � + ��
� nX

(� + 1)
+

nX
i=1

�
1 + � + xi

�� + � + � + �xi

�
(2.11)

@ lnL (xi; �; �)

@�
= � n (� + 1)

1 + 2� + � + ��
+

nX
i=1

�
� + 1

�� + � + � + �xi

�
(2.12)

Les estimateurs du maximum vraisemblance des deux paramètres � et � sont les

solutions de l�équation @ lnL(x;�;�)
@�

= 0; @ lnL(x;�;�)
@�

= 0.

Les deux équations (2:9) et (2:10) ne peut pas résoudre directement, on doit

utiliser la méthode Fisher Scoring, on a :

@2 lnL

@�2
= � n

�2
+

n (� + 2)2

(1 + 2� + � + ��)2
+

nX

(1 + �)2
�

nX
i=1

(xi + � + 1)
2

(�xi + � + �� + �)
2 (2.13)

@2 lnL

@�2
=

n (1 + �)2

(1 + 2� + � + ��)2
�

nX
i=1

(1 + �)2

(�xi + � + �� + �)
2 (2.14)

@2 lnL

@�@�
=
@2 lnL

@�@�
=

�n
(1 + 2� + � + ��)2

�
nX
i=1

xi + 1

(�xi + � + �� + �)
2 (2.15)
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4. Distribution zéro tronquée Poisson Quasi-Lindley

Les équations suivantes pour �̂ et �̂ peuvent être résolues"
@2 lnL
@�2

@2 lnL
@�@�

@2 lnL
@�@�

@2 lnL
@�2

#
�̂=�0
�̂=�0

"
�̂ � �0
�̂ � �0

#
=

"
@ lnL
@�
@ lnL
@�

#
�̂=�0
�̂=�0

où �0 et �0 sont les valeurs initiales de � et � respectivement.

Aprés les simpli�cations, on trouve qui�il n�y a pas des solutions théoriques de ce

système. Donc, on utilise les méthodes numérique pour obtenir les valeurs approxi-

méees aux estimateurs de maximum de vraisemblance �̂ et �̂ des paramètres � et �

respectivement.

Estimations par la méthode des Moments

Comme la distribution de ZTPQL dé�nit dans (2:7) de deux paramètres � et �

à estimé, la méthode du moment est basée sur l�équation du rapport entre les deux

premières probabilités et la moyenne. De (2:7) nous avons :

p1 =
� (�� + � + 2�)

(1 + 2� + � + ��) (� + 1)

Et

p2 =
� (�� + � + 3�)

(1 + 2� + � + ��) (� + 1)2

En prenant le rapport de ces probabilités, on obtient :

p2
p1
=

(�� + � + 3�)

(� + 1) (�� + � + 2�)

Après une petite simpli�cation algébrique, l�équation ci-dessus se réduit à :

� (� + 1) =
3�p1 � 2� (� + 1) p2
p2 (� + 1)� p1

(2.16)
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4. Distribution zéro tronquée Poisson Quasi-Lindley

Encore une fois, en simpli�ant l�expression de la moyenne de ZTPQL, on obtient :

� (� + 1) =
2�2 (1� �) + � (4� �) + 2

(�� � � � 1) (2.17)

Maintenant, en assimilant les équations (2:16) et (2:17), nous obtenons une équa-

tion quadratique de � comme :

A�2 +B� + C = 0 (2.18)

Tellque 8><>:
A = (1� �) p1 + (2� �) p2
B = (�� 1) p1 + (4� �) p2

C = 2 (p1 � p2)
(2.19)

D�aprés l�équation (2:18) ; l�estimateur de moment du paramétre � peut être ob-

tenu de :

�̂ =
�B +

p
B2 � 4AC
2A

(2.20)

En remplaçant la moyenne de la population � par la moyenne correspondante �X

et p1 et p2 de l�échantillon des probabilités respectives de l�ensemble de données, les

valeurs de A, B et C dans (2:17) peuvent être obtenues et le remplacement de ces

valeurs par (2:18) donnera l�estimateur des moments �̂ du paramètre �. Après avoir

obtenu l�estimateur des moments de �, l�estimateur des moments �̂ de � peut être

obtenu par :

�̂ =
1

� + 1

�
3�p1 � 2� (� + 1) p2
p2 (� + 1)� p1

�
(2.21)

ou bien

�̂ =
1

� + 1

�
2�2 (1� �) + � (4� �) + 2

(�� � � � 1)

�
(2.22)
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CHAPITRE 3

Nouvelle distribution à deux paramètres tronquée à zéro et

ses applications

1 Distribution à deux paramètres

En (2024), Grine et Zeghdoudi ont introduit une autre nouvelle distribution dis-

crète appelée distribution à deux paramètres. Nous présentons ci-dessous quelques

aspects statistiques concernant cette distribution.

alors la fonction de densité de la distribution à deux paramètres est donnée par :

f(x; �; 
) = � (
 + (1� 
) �x) exp��x; (3.1)

where x = 0; 1; :::;

La fonction de distribution cumulative (CDF), la fonction de survie (SF) et la

fonction de taux de risque (HRF) correspondantes sont données par :

F (x; �; 
) = 1� e��x
�
1 + (1� 
) �2x

�
; x; � � 0:0 � 
 � 1 (3.2)
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1. Distribution à deux paramètres

S(t; �; 
) = e��x
�
1 + (1� 
) �2x

�
; x; � � 0:0 � 
 � 1

h(t; �; 
) =
�2 (
 + (1� 
) �x)
(1� 
) �2x+ 1

Let X � TPD, Then the i th moment of X is determined as follows

Ainsi, les quatre premiers moments de la variable aléatoire TPD peuvent être

obtenus en substituant respectivement i = 1, 2, 3, 4 dans l�équation (3.3). Ils sont

utilisés pour déterminer respectivement la variance, l�asymétrie, l�aplatissement et le

coe¢ cient de variation de TPD, comme suit

E(X i) =
� (1 + i)

�(2+i)
[�
 + (1� 
) � (1 + i)] (3.3)

�
0

1 =
�� + 2� (1 + �)
�� (1 + �)

; �
0

2 =
�4� + 8�� + 2��2 + 6� � �2

�2� (1 + �)
;

�2 =
2�3�2 � �3� + 6�2�2 � �2� � �2 + 6��2 + 2�2

�2�2 (1 + �)2
:

V ar(X) = E(X2)� E(X) = 2
�3 + 6 (1� 
) �3 � 
2�2 � 4
 (1� 
) �2 � 4 (1� 
)2 �2

�6

=
(6� � 4) (1� 
) + 
 (2� � 
)

�4
;

Skewness =
p
�1 =

E(X3)

(V ar(X))
3
2

=
6�4 (4 (1� 
) � + 
�)�

2
�3 + 6 (1� 
) �3 � 
2�2 � 4
 (1� 
) �2 � 4 (1� 
)2 �2
� 3
2

;

Kurtosis = �2 =
E(X4)

(V ar(X))2
=

24�6 (5 (1� 
) � + �
)�
2
�3 + 6 (1� 
) �3 � 
2�2 � 4
 (1� 
) �2 � 4 (1� 
)2 �2

�2 ;
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2. Distribution à deux parametres zéro tronquée

C:V = K =

p
V ar(X)

E(X)
=

q
2
�3 + 6 (1� 
) �2 � 
2�2 � 4
 (1� 
) �2 � 4 (1� 
)2 �2

2 (1� 
) � + �


=

q
2
� + 6 (1� 
)� 
2 � 4
 (1� 
)� 4 (1� 
)2

2� 


2 Distribution à deux parametres zéro tronquée

Dans cette section, la distribution deux paramètres zéro tronquée (ZTTPD)

a été introduite avec ses propriétés statistiques, y compris l�expression générale des

probabilités, les moments, les paramètres de la distribution deux paramètrs tronquée

par un zéro ont été estimées à l�aide de méthode des moments. Une application du

modèle à un ensemble de données réelles est �nalement présentée et comparée à

l�ajustement obtenu par certaines autres distributions.

Soit P0(x; �; �) la distribution original dé�nit dans (2:1) avec un support des
entiers non négative, alors ça version tronquée à zéro est dé�nit par :

P (x; �; �) =
P0(x; �; �)

1� P0(0; �; �)
;x = 1; 2; :: (3.4)

A partir de (2:1) et (3:4) ; on peut déduire la distribution à deux paramètres zero

tronquée avec :

P (x; �; 
) = f (x; �; 
) =
�[
 + (1� 
) �x]e��x

1� �
 ;x = 1; 2; 3; :::; � > 0; 1� �
 > 0
(3.5)
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2. Distribution à deux parametres zéro tronquée

2.1 Moments et mesures connexes

Le moment factoriel d�ordre r de la distribution ZTTPD peut être obtenu en tant

que :

�
0

(r) = �0(r) = E
�
x(r)
�
=

1Z
0

x(r)f (x) dx

x(r) = x (x� 1) (x� 2) ::::::::: (x� r + 1)

�0(r) =
�

1� �
 [

� (r + 1)

�r+1
+ (1� 
)�� (r + 2)

�r+2
]

=

� (r + 1) + (1� 
) � (r + 2)

�r (1� �
)

nous obtenons �nalement une expression générale du moment factoriel du distribu-

tion ZTTPD comme :

�
0

(r) =

� (r + 1) + (1� 
) � (r + 2)

�r (1� �
) (3.6)

En substituant r = 1; 2; 3 et 4 dans (3:6), les quatre premiers moments factoriels

de ZTTPD peuvent être obtenus comme :

�0(1) =
2� 


� (1� �
)

�0(2) =
6� 4


�2 (1� �
)

�0(3) =
24� 18

�3 (1� �
)

�0(4) =
120� 96

�4 (1� �
)

puis en utilisant la relation entre les moments factoriels et les moments d�origine, les
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2. Distribution à deux parametres zéro tronquée

quatre premiers moments d�origine de la distribution ZTTPD sont donnés par :

�01 =
2� 


� (1� �
)

�
0

2 =
(2� 
) � + (6� 4
)

�2 (1� �
)

�
0

3 =
(24� 18
) + 3 (6� 4
) � + (2� 
) �2

�3 (1� �
)

�
0

4 =
(120� 96
) + 6 (24� 18
) � + 7 (6� 4
) �2 + (2� 
) �3

�4 (1� �
)

En utilisant la relation entre les moments de l�origine et les moments centrés de

la distribution ZTTPD sont obtenues comme suit :

�2 =

�
�2
2 � 2�2
 + 4�
2 � 7�
 + 2� � 
2 + 2

�
�2 (�
 � 1)2

�3 =

 
�4
3 � 2�4
2 + 12�3
3 � 20�3
2 + 4�3
 + 15�2
3 � 36�2
2 + 25�2


�2�2 � 12�
3 + 9�
2 + 12�
 � 6� + 2
3 � 4

!
�3 (�
 � 1)3

�4 =

0BBBB@
�6
4 � 2�6
3 + 28�5
4 � 45�5
3 + 6�5
2 + 104�4
4

�212�4
3 + 113�4
2 � 6�4
 + 48�3
4 � 268�3
3 + 340�3
2 � 95�3
 + 2�3

�66�2
4 + 12�2
3 + 224�2
2 � 204�2
 + 26�2 + 24�
4

+6�
3 + 36�
2 � 132�
 + 48� � 3
4 � 12
2 + 24

1CCCCA
�4 (�
 � 1)4

le coe¢ cient de variation (C:V ), le coe¢ cient de Skewness (
p
�1), le coe¢ cient de

Kurtosis (�2) de ZTTPD (3:5) sont obtenues comme suit :

C:V =

p
�2
2 � 2�2
 + 4�
2 � 7�
 + 2� � 
2 + 2

2� 
 (3.7)
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2. Distribution à deux parametres zéro tronquée

p
�1 =

 
�4
3 � 2�4
2 + 12�3
3 � 20�3
2 + 4�3
 + 15�2
3 � 36�2
2

+25�2
 � 2�2 � 12�
3 + 9�
2 + 12�
 � 6� + 2
3 � 4

!

�3 (�
 � 1)3
�

1
�2(�
�1)2

�
�2
2 � 2�2
 + 4�
2 � 7�
 + 2� � 
2 + 2

�� 3
2

(3.8)

�2 =

0BBBB@
�6
4 � 2�6
3 + 28�5
4 � 45�5
3 + 6�5
2 + 104�4
4

�212�4
3 + 113�4
2 � 6�4
 + 48�3
4 � 268�3
3 + 340�3
2 � 95�3
 + 2�3

�66�2
4 + 12�2
3 + 224�2
2 � 204�2
 + 26�2 + 24�
4

+6�
3 + 36�
2 � 132�
 + 48� � 3
4 � 12
2 + 24

1CCCCA
�
�2
2 � 2�2
 + 4�
2 � 7�
 + 2� � 
2 + 2

�2
(3.9)

2.2 Propriétés statistiques de ZTTPD

Nous donnons maintenant quelques propriétés de base de la distribution ZTTPD.

Propriétés de �abilité

Pour tout x et avec (3:5), on peut déduit que :

P (x+ 1; �; 
)
P (x; �; 
)

=

�
1 +

(1� 
) �

 + (1� 
) �xe

��
�

(3.10)

est une fonction décroissante dans x, alors la distribution ZTTPD est unimodal.(voir

Johnson, Kotz and Kemp (2005)):

Fonctions génératrice

La fonction génératrice de probabilité de la distribution ZTTPD est obtenue

comme suit :

GX (t) = E
�
tX
�
=

�

1� �
 [

1

� � ln (t) + (1� 
) �
1

(� � ln (t))2
] (3.11)
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2. Distribution à deux parametres zéro tronquée

Donc, la fonction génératrice de probabilité de la distribution ZTTPD est :

Gx (t) = E
�
etx
�
=

�

1� �
 [

1

� � t + (1� 
) �
1

(� � t)2
]

La fonction génératrice de moment de la ZTTPD est donc donnée par :

GX (t) = E
�
etX
�
=

�et

1 + 2� + 
 + �


�
(�
 + 
 + �)

(� + 1� et) +
� (� + 1)

(� + 1� et)2
�

(3.12)

2.3 Estimation des paramètres

Estimation par la méthode de maximum de vraisemblance

On considère un n-échantillon X1; X2; :::Xn de la distribution tronquée dé�nit

dans (3:5) .La fonction de maximum de vraisemblance est donc :

L (xi; �; 
) = �
n
i=1

�[
 + (1� 
) �xi]e��xi
1� �


Et le logarithme de la vraisemblance est :

n ln (�) +
nX
i=1

ln (
 + (1� 
) �xi)� �
nX
i=1

xi � n ln (1� �
)

Les dérivées de lnL (xi; �; 
) par rapport à � et 
 sont :

@ lnL (x
i
; �; 
)

@�
=

@ ln l (xi; �; 
)

@�
=
n

�
+

nX
i=1

(1� 
)xi

 + (1� 
) �xi �

nX
i=1

xi �
n


1� �
(3.13)

@ ln l (xi; �; 
)

@

=

nX
i=1

1� �xi

 + (1� 
) �xi

+
n�

1� �
 (3.14)

Les estimateurs du maximum vraisemblance des deux paramètres � et 
 sont les

solutions de l�équation @ lnL(x;�;
)
@�

= 0; @ lnL(x;�;
)
@


= 0.

Les deux équations (3:13) et (3:14) ne peut pas résoudre directement, on doit
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2. Distribution à deux parametres zéro tronquée

utiliser la méthode Fisher Scoring, on a :

@2 lnL

@�2
=
�n
�2
�

nX
i=1

[(1� 
)xi]2

(
 + (1� 
) �xi)2
� n
2

(1� �
)2
(3.15)

@2 ln l

@
2
= �

nX
i=1

(1� �xi)2 �xi
[
 + (1� 
) �xi]2

+
n�2

(1� �
)2
(3.16)

@2 ln l

@�@

=
@2 ln l

@
@�
= �

nX
i=1

xi[
 + (1� 
) �xi]� (1� 
) �x2i
[
 + (1� 
) �x2i ]

� n

(1� �
)2
(3.17)

Les équations suivantes pour �̂ et 
̂ peuvent être résolues"
@2 lnL
@�2

@2 lnL
@�@


@2 lnL
@
@�

@2 lnL
@
2

#
�̂=�0

̂=
0

"
�̂ � �0
�̂ � �0

#
=

"
@ lnL
@�
@ lnL
@�

#
�̂=�0

̂=
0

où �0 et 
0 sont les valeurs initiales de � et 
 respectivement.

Aprés les simpli�cations, on trouve qui�il n�y a pas des solutions théoriques de ce

système. Donc, on utilise les méthodes numérique pour obtenir les valeurs approxi-

méees aux estimateurs de maximum de vraisemblance �̂ et 
̂ des paramètres � et 


respectivement.

Estimations par la méthode des Moments

Utilisant m et m2 le premier et le deuxième moment de la distribution ZTTPD,

on a

�
m = 2�


�(1��
)

m2 =
(2�
)�+(6�4
)

�2(1��
)

(3-18)

où m2 = S
2+m2 et S2 est la variance. on résolut ce système non linière on trouve

le couple
�b�; b
� ;où �b�; b
� � 0 pour toute S � 0;m � 0: La solution du système non

linière (3-18) donne :
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2. Distribution à deux parametres zéro tronquée

(�5m�m2) �
2 + (4m+ 4) � � 2 = 0 and 
 =

�m� 2
�2m� 1

:

il est facile davoir que la solution de :

(�5m�m2) �
2 + (4m+ 4) � � 2 = 0

est � = 1
5m+m2

�
2m+

p
2
p
�m�m2 + 2m2 + 2 + 2

�
si �5m�m2 6= 0

alors,

�̂ =
1

5m+m2

�
2m+

p
2
p
�m�m2 + 2m2 + 2 + 2

�
et 
̂ =

2� �̂m
�̂m� 1

(3-19)

Simulation

dans cette section, nous étudiants le comportement des estimateurs MM pour un

échantillon de taille (n) �nie.Une étude de simulation comporte les étapes suivantes

est e¤ectuée pour chaque triple (�; 
;n), ou � = 0:01; 
 = 0:1; 0:01; 1 et pour 
 =

0:5; � = 0:05; 1; 5 et n = 10; 30; 50.

- Choisir les valeurs initiale de �0; �0 pour les éléments correspondants du vecteur

de � = (�; 
 ) pour spéci�er la distribution ZTTPD.

- choisir la taille de l�échantillon n ;

- générer N échantillon indépendantes de taille n à partir de ZTTPD(�; 
);

- Calculer l�estimation MM �̂n de �0 pour chacun de N échantillons ;

- Calculer la moyenne des estimateurs obtenus sur tous les N échantillon,

bais moyen (�) =
1

N

NP
i=1

�
�̂i ��0

�
et l�érreur quadratique moyenne

EQM (�) =
1

N

NP
i=1

�
�̂i ��0

�2
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3. Application aux ensembles de données réelles

�=0:01;
=0:1 �=0:01;
=0:01 �=0:01;
=1

bais(�) bais(
) bais(�) bais(
) bais(�) bais(
)

n=10 0.00002556 -0.0056129 0.0000025 -0.00050509 0.000264 -0.088393

n=30 0.00000852 -0.00187096 0.000000833 -0.000168363 0.000088 _0.02946433

n=50 0.000005112 -0.00112258 0.0000005 -0.000101018 0.0000528 -0.0176786

�=0:05;
=0:5 �=1;
=0:5 �=5;
=0:5

bais(�) bais(
) bais(�) bais(
) bais(�) bais(
)

n = 10 0.0006842 -0.038232 0.02743 -0.061022 0.5756 -0.11132

n = 30 0.00029806 -0.012744 0.009143333 -0.02034066 0.1918666 -0.0371066

n = 50 0.00013684 -0.0076464 0.005486 -0.0122044 0.11512 -0.022264

Tableau1. Biais moyenne des estimations simulées de la distribution ZTTPD

�=0:01;
=0:1 �=0:01;
=0:01 �=0:01;
=1

EQM(�) EQM(
) EQM(�) EQM(
) EQM(�) EQM(
)

n = 10 0.0000000066 0.000315046 6.3 10�11 0.0000025511 0.000000697 0.078133224

n = 30 0.0000000022 0.000105015 2 10�11 0.0000008504 0.0000002323 0.026044408

n = 50 0.0000000013 0.000063009 10�11 0.0000005102 0.0000001394 0.015626644

�=0:05;
=0:5 �=1;
=0:5 �=5;
=0:5

EQM(�) EQM(
) EQM(�) EQM(
) EQM(�) EQM(
)

n = 10 0.0000046813 0.01461685 0.00752404 0.03723684 3.3131536 0.123921424

n = 30 0.0000015604 0.00487228 0.002508016 0.0124228 1.10438453 0.041307141

n = 50 0.0000009363 0.00292337 0.001504809 0 ?00744736 0.66263072 0.024784284

Tableau2. l�erreur quadratique moyenne

3 Application aux ensembles de données réelles

La qualité de l�ajustement de la distribution ZTTPD à été discutée avec des don-

nées de comptage et l�ajustement a été comparé aux distributions ZTPD et ZTPLD.

Dans cette section, la qualité de l�ajustement des distributions ZTPD, ZTPLD et

ZTTPD a été comparée pour un ensemble de données dû à Finney et Varley (1955),

qui ont donné des chifres �eur ayant le nombre d�oeufs de mouche. Les valeurs de
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3. Application aux ensembles de données réelles

l�estimation du maximum de vraisemblance des paramètres, le �2, les p valeurs sont

indiquées dans le tableau 3, où la valeur du �2 de la distribution ZTTPD est in-

férieure à celle de la distribution ZTPD et ZTPLD mais la p valeur est autrement.

Cela est dû à la di¤érence dans le nombre de paramètres. Les distributions ZTP et

ZTPL sont des distributions à un paramètre, tandis que ZTTPD est une distribution

à deux paramètres. Le log-vraisemblance négatif (� logL), le critère d�information
Akaike (AIC), le critère d�information Akaike corrigé (AICc) et le critère d�infor-

mation Bayesien (BIC) sont donnés aussi dans le tableau 3.
Dans le tableau 3, les valeurs du log-vraisemblance négatif sont minimales pour
ZTTPD par rapport à ZTPLD et ZTPD. Selon les valeurs de l�AIC, de l�AICC et

du BIC, le meilleur modèle de prévision et de génération de données plausible est le

ZTTPD. Notre distribution peut donc être considérée comme un modèle important
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3. Application aux ensembles de données réelles

pour les données de science biologique.

Nombre de Fr�equence ZTPD ZTPLD ZTTPD

particules observ�ees �̂ = 2; 8604 �̂ = 0; 7186 �̂ = 1; 24

attach�ees 
̂= 0; 87

1 22 15:3 26:8 23:1

2 18 21:8 19:8 18:2

3 18 20:8 14:0 18:1

4 11 14:9 9:5 10:5

5 9 8:5 6:3 8:1

6 6 4:0 4:2 5:7

7 3 1:7 2:7 3:3

8 0 0:6 1:7 0:2

9 1 0:4 3:0 0:8

Total 88 88 88 88

�2 6:648 3:780 0:443

d:l 4 4 4

P � value 0:1557 0:4366 0:05

�2 logL 333:09 334:76 123:34

AIC 336:76 335:09 142:43

AICC 335:14 336:80 142:57

BIC 335:04 336:70 132:29

Tableau 3 : Nombre de têtes de �eurs correspondant au nombre d��ufs de mouche
rapporté par Finney et Varley (1955).
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3. Application aux ensembles de données réelles

Conclusion et Perspectives
Nous avons réussi à introduire une nouvelle distribution nommée "Distribution

à deux paramètres zéro tronquée" . L�estimation de ses paramètres à été discutée

en utilisant la méthode du maximum de vraisemblance et la méthode des moments.

Une étude de simulation est réalisée pour examiner le biais et l�erreur quadratique

moyenne des estimateurs du maximum de vraisemblance des paramètres. Plusieurs

applications du modèle à un ensemble de données réelles sont en�n présentées et

comparées à l�ajustement obtenu par quelques autres paramètres bien connus. Nous

pouvons montrer que la Distribution à deux paramètres zéro tronquée par la taille

peut être utilisée assez e¢ cacement pour analyser des données réelles et la science

actuarielle.
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