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 ملخص

 حیث تم  في ھذه المذكرة تم دراسة نموذج جدید لعملیة العد تسمى عملیة بواصون لیندلي  

شرطیة ت الو التوزیعا التطرق الى بعض الخصائص الریاضیة مثل احتمال عدد الحوادث 

   لخواص ا، العملیة العشوائیة عملیة بواصون لیندلي ،البنیة الشرطیة ،لأزمنة الوصول 

   . و عملیة بواصون لیندليالعشوائیة 



Résumé
Dans ce mémoire, on étudier un nouveau modèle de processus de comptage

nommé processus poisson lindley ,des propriétés mathématiques on été étudier telle

que la probabilité du nombre d�événements et la distribution conditionnelle des temps

d�arrivé, la structure de dépendance.

Mots clés : processus stochastique, processus poisson lindley, propriétés stochas-

tique, Processus de poisson lindley composé
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Abstract
In this memory we study a new model of counting process named lindley poisson

process, mathematical properties have been studied such as the probability of the

number of events and the conditional distribution of the arrival times,the dependency

structure.

Keywords : Stochastic processes , Poisson Lindley process, Stochastic properties,

Positive dependence, Compound Poisson Lindley process.
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1. Introduction

1 Introduction

Dans diverses applications pratiques, les processus de comptage les plus fréquem-

ment utilisés pour modéliser des événements aléatoires récurrents sont les processus

de renouvellement et le processus de poisson non homogène (PPNH) qui incluent

généralement le processus de poisson homogène (PPH), comme un cas particulier.

Le PPNH di¤ère du PPH, dans le taux d�occurrence varie avec le temps au lieu d�être

une constante et par conséquent, la propriété d�incréments stationnaires du (PNH)

est abandonnée dans PPNH.

Comme le PPNH possède toujours la propriété d�incréments indépendants, il

permet d�obtenir des résultats explicites dans de nombreuses applications (cha et

�nkelstein (2009) ce qui est l�un des avantags importants du PPNH. En raison de

ses avantags, le PPNH à été très intensivement appliqué dans la pratique (voir,par

exemple, pham(2003), sheu et chien (2004), chien et sheu (2006), cha (2011), zare-

zadeh et al (2014)).

Cependant,en même temps, le PPNH à également des limites critiques dans les

applications. l�une des limites les plus critiqués est que la variance et la moyenne du

nombre d�évènements dans (0; t] sont égaux : var [N (t)] = E [N (t)]

En raison de cette limitation, le PPNH ne convient pas aux situations où les

observations sont trop ou pas assez disperseés. Une autre limitation critique est sa

propriété d�indépendance des incréments.

Bien qu�il existe des modèles de processus de comptage typiques qui ont été

fréquemment utilisés comme illustré ci-dessus les modèles de processus de comptage

disponibles en pratique qui peuvent être utilisés dans di¤érentes situations sont très

limités et il existe toujours un grand écart entre le besoin de modèles appropriés

dans diverses applications et les modèles utiles disponibles. Si un nouveau modèle de

processus de comptage qui surmonte les limites du PPNH est développé de manière

9



1. Introduction

appropriée, il pourrait être utilement appliqué dans la pratique lorsque le PPNH

n�est pas approprié en raison de ses limites.

Ainsi le but de ce travail est de fournir un nouvel outil pour modéliser les événe-

ments récurrents aléatoires qui n�a pas des limites du PPNH. Dans le même temps,

il est d�une grande importante de garder le traitement mathématique et les calculs

aussi simples que possible. Cet aspect est pratiquement d�une grande importance car

il permet l�expression explicite de la fonction de vraisemblance dans la procédure

d�estimation et en conséquence, il rend le modèle développé pratiquement utile dans

diverses applications.

Dans le premier chapitre nous rappelons certaines dé�nitions et certains résultats

que nous utiliserons par la suite. Ce rappel comporte des généralités sur quelques

distributions de probabilités, estimationMM etMV. Dans le deuxième chapitre, nous

faisons une collecte des di¤érents processus stochastique. Enfn le troisième chapitre

comporte le processus poisson lindley et le processus poisson lindley composé dont

on donne quelques propriétés des deux derniers.

10



CHAPITRE 1

Chapite Notions de probabilités

1 Espace probabilisé

On appelle espace probabilisé tout espace mesuré (
;z; p) ou 
 est un ensemble
nom vide, z est une tribu sur 
 et p une mesure sur l�espace mesurable (
;z) telle
que p(
) = 1:

2 Probabilité

Soit (
;z) un espace de probabilité on appelle probabilité sur l�univers 
 tout
application P : z! [0; 1] véri�ant :

i) p(
) = 1.

ii) Pour tout suite des événements ( Fn)n2N deux a deux disjoints on a :

P ( [
n2N
Fn) =

X
n2N

P (Fn)

11



4. Loi de probabilité

3 Variable aléatoire

Soit (
;z; p) un espace probabilisé ,X une variable aléatoire reélle sur (
;z; p),
PX la loi de la variable aléatoire X et zX sa fonction de répartition
Soit X une application dé�nie de 
 dans R. Soit B un sous ensemble de R .On

appelle image inverse de B par X, la partie de 
 noté X�1 (B) ; noté par

X�1 (B) = f! 2 
 : X (!) 2 Bg :

- si X(
) est dénombrable, on dit que la variable aléatoire X est discréte.

- si la fonction de répartition z (x) dé�nie de R dans [0; 1] est continue, on dit
que la variable aléatoire est continue .

4 Loi de probabilité

Dé�nition 4.1 On dé�nie La loi de probabilité de la v.a X, par l�application PX
telle que :

PX(X = x) = P (f! 2 
 : X(!) = xg):

Dé�nition 4.2

Dé�nition 4.3 la fonction de répartition d�une variable aléatoire X, est la fonction
F dé�nie pour toute réel x par

FX : R! [0; 1] :

x ! FX (x) = P (X � x) = P f! 2 
=X (!) � xg :

Loi de probabilité d�une variable aléatoire discrète

La loi de probabilité d�une variable aléatoire discrète est entièrement déterminée

par les probabilités Pi des évènements fX = xig, xi parcourant l�univers imageX(
).
La loi de probabilité est donnée par les (xi; pi).

12



6. Fonction Génératrice des moments

5 Moment centré et non centré

Le moment ordinaire d�ordre r 2 N de X est dé�ni, s�il existe, par :

�pr = E (X
r) =

8><>:
P
K2I
krPK si X est discr�eteR

x2I
xrfX (x) dx si X est continue

Le moment centré d�ordre r 2 N de X est dé�ni, s�il existe, par :

�r = E ([X � E (X)]
r) =

8><>:
P
X2I

[k � E (X)]r Pk si X est discr�eteR
x2I
[X � E (X)]r f (x) dx si X est continue

6 Fonction Génératrice des moments

Pour la variable aléatoire X la fonction génératrice des moments est dé�nie par :

HX(u) = E
�
eXu
�
; u 2 R:

La notion de fonction génératrice peut être utile parfois pour calculer plus facilement

les moments de certaines lois de probabilité. Par exemple l�espérance et la variance

de X :

E(X) = H
0

X(0):

V ar(X) = E(X2)� E2(X) = H 00

X(0)�
h
H

0

X(0)
i2
:

13



7. Estimation

7 Estimation

7.1 Dé�nition

Un estimateur de � est une application Tn de En dans F qui à chaque échan-

tillon (x1; x2; ::::; xn) de la loi P� associe une variable aléatoire réelle dont on peut

déterminer la loi de probabilité, on appelle la valeur �̂ estimateur ou estimation

�̂ = Tn (x1; x2; ::::; xn) :

7.2 Propriétés d�un estimateur

Biais

Dé�nition 7.1 pour pouvoir considérer Tn comme une valeur approchée de � , il
faut que les valeur prises par la variable Tn ne s�écartent pas trop de la valeur �xe

de �:

Bn(�) = E (Tn)� �

un estimateur Tn de � est dite sans biais si pour tout � si Bn (�) = 0 , et si

Bn (�) > 0; l�estimateur est dit positivement biaisé.

Convergence

Dé�nition 7.2 Un estimateur Tn est convergent si la suite de variable aléatoire (Tn)
converge en probabilité vers �, soit :

Tn
P! � () lim

n!1
P (jTn � �j < ")! 1; n!1;8" > 0

() lim
n!1

P (jTn � �j > ")! 0:

Théorème 7.1 Tout estimateur sans biais dont la variance tend vers 0 est convergent : 
E� (Tn) = �

V ar� (Tn)! 0

!
) Tn

P! �;n!1:�

14



8. Construction d�un estimateur

8 Construction d�un estimateur

Méthode du maximum de vraisemblance

Dé�nition 8.1 on appelle vraisemblance (likelihood) de l�échantillon (X1; X2; : : : ; Xn)

la loi de probabilité de ce n-uple, notée L(x1; :::; xn; �) est dé�nie par

L(x1; :::; xn; �) =
nQ
i=1

P (Xi = xi r �)

si X est une variable discrète, et par :

L(x1; :::; xn; �) =
nQ
i=1

f (x
i
; �)

si X est une variable aléatoire continue de densité f (x; �)

Dé�nition 8.2 On appelle estimateur de maximum de vraisemblance (emv) de �

la valeur �̂n de � qui rend maximise la fonction de vraisemblance L(�;x1; :::; xn) .

Donc �̂n sera en général calculé en maximisant la ln-vraisemblance :

�̂n = max lnL(�;x1; :::; xn):

La recherche de l�estimateur de vraisemblance peut se faire directement par la re-

cherche du maximum de L, ou dans le cas particulier où la fonction L est deux fois

dérivable par rapport à � comme solution de l�équation suivante :

@

@�
logL(�;x1; :::; xn) = 0:

Où
@2

@�2
logL(�;x1; :::; xn) < 0:

Dans ce cas, on les résout numériquement.

15



10. Distribution Poisson�Lindley discrète

9 Lois de probabilités usuelles

9.1 Loi de Poisson

La loi de Poisson est une distribution discrète très utile dans l�étude de la surve-

nue dans le temps d�événements homogènes (le nombre d�absents par jour dans une

entreprise, le nombre de clients dans une �le d�attente durant des laps de temps de

même durée).

Une variable aléatoire suit une loi de Poisson de paramètre � 2 R?+ (qui est à la fois
la moyenne et la variance) si :

P (X = k) =
e���k

k!
; k 2 N: (1.1)

L�espérance mathématique et la variance de X :

E[X] = var[X] = �:

L�estimateur �̂MoM de paramètre � obtenu par la méthode des moments est :

�̂MoM = E[X]

10 Distribution Poisson�Lindley discrète

Une distribution composée de Poisson peut être obtenue en composant la distri-

bution de Poisson et une distribution due à Lindley. Cette distribution a été introduit

par Sankaran [11] pour modéliser des données de comptage.

La distribution de Poisson composée est : La fonction de densité de Poisson-Lindley

(PLD) est :

fPLD(x; �) = Px (�) = �
2 (x+ 2 + �)

(� + 1)x+3
; x = 0; 1; :::; � > 0: (1.2)

16



10. Distribution Poisson�Lindley discrète

La fonction de répartition correspondante est :

FPLD(x) = 1�
�2 + 3� + 1� �x
(� + 1)x+3

; x = 0; 1; :::; � > 0: (1.3)

La fonction génératrice de Poisson-Lindley (PLD) est :

MX (s) = E
�
eSX

�
=

�2

� + 1

2 + � � s
(� + 1� s)2

:

Moments et Mesures Connexes
Soit X  PLD (�) ; La moyenne et la variance de X sont :

E (X) =
2 + �

� (� + 1)
;

E
�
X2
�
=

�2 + 4� + 6

�2 (� + 1)2
; (1-4)

V ar (X) =
�3 + 4�2 + 6� + 2

�2 (� + 1)2
:

17



CHAPITRE 2

ChapterProcessus stochastique

1 Processus stochastique

Un processus stochastique est une famille des variables aléatoires
�
x (t)t2T

�
à

valeurs réelles dé�nies sur un même espace de probabilité, l�indice t est souvent

interprété comme le temps.

Un processus stochastique est une application mesurable

X : 
� T ! E

(w; t)! X (t; w) = Xt (w)

où a t0 �xé, w ! Xt0 (w) est une variable aléatoire, et a w0 �xé, t ! X (t; w0)

est une application mesurable

18



4. Processus stochastiques à accroissements indépendants (P,A,I) :

2 Processus stochastique équivalents

On dira que deux processus stochastiques sont équivalents s�ils décrivent le mème

phénomène aléatoire au sens suivant :

(xt)t2T : (
; F; p)! (E;A)

(x0t)t2T : (

0; F 0; p0)! (E;A)

si 8n � 1;8t1; :::; tn 2 T;8B1; :::; Bn 2 A on a :
p (fxt1 2 B1; :::; xtn 2 Bng) = p0

��
x0t1 2 B1; :::; x0tn 2 Bn

	�
3 Processus stationnaire

Dé�nition 3.1 Un processus stochastique (xt)t2T est dit fortement stationnaire (sta-
tionnaire au sens strict) si les lois �ni dimensionnelles sont invariantes par trans-

lation c,a,d 8h � 0;8t1; t2; :::; tn 2 T; n 2 N� le vecteur (xt1 ; xt2 ; :::; xtn) a la même
loi que le vecteur (xt1 + h; xt2 + h; :::; xtn + h), en particulier xi + h ont la même loi

8t; h 2 T (c,a,d xt et xs ont la même loi 8t; s 2 T )

Dé�nition 3.2 Un processus stochastique (xt)t2T est dit faiblement stationnaire

(stationnaire au sens large ) si :

i) E (Xt) = mt = m � +1
ii) E (x2t ) = �

2
t = �

2 � +1
iii) cov (xt; xs) = E ((xt �m) (xs �m)) = � (t; s) = � (t� s)

4 Processus stochastiques à accroissements indé-

pendants (P,A,I) :

Soit T = R+; (E; �) = (R; B (R)) et (xt)t2T est un processus stochastique à valeurs
dans (E; �) basé sur (
; A; p) si on a :

i) X0 = 0 pp:s

19



5. Processus de poisson

ii) 8n � 2 8t1; :::; tn 2 R+ tel que 0 � t1 � t2 � ::: � tn les variables aléa-

toires xt1 ; xt2 � xt1 ; :::; xtn � xtn�1sont indépendantes alors (xt)t2T est un processus à
accroissements indépendantes (P,A,I).

5 Processus de poisson

On appelle processus de poisson un processus ponctuel (Tn) n�1 pour lequel la

fonction de comptage satisfait aux deux conditions suivantes :

i) 8n 2 N et des réelles 0 � t0 � t1 � ::: � tn les variables
�
Ntj �Ntj�1

�
1�j�nsont

indépendantes (accroissements indépendants)

ii) si s � t,alors Nt �Ns à même loi que Nt�s (stationnarité)
la proposition suivante explique d�où vient le nom processus de poisson

Proposition 5.1 Si (Tn)n�1 est un processus de poisson, il existe une constante � �
0 telle que pour tout s 2 R+,Ns suit une loi de poisson de paramètre �s.Ce paramètre
� s�appelle l�intensité du processus, et il exprime le nombre moyen d�arrivées par

unité de temps

Preuve. Notons pour 0 � u � 1; fs (u) = E
�
uNs
�
la fonction génératrice de la

variable entière Ns. comme pour tous réels 0 � s � t, on a Nt = Ns+ (Nt �Ns),que
les variables Ns et Nt �Ns sont indépendantes,et que la loi de Nt �Ns est celle de
Nt�s,on a ft (u) = fs (u) ft�s (u) soit encore, pour tout s et t réels positifs

ft+s (u) = ft (u) fs (u)

la fonction s! fs (u) étant clairement décroissante (puisqueNsest croissante), un

raisonnement classique (en raisonnant d�abord sur les entiers, puis sur les rationnels)

montre que la solution de

ft+s (u) = ft (u) fs (u)

est de la forme

fs (u) = exp (�s� (u))

20



5. Processus de poisson

où � (u) est un réel positif.

On a

� (u) = lim
h!0

1� exp (�h� (u))
h

= lim
h!0

1� E
�
uNh
�

h
(*)

= lim
h!0

X
K�1

1

h
p (Nh = K)

�
1� uK

�
= lim

h!0

"
p (Nh = 1)

h
(1� u) +

X
K�2

1

h
p (Nh = K)

�
1� uK

�#

Notons que

0 �
X
K�2

1

h
p (Nh = K)

�
1� uK

�
� p (Nh � 2)

h

on a

([
n�1

�
Nnh �N(n�1)h

�
� 2; N(n�1)h = 0) � (T2 � T1 + h) ::: (1)

L�union étant disjointe. Notons que p (T2 � T1 + h) # 0 quand h ! 0 puisque

T1 � T2 p.s.
calculant la probabilité de la réunion dans (1) ;on obtient en utilisant l�indépen-

dance de Nnh �N(n�1)h;ainsi que le fait que Nnh �N(n�1)h a même loi que Nh

X
n�1
p (Nh � 2) p

�
N(n�1)h = 0

�
; :::(2)

on a,

p
�
N(n�1)h = 0

�
= f(n�1)h (0) = exp (�� (0) (n� 1)h)

et donc (2) devientX
n�1

exp (�� (0) (n� 1)h) p (Nh � 2) = (1� exp (�� (0)h))�1 p (Nh � 2)
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6. Quelques propriétés du processus de poisson

utilisant alors l�inclusion de (1),on obtient

0 � p (Nh � 2) � (1� exp (�� (0)h)) p (T2 � T1 + h)

et donc

lim
h!0

p (Nh � 2)
h

= 0:

de ce fait,de (�),on tire

� (u) =

�
lim
h!0

p (Nh = 1)

h

�
(1� u)

posant

� = lim
h!0

p (Nh = 1)

h

on obtient

fs (u) = exp (��s (1� u))

et l�on reconnait la fonction génératrice d�une loi de poisson de paramètre �s.

6 Quelques propriétés du processus de poisson

Introduisons la notion d�échantillon uniforme réordonné. Supposons queX1; :::; Xn

soient n variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur l�intervalle ]0; t] :notons

que pour chaque 1 � i � n; 1 � j � n; i 6= j; l�événement (Xi = Xj) est de probabi-

lité nulle, ce qui fait que p.s.,les (Xi)i�i�n prennent des valeurs di¤érentes : ils sont

donc ordonnables en une suite strictement croissante. On pose ainsi

X�
1 = min fXi; 1 � i � ng ; X�

2 = min ffXi; 1 � i � ng n fX�
1gg :::

et p.s.X�
1 � X�

2 � ::: � X�
n:un calcul simple montre que la loi de (X

�
1 ; :::; X

�
n)

admet sur Rn la densité dn (s1; :::; sn) = n
tn
{0�s1�s2�::::�sn�t
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6. Quelques propriétés du processus de poisson

6.1 Processus de poisson homogène (PPH)

un processus de comptage fN (t) ; t � 0g est appelé processus de poisson d�inten-
sité � � 0 si
i) N (0) = 0

ii) le processus est a accroissements indépendants

iii) le nombre de tops se produisant dans un intervalle de temps de longueur t � 0
suit une loi de poisson de paramètre �t
8 s � 0;8t � 0;8n 2 N; p (N (s+ t)�N (s) = n) = e��t (�t)

n

n

6.2 Processus de poisson non homogène (PPNH)

la fonction d�intensité d�un processus est une fonction du temps � = � (t) :Ce

processus est dit processus de poisson non homogéne. le nombre d�événement N , est

alors distribué selon une loi de paramétre � (t) =
R t
0
� (u) @u

� : réprésente la valeur moyenne du nombre d�observations dans l�intervalle[0; t) :

Ainsi l�indépendance des intervalles entre deux événements successifs est condi-

tionnelle à la variable de temps.

6.3 Processus de renouvellement

Un processus de renouvellement noté fN (t) ; t � 0g est un processus stochastique
à temps continu et à valeurs entieres non négatives dénombrant les occurrences d�un

certain phénoméne lorsque les temps entre deux occurrences consécutives sont des

variables aléatoires positives,indépendantes ,identiquement distribuées .
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CHAPITRE 3

ChapterProcessus poisson lindley et ses propriétés

1 Processus poisson lindley et ses propriétés

L�un des objectifs importants de ce travail est de développer un nouveau modèle

de processus de comptage a�n qu"il ait des propriété mathématiques. Pour cela

,nous utilisons l�ideé de générer la distribution de poisson lindley, Soit � suit la

distribution de Lindley avec le paramètre � avec sa fonction de densité de probabilité

f (�) =
�2

1 + �
(1 + �) e f���g� � 0; � � 0: (3-1)

Le r iéme moment de la distribution lindley est donné par

�0r = E [�
r] =

r

�r
(� + r + 1)

(� + 1)
; r = 1; 2::::

et les moments centraux sont donneé par :

E
h
(�� �0r)

k
i
=

kX
r=0

 
k

r

!
�0r (��01)

k�r
k = 1; 2:::
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2. Processus de poisson lindley

Un traitement complet des propriétés mathématiques de la distribution de lindley

,y compris les problèmes d�éstimation et de simulation, est également fourni dans

Ghitany et al. (2008).

La distribution de Poisson de Lindley est générée par le mélange de la distribution

de Poisson avec la moyenne �, ce qui donne la fonction de masse de probabilité

suivante

P (x; �) =

1Z
0

�x

x
e��

�2

1 + �
(1 + �) e f���g d� = �2 (� + 2 + x)

(� + 1)x+3
; x = 1; 2; ::::� � 0

(3-2)

Pour étendre cette distribution de Poisson-Lindley à un modèle de processus de

comptage ayant une probabilité explicite du nombre d�événements, l�idée est que,

dans le processus de mélange dans (3-2), nous employons un terme supplémentaire

dépendant du temps dans la valeur moyenne de la distribution de Poisson.

Soit fM(t); t � 0g un processus de comptage ordonné. Nous utiliserons la no-
tation fM(t); t � 0g � PPNH(v(t)) pour indiquer que le processus de comptage

fM(t); t � 0g suit le NHPP avec sa fonction d�intensité v(t). En outre, nous utilise-
rons la notation � � L(�) pour représenter que la variable aléatoire continue � suit
la distribution de Lindley avec le paramètre �.

2 Processus de poisson lindley

Dé�nition 2.1 Un processus de comptage fN (t) ; t � 0g est appelé processus de
poisson lindley avec l�ensemble de paramétre (� (t) ; �) � � 0; � (t) � 0; pour t � 0
si :

- fN (t) ; t � 0g j (� = �) �PPNH (�� (t))
- � � L (�)

Tout aulong de ce travail ,le processus de poisson lindley avec lensemle des para-
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2. Processus de poisson lindley

métres (� (t) ; �) sera noté processus de poisson lindley (PPL) et nous dé�nissons

� (t) =

tZ
0

� (X) dX

Nous allons maintenant dériver quelques propriétés de base de PPL(�(t); �). Tout

d�abord, lorsqu�on a traite un modèle de processus de comptage, on peut être intéressé

par le(s) nombre(s) d�événements dans un (des) intervalle(s) de temps.

Proposition 2.1 Soit fN (t) ; t � 0g le processus de poisson lindley (� (t) ; �) alors
pour t � 0et 0 = t0 � t1 � t2 � ::: � tm véri�er les propriétés suivante :
i)

P (N (t) = n) =
�2

(� + 1)
� (t)n

� + �(t) + n+ 1

(� + � (t))n+2
(3-3)

ii)

P (N (t2)�N (t1) = n) =
�2

(� + 1)
(� (t2)� � (t1))n

� + (� (t2)� � (t1)) + n+ 1
(� + (� (t2)� � (t1)))n+2

(3-4)

iii)

P ((N (ti)�N (ti�1)) = ni; i = 1; 2; :::m) =
�2

(� + 1)

"
mY
i=1

(� (ti)� � (ti�1))ni
ni

#
(3-5)

�
 

mX
i=1

ni

!�
� +

Pm
i=1(� (ti)� � (ti�1)) +

Pm
i=1 ni+1

(� +
Pm

i=1 � (ti)� � (ti�1)) �
Pm

i=1 ni + 2

�

Preuve. D�après la dé�nition de PPL (� (t) ; �)

P (N (t) = n) =

1Z
0

(�� (t)n e f��� (t)g)
n

�2

� + 1
(1 + �) e f���g @�

=
�2

(� + 1)
� (t)n

� + � (t) + n+ 1

(� + � (t))n+2
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2. Processus de poisson lindley

La probabilité du nombre d�événements dans un intervalle arbitraire [t1;t2] ; P (N (t2)�N (t1) = n)
peut être facilement obtenue à partir de la preuve de la propriété (i) en remplaçant

� (t) par � (t2)�� (t1). En raison de la propriété d�accroissements indépendants du
NHPP

P (N (ti)�N (ti�1)) = ni i = 1; 2; :::m j � = �)

=
mY
i=1

(� (� (ti)� � (ti�1)))
ni

ni

e f�� (� (ti)� � (ti�1))g

=
�2

(� + 1)

"
mY
i=1

(� (ti)� � (ti�1))ni
ni

#
�

1Z
0

 
�

mX
i=1

ni + �
mX
i=1

ni + 1

!

�e
(
��

 
� +

mX
i=1

(� (ti)� � (ti��1))
!
@�

)

=
�2

(� + 1)

"
mY
i=1

(� (ti)� � (ti�1))ni
ni

# 
mX
i=1

ni

!
� (
�

� +
Pm

i=1 (� (ti)� � (ti�1))
(� +

Pm
i=1 (� (ti)� � (ti�1))) �

Pm
i=1 ni+1

�
+� Pm

i=1 ni + 1

(� +
Pm

i=1 (� (ti)� � (ti�1))
Pm

i=1 ni + 2)

�
)

dans la plupart des applications pratiques , les propriétés statistiques de N(t)

sont d�une grande importance qui sont donneés de le théoreme suivant.

Dans la suite , la notation

	(s) = E
�
esN(t)

�
désigne la fonction génératrice de moments de N (t) :

Proposition 2.2 Soit fN (t) ; t � 0g un processus de poisson lindley , alors on a les
propriété suivante :

27



2. Processus de poisson lindley

i) La fonction génératrice de moment de N(t) est donnée par :

	(s) =
�2

� + 1

�
1

(� + � (t)� � (t) es) +
1

(� + � (t)� � (t) es)2
�
; s � ln

�
� + � (t)

� (t)

�
(3-6)

ii) La moyenne et la variance de N(t) sont données par :

E [N (t)] =
� + 2

� (� + 1)
� (t) (3-7)

var [N (t)] =
�2 + 4� + 2)� (t)2 + �� + 1)� + 2)� (t)

�2 (� + 1)2

Preuve. i) pour s � ln
�
�+�(t)
�(t)

�
,on utilisant la forme de la fonction génératrice de

la NHPP

	(s) =

1Z
0

ef�(e
s�(t)��(t))g �2

(� + 1)
(1 + �) e f���g @�

=
�2

(� + 1)

�
1

(� + � (t)� es� (t)) +
1

(� + � (t)� es� (t))2
�
:

ii) on peut montrer que :

@	(s)

@s
=

�2

(� + 1)

�
es� (t)

(� + � (t)� es� (t))2
+

2es� (t)

(� + � (t)� es� (t))3

�
et de là,

E [N (t)] =
@	(s)

@s
js=0=

� + 2

� (� + 1)
� (t)

De plus, on peut également montrer que :

@	(s)

@s2
=

�2

� + 1
(

"
es� (t)

(� + � (t)� ee� (t))2
+

2 (es� (t))2

(� + � (t)� es� (t))3

#

+

"
2es� (t)

(� + � (t)� es� (t))3
+

6 (es� (t))2

(� + � (t)� es� (t))4

#
)
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2. Processus de poisson lindley

E
�
N (t)2

�
=
@2	(s)

@s2
js=0=

� (t) [2� (t) (� + 3) + � (� + 2)]

�2 (� + 1)
:

Ainsi ,

var [N (t)] = E
�
N (t)2

�
� (E [N (t)])2 =

�
�2 + 4� + 2

�
� (t)2 + � (� + 1) (� + 2)� (t)

�2 (� + 1)2

D�après la proposition 2-(ii),

var [N (t)]� E [N (t)] =
�
�2 + 4� + 2

�
� (t)2

�2 (� + 1)2
� 0 (3-7)

On voit donc que la PPL conviendrait à ces cas où les observations sont sur

dispersées par rapport à un cas de processus de Poisson, pour lequel la moyenne est

égale à la variance. En réalité, l�inégalité de (3-7) est valable pour une classe plus

générale de modèles.

Dans la discussion qui suit, un processus de comptage fN(t); t � 0g est appelé
"processus GD (distribution générale) de Poisson" si L(�) dans la dé�nition 1� (ii)
est remplacé par une "distribution générale" de �.

Proposition 2.3 soit fN (t) ; t � 0g processus de poisson lindley (distribution géné-
rale) alors :

var [N (t)] � E [N (t)] : (3-8)

Preuve. on a :

var [N (t)] = E [var [N (t) j �]] + var [E [N (t) j �]]

comme

fN (t) ; t � 0g j (� = �) � NHPP (�� (t))

on a

var [N (t) j �] = E [N (t) j �]
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3. Propriétés du processus Poisson lindley

et

var [N (t)] = E [E [N (t) j �]]+var [E [N (t) j �]] = E [N (t)]+var [E [N (t) j �]] � E [N (t)] :

3 Propriétés du processus Poisson lindley

Le PPNH possède la propriété d�accroissements indépendants. De toute évidence,

le PPL possède des incréments dépendants. Pour voir comment l�histoire précédente

a¤ecte les occurrences futures des événements, nous dérivons maintenant l�intensité

stochastique du PPL. Soit fN(t); t � 0g un processus ponctuel ordonné dont l�his-
torique (�ltration interne) dans [0; t) est dénotée par Ht� � fN(u); 0 � u < tg.
Comme discuté, par exemple, dans Cha et Finkelstein (2011, 2016), l�intensité
stochastique �t d�un processus ponctuel ordonné fN(t); t � 0g est dé�nie comme la
limite suivante :

�t = lim
@t!0

� (N (t; t+ @t) = 1 j Ht�)
@t

= lim
@t!0

E [N (t; t+ @t) j Ht�]
@t

où N (t1; t2) t1 � t2 répresente le nombre d�événements dans [t1; t2] :

Théorème 3.1 l�intensité stochastique �t du processus de poisson lindley (� (t) ; �)
donneé par :

�t =
(� + � (t)) + (N (t�) + 2)

(� + � (t))2 1
N(t�)+1 + (� + � (t))

� (t) (3-9)

Preuve. on a :

� (t) = lim
@t!0

� (N (t; t+ @t) = 1 j Ht)
@t

= E (� j Ht�)
�
lim
@t!0

P (N (t; t+ @t) = 1 j � : Ht)
@t

�
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3. Propriétés du processus Poisson lindley

où E (� j Ht�) [:] représente l�esperence par rapport a la distribution conditionnel
de (� j Ht) et

lim
@t!0

p (N (t; t+ @t) = 1 j � : Ht�)
@t

= �� (t)

donc

�t = E (� j Ht�) [�� (t)]

Notons que Ht� peut être dé�ni en termes de nombre d�événements dans [0; t)

noté N (t�) et les temps d�arrivée séquentielle des événements, c�est-à-dire, 0 � T1 �
T2 � � � � � TN(t�) < t et la fonction de masse de probabilité conditionnelle de

(Ht� j �) =
�
T1; T2; :::TN(t�) j �

�
est donnée par

(
nY
j=1

(�� (tj))

)
exp

8<:��
tZ
0

� (x) @x

9=; 0 � t1 � t2 � ::: � tn � t; n = 0; 1; 2; :::
où :

Yn

j=1
(:) = 1 pour n = 0; tj représente la réalisation de Tj et n représente

celle de N (t) . Ainsi, la distribution conjointe conditionnelle de (� j Ht = ht�) où
ht = (t1; t2; :::tn; n) est la réalisation de Ht� est donnée par :0@�n " nY

i=1

� (ti)

#
exp

8<:��
tZ
0

� (x) dx

9=; f (�)
1A

�

0@ 1Z
0

�n

"
nY
i=1

� (ti)

#
exp

8<:��
tZ
0

� (x) dx

9=; f (�) d�
1A�1

=

0@�n exp
8<:��

tZ
0

� (x) dx

9=; f (�)
1A�

0@ 1Z
0

�n exp

8<:��
tZ
0

� (x) @x

9=; f (�) d�
1A�1

; � � 0

Alors,

�t = E (� j Ht�) [�� (t)] =

R1
0
�n+1 exp

n
��
R t
0
� (x) @x

o
f (�) @�R1

0
�n exp

n
��
R t
0
� (x) @x

o
f (�) @�
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3. Propriétés du processus Poisson lindley

où

1Z
0

�n exp

8<:��
tZ
0

� (x) @x

9=; f (�) @� = �2

� + 1

�
� (n+ 2)

(� + � (t))n+2
+

� (n+ 1)

(� + � (t))n+1

�

Par conséquent,

�t =
(� + � (t)) + (N (t�) + 2)

(� + � (t))2 1
N(t�)+1 + (� + � (t))

� (t)

Remarque 3.1 L�une des raisons pour lesquelles le NHPP a été utilisé de manière
si intensive dans la pratique est qu�il permet une fonction de vraisemblance explicite

et une estimation des paramètres impliqués basée sur celle-ci. Jusqu�à présent, plu-

sieurs modèles paramétriques pour la fonction d�intensité (c�est-à-dire la fonction de

taux) du NHPP, tels que le modèle à loi de puissance, le modèle linéaire et le modèle

log-linéaire, ont été établis (voir Rausand et Høyland (2004)). Pour le PPL,
grâce aux résultats explicites de la Proposition 1 et du Théorème 1, il est possible de

construire la fonction de vraisemblance pour l�estimation des paramètres du modèle,

ce qui serait crucial pour l�application pratique du modèle développé. Plus précisé-

ment, si l�on observe uniquement le nombre d�événements survenus dans certains

intervalles de temps, la proposition 1 peut être utilisée pour construire la fonction de

vraisemblance. D�autre part, si l�on observe l�historique complet des événements dans

un intervalle de temps (0; t], alors la fonction de vraisemblance correspondante peut

être construite en utilisant le théorème 1. Comme dans le cas du NHPP, plusieurs

modèles paramétriques spéci�ques pour �(t) pourraient être développés pour le PPL.

D�après le théorème 1, nous pouvons voir que la PPL à une propriété de Markov,

c�est-à-dire que l�état actuel du processus ne dépend que du dernier état du processus

N(t�), et non de l�historique complet Ht�.
De plus, �t est croissant dans N(t�), ce qui implique que la prédisposition à

l�occurrence d�un événement futur est croissante dans le nombre d�événements qui se

sont produits précédemment. Cela implique une sorte de propriété d�accroissements

dépendants positifs. Dans ce qui suit, nous analysons la structure de dépendance dans

les accroissements de PPL. Pour cela, nous commençons par introduire un concept
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3. Propriétés du processus Poisson lindley

de dépendance multivariable. Les variables aléatoires U1; U2; :::; Um sont positivement

dépendantes de l�orthant supérieure (PUOD) si l�inégalité

p (Ui) � ui; i = 1; 2; :::m) �
mY
i=1

p (Ui � ui) ; pour tout uii = 1; 2; ::m (3-10)

(voir, par exemple, Joe (1997)). Intuitivement, l�inégalité (3-10) implique
que U1; U2; :::Um sont plus susceptibles d�avoir simultanément de grandes valeurs,

par rapport à un vecteur de variables aléatoires indépendantes ayant les mêmes dis-

tributions marginales univariées. Nous dé�nissons maintenant un concept similaire

pour les accroissements multivariés dans un modèle de processus de comptage.

Dé�nition 3.1 (accroissements dépendants de l�orthant supérieure positive). On dit
qu�un processus de comptage fN(t); t � 0g à des accroissements dépendants supérieur
positif si pour tout entier arbitraire m � 2 et 0 < t1 < t2 < ��� < tm;

p (N (ti + @ti) +N (ti)) � ni; i = 1; 2; :::m) �
mY
i=1

p (N (ti �N (ti)) � ni) pour tout ni;

i = 1; 2; :::m ou ti+1;i=1;2;:::m�1

dans ce qui suit , nous montrons que le processus de poisson (DG)a les incréments

dependants de l�orthant superieure positifs a cette �n , nous avons besoin du lemme

et des dé�nitions suivants pour certains ordres stochastique

Lemme 3.1 i) si g (x)et h (x) sont toutes deux croissantes ; ou si g (x)et h (x) sont
toutes deux décroissantes, alors

E [g (x)h (x)] � E [g (x)]E [h (x)]

Lemme 3.2 ii) si g (x) est croissante et h (x) est décroissante ou si g (x) est dé-
croissante et h (x) est croissante alors :

E [g (x)h (x)] � E [g (x)]E [h (x)]

33



3. Propriétés du processus Poisson lindley

Dé�nition 3.2 Soit X1 et X2 deux variables aléatoires continues (discrètes) non

négatives avec les fonctions de distribution cumulative correspondantes FX1(t) et

FX2(t), respectivement. On désigne leurs fonctions de densité de probabilité (fonc-

tions de masse de probabilité) par fX1(t) et fX2(t), respectivement.

i) Si FX1 (t)et FX2 (t) pour tout t � 0 alors X1 est plus petit que X2 dans l�ordre

stochastique habituel, dénoté par X1 �
st
X2

ii) Si fX1 (t)�fX2 (t) diminue en t � 0 alors X1 est plus petit que X2 dans l�ordre

du rapport de vraisemblence noté par X1 �
lr
X2 Il est connu que X1 �

lr
X2 implique

X1 �
st
X2 (voir Shaked et Shanthikumar (2007)).

Théorème 3.2 Soit fN (t) ; t � 0g le processus de poisson (GD) Alors il possède les
accroissements dépendants de l�orthant supérieur positif.

Preuve. Notons que

p (N (ti + @ti)�N (ti) � ni; i = 1; 2; :::m) = E [p (N (ti + @ti)�N (ti) � ni; i = 1; 2; :::m j �)]

et

p (N (ti + @ti)�N (ti) � ni; i = 1; 2; :::m j � = �) =

nY
i=1

24 1X
n=ni+1

�
�
R ti+@ti
ti

� (x) @x
�n

n
exp

8<:��
ti+@tiZ
ti

� (x) @x

9=;
35 =

mY
i=1

hi (�)

où

hi (�) =
1X

ni=ni+1

�
�
R ti+@ti
ti

� (x) @x
�n

n
exp

8<:��
ti+@tiZ
ti

� (x) @x

9=; i = 1; 2; :::m
pour �1 � �2
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4. Processus de poisson lindley composé

��
�1
R ti+@ti
ti

�(x)dx
�n

n
exp

n
��1

R ti+@ti
ti

� (x) dx
o�

��
�2
R ti+@ti
ti

�(x)dx
�n

n
exp

n
��2

R ti+@ti
ti

� (x) dx
o�

est décroissante en n. Cela implique que Poi
�
�2
R ti+@ti
ti

� (x) dx
�
est stochasti-

quement plus grand que Poi
�
�1
R ti+@ti
ti

� (x) dx
�
dans le sens de l�ordre du rapport

de vraisemblance où Poi (�) représente une variable aléatoire de poisson ayant une

valeur moyenne �: Ceci implique à son tour que Poi
�
�2
R ti+@ti
ti

� (x) dx
�
est stochas-

tiquent plus grand que Poi
�
�1
R ti+@ti
ti

� (x) dx
�
dans le sens de l�ordre stochastique

et donc la fonction de survie de Poi
�
�
R ti+@ti
ti

� (x) @x
�
; hi (�) est croissante en �

.Alors, en appliquant récursivement le lemme 1, on a :

p (N (ti + @ti)�N (ti) � ni; i = 1; 2; :::m) = E

"
mY
i=1

hi (�)

#
� :

:: � E [h1 (�)h2 (�)]
mY
i=1

E [hi (�)] �
mY
i=1

E [hi (�)]

=
mY
i=1

p (N (ti + @ti)�N (ti) � ni)

d�où le résultat

4 Processus de poisson lindley composé

Le processus stochastique fw (t) ; t � 0g est dit processus de Poisson Lindley com-
posé si w (t) =

PN(t)
i=1 Xi; t � 0:

où fN (t) ; t � 0g,est un processus de poisson lindley et fXi; i � 1g est une famille
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées indépendante de

fN (t) ; t � 0g :
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4. Processus de poisson lindley composé

Soit Mx (s) = E [e
sxi ], la FGM de xi, le résultat suivant donne la fonction géné-

ratrice de moments, la moyenne et la variance de w (t) :

Théorème 4.1 La fonction génératrice de moment de w (t) noté par Mw(t) (s) est

donneé par :

Mw(t) (s) =
�2

� + 1

�
1

(� + � (t)�Mx (s) � (t))
+

1

(� + � (t)�Mx (s) � (t))
2

�
(3-11)

la moyenne et la variance de w (t) sont :

E [w (t)] =
� + 2

� (� + 1)
E [x] � (t) (3-12)

var [w (t)] =
� + 2

� (� + 1)
E
�
x2
�
� (t) +

�
�2 + 4� + 2

�
�2 (� + 1)2

(E [x] � (t))2

Preuve. Par conditionnement sur N(t)

Mw(t) (s) =
1X
n=0

E
�
esw(t) jN(t)=n

�
p (N (t) = n) =

1X
n=0

E
�
es(x1+x2+x3+:::xn) j N (t) = n

�
p (N (t) = n) =

1X
n=0

E[es(x1+x2+:::+xn)]p (N (t) = n)

=

1X
n=0

(Mx (s))
n p (N (t) = n)

Ensuite, en appliquant des arguments similaires à ceux décrits dans la preuve de la

proposition 2, nous obtenons les résultats souhaités

.
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Conclusion
Dans ce travail nous dé�nissons un nouveau modèle de processus de comptage

nommé processus Poisson Lindley . Diverses propriétés de ce processus ont été étu-

dier, notamment la fonction génératrice de moments (FGM), la moyenne,la variance,

les distributions du nombres (s) d�événements dans un certain intervalle de temps

(s) . Certaines propriétés stochastiques de base sont dérivées. En outre, un nouveau

concept d�accroissements dépendants positifs est dé�ni et la structure de dépendance

est analysée. En�n le processus composé correspondant brièvement discuté .
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