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Résumé

Dans ce travail, on s’intéresse a 1'étude et ’analyse stochastique des performances du
systeme d’attente au niveau d’un centre d’appels téléphoniques. A cet effet, nous analysons

un systeme de files d’attente avec rappels et multiserveurs M/M/C/K.

En premier lieu, nous avons accordé une attention particuliere aux éléments essentiels

et quelques résultats concernant les modeles de files d’attente classiques markoviens.

En second lieu, nous avons pu présenter et étudier deux modeles de systemes de files
d’attente M/M/1 et M/M/C avec rappels. Puis, nous avons décrit une des méthodes

d’approximation la plus utilisée pour résoudre ce type de systemes.

Enfin, nous avons analysé les performances du systéeme d’attente au niveau d’un cen-
tre d’appels téléphoniques par la troncature Finie en résolvant un systeme multiserveurs,

avec rappels, arrivées négatives, espace d’attente et abandons exponentiels.

Mots-clés: systeme de file d’attente, processus stochastique, Troncature Finie, centre

d’appels.



Abstract

In this work, we are interested in the study and the stochastic analysis of the performance
of the retrials queueing system at the level of a telephone call center. For this purpose,

we analyze a retrials queuing system and multiservers M/M/C/K.

First, we paid particular attention to the essential elements and some results concern-

ing classical Markovian queuing models.

Secondly, we were able to present and study two models of M/M/1 and M/M/C re-
trials queuing systems. Then, we described one of the most used approximation methods

to solve this type of system.
Finally, we analyzed the performance of the waiting system at the level of a telephone
call center by finite truncation by solving a retrials multiserver system with waiting space,

negative arrivals and exponential abandonment.

Keyword: queuing system, stochastic process, Finite Truncation, call center..
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Introduction générale

Le monde contemporain est de plus en plus soucieux de satisfaire les attentes des clients,
tellement il y a plusieurs choses dans la vie pour lesquelles il faut attendre. Un spécialiste
de I'analyse d’attente a déterminé qu'une personne adulte passait au minimum le dixieme
de son temps a attendre. On attend les autobus, les ascenseurs, dans les magasins, les
cinémas, les stations d’essence, chez le dentiste, etc. Toutefois, lorsqu’on parle d’attente,
on pense souvent a des personnes, or, les clients en attente sont aussi des commandes en at-
tente de traitement, des machines en attente de réparation, des programmes d’ordinateurs
qui attendent d’étre exécutés. Tout cela se passe en posant la fameuse question, pourquoi

y a-t-il attente 7 Sur cela, introduisons la notion des files d’attente.

La théorie des files d’attente est I'un des outils analytiques les plus puissants pour la
modélisation de systemes de logistiques et de télécommunications. Cette théorie a pour
objet I'étude de systémes et réseaux ou des entités, appelées clients, cherchent a accéder
a des ressources, généralement limitées, afin d’en obtenir un service. Cette théorie des
files d’attente remontent a 1909 a I’époque ou Danois Erlang a posé les bases dans ses
recherches sur le trafic téléphonique de Copenhague. Ces travaux ont par la suite été
intégrés a la recherche opérationnelle. Malheureusesement, les publications sur la théorie
des files d’attente ont adopté un langage de plus en plus mathématique, ce qui a freiné
son utilisation. La situation a toutefois changé quand des chercheurs ont commencé a
appliquer la théorie des files d’attente a 1’évaluation des performances. Pour ce type
d’applications, il est apparu que méme des modeles relativement simples fournissaient des

résultats qui correspondaient de pres aux observations réelles. On assistera alors a une
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évolution rapide de la théorie des files d’attente.

La théorie des files d’attente classique offre deux possibilités pour résoudre le conflit
qui apparait lorsqu’un client arrive dans le systeme a serveur occupé: soit le client quitte
le systeme sans recevoir le service, soit il prend place dans une file d’attente. Une possi-
bilité alternative est de permettre au client de répéter sa demande de service apres une
durée de temps aléatoire. Entre deux appels successives (rappels), le client en question

est “en orbite”. Un tel systeme est appelé systeme de files d’attente avec rappels.

Prenons par exemple le cas d'un centre d’appels téléphoniques, dans les agents sont
les personnes qui répondent aux appels des clients. Lorsqu'un client passe un appel
téléphonique, s’il y a un agent d’appel inactif, I'agent d’appel répond immédiatement a
un client. Si tous les agents sont occupés, le client peut entendre des messages tels que

"le systeme est occupé en ce moment, veuillez patienter un moment”.

A ce moment, le client raccroche immédiatement ou continus d’entendre le message.
Dans le premier cas, le client peut réessayer apres un certain temps. Les clients qui
décident d’attendre un agent d’appel libre peuvent revenir si le temps d’attente est trop

long. Ces clients peuvent également passer un appel plus tard.

L’ “etude de tel systeme de files d’attente consiste a calculer ces parametres de per-
formance, afin d’évaluer son rendement et améliorer son fonctionnement (minimiser le
temps d’attente et le temps d’inactivité de U'installation) de savoir par exemple si le nom-
bre de serveurs dans le systeme est adéquat pour gérer le flux de demandes ou encore
d’appréhender les effets d’'une modification des conditions de fonctionnement, et ainsi

prendre des décisions sur le nombre minimum de ressources nécessaires.

La littérature sur les files d’attente contient une quantité importante de travail

consacré a analyse des performances des systemes de files d’attente avec rappels a un
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seul serveur et a multiserveurs. Une analyse exacte d'un tel systeme est complexe et
peut étre intraitable. C’est pourquoi, dans ce travail nous nous concentrons sur ’analyse
d’un centre d’appels en tant que systeme de files d’attente avec rappels, multiserveurs,
arrivées négatives, espace d’attente et abandons exponentiels. Pour le modele a 1'étude,
nous trouvons la condition d’ergodicité et les caractéristiques de performance essentielles.

A cette fin, nous appliquons la méthode de Troncation Finie.

La mémoire est composée d’une introduction générale, trois chapitres, d'une conclu-

sion et annexe.

Dans le premier chapitre, nous présentons les notions de base des systemes de files
d’attente, certaines définitions et notations qui sont nécessaires dans I’étude des systemes
(Notation de Kendall, la loi de Little, ...). Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons
une synthese sur la théorie de files d’attente avec rappels et nous étudions quelques
modeles de files d’attente avec rappels (M /M /1 et M /M/C'). Puis, nous nous intéressons
aux modeles tronqués des systemes de files d’attente avec rappels et multiserveurs. Le
troisieme chapitre est consacré a 'application de la méthode de troncation sur un centre

d’appels.

En conclusion, nous résumons les principales contributions de la mémoire, et quelques
idées de recherche sont suggérées et pourraient faire avancer le domaine des systemes de

file d’attente avec rappels.



CHAPITRE

Les notions préliminaires

1.1 Processus stochastique

Les processus stochastiques décrivent ’évolution d’une grandeur aléatoire en fonction
du temps. Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment en
physique statistique [14] (par exemple le ferromagnétisme, les transitions phases,...etc),
en biologie (évolution, génétique et génétique des populations), médecine (croissance de

tumeurs, épidémie), et bien entendu les sciences de l'ingénieur.

Dans ce dernier domaine, les applications principales sont pour 'administration des
réseaux, de 'internet, des télécommunications et bien entendu dans les domaines économique
et financier. L’étude des processus stochastiques s’insere dans la théorie des proba-
bilités dont elle constitue I'un des objectifs les plus profonds. Elle souleve des problemes

mathématiques intéressants et souvent tres difficiles.

1.1.1 Définitions et propriétés de base
Définition 1.1.1 Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires X,
t € T ou chaque variable aléatoire X; est indexé par le parametre t € T, st T est un

ensemble de R, alors t signifie temps.



1.1. Processus stochastique

Généralement X, représente ['état du processus stochastique au temps t [23].

e S5i T est dénombrable, i.e T C N, alors nous disons que Xy, t € T est un processus

a temps discret.

e Si T est un intervalle de [0, 00[, alors le processus stochastique est dit un processus

a temps continu.

L’ensemble des valeurs de Xy est appelé ’espace d’état, qui peut également étre soit dis-
cret (fini ou infini dénombrable) ou continu (un sous-ensemble de R ou R™), donc nous
écrivons (X,,)n>0 pour le processus & temps discret et (X;)i>o pour le processus d temps

continu.

1.1.2 Processus de comptage

Définition 1.1.2 Un processus stochastique (Ny,t € RT), est un processus de comptage
si (N;) représente le nombre total d’événements qui se sont produits entre O et t, il doit

donc satisfaire:
o (N;) >0y
e (N,) a des valeurs entieres uniquement;
e pour s <t,N(t) — N(s) est le nombre d’événements qui ont eu lieu entre s et t.

Définition 1.1.3 (Processus a accroissements indépendants)
Un processus {X;} tel que Xo = 0 est a accroissements indépendants si pour tout suite
finie 0 < t1 < ty < t3... < t,, les variables aléatoires Xy, , Xy, — X¢y, ..., Xy, — Xy, _, Sont

indépendantes.

Définition 1.1.4 Un processus a accroissements indépendants est a accroissements sta-

tionnaires si la loi de laccroissement (Xiys — X;) ne dépend pas de t pour tout t > 0.

Définition 1.1.5 Un processus de comptage {Ny,t > 0} est un processus de Poisson

d’intensité X > 0 si:



1.1. Processus stochastique

le processus est a accroissements stationnaires;

le processus est a accroissements indépendants;

V0 < s < t, la variable aléatoire N(t) — N(s) suit une loi de Poisson de paramétre

At —s).

N(1)

v

Figure 1.1.1 : Proccessus de comptage

1.1.3 Processus de Poisson

De nombreux phénomenes aléatoires se manifestent par des ”"arrivées” survenant une

par une a des instants aléatoires successifs.[7, 13]

Exemple 1.1.1

e arrivées d’appels a un central téléphonique;
e impacts de micrométéorites sur un satellite;
e passage de véhicules a un péage d’autoroute;

e arriwée des clients a un guichet, occurrence d’accidents dans une ville, pannes de

machines dans une usine...etc.



1.1. Processus stochastique

De tels phénomenes peuvent se définir par la famille (A, ),en+ des temps d’arrivées qui
sont des variables aléatoires [16]. Mais on peut aussi le faire a partir du processus de
comptage (Ni)ier, ot Ny est le nombre d’événements apparus jusqu’a instant ¢. Ou
Niiy — N, est le nombre d’évenements apparus entre u et u + t.

L’éspace des états du processus (IVy);er+ est F = N et I'éspace des temps est T'=R,. Le
processus qui modélise convenablement les exemples cités est le processus de Poisson.
On conviendra que Ny = 0.

On note :

e A, l'instant de réalisation du n*™¢ événement;

e T, la durée séparant le (n — 1)*™¢ événement du n**"¢ événement pour n > 2 et

T, = A
On a:
e A, =T+ 15+ ..+ T,pour tout n € N*;
e I'=AetT,=A,— A,_1 pour tout n > 2.

Ainsi, la connaissance de la famille (A,), . équivaut a celle de la famille (75,),, oy -

D’autre part, A, >t signifie que le n’™¢ événement a eu lieu & l'instant ¢ ou avant,

c’est-a-dire qu’a l'instant ¢, au moins n événements ont eu lieu, c¢’est-a-dire que N; > n.

Ainsi
Fa, = P([An <t]) = P([Nt 2 n]) = 1=} P([N; = k)
et
P(IN, = n)) = P([N; > n]) — P([N, > n + 1]) = P([A, < t]) — P([An1 < 1]).

Par conséquent, la connaissance de (N;)ier, équivaut a celle de la famille (A;,),, oy

Définition 1.1.6 Un processus est dit stationnaire (ou homogéne dans le temps), si

pour tout s et pour tout t, l'accroissement Ny s — Ng a méme loi que Ny.
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Définition 1.1.7 Un processus a accroissements indépendants stationnaire (Ny)ier, est

dit a événements rares si:

lim P([Ny, >0])=0et si lim PN > 1))

h—0+ h—04 P([N;, = 1]) =0.

Définition 1.1.8 : Un processus de comptage (Ny)icr, tel que Ny = 0 est un processus

de Poisson si et seulement si:
o Cy: (Ni)ier, est stationnaire;
o (s (Ni)ier, est un processus d accroissements indépendants;

o Ch: il existe A > 0 tel que, pour tout t > 0, la variable aléatoire Ny suive la loi de

Poisson de parameétre M.

Théoreme 1.1.1 [19]

Si un processus de comptage (Ny)i>o satisfait Cy, Cy et Cy alors:

PIN(t) = k) = pu(t) = (A]?kexp_’\t, NS0, k>0,
E[N()] = M
Var[N(t)] = M

Théoréme 1.1.2 [19]
Le temps T qui sépare un instant quelconque du prochain évenement est une variable

exponentielle de parameétre X.

1.1.4 Processus de naissance et de mort

Définition 1.1.9 On peut réaliser un processus de naissance et de mort de la facon

sutvante:

o Les arrivées et les départs d’entités obéissent & des lois exponentielles de taux re-

spectifs A(n) et p(n).
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o A laide d’hypothése de réqularité : deux événements ne peuvent pas se produire
en méme temps, donc la probabilité que deur événements se produisent dans un

intervalle de temps dt est négligeable.

e [l y a une transition vers un état voisin, soit par l'arrivée d’un client (naissance),

soit par le départ d’un client (mort).

Alors, soit {N(t),t > 0} un processus de naissance et de mort a états discrets et

homogene dans le temps, c’est-a-dire:
P(N(t+s)=j/N(s) =j) = P;(t) ne dépend pas de s.
Ce processus est de naissance et de mort si:
Piit1(At) = At 4 o(At); i@ > 0;
Pyio1(At) = At + o(At);i > 1

Pii(At) =1 — (N + pi—1) At + o(At); @ > 0;
Pyj(At) = o(At); Ji—j| > 2;
1, sii=7.
0, sii#=j.
Ai et p; sont appelés taux de transition (taux de naissance et de mort).

Exemple 1.1.2 :
Dans une file d’attente le temps s’écoulant entre deux arrivées consécutives est distribué
exponentiellement ainsi que le temps de service.

Alors cette file d’attente peut étre modélisée par un processus de naissance et de mort:
e naissance — arrivée du client.

e mort —» départ du systeme apres son service.
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1.2 Classification des systemes de files d’attente

La classification des systemes des files d’attente se base principalement sur les trois
¢léments suivants: la nature stochastique du processus des arrivées, le mécanisme de

service et la discipline d’attente.[11]

Le processus des arrivées spécifie les instants auxquels les clients arrivent dans les
systeme. Ce processus peut étre régulier c¢’est-a-dire a chaque unité du temps, on a une

arrivée, ou aléatoire (processus de Poisson).

Le mécanisme de service comprend le nombre de serveurs et la distribution des
durées de service. Dans la majorité des cas, on suppose que la populsion des clients est
homogene, c’est-a-dire que les temps de service nécessaire au traitement des clients sont
identiquement distribués selon une loi de probabilité connue. En particulier, on rencontre
la distribution exponentielle qui est la plus simple & manipuler mathématiquement. Sa
propriété la plus importante est ’'absence de mémoire, qui pourrait étre caractérisée par le

fait que le temps résiduel d’un service est indépendant du temps déja écoulé de ce dernier.

La capacité de I'espace d’attente peut étre illimitée ou non. Dans le second cas,

certains client qui arrivent vers le systeme n’ont pas la possibilité d’y entrer.

Pour la classification des systemes d’attente, on a recours a la notation symbolique
induite par Kendall au début des années cinquante. Cette notation comprend six symboles
rangés dans ordre T/Y/C/K/m/Z,

ol
1. T: indique le processus d’arrivée des clients. Les symboles utilisés sont:

e M: Inter-arrivées des clients sont identiquement distribuées selon une loi ex-
ponentielle. Il correspond & un processus de Poisson ponctuel (propriété sans

mémoire).

10



1.2. Classification des systemes de files d’attente

D: Les temps inter-arrivées des clients ou les temps de service sont constants

et toujours les mémes.

e GI :Inter-arrivées des clients ont une distribution générale (il n’y a aucune hy-
pothese sur la distribution mais les inter-arrivées sont indépendantes et iden-

tiquement distribuées).
e (:Inter-arrivées des clients ont une distribution générale et peuvent étre dépendantes.

e F :Ce symbole désigne un processus ou les intervalles de temps entre deux ar-
rivées successives sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées suivant une loi d’Erlang d’ordre k.

2. Y décrit la distribution des temps de service d'un client. Les codes sont les mémes

que T'.
3. C: nombre de serveurs.

4. K: capacité de la file. c¢’est le nombre de places dans le systeme en d’autre terme

c’est le nombre maximal de clients dans le systeme y compris ceux en service.
5. m: population des usagers.

6. Z: discipline de service c’est la facon dont les clients sont ordonnés pour étre servi.

Les codes utilisés sont les suivants:

e FIFO (first in, first out) ou FCFS (first come, first served): c’est la file stan-
dard dans laquelle les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée. Notons que
les disciplines FIFO et FCFS ne sont pas équivalentes lorsque la file contient
plusieurs serveurs. Dans la premiere, le premier client arrivé sera le premier a
quitter la file alors que dans la deuxieme, il sera le premier a commencer son
service. Rien n’empéche alors qu’un client qui commence son service apres lui,

dans un autre serveur, termine avant lui.

e LIFO (last in, first out) ou LCFS (last come, first served). Cela correspond

a une pile, dans laquelle le dernier client arrivé (donc posé sur la pile) sera le

11



1.3. Quelques exemples de systémes d’attente

premier traité (retiré de la pile). A nouveau, les disciplines LIFO et LCFS ne

sont équivalentes que pour une file mono serveur.
e SIRO (Served In Random Order), les clients sont servis aléatoirement.

e PNPN (Priority service), les clients sont servis selon leur priorité. Tous les
clients de la plus haute priorité sont servis premiers, puis les clients de priorité

inférieur sont servis, et ainsi de suite.

e PS ( Processor Sharing ), les clients sont servis de maniere égale. La capacité

du systeme est partagée entre les clients.

Remarque 1.2.1 Dans sa version courte, seuls les trois premiers symboles T/Y/C' sont
utilisés. Dans un tel cas, on suppose que la file est régie par une discipline FIFO et que
le nombre de places d’attente ainsi que celui des clients susceptibles d’accéder au systéeme

sont illimités.

1.3 Quelques exemples de systemes d’attente

e T/Y/C: 1 file et C stations offrant le méme service; le client qui attend va a la

premiere qui se libere.

Exemple 1.3.1 : guichets d’une poste...

e T/Y/oo: infinité de serveurs; pas d’attente.

Exemple 1.3.2 : lignes téléphoniques.

e Systemes a perte T/Y/C/C pas d’attente.

Exemple 1.3.3 : Central téléphonique ou les appels non traités sont rejetés.

e Systemes T/Y/C/K ou K > C': longueur de la file limitée, dépendant de la capacité.

Exemple 1.3.4 : Station service, salle d’attente.
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1.4 Analyse mathématique

L’étude mathématique d’un systeme d’attente se fait par I'introduction d’un processus
stochastique qui décrit I’évolution temporelle du systeme pour cela on s’intéresse d’abord

au nombre X (t) de clients se trouvant dans le systeme a l'instant ¢ (¢ > 0) et on cherche

a calculer :

e les probabilités d’état P,(t) = P(X(t) = n) qui définissent le régime transitoire du

processus.

e le régime stationnaire du processus est défini par P, = 1tlim P,(t).
— 00

Mesures de performance

A partir de la distribution stationnaire du processus {X(t);t > 0}, on peut calculer les
caractéristiques du systeme telles que: le temps d’attente d’un client, le temps de séjour
d’un client dans le systeme, le taux d’occupation des dispositifs de service, la durée de la

période d’activité, et également les mesures de performance suivantes:
e nombre moyen de clients dans le systeme 7;
e nombre moyen de clients dans la file d’attente 7¢;
e temps moyen d’attente d’un client dans le systeme w;

e temps moyen de séjour d’un client dans le systeme ws.

Formules de Little

La loi de Little est une relation qui s’applique a une grande classe de systemes, la seule

condition d’application de la loi de Little est que le systeme soit stable.

ﬁ:)\ew_s;

ﬁf:)\e@;

Wy =W+ +;
S N?

— — e
n=n —.
Fta



1.5. Systeme de files d’attente classique

Ou A et 1/p sont respectivement le taux d’arrivées des clients et la durée moyenne de
service (n > 0). Une autre mesure importante d’un systéme de files d’attente, celle qui
mesure le degré de saturation du systeme, est Uintensité du trafic p. Elle est définie par:

temps moyen de service A

temps moyen entre deux arrivées

1.5 Systeme de files d’attente classique

1.5.1 Le modele M/M/1

Le modele M/M/1 est un modele d’attente markovien le plus simple. Il permet en effet
d’illustrer les concepts fondamentaux liées a ’attente devant un serveur, le flot des arrivées
est Poissonien de taux A et le temps qu’occupe le serveur pour satisfaire le client suit une
loi exponentielle du parametre pu > 0, la discipline d’attente est FIFO. Dans ce cas la
file d’attente M/M/1 est de capacité infinie, le processus du modele est un processus de

naissance et de mort dont les taux de transitions sont:

A=A,n>0
W, Yn>1
Hn =
0, sin=0.

Régime transitoire

Pour calculer les probabilités d’états p,(t) = p[X(¢) = n] nous pouvons écrire d’aprés le

théoreme de probabilités totales et pour n > 1

Pu(At 4+ 1) = Yy PiPn(A)
= P_1Py 10 (AL) + Po(t) Pun(At) + Poya (1) Py n(AY)
= )‘n—lpn—l(At) + (1 - (An + Mn»Pn(t)At + ;un-i-lPrH—l (At) + O(At)

=

Pu(At+1) — Py(t)
At

On faisant tendre At vers 0, on obtient:

A1)
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1.5. Systeme de files d’attente classique

Fo(t) = =AoPo(t) + i Pi(t)
Prll(t) = _()\n + Mn)Pn(t) + )\nflpnfl(t) + ,Un+1Pn+1(t); neN

Régime stationnaire

Lorsque t — o0, les limites P, = tlim P,(t) existent et sont indépendant de ’état initial
—00

du processus, on a alors lim P/ (t) = 0. Ceci se traduit par les équations dites de balance:
t—o0

Ao Fo(t) = i Pi(t)
<)\n + ﬂn)Pn(t) = )\n—IPn—1<t) + ,un-i-an-i-l(t); neN

A
Sous la condition d’ergodicité du systeme p = — < 1 pour laquelle le régime station-
L

naire existe.

Mesures de performance

e le nombre moyen de clients dans le systeme 7 = 1—%);

2

® le nombre moyen de clients dans la file d’attente 7y = ~="=y;

>3

e le temps moyen d’attente d'un client dans le systeme w =

9

1
B=AT

e le temps moyen de sé¢jour d'un client dans le systeme w, =

>3

1.5.2 Le modele M/M/C
Description du modele

Les clients arrivent vers le systeme selon un processus de Poisson de taux A > 0. Le
service est assuré par C' > 1 serveurs montés en parallele. A Darrivée d'un client, si
I'un des serveurs est libre, le client commence immédiatement son service. Dans le cas
contraire (tous les serveurs sont occupés par le service), le client prend place dans la file
d’attente, commune pour tous les serveurs. La capacité d’attente est illimitée (le nombre
de positions d’attente est infini). Lorsqu’'un serveur se libeére, le client en téte de la file

d’attente occupe le serveur libéré. Par conséquence, la discipline d’attente est FIFO. Les

15



1.5. Systeme de files d’attente classique

temps de service sont exponentiellement distribués de moyenne finie 1/p. Les durées entre

deux arrivées consécutives et les durées de service sont mutuellement indépendantes.|2]

! f/-_-\\
i ]
/ Py
i J'(-

T
i

\ T
SN

i/
i
o,

5 Pl
¥ N \\‘ T,

L4
salle d'attente \ | =
W\
A

5 SETFVelrs

\ /
v /
sorvice

Figure 1.5.1 : Schéma général d’un systeme classiques M/M/C
Analyse du modele

L’état du systeme a la date t peut étre décrit a 'aide du processus N(t), dont 'espace
d’état est S ={0,1,2,.....}. Ce dernier est un processus de naissance et de mort dont les

taux de transition sont:

A=A, n>0, et p, =min{n,c} x g, n>1.

Régime transitoire

Le systeme d’équations de Kolmogorov pour les probabilités d’état
pn(t) = P(N(t) =n), n >0,

se présente de la maniere suivante:

Po(t) = =Apo(t) + pp1(t);
Ph(t) = Apn_1(t) — (A +nu)pu(t) + (n+ Dppna(t), 1<n<C;

Pr(t) = Apn1(t) = A+ C)pa(t) + Cupnya(t), n > C.
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1.5. Systeme de files d’attente classique

Régime stationnaire

Soit p, = tll>rg> pn(t),n > 0. Cette distribution stationnaire satisfait les équations de
balance:
0= —Apo + ppy;
0= Apn-1— A+nu)pp + (4 Duppir, 1 <C;
0=Mpp—1— A+ Cu)pp + Cuppyr, n > C.

Les résolutions du systeme d’équations ci-dessus nous donne:

pn=$(ﬁ> po, 1<n<C;

n
1 1 A .
pn = aCnfC (;) p07 n 2 C7

On remarque que pour n = C' les deux formules donnent la méme valeur. Pour calculer

la probabilité pour que le systeme est vide pg, on applique 'équation de normalisation

n=0

Cc-1 n 0o C+k
1 /A 1 A
po—lzm@ 3o (3) ]

n=0

En effet

La deuxieme somme peut étre réécrite de la maniére suivante
NEA 1+ A + A ) +
C!' \ i uC uC
A

2
La somme [1 + #% + (i%) + ] possede une limite égale a - lu% si = < 1. Par

pe

conséquent, le systeme considéré est en régime stationnaire si p = #% < 1, p est I'intensité

globale du trafic. On obtient ainsi

) e

— 1 /A" 1/,
me a0 s () 2]

et

-1

Encore,
-1



1.5. Systeme de files d’attente classique

Mesures de performance

e le nombre moyen de clients dans le systeme:

T o G . 5- () A, o

0
| ~-n—c
clc j cc!( _ A

n=0 n=1 n=c

e le nombre moyen de clients dans la file d’attente:

C
k=0 H

- 2" k e+l

e le temps moyen d’attente d'un client dans le systeme

Ty enO)
A e (ep— A)?po.

e lc temps moyen de s¢jour d’'un client dans le systeme

1 B)

n
= N Po;
K cpc! (1 — ﬁ) 2
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CHAPITRE

Les systemes de files

d’attente avec rappels

2.1 Introduction

Dans la théorie des files d’attente classique , il est supposé qu'un client qui ne peut pas
obtenir son service immédiatement des son arrivée, rejoint la file d’attente ou quitte le
systeme définitivement. Les systemes de file d’attente développés tentent de prendre en
considération des phénomenes de répétition des demandes de service, et ce-ci apres une
durée du temps aléatoire. Un tel systeme est connu comme systeme de files d’attente avec
rappels”.[12]

Dans ce chapitre nous définissons de maniere générale un systeme de file d’attente avec
rappels et nous donnons quelques exemples modélisés par ce genre de systeme, puis nous
décrivons en particulier les systemes de files d’attente M/M/1 et M/M/C avec rappels

et a la fin on décrit la méthode approximative la Troncature Finie.

2.2 Terminologie et notation

En utilisant la notation de Kendall établie pour la file d’attente classique, celle du
modele de file d’attente avec rappels s’écrit en ajoutant deux autres symboles aux six

symboles précédemenet définis: 7/Y/C/K/m/Z/O/H avec:
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2.3. Politique d’acces au serveur a partir de ’orbite

e O: capacité de l'orbite;

e H: La probabilité de persévérance qui permet de définir le comportement du client

devant une situation de blocage (serveurs occupés).
Remarque 2.2.1

1. O peut étre supprimé si elle est infinie. H peut étre également supprimé dans le cas

d’un systéme sans perte (c’est-a-dire H = 1).

2. Le temps de rappel est défini comme ['intervalle du temps entre deux rappels consécutifs

du meéme client secondaire.

3. La distribution de temps de rappel est supposé généralement exponentielle de taux

6.
4. Lorsque 8 — oo le systéme d’attente avec rappels se rapporte a un systéme classique.

5. Lorsque 8 — 0 le systeme d’attente avec rappels est un systéme d’Erlang avec perte.

2.3 Politique d’acces au serveur a partir de ’orbite

e Politique de rappels classique :
Le protocole le plus décrit dans la théorie de la file d’attente avec rappels est la
politique classique dans laquelle chaque source dans I'orbite rappelle aprés un temps
exponentiellement distribué avec un parametre #. Donc il y a une probabilité nfdt+
o(dt) d’un nouveau rappel dans le prochain intervalle (¢;t+dt) , sachant que n clients
sont en orbite a I'instant ¢. Une telle politique a été motivée naturellement par des
applications dans la modélisation du comportement des abonnés dans les réseaux

téléphoniques depuis les années 1940.

e Politique de rappels constants:
Durant les dernieres années, les technologies ont considérablement évoluées. La

littérature des files d’attente avec rappels décrit différents protocoles de rappels
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spécifiques a certains réseaux informatiques et de communications modernes.

Dans les protocoles en question, le temps inter-rappels peut-étre controlé par un
dispositif électronique et par conséquent, est indépendant du nombre d’unités de-
mandant le service. Ici, la probabilité d’un rappel durant (¢;¢ + dt) sachant que
l'orbite n’est pas vide est dt + o(dt). Ce type de discipline de rappels et appelé
politique de rappels constants. Le premier travail dans cette direction, considere une
file d’attente M /M /1, out uniquement le client en téte de la file d’attente en orbite
peut demander un service apres un temps de rappels exponentiellement distribué
avec un taux constant.

Cette sorte de politique de controle de rappels est bien connue par protocole ALOHA

dans le systeme de communication.

e Politique de rappels linéaires:
Artalejo et Gomez-Correl [3] traitent les deux cas d'une maniére unifiée en définissant
une politique de rappels linéaire pour laquelle la probabilité d’'un rappel durant
(t;t + dt), sachant que n clients sont en orbite & U'instant ¢ est (5(1 — dg,) + né) +
o(dt). On mentionne aussi I'existence d’une autre politique dite politique de rappels

quadratique.[4]

2.4 Exemples des systemes de files d’attente avec
rappels

Il est bien connu que les files d’attente avec rappels appairaissent naturellement comme
des modeles pratiques dans la vie quotidienne et dans les réseaux de communication, par
exemple en faisant des réservations, des réseaux de commutation de paquets, des acces
CSMA non persistants ( accés multiple du transporteur) et des systéme en temps réel.
Nous prétons quelques exemples de systemes qui peuvent étre modilésés comme une file

d’attente avec rappels.[15]
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1. Probleme de réservation
C’est le plus simple exemple, soit un client qui veut prendre une réservation par
téléphone dans un restaurant, il y a une seule ligne qui est employée a répondre aux
réservations des clients. Ainsi, si un client appelle et trouve la ligne téléphonique
occupée il rappellera apres une certaine période de temps aléatoire avec la probabilité
Hy(Hy < 1) car le client ne peut rappeler indifiniment.
Cet exemple peut étre modélisé par une file d’attente M/G/1 avec rappel et avec

perte en considérant que le processus d’arrivée des appels est poissonien.

2. Réseaux de communication par paquet
Considérans un réseau de communications d’ordinateurs dans lequel on trouve un
ensemble d’interfaces ” Interface Message Processors:IMP” (c’est le noeud de commu-
tation de paquets utilisés pour connecter les ordinateurs a '’ARPANET) reliées entre
elles par des cables. Un ordinateur principal est connecté a I'une de ces interfaces.
Si P'ordinateur envoye un message a un autre ordinateur il doit en premier lieu en-
voyer le message avec I'adresse de destination a l'interface a laquelle il est connecté.
L’interface a son tour envoie le message a I'ordinateur destinataire directement si elle
y est connectée, ou indirectement via d’autres interfaces. Considérons une interface
a laquelle un ordinateur principal est connecté. Les messages arrivent de I'exterieur
selon un processus aléatoire. Apres la réception du message, 'ordinateur I’envoie
immédiatement a interface. S’il y a un tampon libre, le message est accepté. Dans
le cas contraire, le message est rejeté et 'ordinateur doit réessayer une autre fois
apres une période de temps. S’il existe des tampons libres, le message rejeté sera
stocké dans un tampon de 'ordinateur principal. Dans le cas contraire, le message

est considéré comme perdu. On peut poser les questions suivantes:

e Quelles sont les probabilités pour qu’un message soit rejeté par l'interface et

par l'ordinateur principal?

e Quel est le nombre moyen de messages dans le tampon de IMP?
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e Quel est le nombre moyen de messages dans le tampon de 'ordinateur princi-

pal?

e Quel est le temps d’attente d’'un message dans le tampon de 'ordinateur prin-

cipal?

Le probleme présenté peut-étre modélisé comme un systeme de file d’attente avec
rappels a serveur unique (interface "IMP” ) possédant des tampons (positions
d’attente). Le nombre de tampons de l'ordinateur principal constitue la capacité de

I'orbite.

3. Systeme mémoire sur les disques magnétiques
Considérons un systeme mémoire ot K unités disques partagent un cotroleur des
disques et transmettent l'information quand elles trouvent ce dernier libre. Les
demandes insatisfaites sont répétées aprés une rotation du disque. Ce systeme peut
étre présenté comme un systeme de files d’attente avec rappels. Le serveur est le
controleur des disques. L’arrivée dans le systeme est quasi-aléatoire: le nombre de
serveurs est fini et égal a K. La rotation du disque dans le cas de la répétition de
demande peut étre considéré comme un intrvalle entre deux rappels consécutifs de

durée constante.

4. La radio cognitive
La radio congnitive (CR) est actuellement l'une des technologies des transmission
de l'information les plus prometteuses pour faire face aux probleme de la rareté
du spectre et de la sous-utilisation du spectre dans la communication sans fil. Les
réseaux CR visent a améliorer l'efficacité du spectre pour répondre aux demandes
toujours croissante des utilisateurs finaux. Le principe est de donner la probabilité
aux utilisateurs sans licence (utilisateurs secondaires, SU) d’accéder temporairement
et dynamiquement a la bande passante inutilisée ou peu itilisée tout en veillant a ce
qu’elle n’interfere ni ni dégrade les performances des titulaires de licence titulaires,
communément appelés utilisateurs principaux (PU). Cela souleve plusieurs défis a

relever dans les réscaux CR et la performance des utilisateurs secondaires. Nous
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proposons de concevoir des réseaux CR comme un systeme de files d’attente avec

rappels ou les PU ont priorité sur les SU.

5. Systemes téléphoniques
Il est bien connu qu’'un abonné au téléphone qui obtient un signal occupé répete
habituellement 'appel jusqu’a ce que la connexion requise soit établie. En conséquence,
le flux des appels circulant dans un réseau téléphonique se compose de deux par-
ties: le flux des appels primaires, qui reflete la véritable souhaits des abonnés au
téléphons et le flux de répétitions des appels, ce qui est la conséquence du manque de
succés des précédentes tentatives. Les modeles standard des systemes téléphoniques
des systemes de file d’attente avec pertes, ne tiennent pas compte de cette struvture
de flux réel des appels et ne peut donc étre appliqué a la réalisation d’un nombre
de problemes pratiquement importants.
Ces considérations mettent en évidence la nécessité des files d’attente avec rappels
en tant que modélisation appropriée du comportement du client dans les systemes
téléphoniques classiques.
Cette classe de files d’attente est caractérisée par la caractéristique suivante: un
client qui arrive et tous les serveurs accessibles pour lui sont occupés quitte la
zone de service mais aprés un moment aléatoire répete sa demande. Notons que
le but principal de tout centre d’appels est de fournir un service de qualité via
un appareil, dans notre cas cet appareil étant un téléphone. De plus, lorsque la
structure, la planification, la gestion et I'exécution d’un centre d’appels typique
sont soigneusement étudiées, il est immédiatement clair comment la modélisation
des systemes téléphoniques en tant que files d’attente avec rappel clarifie le mieux
le comportement des clients dans un tel scénario. Presque tous les principaux ac-
teurs de 'industrie des télécommunication utilisent les centres d’appels comme leur
principal moyen de communication et d’interaction avec leurs clients. Pour avoir
une perpective, un centre d’appels peut étre considéré comme une structure de file
d’attente de base basée sur la file d’attente M /M /c (I'un des modeles de file d’attente
les plus utilisés) Shekhar et al.(2016).
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2.5 Modele général

En général, un systeme de file d’attente avec répétition d’appels peut étre comme suit:
Le systeme contient un espace de service composé de C(C' > 1) serveurs identiques et

indépendants, d'un espace d’attente ayant N — C' (N > (') positions d’attente.

Les clients arrivent dans le systeme selon un processus aléatoire avec une loi de
probabilité donnée et forment un flux d’appels primaire. A Tarrivée d'un client, s’il ya
un ou plusieurs serveurs libres et en bon états, le client sera servi immédiatement. Sinon,
s’il y a des positions d’attente libre, le client rejoint la file selon la discipline de service

adaptée dans le systeme.[4]

Lorsque tous les serveurs et toutes les positions d’attente du buffer sont occupés,
le client quitte le systeme avec la probabilité 1 — Hy ou bien entre en ”orbite” avec la

probabilité de Hy et devient source ”"d’appels répétés” ou ”d’appels secondaires”.

La capacité O peut étre finie ou infinie. Dans le cas ou k est finie et si l'orbite
est plein, le client quitte le systeme pour toujours. Chaque client de 'orbite forme un
processus ”d’arrivées secondaires” de taux 6 et il est traité de la méme maniere qu’un
"client primaire” qui arrive de I'extérieur du systeéme, trouve un serveur ou une position
libre dans la file, ou quitte le systéme avec la probabilité 1 — Hy (s'il s’agit de la ke
tentative échouée) ou bien entre en orbite avec la probabilité Hy sil’orbite n’est pas plein.

Le schéma général d’un systeme d’attente avec rappels est donné par la figure 2.5.1.

Remarque 2.5.1 Le modéle de file d’attente avec rappels décrit ci-dessus est un modele
général. Plusieurs systémes de file d’attente avec rappels peuvent étre considérés comme
des cas particuliers tels que: les systemes sans buffer, les systemes a un seul serveur, .....
Les primaires ou secondaires qui arrivent durant un temps de service entrent en orbite

sans aucune influence sur le processus de service.
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_ Espace
Appel (client) D’attente
Primaire, ———% Station de
L - >
Service Appe
Aboutissant
1-Hy
» Appel
H, perdu
Appel (client)
secondaire

Orbite
(Capacité : O)

Figure 2.5.1 : Schéma général d’un systeme avec rappels
2.6 Modeles markoviens

2.6.1 systeme de file d’attente avec rappels M/M/1

Nous considérons un systeme de file d’attente avec un seul serveur dont lequel les clients
primaires arrivent selon un processus de Poisson de taux A > 0. Si un client primaire
arrive et trouve le serveur libre, il commence son service. Sinon, il entre en orbite. Nous
admettons que la durée de service et la durée entre deux rappels consécutifs sont expo-

nentiellement distribuées de moyennes finies, respectivement l% et %.

L’état du systéme peut étre décrit par le processus stochastique {C(t), No(t),t > 0}
ou C(t) est égal a 0 ou 1 selon le fait que le serveur est libre ou non, Ny(t) est le nombre
de client en orbite a I'instant t. Supposons que le régime stationnaire existe (p = ﬁ < 1),
le processus {C(t), Ny(t),t > 0} est de Markov d’espace d’état S = {0,1} x {N}. Les

taux de transition sont donnés par:
Qo)) = A JEN;
qa g = JEN;

qryg+n = A JEN;

q0.4)1,5-1) = Jb; 7 €N;
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Le graphe de transition correspondant est comme suit:

Figure 2.6.1 : Graphe des transitions du modele M/M/1 avec rappels

Les équations d’équilibre stationnaire sont:

()\ —+ ,u)Pl,j = )\Poj -+ (j + 1)9P07]'+1 + >\P17j71; Vj >1 (262)

avec Pj; = ‘liin P(C(t) = i,N(t) = j); i = 0,1 et j > 0 représente la distribution
J—+00
stationnaire de D’état des serveurs et du nombre de clients en orbite.

Introduisant les fonctions génératrices suivantes:
Py(Z) = Z 77 Py;.
=0
P(2Z)=) 7P
=0

A partir des équations (2.6.1) et (2.6.2), on obtient:
A
0

By(Z2) = (1=p) (11__2[;) (2.6.3)

Pi(Z) = (1) (11__2[)/)) " (2.6.4)



2.6. Modeéles markoviens

Les transformées inverses des (2.6.3) et (2.6.4) nous donnent les formules analytiques

explicites suivantes:

) A
p Il —+1
07 ]|9] Pt ( + kg)( p) )
P2 ke 3“
1j—ﬁk:1( +kO)(1—p)0 .

2.6.2 Systéme de files d’attente avec rappels M/M/C

Description du modele

Considérons un systeme de file d’attente avec rappels ou I'espace de service comprend
C serveurs entierement disponibles dans lequel un flux des arrivées primaires est pois-
sonien de taux A > 0. Si un client primaire trouve au moins un serveur libre, il occupe
immédiatement un serveur et quitte le systeme aprés le service. Sinon, si tous les serveurs

sont occupés, il entre en orbite.

Nous admettons que la durée de service et la durée entre deux rappels consécutifs

sont exponentiellement distribuées de moyennes finies, respectivement i et %.

Le fonctionnement du systeme peut étre décrit par un processus stochastique
{C(t), Ny(t);t > 0} ou C(t) est le nombre de serveurs occupés et Ny(t) est le nombre
de client en orbite. Sous les hypotheses ci-dessus, le processus {C(t), Ny(t);t > 0} est
markovien avec l'espace d’états S = {0,1,...,c} x Z*. Ses taux de transition q(;)m,m)
sont donnés par:

1. Pour0<i<(C—-1

4

A si (k,0)=(i+1,j)
i si (k1) =(i—1,j)
gij (k1) = 7O si(b,)=(+1,57-1) ;
— (A +ip+j0) si (k1) = (i, 7)
0 sinon

\
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2.6. Modeéles markoviens

2. Pouri=C )
A si(k,l)=(C,57+1)
O si (k,1) =(C—1,5)
qcj(k,1) = . ;
—(A+Cu) si (k1) =(C,7)
0 sinon

\

Le graphe de transitions est présenté dans la Figure 2.6.2

. : @ (c- 1) A Cp
26 |
C-1)

ot .\ G u

g a

O Nt

Figure 2.6.2 : Graphe des transitions du modele M/M/C avec rappels

Suppososns que la condition d’ergodicité A < C'u est satidfaite. Soit
P =limi— o P(C(t) =1, N,(t) = j), (i,5) € S,

La distributin conjoite stationnaire du nombre de clients dans les zones de service et
d’attente et du nombre de clients en orbite, pour laquelle les équations de Kolmogorov
sont données par:

(A+ip+jO) Py = APy + (5 + 1)0P-1 00 + (0 + Dpliy, (2.6.5)

0<i<C—-1letj>0;

()\ + 7/L)H] = )\Pm'_l + (] + 1)9Pi—17j+1 + )\Pi—l,j7 (266)

i=Cetj>0.
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2.7. Approche d’analyse des modéles a multiserveurs avec rappels

La distribution stationnaire Pj; contribue a I'obtention des caractéristiques de perfor-

mance, telles que:
e La probabilité que tous les serveurs sont occupés Po = limi—,o P(C(t) = C);

e Le nombre moyen de clients en orbite N, = tlim E[N,(t)];
—00

e Le nombre moyen de serveurs occupés C' = tlim E[C(1)].
—00

Les caractéristiques essentielles de 'espace d’états du modele considéré sont: sa dimension
infinie (due a lorbite illimitée) et la non-homogénéité le long de celui-ci (produite par la
caractéristique des rappels). On ne peut donc pas obteni la solution analytique exacte
pour la distribution stationnaire F;;. Dans ces circonstances, nous nous intéressons a

I’approche approximative: La Troncature Finie.

2.7 Approche d’analyse des modeles a multiserveurs

avec rappels

2.7.1 Introduction

Due a I’'absence des formules analytiques explicites pour les caractéristiques probabilistes
principales des modeles de files d’attente avec rappels a multiserveurs, la seule méthode
pour obtenir des données numériques précises consiste a résoudre les équations de Kol-
mogorov numériquement. Mais des que ce systeme d’équations est infini, il ne peut
pas étre résolu directement méme sur ordinateur. Les transformations qui réduissent
ces équations a une solution d’un petit probleme fini dans le cas général ne sont pas
disponibles. Donc, on a besoin d'une méthode pour approximer la solution numérique de

ce systeme.[5]

2.7.2 Modeles tronqués

Dans ce modele par opposition au modele principal, la taille de ’orbite est limitée par

une constante donnée M. Si le nombre de sources est égal a M, alors les appels bloqués
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2.7. Approche d’analyse des modéles a multiserveurs avec rappels

sont perdus et n’ont aucune influence sur le fonctionnement du systéme.[24]

La dynamique stochastique du systeme peut étre décrite par le processus bidimen-
sionnel {C(M) (1), NO(M) (t)} ou C™)(¢) est le nombre des serveurs occupés et NO(M) (t) est
le nombre de clients en orbite a la date t. Sous les suppositions ci-dessus, le proces-

sus {C(M) (t),Ne(M) (t)} est markovien et possede l'espace d’états S = {0,1,...,¢} x

(M)

(i7) (nm) sont donnés par:

{0,1,..., M}. es taux de transition ¢
1.Si0<i<C—-1,0<j<M

¢

A si (k1) =(+1,7)
i si (k,0)=(i—1,7)
¢! (k1) =1 jo Sk =(i+1,j-1) ;
— (AN +ip+70) si (k1) =(1,7)
\ 0 sinon
2.S8i=C,0<j<M-1
() si (k1) = (C,j + 1)
q(cj\;r)(k:,l): Cu S? (k‘,l):(‘C‘—l,j) :
—(+C) s (D) = (5,))
\ 0 sinon
3.5i=0C,j=M
Cu si (k,l)=(C—1,M)
ok, ) =8 —Cp si (k1) = (C, M)
0 sinon

Remarque 2.7.1 Vu que ’espace d’érats est fini, le régime stationnaire existe toujours.

La distribution stationnaire Pi(]M) = P{CM)(t) = i, NM)(t) = j} satisfait le systeme

d’équations suivant:

A+ ip+ 30 P = AP+ G+ 1)oPM) L + (+ DuPLY, (2.7.1)

0<i<C—1,0<j>M-1;
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2.7. Approche d’analyse des modéles a multiserveurs avec rappels

A+ ip+ MOPSY = AP 4 (i + 1) Py ar (2.7.2)

A+ Cu) P = AR+ G+ 1OPSM (2.7.3)
M
+APST,

i=C, 0<j<M-1;

Cﬂpc%) = APéAfi,M + APov-1, (2.7.4)

i=C, j=M
et satisfont la condition de normalisation

> Z P = (2.7.5)

=0 j=

2.7.3 Meéthode numérique

Pour obtenir une précision correcte de la solution dans le cas d’un trafic fort ou intensité
de rappels faible, la valeur M doit étre vraiment large (environ les centaines). Sile nombre
de serveurs est aussi large, alors le nombre d’inconnues peut atteindre quelques centaines
de miliers et, ainsi 'application de la méthode de troncation rencontre des difficultés
considérables. Donc il est important pour les modeles essentiels de bien simplifier les

calculs. Comment ceci peut étre réalisée? Une idée est due & Wilkinson [22]: on introduit

(M)
. M P M)
les nouvelles inconnues rl(j ) = (M) Si on peut trouver rf] alors on peut calculer P( ).
OJVI
(M)
() _ "

, (2.7.6)
i M
Zz 0 Z] 0 l(j )

satisfont I'ensemble d’équations suivant (obtenu a partir des équations

(2.7.1)-(2.7.5) pour les probabilités P( ) [Zidani.N et Djellab.N, JNMA’14 (2014)):

Les variables TZ(M)

ri — 1 (2.7.7)

(A +ip+ jO)ry; (M) — )\rl(Ml)J + (5 + 1)97“&41),#1 + (i + 1)/Lr§ﬁ{j, (2.7.8)

0<i<C—1,0<j<M-1;
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2.7. Approche d’analyse des modéles a multiserveurs avec rappels

O+ ip+ MOy = ™+ + D) (2.7.9)

A+ Oy = el 4 (G + D0rgl o + Mgy, (2.7.10)

i=C, 0<j<M-1;

Cprin) = Mo+ i, (2.7.11)
1=0C, 3= M.
Calculons les variables rl(jM) par groupe, chacun de taille C' 4+ 1. Au début, on cal-
cule réﬁ), ...,rg\ﬁ, ensuite r((]f\ﬁ_l, ...,T(CJE/[J\Z[_l et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on trouve
b D)

1. Mettre j = M.

(M) (M)

(a) Pour trouver le groupe g,/ , ..., 7¢,;, réecrire I'équation (2.7.9) comme suit:

HM)::Q+WM+Amyﬁ?—AﬁﬁW
l+17M (Z + 1),M

L 0<i<(C—1,

ce qui est équivalent a

(M) A+ —-1Dp+ MQ)TE%),M - )‘r(g),M

(M) _ 2M o <i<
RY: i <i<
D’apres (2.7.7) réﬂj\f{) = 1. De ce fait, il est possible de calculer récursivement
les variables 1"5]\]\/;[[), e T(C]\]/Q
2. Mettre j = j — 1. Calculons les variables r(()éw), e r(cj\f).
(a) La derniere variables, T(CJJV.[), peut étre trouvée a partir de 'équation (2.7.11) (si
j=M-1):
Cpr — A @D
oM = MCM X C-LM, (2.7.12)

ou a partir de I'équation (2.7.13) avec j remplacé par j +1 (si j < M —1):

M M . M
(M) (A + Cﬂ)r(c*,jll - AT(C—)LJ‘H -+ 2)‘97"(0—)1,j+2
ro) = ;i . (2.7.13)
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2.7. Approche d’analyse des modéles a multiserveurs avec rappels

(b) Pour trouver les variables r(()im, s r(cﬂf)l ;» nous utilisons I'équation (2.7.8) pour

1 =0,..,C — 1. Cet ensemble d’équations a la forme:

oTi—1 + /51.@1 + YiZli+1 = 6i, 0 S 1 S C— 1, (2714)
oll
€Ty = T,E;—VI),
a; = —\

Bi=A+ip+ 70,

vi=—(+1)u,

6= (J + 1>9T§ﬁ41),j+17

et les valeurs

— — (M)
ro1 =0, zc =71y

sont connues.

Ces équations, qui sont des équations aux différences, produisent des solutions
numériques comme les équations différentielles de second ordre. L’algorithme
le plus efficace pour leur résolution peut étre trouvé dans plusieurs livres sur
les méthodes numériques (voir, par exemple [8]). D’aprés cet algorithme, on
calcule en premier lieu les variables B;, D;, 0 < ¢ < C' — 1, par des formules
récursives

By = By, Do = 0o,

QY1 a; Dy
Bi—l ’ Bi—l

et puis, a partir de I’équation

B, =0 —

1<i<CO—1,

Bix; +viviz1 =D;, 0<:<C -1,

on calcule récursivement (dans l'ordre inverse) les inconnues x¢_1, ..., Zg.

Dans le cas présent, nous avons la procédure suivante:
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2.7. Approche d’analyse des modéles a multiserveurs avec rappels

e Calculer les variables B;;, D;;, 0 <¢ < C — 1, a 'aide des équations

Byj = A+ 30,
) . Al ]
Bij = A +ip+ 70 — , pour 1 << C -1,
Bi—1
Dy; =0, (2.7.15)
AD;_q
D;; = (j+1)or™ 1]+1+ Y opour 1<i < C—1.
Bi_1;
e Puis calculer récursivement 7" , 0 < i< C—1, (dans l'ordre inverse,

commencer par r(cj\;[) connu a partir de I’étape 2.(a) a Paide de ’équation

Dy + (i + Dpr).
TZ(JM>: J (B I Hh =0 —1,0-2,..,1,0.

)

(c) La répétition de I'étape 2 tant que j > 0 permet d’obtenir toutes les variables

T§M) (ce qui est, successivement pour j = M — 2, M — 3,...,0).

Puisque P(M) = (M) PO(A]\ZI), alors on aura:
1) _ 1
oM =

C M (M
> im0 ijo Tz(j )

A présent, on peut calculer les probabilités P — rgw).PO(]j\\j) et les principales car-

v

actéristiques probabilistes du systeme tronqué S™) [Zidani.N et Djellab.N, JJC (2014)]:

e La probabilité de blocage

M
P Z 700 B,
§=0

ot CM)(¢) est le nombre de serveurs occupés.

e Le nombre moyen de serveurs occupés

G(M) Z ZZT(M) POM ;

=0 7=0

e Le nombre moyen de clients en orbite
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CHAPITRE

3 Application aux centres

d’appels

3.1 Introduction

Lorsqu’une personne compose un numéro de téléphone d’un centre d’appels pour sol-

”

liciter un service quelconque, la premiere question qui lui passe par 'esprit est : “est
ce que je vais attendre beaucoup avant d’étre servi si jamais j’arrive a joindre le centre
d’appels ?7. Le meilleur scénario serait d’avoir directement une personne au bout de
la ligne au lieu d'un répondeur automatique. En pratique, aucun centre d’appels n’est
capable de satisfaire les clients de la sorte. C’est de la qu'un systeme de file d’attente
s’est imposé pour créer un certain équilibre entre des gestionnaires de centres qui veulent
fournir un bon service et des clients qui veulent étre servis sans avoir a attendre beaucoup

de lautre coté.[1]

Dans ce chapitre, nous allons analyser les performances du systeme d’attente au
niveau d’un centre d’appels téléphoniques. A cet effet, nous donnons une description
mathématique du modele, trouvons la condition d’ergodicité, présentons les étapes d’application
de la méthode de Troncation, nous évaluons quelques mesures de performances pour cer-

taines parametres du systeme.
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3.2 Les centres d’appels

Un centre d’appels se définit comme étant un ensemble de ressources, généralement du per-
sonnel, des ordinateurs et des équipements de télécommunication, qui permettent, d’offrir
des services par téléphone. Les centres d’appels sont aujourd’hui les éléments clés de
presque toutes les grandes organisations, Ils sont utilisés, par exemple, pour fournir de
I'information ou du support aux clients. Ils permettent aux compagnies de faire des ventes
et aux clients de payer leurs factures par téléphone, ... etc. Ils sont aussi utilisés par les
services d’information gouvernementaux et les services d'urgence (police, ambulance. . . .).
Ainsi, il existe un besoin pratique d’analyser ce type de modeéle en tant que des systemes

de files d’attente avec rappels et multiserveurs.

Dans cette mémoire, nous considérons un centre d’appels avec intégration de
téléphonie informatique (CTI) composé de plusieurs lignes réseau. Ces lignes relient les
appels vers le centre via 'autocommutateur privé (PABX). Le PABX identifie automa-
tiquement le numéro de téléphone de tous les appels entrants en utilisant I'identification
automatique de numéro (ANI). Un certain nombre de serveurs répondent aux appels des
clients. Lorsqu’un appel (client ordinaire) arrive, il sera immédiatement servi si un serveur
est disponible. Si tous les serveurs sont occupés avec d’autres appels, nous avons deux
possibilités selon le fait que le seuil pour le nombre de clients en attente est atteint ou
non. Dans le premier cas, I'appel arrivant sera automatiquement déconnecté (par PABX)
et le client entendra un message lui demandant d’essayer d’accéder au centre d’appels
plus tard; alors que dans le second cas le client en question sera tenu d’attendre jusqu’a
ce qu’un serveur devient inoccupé. En outre, certains clients sont impatients d’attendre
un serveur et abandonnent apres avoir attendu un certain temps. Le systéeme peut étre
sujet a des interruptions de service ou des pannes (en raison des arrivées négatives). Dans
ce cas, un ou plusieurs clients seront supprimés du service. Les intervalles de temps entre
les interruptions de service sont aléatoires et peuvent dépendre de 1’état du systeme et du

processus d’arrivée des appels ordinaires.
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3.3 Description mathématique du modele

Nous considérons un systeme de files d’attente avec C serveurs et K — C' positions
d’attente vers lequel les clients primaires positifs et négatifs arrivent selon des processus
de Poisson avec des taux A > 0 et p > 0, respectivement. Un client positif recoit un service
immédiat s’il y a un serveur inactif, sinon nous avons deux possibilités selon le fait que le
nombre de clients dans I'espace d’attente est égal a K — C ou inférieur a K — C. Dans
le premier cas, il quitte temporairement la zone de service pour rejoindre le groupe de

clients bloqués (orbite); dans le second cas, il est tenu d’attendre dans I'espace d’attente.

Tout client en orbite va répéter a plusieurs reprises ses tentatives jusqu’au moment
ol il trouve un serveur inactif ou une position d’attente libre. Les temps de rappels sont
répartis de facon exponentielle avec la fonction de répartition T'(x) = 1 — e % 2 > 0
et le taux @ > 0. Il s’agit d’une politique des rappels classique: les tentatives répétées
sont faites individuellement par chaque client bloqué et le taux total des rappels est j6
lorsque la taille de l'orbite est 7 > 0. Les clients positifs en attente (les clients dans
I'espace d’attente) abandonneront le systéme si leur seuil de patience est dépassé. Nous
supposons que les clients abandonnent apres avoir attendu un temps exponentiellement

distribué avec la fonction de répartition W(z) =1 —e™7*, 2 > 0 et le taux v > 0.

Une arrivée négative a pour effet de retirer un certain nombre de clients du service.
Soit ¢, la probabilité de supprimer 1 < s < ' clients lorsqu'une arrivée négative se pro-
duit. Ainsi, le taux d’effacement est définie par ns = vg;. Les temps de service suivent
une loi exponentielle de fonction de répartition B(z) = 1 — e #* & > 0 et de moyenne
finie 1/u. Enfin, nous admettons I'hypothese de 'indépendance mutuelle entre toutes les

variables aléatoires définies ci-dessus.
L’état du systéme a 'instant ¢ peut étre décrit au moyen du processus {C'(t), N,(t),t > 0},

ot C(t) est le nombre de clients dans les zones de service et d’attente, N,(t) représente le

nombre de clients en orbite a l'instant £. Il s’agit d’une chaine de Markov continue avec
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3.4. Condition d’existence d’un régime stationnaire

un espace d’états S = {0,1,...,C,C+1,..., K} xN. Ses taux de transition g;;(k, ) sont
donnés par:

1. Pour0<i<(C—-1

(

A St (kD) = (i +1,7)
o st (k1) = (i — 1,5)

qij(k,1) = G si (k,0)=(i—s,7),1<s<i |
5 si (k1) = (i+1,j—1)
—(A+ip+ 60 +n,) si (k,1) = (4, §)

0 sinon

\

2. Pour C<i<K-1

4

A si(k,l)=(G+1,7)
Cpu+(i—C)y si (k1) =(i—1,7)
Ns Si(k7l):<i_57])a1§5§l
Qij(kal) = ;
70 si (k)= (i+1,j— 1)
Ot (= Chy 04 si (kD) = (i)
\ 0 sinon
3. Pour1 =K
() si (k1) = (K, j+ 1)
Cp+ (K —C)y st (k,1) = (K —1,j)
QKj(k>l) = ) )
—(A+Cu+(K-=C)) si (k1) = (K,j)
0 sinon

\

Puisque le modele a étudier a une structure complexe incluant les arrivées négatives, les
rappels et les abandons, son analyse mathématique présente un intéret particulier ainsi
qu’'une difficulté analytique particuliere.

3.4 Condition d’existence d’un régime stationnaire

Condition suffisante pour ’ergodicité

Nous utilisons un critere basé sur les accroissements moyens (théorie des fonctions de
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3.4. Condition d’existence d’un régime stationnaire

Lyapunov [18]), en particulier un résultat (nommé théoreme de Tweedie dans [6]) donné
dans [21], qui définit les hypotheses pour qu'un processus de Markov soit régulier et

ergodique [9, 10].

Théoreme 3.4.1 Soit X(t) un processus de Markov avec espace d’états discret S et tauz

de transition qsp, s,p € S, Zp gsp = 0. Supposons qu’il existe:

e une fonction p(s), s € S bornée ci-dessous (cette fonction est appelée fonction test

ou fonction de Lyapunov):

e un nombre positif € tel que:

(a) variables ys =3 . qsp (p(p) — ¢(s)) < 00, pour tous s € S;

(b) ys < —€ pour tous s € S sauf peut étre un nombre fini d’états.
Alors le processus X (t) est régulier et ergodique.

Nous considérons la fonction de test suivante ¢ (s) = ¢ (i, j)=ai+j, ot a est un parametre

inconnu et s € S. Les accroissements moyens ys=y;; sont donnés par:

Aa+ip(—a) + sns (—a) + 76 (a — 1), si0<i<C—1
Vi =4 A+ (Cu+(i—C)y)(=a) +sns(—a)+jb(a—1), siC<i<K-1
A (Cp+ (K —-C)v)(—a), sit=K

Puisque pour tout 2 = 0,1, ..., K, il existe

(a—1) .00, si0<i<(C~-1
jli_{g}yij:[/i: (a—1) .00, siC<i<K-1;
A—alCu+ (K-=C)y], sii=K

les hypotheses du théoreme de Tweedie restent vraies si et seulement si toutes les variables

L; sont négatives. Ainsi,
a—1<0;
a—1<0;
A—alCp+ (K —-C)v] <0.
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3.4. Condition d’existence d’un régime stationnaire

Ces conditions représentent un ensemble d’inégalités linéaires pour le parametre inconnu

a. Ces conditions peuvent étre écrites sous la forme

A
Tt oy <ae<l

Un tel a peut étre trouvé si lintervalle (A/(Cpu + (K — C)7y)),1) est non vide, c’est-
a-dire si A < Cp+ (K — C)y.

La derniere expression est une condition suffisante pour I'ergodicité du modele étudié.

Condition nécessaire pour ’ergodicité
Pour prouver que la condition ci-dessus est aussi une condition nécessaire, on applique le

théoréme suivant.

Théoreme 3.4.2 [17]: Soit {(,} une chaine de Markov avec espace d’états S et proba-

bilités de transition rg,. Supposons qu’il existe:

e Une fonction non négative p(s), s € S, telle que pour un certains d on a

rep 7 0= |p(s) — w(p)| < d;

e Un nombre positif b tel que :
(a) L’ensemble Ay = {s € S/p(s) > b} #0 ;
(b) inj Ty = inj E(o(Cuy1) — ©(8)/Cn = 8) est non négatif (ou positif).
SEAy SEAy

Alors la chaine {(,} est non-ergodique (n’admet pas un régime stationnaire ou elle est

transitoire).

Considérons {(,} une chaine de Markov induite pour le processus de Markov défini

ci-dessus {C(t), N,(t),t > 0}. Ses probabilités de transition sont données par
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3.4. Condition d’existence d’un régime stationnaire

1. Pour0<i<(C—-1

pew T si (k,0) = (i +1,7)
P si (k1) = (i —1,7)
(kD) = ST si(k,)=(i—s,4),1<s<i ;
>\+iu+'9j9+n5 st (k,0) = (i+1,j—1)
0 sinon

2. Pour C<i<K-1

A . L

sicri—onrger S (kD) =+ 1,7)

Cut(i—C)y . L .

/\+Cu+ﬂ(i—0)v+39+ns si(k,0)=(—1,7)

0 . _ |
>\+Cu+(i—30)7+j9+ns si(k,)=(0G+1,7-1)

\ 0 sinon
3. Pourt =K

TG RO s (kD) = (K.j+1)
ri(k, ) = CutE-Cny s (k1) = (K —1,5)

A-Cu+-(K—C)y

0 sinon

Supposons que A > Cu + (K — C)7y et considérons la fonction de test (i,7) = i + j.
Alors,

e Sir(n,m)#0,alors |i —n| <1, |j —m| < 1. Par conséquent:

0(,4) = p(n,m)| =i =n+j—m|<|i—n|+]j —m|[ <2

e Puisque la variable b peut prendre un nombre positif quelconque. Alors,

(a) Ay =A{(¢,5)/i=0,1,...,K;j > max(b—1,0)} # 0;

(b)
A—i . .
Atiutj0-+ns si0<i<C-1
o= A—i . . _
ij Ot G-Cyytgotn, S C<i<K-1

AK Ce
M Out(E—C)y sii =K
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3.5. Régime stationnaire

Ainsi, la variable x;; est toujours non négative et de plus z;; > 0 pour (7,j) € A. Par

conséquent, le processus de Markov {C(t), N,(t);t > 0} est non-ergodique.

A présent, considérons le cas ot A > C'u+(K—C)~ et la fonction test est (i, j) = ai+j
avec a € (1, A/(Cu+ (K —C)y))). Alors:

e Sirjj(n,m)#0alors |i —n| <1,)j—m| <1
Par conséquent, |¢(i,j) —@(n,m)| = |a(i —n)+j—m| < ali—n|+ |j—m| <
a+1, cest adired=a+ 1.

e L’ensemble Ay est non vide quelque soit b > 0. Alors, on doit choisir b de telle sorte

que ('i‘?efA xi; > 0. Mais pour ¢ = K, og; =
2y} b

pour 0 <i¢< K —1,lim z;; =a—1>0.
Jj—o0

A—aK N
W&(—C)v > 0 (pour tous j); et

Par conséquent pour tout ¢« = 0,1,...K, il existe N; tel que x;; > %1 pour tout N;. Ici,

A—aK a—1

m, 3 }, alors L5 Z € pour

N; est le nombre de i-clients en orbite. Si € = min {
tout (7, 7) € S sauf pour (4, 7) telsque ¢ = 0,1,...., K —1et 0 < j < N;—1. Supposons que
b est assez grand pour que l'ensemble A, ne contienne pas ces états. Alors x;; > €, pour
tout (¢,j) € Ap, ou inf z;; > € > 0. En conséquence, la chaine de Markov a temps

l?])eAb

continu {C(t), N,(t),t > 0} est non-ergodique.

Enfin, le processus de Markov considéré {C(t), N,(t),t > 0} est ergodique si et seule-
ment si A\ < Cp+ (K —C)y. m

3.5 Régime stationnaire
Supposons que la condition d’ergodicité A < C'u + (K — C')y est satisfait. Soit

Py = lim P(C(t) =i, N,(t) = ), (i,j) € S,

t—o0

la distribution conjointe stationnaire du nombre de clients dans les zones de service et

d’attente et du nombre de clients en orbite, pour laquelle les équations de Kolmogorov

43



3.5. Régime stationnaire

sont données par:

(A+ip+ 504+ n5) Py = NP1+ (G + 1)OP1 500+ ((0 4+ D p+15) Py,

0<i<C—1letj>0;

A+ Cu+ (i —C)y+jO+n)Pyj = APi_1;+ (j + 1)0P_1 j1
+(Cp+ (i +1—C)y+ns) Py,

C<i<K-—-2etj>0;

A+ Cpu+ (G —C)y+ 70 +n)Py = AP1;+ (G + 18P j
+(Cpu+ (i +1—=C)y) Py,

1=K —1etj>0;

A+ Cpu+ (K = C))Pgj = NP1+ (j + 1)0Pk 141 + AP 1,

1=Ketj>0;
K oo
> b=1
i=0j=0

La distribution stationnaire F;; contribue a I’obtention des mesures de performance, telles

que:
e probabilité de blocage Px = tlim P(C(t) = K);
—00

e nombre moyen de clients en orbite N, = ltlim E[N,(t)];
—00

e nombre moyen de clients dans les zones de service et d’attente C' = lim E[C(t)].
t—o0

Les caractéristiques essentielles de I'espace d’états du modele considéré sont: sa di-
mension infinie (due a l'orbite illimitée) et la non-homogénéité le long de celui-ci (produite
par la caractéristique des rappels). On ne peut donc pas obtenir la solution analytique
exacte pour la distribution stationnaire Pj;. Dans ces circonstances, nous nous intéressons

a I’approche approximative: la troncature finie.
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3.6. Troncature finie

3.6 Troncature finie

La maniere intuitive d’exécuter la procédure de troncature consiste a inclure dans la de-
scription du modele la condition selon laquelle le nombre maximal de clients en orbite ne
dépasse pas une valeur M (choisie suffisamment grande). Cependant, la mise en oeuvre
de ce schéma de troncature peut conduire a prendre en compte un grand nombre d’états
avec des probabilités négligeables. Vu la méthodologie, qui est proposée dans [20] et
décrite dans le paragraphe 2.2.2; cet inconvénient peut étre aténué en explorant toutes
les directions dans ’espace d’états considéré ou les probabilités d’état diminuent, puis
en déterminant des frontieres de troncature. Nous avons donc la possibilité de fournir

Ierreur relative donnée de 'estimation des mesures de performance.

Supposons que la taille de I'orbite de notre modele soit bornée par une constante
donnée M, choisie de maniere appropriée. Dans le cadre de I'hypothese ci-dessus, le nou-
veall processus {C(M) (1), N (t),t> O} est un Markovien avec 'espace d’états
SM) = 10,....,C,C+1,.K —1,K} x {0,1,..., M}. En supposant que le taux de service
i =1 (ceci est toujours possible sans perte de généralité), nous avons les taux de transi-
tion infinitésimaux suivants qZ(JM Yk, D):

1. Pour 0<:<C-1,0<j;j<M-1

4

A si

7 si
Ns si

M (k,1) =

70 si

—(A+i+70+ns) si(kl)=(i7)

0 sinon

\
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3.6. Troncature finie

2. Pour0<i<C-1,j=M

(

A si (k1
{ si (k,l
s si (k,1
QE%)(]{I,Z):
M@ si (k,1
— A 4i+ MO+ si(kl
0 sinon
\
3. PourC<i<K-1,0<;<M-1
B
C+(i—C)y
Ns
g (k) =<
j0
~A+C+ (= C)y+50+mn5)
\ 0
4. Pour C<i<K-—-1,j=M
A
C+(i—C)y
Ns
gig (k1) =
M6
— A+ C+ (i —C)y+ MO+ n,)
0

5. Pour1=K,0< 3 <M -1

4

A

q(M)(k‘ - C+(K-C)y

e —(A+C+ (K —C)y)
0

\

46

)=(+1,M)

)=(i—1,M)
)=(—sM),1<s<i
)= (i+1,M—1) ’
) = (i, M)

si (k,l)=(i+1,7)
si(k,0)=(i—1,7)
si(k,l)=(i—s,7),1<s<i
si(k,0)=(i+1,5—1)

si (k1) = (4,7)

si (k1) = (i +1, M)
si(k,0)=(G—1,M)
si(k,)=(i—s,M),1<s<i
si (k1) =(i+1,M —1)

si (k1) = (i, M)



3.6. Troncature finie

6. Pourt =K, j=M

C+ (K —C)y si (k1) = (K — 1, M)
Gk ) =4 —(C+ (K - C)) si (k1) = (K, M)
0 sinon

Comme Uespace d’états S est fini, le processus {C(M) (1), N(EM)(t),t > 0} est toujours
ergodique. Sa distribution en régime stationnaire

Pi(]M) = ltlim P(CM)(t) =, N (t) = j) satisfait aux équations suivantes:
—00
A i+ 30+ )P0 = AP 4 G+ DR+ (1) + ) PR, (36.0)

0<i<C—-1,0<j<M-—1;
A+ C+ (i — C)yy+ 350+ n) RS = AP+ (i + 1)oPM). (3.6.2)
. M
HC+ (i +1-C)y+n) P
C<i<K-20<j<M-1
A+ C + (i — O)y + 50+ n ) P = 2P+ (+ )0, (3.6.3)
. M
H(C+ (i +1=C)y +ns) P,
i=K—1,0<j<M-1;
A+ i+ MO+ ) Poy = APPY L+ (6 4+ 1) + ) P, (3.6.4)
- (M) _ L1 (M)
A+C+ (= Oy +MO+n)Py =(C+ (i+1—=C)y+n) Py (3.6.5)
AP
A+ C+ (i = C)yy + MO+ )PY) = (C+ (i +1 - C)) P, (3.6.6)
AP

1=K -1, j =M,
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3.6. Troncature finie

A+ C+ (K = OPLY =P+ (G + DOPY 1 + AP (3.6.7)

i=K 0<j<M-1;

(C+ (K — Oy Py = AP+ AP, (3.6.8)
i=K, j=M;
ZZP(M) (3.6.9)
i=0 j=0

Cet ensemble d’équations peut étre résolu par un algorithme récursif, décrit dans le

paragraphe 2.7.3 (Voir Annexe A), et nous permet de trouver certaines variables rZ(JM) =

(M) M)

7,0 <1< Ket (<5< M. Ensuite, les probabilités P( ) = —=—— En prenant
P( ) (M)

oM Z Z Tij

1=075=0
en considération les spécificités de notre modele, nous avons adapté cet algorithme pour

calculer les mesures de performance introduites ci-dessus pour le systeme tronqué:

PO _ z:%%%

RS 9 UL
Z Z ZT(M)P(M).

=0 j=0
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Conclusion générale

Dans ce travail, nous nous sommes intéréssés a ’étude de la propriété de troncation des
systemes de files d’attente avec rappels, en particulier des modeles a multiserveurs, espace

d’attente, abansons exponentille et arrivées négative.

Par conséquent, nous avons eu recours a une analyse approximative, basée sur le
principe de troncature de I'espace d’états infini, pour obtenir la distribution conjointe en

permanant le nombre de clients sur l'orbite.

e Nous avons commencé par un rappel sur les processus stochastiques, qui sont un
outil tres puissant pour la modélisation des phénomenes dynamiques, et les files

d’attente classiques.

e Ensuite, nous avons fais une étude du modeles avec rappels a multiserveurs. Vu
la complexité du modele nous avons présenté I'une des approches permettant de
faciliter les investigations sur les systemes avec rappels, celle basée sur le principe

de la troncature de 'espace d’états illimité.

e Finalement, nous avons étudié le modele de files d’attente avec rappels M/M/C
dans des cas particuliers: abandons exponentiels, arrivées négatives a 'aide de la

méthode de Troncature Finie.

Le travail présenté dans cette mémoire nous permet d’envisager plusieurs axes de recherche

tels que:
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3.6. Troncature finie

e IL serait intéressant de considérer une structure plus complexe en prenant une dis-

tribution générale pour les temps de rappels.

e IL serait, aussi, intéressant de définir une nouvelle approche de résolution des Modele

a multiserveurs.
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Annexe

Un algorithme pour le calcul numérique de la distribution stationnaire dans
le systéme tronqué S*)

En utilisant la forme spécifique des équations (3.6.1)-(3.6.9), nous proposons un algo-
rithme récursif pour le calcul des probabilités PZ»(JM).

On introduit de nouvelles variables rz(jjv [), 0<i<K,0<j <M, comme suit:

(M)

qon _ By
1) M
PO(]\/[)

(M)

Il est clair que, si on trouve les variables r;;"’, alors on peut calculer les probabilités

Pi(]M) comme suit:
(M)
(M) _ "
ij K M (M)
Zizo Zj:o Ty

(M)

ij

(3.6.1)-(3.6.8) pour les probabilités Pi(JM)):

Les variables r;;"’ satisfont I’ensemble d’équations suivant (obtenu & partir des équations

r — 1 (0.0.10)
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Annexe

A+ 430 +n)rs =M™+ G+ D0+ (1) F )t (0.0.11)
0<i<C—-1,0<j<M-1,
A+ C 4 (i — O)y + 50 +n)ri” = x4+ +(+ 1)or™ (0.0.12)
. (M
H(C+ (i + 1= C)y + na)riyy,
C<i<K-20<j<M-—1;
A+ C+ (i = O)y + 50 + )" = ar) + G+ Dor (0.0.13)
O+ (i +1—C)y+ns) 1(+1)j7
i=K—1,0<j<M-—1;
(A+i+ MO+ n,)riar) = )wz(Ml)M + (@ +1)+n5) ,L(H)M, (0.0.14)
0<i<C—-1, j=M,;
A+ C+ (i — C)y+ MO+ )iy = (C+ (i +1—C)y +n)rd? (0.0.15)
"’)‘7’1(M1)M7
C<i<K-=2 j=M,
A+ C+ (i — C)y + MO+ )iy = (C+ (i +1-C)rd? (0.0.16)
+/\rz(]\/ll)M7
i=K—1, j=M,;
A+ C+ (K = Oyl = Ml i+ (G + DO, i + iy, (0.0.17)

1=K, 0<j<M-1

(C+ (K = Oty = Ml + 3t (0.0.18)
i=K, j=M.

(M) par groupe, chacun de taille K + 1. Au début on cal-

(M) (M)

Calculons les variables ar
(M) (M)

o oo s ;

cule 7g,/ ..o, Tepp, €nSULLe 757 g, T oy €6 ainsi de suite, jusqu’a ce qu’on trouve
(M) (M)

TOO 7---.7TK,O .
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Annexe

1. Mettre j = M

1.1 Pour trouver le groupe réj\]\f[), sy r%/)[, réecrire les équations (0.0.14), (0.0.15) et

(0.0.16) comme suit respectivement:

on it MO+ — art

i—1,M .
\ = = 0<i<C—-1;
T i+ D+mn) I
an A+ CH = C)y+ Mo+n)riy — aD, ,
Tivim = - — (C<i1<K-2
: (CH+(i+1—=C)y+mns)
on A+ C+ (i — C)y+ MO+ n,)riar) — )vr,fﬁ?M 1
A (C+(i+1-C)) ’ '
Ce qui est équivalent a
. M M
o _ Q=D+ MO0y Ny
o (i +15) A
. M M
on _ A+C+ (i —1—C)y+ MO+ ) — ), Cil<ic Kot
i (C+ (i = C)y +mns) ’ -
. M M
on_ QA+ CH(I-1-C)y+ Mo+ )M — xrM .

M (C+(@i—-C)) ’ '
D’apres (0.0.10) r(()%) = 1. De ce fait il est possible de calculer récursivement
les variables ri%) s T%.

2. Mettre j = j — 1. Calculer les variables r(()?/[), ...,r%{).
2.1 La dernicre variable r%), peut étre trouvée a partir de équation (0.0.18) (si
j=M-1)
M M
an_ (CH = Oy — At
K,M—1 3 .

Ou a partir de I’équation (0.0.17) avec j remplacé par j+ 1 (sij < M —1):

M M ‘ M
(M) A+ C+ (K- C>7>T§(,j)+1 - Arg(—)1,j+1 —(j+ 2)97’5(—)1,%2
Tk = 3 .
(M) (M)

2.2 Pour trouver les variables s T 45 1IOUS utilisons les équations (0.0.11),

05 -
(0.0.12) et (0.0.13) pour i = 0,....C,...., K — 1. Cet ensemble d’équations a la
forme:

Qi1 + i + 0341 = 05, 0 <1 < K — 1
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ol

WD =N, 6 =G+ nert L
oi=—((i+1)+ns), Bi=X+i+j0+mn, pour C <i< K —2;

i = —(CH+(i+1=C)v+ns), i = A+C+(i—C)y+750+n,, pour C <i < K—=2;

og=—(CH+({i+1-C)y), Bi=A+C+ (i —C)y+ 50 +ns, pour i = K —1;

_ _ (M)
et lesvaleursx 1 =0, zx =71 kj sont connues.

Ces équations, qui sont des équations aux différences, produisent des solutions
numériques comme les équations différentielles de second ordre. L’algorithme le plus
efficace pour leur résolution peut étre trouvé dans plusieurs livres sur les méthodes
numériques (voir, par exemple [?]). D’apres cet algorithme, on calcule en premier

lieu les variables B;, D;, 0 <1i < K — 1, par des formules récursives

BO = 607 DO = 507

;041 D.—§ a; D4
"B  Hi= 0T T
i—1 i1

et puis, a partir de ’équation

B = 5 , 1<i< K -1

Bixi+oxip =D, 0 <1 <K —1;

on calcule récursivement (dans 'ordre inverse) les inconnues xg_1, ..., Z¢, ..., To.

Dans le cas présent, nous avons la procédure suivante:
o Calculer les variables B;;, D;;, 0 <1 < K — 1, a I'aide des équations

Boj = A+ 70 +ns;

A7 + 75 .
Bij:/\+i+j0+ns—%, pour 1 <i<C —1;
=1,
AC  —C s .
Bijj = (A+C+(i—=C)v+j0+ns)— ( +(; )7+n),p0ur0§z§K—2;
=1,
AMC+ (i —C)y)

, pour 1=K —1;
Bi_1,

Dy; = 0;

AD;_
Di; = (j—l—l)@rﬁ?ﬂl—k 5 Lopour 1<i< K —1.
1_17]
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(M)

e Puis calculer récursivement r;;7, 0 <@ < K — 1, (Dans l'ordre inverse, com-

mencer par r%) connu a partir de I'étape 2.1) a l'aide des équations

oy _ Dig+ (C+ (i+1- Oty

i+1lj - .
T’L,A = 7J7Z':K_27...,C;
J Bij
Dy + (i + 1) + n,)r20.
SO0 _ T (( ) +1s) HLi i =C—-1,0-2,..,0.

ig B

ij
3. La répétition de I'étape 2 tant que 7 > 0 permet d’obtenir toutes les variables rg-w)
(ce qui est, successivement pour j = M — 2, M — 3,...,0).

Puisque Pi(jM) = rl(y).Po%), alors on aura:

(M) _ 1

oM 7 K M (M)®
> io ijo Tij

A présent, on peut calculer les probabilités Pi(JM) = rgw).Péﬁ) et les principales

caractéristique probabiliste du systeme tronqué S0,

%)
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