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Résumé

Ce travail a pour objectif d’étudier les notions de base du calcul fractionnaire, puis
de choisir un systéme différentiel non linéaire d’un systéme différentiel fractionnaire
d’ordre multiple avec des retards variables, afin de prouver I'existence et 'unicité de
la solution positive a I'aide de quelques théorémes de point fixe (solution minimale

et maximale et le principe de contraction de Banach).

Mots clés : Systéeme différentiel fractionnaire, ordre multiple, solution positive,

théorémes de point fixe, retards variables.



Abstract

The objective of this work is to study the basic notions of fractional calculus,
then to choose a nonlinear fractional differential system of multiple order with va-
riable delays, in order to prove the existence and uniqueness of the positive solution
using some fixed point theorems (minimum and maximum solution and the Banach

contraction principle).

Key Words : Fractional differential system, multiple order, positive solution,

fixed point theorems, variable delays.



Notations

N : Ensemble des nombres entiers positive.

N*: N — {0}.

R : Ensemble des nombres réels.

R* : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

R™ : Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
C : Ensemble des nombres complexes.

| . || : Norme.

la,b) : Intervalle semi-ouvert de R d’extrémité a et b.
C(la,b],RT) : Espace des fonctions continues de [a,b] dans R*.
AC([a,b] : Espace des fonctions absolument continues sur [a, b].
R — L : Riemann-Liouville.

I'(«) : Fonction Gamma d’Euler.

B(a, ) : Fonction Béta.

[a] : Partie entiere de a.

I : Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville.

D¢ - Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

©D2 : Dérivée fractionnaire de Caputo.



1. Introduction

1 Introduction

Le calcul fractionnaire est un domaine de I’analyse mathématique qui consiste a
étudier la notion d’intégration et de dérivation d’ordre fractionnaire et ses applica-

tions.

Dans les années 60 du siécle dernier, le calcul fractionnaire a fait des progres
remarquables, il est maintenant reconnu comme un domaine important pour les

scientifiques en particulier les mathématiciens.

On pense généralement que le concept de calcul fractionnel provient d’une ques-
tion posée en 1695 par le marquis de L’hopital (1661 — 1704) a Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646 — 1716), qui cherchait & comprendre le sens de Leibniz notation j;—ff
pour la dérivée d’ordre n € Ny = {0,1,2,...} quand n = % ( Et qu’est-ce qui se
passerait si n = %7) Dans sa réponse datée du 30 septembre 1695, Leibniz écrivit a
L’Hopital ce qui suit : "...C’est un paradoxe apparent a partir duquel, un jour, des

conséquences utiles seront tirées. .. "( voir [6], [9], [17], [18]).

Une liste des mathématiciens ayant joué un réle important dans le calcul fraction-
naire, jusqu’au milieu du 20 éme siécle, inclut : P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier
(1822), N.H. Abel (1823 — 1826), J. Liouville (1832 — 1873), B. Riemann (1847), H.
Holmgren (1865 —67), A.K. Grunwald (1867 —1872), A.V.Letnikov (1868 —1872), H.
Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J.Hadamard (1892), O. Hea-
viside (1892—1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E.Littlewood (1917 —1928),
H. Weyl (1917), P. L evy (1923), A. Marchaud (1927), H.T.Davis (1924 — 1936), A.
Zygmund (1935 — 1945) E.R. Amour (1938 — 1996), A. Erdélyi (1939 — 1965), H.
Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949).

Les application de la théorie du calcul fractionnaire apparaissent de plus en plus

fréquemment dans les divers domaines de recherche, par exemple : circulation des
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1. Introduction

fluides, rhéologie, processus dynamiques dans les structures auto-similaires et po-
reuses, transport par diffusion s’apparentant a la diffusion, réseaux électriques, pro-
babilités et statistiques, théorie du controle des systemes dynamiques, viscoélasticité,

¢électrochimie de la corrosion, physique chimique, optique et traitement du signal, etc.

En revanche, la modélisation de nombreux systémes d’ingénierie, de physique
et d’économie peut étre obtenue a ’'aide d’équations avec retard. De nombreuses
recherches ont été effectuées sur I'existence et I'unicité des solutions pour les sys-
temes différentiels fractionnaires a retard. Certains résultats récents sur ces équations
peuvent trouvés dans ([3], [5], [15], [21], [22]).

Notre mémoire est organisé selon le plan suivant :

— Dans le premier chapitre, nous présentons quelques notions préliminaires es-
sentielles, utilissés dans les chapitres suivants.

— Le deuxieme chapitre de cette mémoire est destiné a une étude introductive
des intégrales et dérivées fractionnaires telles que Riemann et Caputo.

— Le dernier chapitre a pour objet ’étude de I’existence et I'unicité d’une solution
positive pour le systéme différentiel fractionnaire d’ordre multiple avec des

retards variables suivant :

CD%xi(t) = fi(t,x1(t), ..., xn(t), 21 (t — T1(8), .., 2n(t — Ta(t)), i€ [l,n],t>0,
x(t) =¢(t) >0, tel[-7,0].

ot D% est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a; € (0,1), pour i €
{1,...,n},z(t) = (x1(t),...,2,(t))’, ou’ désigne la transposée du vecteur, f;
: R x R?" — R sont continues pour i € [1,n],¢(t) = (¢1(¢), ..., ¢,(t)), est un
vecteur de fonction définit sur [—7, 0] & valeurs dans R", et 7; sont des fonction
a valeurs réelles continues définies sur R*, tels que 7 = max{sup,cp+ 7:(t),7 €
[1,n]} > 0.
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CHAPITRE 1

Notions et Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour la bonne compréhen-

sion de ce travail.

1 Notations et définitions

Définition 1.1 (Norme)[19] Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle une norme
sur E tout application || . ||: E — Ry vérifie :

-VeeE:xz||=0=2z=0.

~-VAXeRVz e E:| Az ||= |\ || = || (homogénéité).

~Ve,ye E:flz+y||<|z || + |yl (inégalité triangulaire).

on dit alors que (E, || . ||) est un espace vectoriel normé.

Définition 1.2 (Suite de Cauchy) On dit qu’une suite (u,,) de réels ou de complezes

est une suite de Cauchy lorsque

Ve > 0,dN € N,Vp,q > N, |u, — u,| <e.

Définition 1.3 (Opérateur linéaire) [2] Un opérateur linéaire (ou plus simplement

un opérateur) est une fonction entre deuz espaces vectoriels qui est linéaire sur son

12



2. Espaces fonctionnels

domaine de définition.

Définition 1.4 (Opérateur compact) Soit D C E, un opérateur F' : D — FE est
dit compact si pour tous ensemble borné S C D, F(S) est relativement compact. De

plus, ' est complétement continu s’il est continu et compact.

2 Espaces fonctionnels
Soit Q = [a,b] (—oo < a < b < 400) un intervalle borné ou non borné de R.

Définition 2.1 [10] Pour 1 < p < oo on définit :

i) L’espace L¥'(Q),1 < p < 00, des (classes de) fonctions f réelles ou complezes

sur §) telles que f est mesurable et f; |f(t)|Pdt < oo, muni de la norme :
»

b
I £ L= / oy | (L1)

it) L’espace L>(2) des (classes de) fonctions mesurables bornées presque partout

sur £ muni de la norme :

| £ llo= supess|f(B)] = {M > 03 (t) < M. pp.sur Q). (1.2

Définition 2.2 [10] Soit Q = [a,b](—0c0 < a < b < 400) et n € N. Alors [’espace
des fonction continues, noté C™()), est défini comme l’espace des fonctions f qui

leurs dérivées d’ordre inférieur ou égale a n soit continues sur 2, muni de la norme :

I llow= Y2 I f* lle= D max|fP(@)|.n e N. (1.3)
k=0 k=0

En particulier, si n = 0,C%(Q)) = C(), lespace des fonctions f continues sur {2

muni de la norme :

13



3. Fonctions spéciales

I/ llo= max|f(z)|. (14)
Définition 2.3 [10] Soit Q = [a,b] un intervalle borné de R, alors l’espace des

fonction absolument continues, noté AC(S)), est défini comme ’espace des fonctions

f qui sont primitives de fonctions intégrables, c’est a dire :

xT

AC([a,0]) ={f/Fp € L([a,b] : f(z) = c+ /s@(t)dt}- (1.5)

a

Définition 2.4 Un espace métrique (E,d) est un ensemble E muni d’une application
d: E x E — R appelée distance, qui vérifie les conditions suivantes :
~Va,y € Ed(x,y) >0,d(z,y) =0 z=y.

— d(z,y) = d(y,z) (symétrie).
- Vr,y,z € Ed(z,z) <d(x,y)+d(y, z) (inégalité triangulaire).

Définition 2.5 [12] On dit qu’'un espace métrique (E,|| . ||) est complet si toute

suite de Cauchy de E est convergente.

Définition 2.6 [19] On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé com-

plet sur le corps k =R ou C.

3 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma d’Euler et Béta. Ces

fonctions jouent un role important dans la théorie du calcul fractionnaire.

3.1 Fonction de Gamma

L’interprétation la plus simple de la fonction Gamma d’Euler est simplement la

généralisation de la factorielle pour tous les nombres réels.
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3. Fonctions spéciales

Définition 3.1 La fonction Gamma est en général définie par l'intégrale suivante :

—+00

Ixa)zQ/}f%wﬁda (1.6)

0
avec I'(1) = 1, T'(07) = +oo, I'(a) est une fonction monotone et strictement

décroissante pour 0 < a < 1.

Lemme 3.1 [13] Pour tout a € C, la fonction Gamma vérifie la propriété suivante :

I'(a+1) =al'(a),Re(a) > 0, (1.7)

et

['(n) = (n—1)!, pour tout n € N*. (1.8)

Preuve. Une intégration par parties de (1.6) donne :

+oo
Ma+1) = /e%mmlﬁ
0

+oo
= }e%ﬁ”+a/e%QWt
0

“+o00

= oz/e_tto‘_ldt

= al'(a).

Donc
Fa+1) = al(a).
Pour tout « € N* on a :

15



3. Fonctions spéciales

re) = 1) =1,
I'(3) = 2I(2) =2.10(1) =2,
I'(4) = 30(3)=3.2.1T(1) =3,

INa+1)=al(a) =ala—1)...2.1 =al

Par conséquent

MNa+1) =al (1.9)

3.2 Fonction Béta

Définition 3.2 La fonction Béta (ou la fonction de Bessel de second espéce) est

définie par :

1
B(a,B) = /ta1(1 — ) dt (Rea>0; Ref > 0). (1.10)
0

Proposition 3.1 [8] La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par :
(Rea>0; Ref > 0). (1.11)

16



3. Fonctions spéciales

Preuve. On a

[e o] o0

Ca)(B) = /e_tta_ldt/e_ssﬁ_lds

0 0
= / / et pa—1g6-1 4.
00

Onposet+s =z, pour 0 <t <ooet < s < oo implique 0 < z < oo et
0 <y < 1. Le jacobie est

Dlt, s] Yy x N
= =—ay—z+aYy =—21.
Dz,yl |1-y -z Y Y
Donc
Dit
dtds = ‘ 3] dzdy = xdxdy.
z, Y]
Alors
1
P@rE) = [ [ e et (1= ) adady

D’ou le résultat. m

Remarque 3.1 I s’ensuit de (1.11) que la fonction Béta est symétrique c’est-a-dire :

B(a,8) = B(B,a), (Rea>0; Ref >0). (1.12)

17



4. Quelques théorémes de point fixe

4 Quelques théorémes de point fixe

Les théorémes de point fixe sont des outils trés utiles en mathématiques, essentiel-
lement dans le domaine de résolution des équations différentielles. Dans cette section,

on donne les théorémes de point fixe qui sont nécessaire dans ce travail.

4.1 Théoréme du point fixe (solution minimale et maximale)

Avant de donner le théoréme de la solution minimale et maximale, nous aborde-

rons d’abord quelques définitions que nous avons besoin dans ce travail.

Définition 4.1 Soit A une application d’un ensemble E dans lui-méme. On appelle
point fixe de A tout point u € E tel que : A(4) = .

Définition 4.2 Soit E un espace de Banach réel. Soit K un sous-ensemble non vide
fermé de E. K est appelé cone si ax + by € K pour tout x,y € K et a,b sont réels
positifs ou K N (—K) = {0} et K # {0}.

Définition 4.3 [25] Un sous-ensemble non vide K C E est dit cone s’il est conveze,

fermé, et s’il satisfait les conditions suivantes :

1. AK C K, pour tout nombre positif \,

2. v,—xre K =2=0.
Un cone K introduit un ordre partiel < dans E de la maniére suivante
r<ysiy—ze K.

Définition 4.4 [25] Pour z,y € E lintervalle d’ordre (x,y) est définie par

(,y) ={z€ E:2<z<y}

Définition 4.5 [25] La fonctionnelle h(t,zy,...,x,) est dite croissante sur I x
E" I C R, si pour tout (t,¢y,...,¢,) € I X E" (t,1y,...,1,) € I x E", tels que

¢; < ;.10 € [1,n], on a linégalité suivante

18



4. Quelques théorémes de point fixe

h<t7¢17 c 'agbn) S h<t7¢17 ce 71/}71)

Théoréme 4.1 [25] Soit D un sous-ensemble du come K [’espace partiellement or-
donné E,F : D — E est croissante. S’il existe xg,yo € D telle que xoy < Yo, (o, Yo) C
D et xg,yo sont respectivement des sous et sur solutions de [’équation x — F(x) =0
a une solution minimale et une solution maximale x*,y* € (xq,yo) telle que z* < y*,

lorsque l'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. K est normal et F est complétement continue ;
2. Kest régulier et F' est continue;

3. E est réflexif, K est normal, et F' est continue ou faiblement continue.

4.2 Théoréme du point fixe de Banach

Définition 4.6 [20] Soit (E;d) un espace métrique. Une application f: E — E est
dit k-Lipschitzienne de constante k > 0 s1

Vu,v € E, d(f(u), f(v)) < kd(u,v).

Définition 4.7 [20] L’application k-Lipschitzienne f est dite une contraction si k €
(0,1).

Théoréme 4.2 [20] (Théoréme du point fize de Banach)
Soit (E;d) un espace métrique complet, soit F' une fermée de F, et soit f : FF — E

une contraction. Alors f admet un unique point fixe.

Définition 4.8 Soit U un intervalle de R et soit f une fonction avec f : U — RP.
Soit |.| une norme quelconque dans RP.
i) [ est uniformément bornée sur U s’il existe L > 0 tel que |f(t)| < L pour tout
n et toutt € U.
it) f est équicontinue si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que si ty,to € U et
|ty — ta] < & alors |f(t1) — f(t2)| < € quel que soit n.

19



4. Quelques théorémes de point fixe

Définition 4.9 Une fonction x € § est dite presque équicontinue sur I si elle est

équicontinue dans chaque intervalle [—7,T], —7 < T < 0.

Lemme 4.1 Soit Q C E. Si ) est presque équicontinue sur I et uniformément
bornée dans (E, ||.

o), ot la fonction de poids est positive et continue sur I, et

0(t) = o(0(t)), comme t — +o0,

alors Q est relativement compact dans (E,||.||,)-

20



CHAPITRE 2

Introduction au calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une partie de ’analyse dont ’étude porte sur les opé-
rateurs d’intégration et de dérivation d’ordre non entier. Dans ce chapitre, nous nous
intéressons au calcul intégral fractionnaire et & la dérivation au sens de Riemann-

Liouville et celle de Caputo.

1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

1.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Considérons une fonction f : [a,b] — R, continue et intégrable, ou b peut étre fini

ou infini, une primitive de f est donnée par :

@)@ = [ Feyae 1)

21



1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Pour une intégrale double, on aura :
(IZN)(@) = Lf(If(s))(x)

— / ( / F(t)dt)ds
- f( / ds) £ (1)t

_ / (x — 1) f(t)dt. (2.2)

a

Pour l'intégrale triple, on aura :

(I2f)(z) = ](j(/t f(r)dr)dtds (2.3)

= [([s=nsmaras

a a
xT

= %/(m — )2 f(7)dr.

a

et par récurrence dans le cas général, on aura :

T

— / (z — 1)L F(t)dt. (2.4)

(L f)(z) = =1

a

Cette formule est appelée formule de Cauchy.

Définition 1.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue, l'intégrale de Riemann-

Liouville de f est définie comme suit :

22



1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

T

<mﬁ@wq%5/m—oavwﬁ,

a

ol « est un réel positive (ou méme complexe).

Remarque 1.1 On convient de prendre :

(Iof) (@) = f(2).

Proposition 1.1 [1] [14] Soit f € C°a,b]), pour o, 3 complexes on a :

i) limg o+ (15 f)(z) = f(2).
i) 12(15) = I°*P) Re(a) > 0 et Re(3) > 0.
iii) L7of =107"f, Re(a) > 0.

Preuve. i) Si f € C''([a,b]), alors par intégration par partie on trouve :

xT

(z —a)*f(a) 1

2w = S e [,
et
lim(1°f)(z) = ﬂ@+/¢ﬁﬂt
— H@)+ () - F(a)
Donc

(2.5)

(2.6)



1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Si f € C%Ja,b]), on peut écrire (1% f)(x) sous la forme :

xT

(2 f)(x) = m/(fr—t)“l[f(t)—f(flf)Jrf(w)]dt

a
T

= ﬁ / (z = )" () = f(x))dt + % / (z =) "dt
) /(x — )" () = f(@)] (1)
+ﬁ / (x— )" '[f(t) = f(@)] (I2)

Comme f est continue nous écrivons :
Ve, Ivtqg Vi |t —z| <v=|f(t) — f(z)] <e.

Donc

xT

1 ey
L < — — 1) edt < .
Bl < g [ <
T—p
y—0
= |L]<e (i)
Pour tout a > 0, pour ~ fixé, on a :

1 M
L] < — — 1) ' Mdt < * — (v —a)®).
< [ o= T~ )

a

24



1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

De laquelle il suit, pour p > 0 fixé :

On considére :

127 (@) — )] < [+ T+ L (z)r(fag U f)
= I8 (@) = f(@)] < L] + L] + (@) ﬁ

De (i) et (ii), on a :
lim |13 f(z) = fz)] <€

a—0t

= lim IJf(z) = f(z).

a—07t
ii) On a :
xX

RN = g [0 0D

—4

_ ﬁ / (= 5)* (ﬁ / (s — 1) f(t)dt) ds
— //a:—sals )P f(t)dtds
] /f (/“a1<st>ﬁ lds)dt

En utilisant le changement de variable s = ¢t + (v — t)7 = ds = (x — t)dr, alors :

s=t=>t+@—t)r=t=>7=0
s=rx=>t+(@x-t)r=r=>1=1

25
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

On obtient :
/(a: —8) (s —t)"lds = /(x —(t+z—t)n) Nt + (2 —t)7) N — t)dr

[y

= [(@-0a-n) e - Dr) o - s

0

1
= (z—t)*tF? /(1 — ) Ay
0

Et comme la fonction Béta est définie par :

1

B(p,a) = /(1 — 7)o 8 ar
L(a)L(5)
I'a+6)

Alors la formule précedente devient :

BEDW = o [ 10 (@ or T

1

_ T — a+pB-1
- Faag -0

(L7 ) ().

a

Pour la proposition (7i7), on a :

d. d {1 7 .
D@ = | o =0t ar

a

D’aprés la formule de réccurence de la fonction Gamma d’Euler :
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Ia) = (a—1)I'(a — 1) et comme Re(a) > 1, On peut écrire :

d . B 1 [d -
FINE) = gy | g

a

T

- (a— 1)11“(04 — 1) /(0‘ —1)(z —s) @ DL ()dt

a

x

S r — )1
= / (o= 8) 0

(I3 )(@).

1.2 Intégrale fractionnaire au sens de R-L de quelques fonc-

tions usuelles

1- On considére la fonction f(x) = (v — a)? et on calcule son intégrale :

aaz—aﬁzixx— a=lip — g)f
°(z - a) m)/( 0t — a)’dt.

a

Par le changement de variable ¢t = a + (x — a)7, on obtient :

dt = (z—a)dr

t = a=a+(x—a)T=7=0
t = z=a+(r—a)r=>17=1
Alors :
(@ — a)® = ﬁ/(m Cat (- a)yr) N at (@ — ) — )Pz — a)dt

a
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

= ﬁ/ ) Hx — a)’ P (x — a)dr
a)etB
— (= F<03) (1—7)>t Pdr
r—a)*t’
- S B )
_ F(Oé) ( ) (x_a)a—l—ﬁ
Moo+ 6+1) '
Donc :
Iﬂx—@ﬁzfé%;%%ﬁw—af%. (2.8)

2- La fonction constante f(x) = C

o~ L [ e
°C = F(O‘)a/( t)lCdt
= %/(w t)dt
O (=)
B F(a){ oY L
C o
B aF(a)(t_x)
C (e}
= Tarpt @
D’ou :
o C o
BO= o (2.9)



1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Théoréme 1.1 (25 Si f € L'a,b] et o > 0, alors Uintégrale I¢f(x) existe pour

presque tout x € [a,b] et on a :

I¢f(x) € L'a,b]. (2.10)
Preuve. Soit f € La,b], on a :
1 T +0oo
e [e= 0w = [ e -vena,
avec
w1
o (1) = e ,pour 0 <u<b—a |
0 ,pour u € R — {[0,b — a]}
et

B flu) ;a<u<b
Po(u) —{ 0 R — {[a, 4]} 3

Par construction, ¢; € L'(R) pour j € 1,2, ona: I¢f € [a,b]. =

Théoréme 1.2 [23] [7] Soit a > 0, et supposons que (fx)7, est une suite des fonc-
tion continues uniformément convergentes sur [a,b] alors on peut intervertir l'inté-

grale fractionnaire de Riemann-Liouville et la limite comme suit :

(I Jim fi)(x) = (lim 12 fi) (). (2.11)
Preuve. Soit f la limite de (fz), il est clair que f est continue, et on a l’estimation :
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

T

12 fulw) — [0f(2)] < %a) / (2 — 0 1fult) — f(0)] dt
1 [ .
< mnfk—fnm/(m—t) it

a

1 o
= SISl

1 (e}
m“fk_fnoo(b_a) :

Ce dernier terme converge uniformément vers zéro lorsque k — oo, pour x € [a, b].

Théoréme 1.3 L’opérateur intégrale I est linéaire i.e : St f et g sont deux fonc-

tions telles que IS f et I¢g existent, alors pour ciet co deux réels on a :

I¥(erf + eag)(x) = 12 f(x) + el g(x). (2.12)

Preuve.

xT

I%(erf + cag) (@) = ﬁ / (& — )" (enf + cag)(B)dt

a

1 [ a—1 1 f a—1
m/(x—t) Ft)dt + e /(x—t) g(t)dt

- I'(a)
= ol f(z) +calig(w).

a a
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

1.3 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.2 Soit n — 1 < a < n avec n € N\{0}, on appelle dérivée d’ordre o

au sens de Riemann-Liouville la fonction f définie par la relation suivante :

oz = (o) [N (213

Exemple 1.1 On prend la méme fonction précédente f(x) = (x — a)?, et on calcule

leur dérivées fractionnaire au sens de R-L d’ordre « :

Do —af = (1) M-,

On a vu la formule de lintégrale d’ordre a de cette fonction, alors pour ’ordre

n — o on trouve :

n—ao o F(ﬁ + 1) +n—a
I %(x —a) _F(ﬁ—{—l—i—n—@)(x_a)ﬁ .
Donc
RL ya _ d\" L(B+1) n—a
-’ = () [rariensae o)
_ F<ﬁ+1) i " T —a +n—a
- T(B+1+n-—a) (dx) ( y
B Lp+1) F(ﬁ+n—a+1)< o)
T T@+l+tn—a) IB-at1 o °
F(B + 1) (SC _ a)ﬁfa
I'g—a+1) '
Car on a :

(%> (x—a) ™= (B+n—a)f+n—a—1)...(B+n—a—(n—1))(z—a)’

31



1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

(B+n—a)
(B+n—a—n)!
FG+n—a+1)

I'(B—a+1)

(x — a)ﬁ’o‘

(z —a)’.

Par conséquent :

r'B+1)

af. _ \B —
i —a) “TB-—a+l)

(x —a)’~. (2.14)
Exemple 1.2 Maintenant, on aura la dérivée d’ordre o d’une fonction constante,
d’aprés l’exemple précédent, on prend 3 = 0 on trouve :

T(0+1)

RLpa(y _ )0 —
o(r=a) r'o—a+1)

(x —a)’™™

BLpoq = (x —a)™™ (2.15)

I'l —a)

Remarque 1.2 La dérivée d’une constante au sens de Riemann-Liouville n’est pas

nulle.

Le lemme ci-dessous prouve que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est

I'inverse gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire :

Lemme 1.1 [11] Soit a > 0, alors pour tout f € L*[a,b], on a :

DI f(t) = f(b), (2.16)

pour presque tout t € [a, b].

Preuve. En utilisant la proposition (ii), on obtient :

DRIgf(t) = D"~ 15 f(t) = D" I3 f(t) = [(1),
presque partout sur [a,b]. =
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Lemme 1.2 [11] Soient « > 0 et n = [a] + 1. Si f € AC"[a,b], alors la dérivée

fractionnaire BV D f existe presque partout sur |a,b], en plus elle est donnée par :

. n—1 (k) . 1 t f(n)(s)
Das() Zr 1—|—l<;—a (t—a)f _r(n_a)/(t_s)a_nﬂd& (2.17)

k=0

Théoréme 1.4 [7] Soient f et g deux fonction dont les dérivées fractionnaire de

R-L, pour c; et co € R, on a :

"D (eLf (2) + eag(2)) = e D f(2) + " Dyg(x). (2.18)

Preuve.

BD )+ agle) = (1) (s + aglo)
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.1 Soit o € R™, on appelle dérivée de f au sens de Caputo la fonction

définie par :

x

/(a; — )L ) (yat, (2.19)

a

1

D2 ) = (L)) = o

Exemple 2.1 Concernant la dérivée de fonction f(x) = (x —a)®, on a :

°D¥x—a) = I'° ((%)n (z — a)ﬂ>

b+1—n
R A N
N r(5+1—n)la ( y
. T(@B+1) TE+1 _”>(x—a)ﬁ—a
C TB+1-n)TB+1-a) '
Donc
“D%(x —a)’ = T L@+1) (x —a) ™. (2.20)

B+1—a)

Remarque 2.1 La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle,

d’aprés la définition :
“DeC = I"*(0) = 0,YC € R. (2.21)

Lemme 2.1 [16] La dérivée de Riemann-Liouville et celle de Caputo sont liés par

la formule suivante :
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

T [P (a)(@ — a)f

(“Dg f)(x) =" D | f(x) — Z: o (2.22)
Ou
a L o — / k) x_a)k “
(“Dif)(w) = ("D f T k+1_a) (2.23)

Preuve. D’aprés la définition, on a :

D) = () = () P

- (&) reere
- () - 5 e

_ RLD(C;[ nlf x—a)k]

Remarque 2.2 On déduit que si f*)(a) =0 pour k=0,1,2,...,n—1 on aura :

“p> =RE po. (2.24)

Proposition 2.1 [1] [11] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo vérifie les pro-

priétés sutvantes :
L “Dy(Igf) = f.
2. Si“Def =0 alors f(z) = Z;:Ul cj(x —a).
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

3. I8(ODgf)(w) = flw) + 312y L9 (a).
4. Sio<a,8<laveca+f<1et fdeclasse C*
(“Dg o® D) f = DgtP = (°Df o D) f.

Preuve. 1. On a :

Dz - 1t |() )

"o YD (o) (z — a)l
_ e [[;f@) S st >]

jzo

< (I A\D(a)(z — a)i @
— RLD:[Isf](x)_ ([ f) ()( )

M

= F'G+1-o)
— DRI () - 3

= "Dy f](x)
= [flx).

D’ou le résultat.

2. On a par définition :

On a (“D%f)(z) = 0 ca implique que I~ K%)" f(:c)} =0,

et alors g\
() 5o
D’ou
n—1 ($ _ a)J A
f@) =3 S )
=0 '



2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

3. On peut donc considérer que :

[(ODgf)(x) = L3I f"(x)

= I"f"(x)
n—1 i j
_ )+ f9(a)(z — a) .
7=0
4. On a :
(“De o’ DOV = (U *oDYo (I, PoD")f
= ( o= BOIBODI I;fBODl)f
— (IlaB CDI,B Il—,BODl)f
— ([ (8 5 D )f
— C’Doc+ﬁ
car on a
IP0 D' =Y DI7P et “DI P o178 = I. (identité)
Donc

(D3 o€ DY) f =€ D3P,
d’ou le résultat. m
Théoréme 2.1 [25] Soient f et g deux fonction définies sur [a,b], telles que © D2 f

et CDgg existent presque partout, et sotent c; et co € R alors, CDg(clf + cog) existe

presque partout et on a :

“Dg(erf (@) + eag(w)) = 1 “Dg f(2) + ¢ “Dgg(x). (2.25)
Preuve. La preuve découle directement de la définition, on a :

T

]' n—a—1 n
@t + e o

“Dy(erf (@) + eagl)) = Tn—a)

a
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

2.1

X
1

- / (x — £ L F ()t

+m a/(!)? — t)n—a— g(t)ndt

= al " f"(@) + el 9" (x)
= ¢ “Df(x) +cy “Dg().

Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo et celle de Riemann-Liouville

— L’avantage principale de ’approche de Caputo est que les conditions initiales

des équation différentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent
la méme forme comme pour les les équations différentielles d’ordre entier des
fonctions inconnues en borne inférieur x = a.

Une autre différence entre la définition de Riemann et celle de Caputo est que la
dérivée d’une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville
elle est ﬁ(x —a)™ .

Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver a la dérivée frac-
tionnaire au sens de Caputo est également 'inverse quand on suit I'autre sens
(Riemann-Liouville), ¢’est a dire pour trouver la dérivée fractionnaire d’ordre «
oum—1 < a < m par approche de Riemann-Liouville, on commence d’abord
par l'intégration fractionnaire d’ordre (m — «) pour la fonction f(x) et puis on
dérive le résultat obtenu a 'ordre entier m, mais pour trouver la dérivée frac-
tionnaire d’ordre o ot m — 1 < a < m par ’approche de Caputo on commence
par la dérivée d’ordre entier m de la fonction f(x) et puis on l'intégre d’ordre

fractionnaire (m — «).
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Différentiation Intégration Différentiation Intégration

a=13

¢ > | < >
el L f' f(t) F1 F2 F3 o B 2 f(t) F1 F2 F3
(a) ey m=3 | Prengiére étape (a)
m-a=0.7
. (b)
m=3
‘ Deuséme étape (b)

a=2.3

Représentation graphique de dérivée de Riemann Représentation graphique de dérivée de Caputo

2.2 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

1. La linéarité :

la dérivation fractionnaire est une opération linéaire
D¥(e1 f(t) + cag(t)) = c1 DYf(t) + caD%g(t). (2.26)

2. La regle de Leibniz

Pour un entier n on a :

dx™

Z @) = 3 (1) 10w (227)

La généralisation de cette formule pour la dérivation fractionnaire est la sui-

vante :

D(f@)g(e)) = 3 () 79D gte) + (o)

oun>a-+1et

RO(2) = nlr(l )/(a:—t a1 p () dt/ o

t
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

On effectue le changement de variable suivant :
T=t—g(x—t)ett=a+n(zr—a),

on obtient :
lim R(x)=0.

n——+00
Si f et g sont continues sur [a,z], ainsi que toutes leurs dérivées, la formule
s’écrit :

D(f@)a(e)) = X () 7D gt (2.29)

k=0
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CHAPITRE 3

Etude d’un systéeme fractionnaire a retards variables

1 Position du probléme

Dans ce chapitre, notre but est d’étudier ’existence et 1'unicité d’une solution
positive pour le systéme différentiel fractionnaire d’ordre multiple avec des retards

variables

CD%xi(t) = fi(t,x1(t), ..., 20(t), z1(t — T1(t), ..., 20(t — To(1))), i€ [1,n],t>0.
(3.1)

avec la condition

x(t) =¢(t) >0, tel-T,0], (3.2)

ot “D% est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre a; € (0,1), pour i €
{1,...,n}x(t) = (x1(¢),...,2,(t)), on’ désigne la transposée du vecteur, f; : RT x
R?*" — R sont continues pour i € [1,n],¢(t) = (¢(t),...,¢,(t)), est un vecteur de
fonction définit sur [—7, 0] & valeurs dans R™, et 7; sont des fonction & valeurs réelles

continues définies sur R, tels que 7 = max{sup,cp+ 7i(t),i € [1,n]} > 0.
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2. Existence de solution

Nous commengons par démontrer 1’existence d’une solution positive au probleme
(3.1 — 3.2) a 'aide de la méthode de sous et sur solution (sur un cone), puis nous

traitons I'unicité de la solution positive.

2 Existence de solution

Dans cette section, nous prouvons l’existence de solution positive du probleme
(3.1 — 3.2). Nous commengons par établir I’équivalence entre le probléme (3.1 — 3.2)

et une équation intégrale dans le lemme suivant :

Lemme 2.1 [3] La fonction vecteur x(t) := (x1(t),...x,(t)) est une solution du

probléme (3.1 — 3.2) si et seulement si

m@%:{¢K®+J%ﬁ@xﬂ&“.wAﬂxﬂt—ﬁﬁnpug%U—TAOMt>0
Z o,(t), 1 € [=7,00,i € [1,n].

Preuve. Pour t > 0, ’équation (3.1) peut s’écrire comme

D (t) = fita (). .. vt ot =7 (0)). ot = 7u(1)).

Appliquant 'opérateur 1 sur les deux cotés,

[Dai(t) = I%fi(tar(t), ... an(t),21(t — T1(8)), .., 2alt — ().
zi(t) —2(0) = IOfi(t,1(t), .. an(t), 21t — 71 (1), ..., 2n(t — (1))

Alors

zi(t) = &;(0) + I fi(t, x1(t), ..., xp(t), x1(t — 71(8)), .. ., xp(t — T0(2))).
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2. Existence de solution

Maintenant, pour trouver la solution du probléme (3.1), nous utilisons la défini-

tion de I'espace E.

Soit l'espace E = [C[—7,400),RT)]™ la classe de tous les fonctions n—vecteurs

colonnes continues, muni de la norme

2l = Zsuy{e‘mlxi(t)l},x €E,
te

i=1
ou N € Rtsera choisi plus tard.

Dans l'espace E, le cone K définie par

K={zxeFE:x(t)>0,tel,iclln]}

et

D={zxeK:z(t)=9¢(t), —7<t<0}CK.

Il est clair que K est un cone normal dans E.

Remarque 2.1 Un cone K est appelé normal s’il existe une constante ¢ > 0 telle

que pour tout x,y € F :

Si0 <z <y alors |z| < c|yl-

Nous définissons 1'opérateur intégral F' par

¢i(t>’ te [_77 O]

e { ¢;(0) + I fi(t, 21 (2), . .. wn(t), 21 (t — T1(2), ..., 2n(t — Ta(2))), £ > 0.
(3.3)

On impose les hypothéses suivantes :

(Hy) Il existe g;j, hij : RT — Rt continues et bornés, telle que
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2. Existence de solution

filt,ug, .. up, 01, 0p) < Zgij(uj) + Zhij(vj) pour i =1,2,...,n.

Jj=1 Jj=1
(Hy) Pour i = 1,2,...,n, f; : RT x R?™ — R" est une fonction continue et
croissante.
(H3) T existe ug = (ud,...,ul),vo = (v3,...,v3) qui sont respectivement une

sous solution et une sur solution du probléme, satisfaisant u(t) < vo(t),t € [0, 4+00).

Pour l'existence de la solution du probléme (3.1 — 3.2), on a besoin du lemme

suivant :

Lemme 2.2 [5 On suppose que (Hy) est vérifiée, alors lopérateur F' : D — E est

complétement continu.

Preuve. L'opérateur F' : D — FE est continu compte tenu de 'hypothése de conti-
nuité de f.

Soit G C D borné, c’est a dire il existe une constante [ > 0 tel que ||z|| < [,Vz €

G.
Pour chaque x € G, compte tenu de 'hypothése (H;) on a pour i € [1,n] :

[Fz;(t)] < |&;(0)] +
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2. Existence de solution

Alors, pour N > 0, on a

B B t—S a;—1 .
N ()] < M a0+ 3 / N(=8)g=Nag, (5. (s))ds

Jlo

t_
T Z / SV Nl ) NG [ (s — () ds.

Pour simplifier, on pose 7;(s) = s — 7;(s), et en effectuant le changement de
variable u = N(t — s) on trouve :

t

. a;—1
RG] < O+ L e el [ e
0

t_ S 041_1 .
_|_Z/ N(t=r;(s) o —Nr;(s) |h¢j(l’j(7°j(5))|ds
J=17

alfl

< Mo (0 |+Zsup{e Lo (€)1} / N gs
el

al—l
—l—Zsup{e hij(z;(& ‘}/N%F (@) e e NN dy

3156

Compte tenu de ’hypothese (Hy), il existe L, L; tel que L; = sup,c{e"" [gi;(z;(t)]}, L =
supye{e ™" |hij(2;(t)|}, pour 4, j € [1,7]. Donc

alfl

e N Fx ()] < e Mg (0 H—ZL NeT(a )_“du

/ e U fN‘rJ(tf—)
+ZL /Nazr du
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2. Existence de solution

2 (L + L)
Ne

e N Fa(t)] < c+ V>0

Ainsi F'G est uniformément borné.

Maintenant, on montre que F'G est localement équicontinue. Il y a trois cas

possible pour i € [1,n] :

Cas 1. Pour chaque x € G,¢; > 0,VT € [0, +00), t1,t5 € [0,T],t1 < ta. Soit

1
(&l e _ ' '
%i = (22?:1(%-&-::;) , puis quand t3 —t; < d;, on a :

t1

< / % [fi(s, 2i(s), 21(s = 71(5)), - 2a(s = Tuls)))| ds
_ / % |[fi(s, zi(s),21(s = 71(5)), ..., 2nls — Tn(s)))| ds
N / % [fi(s, zi(s),21(s = 71(5)), ..., &nls — Tn(s)))| ds
"1 7 1 i—1
< Z T'(a;) /((tl =) = (t2 = 8)" ) (93 (25(8)) + D (s = 7;(s)))) ds

+> / % (9ij(2;(8)) + hij(zi(s — 7;(s)))) ds.

=17 G

3l > 0 tel que pour x € G, |z|| < I, alors |x;(t)] < leNt < leNt. De plus, les
fonction g;;(x;) et hij(xi;) sont bornées, donc Jcj, ¢ 1 ¢; = supyeioqy lgij(zi(t))]

¢y = supyeo y [hij (2 (t — 7)), Vi, j = 1,2,...,n. Alors
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2. Existence de solution

t1
1 o -
< Zr 4 /((tl—s) T (= 8) ) (¢ + ))ds
— T'(;)
Jj=1 0
tQ — S -1 ’
—1—2/ (¢ —I—cj)ds
J= 1t1
n + , t1 to
ci + ¢
< lj“( )J {/ (1 —s)* ' = (ta— )™ ") ds+ /(tg — s)o‘llds}
Q;
=1 0 t1
- Cj +C; a; ; a; o
< jzlaif(ai){(t2_tl) +17 =ty + (f2 — t1)™}
"¢+
< 2 LIy — )
2 Ty 271

< 22 Fazjéal_ez

Cas 2. Pour chaque 2 € G, ¢; > 0,t; € [—7,0],t2 € [0,T],VT € [0, +00). Puisque
¢i S C[—T,O],El(sl : |¢z(t1> — ¢2(0)’ < % quand 00—t < J. Quand to — 11 < (51,51 =

. / e;(a;+1) .
min (5 , (—22?21(%%9)), on a:

|Fz;(t;) — Fa;(ts)|

to

(tQ—S)aiil
< [6,(h) — 6,(0)] + / ey s ) ma(s = ma(9)), s ) ds
< §+/ ’52‘8 Z{gw 25(5)) + hij (@5 (s — 74(5))]} ds
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2. Existence de solution

Fat) — Pr(ts)] < @43 955
2 — OZZ'F(OQ‘)

6~ G+
< & TG s
2+;F(ai+1)z

Donc

!Rmm—F@@n<§+§:q

Cas 3. Pour chaque x € G, ¢; > 0,11,t2 € [—7,0]. En fait, par continuité de ¢,,
quand t, —t; < d;, on a

|Fai(ty) — Fai(t)| = [¢:(t1) — ¢i(t2)| < &

Par conséquent, F'G est équicontinue dans chaque intervalle borné. On conclut
que FG est relativement compact. Donc 'opérateur I’ est complétement continu.

Ceci acheve la preuve. m

Dans la définition suivante, nous introduisons la définition de sous et sur solutions
de I’équation ( 3.1).

Définition 2.1 [24] [4] La fonction uw € E est appelée sous solution du probléeme

(3.1—3.2) si

D% (t) < filt,ur(t), .. un(t), ur(t — 71(1)), ... un(t — 71(t))), i € [1,n],t > 0,
et

u(t) < ¢(t), te[—,0]

De méme, la fonction v € E est appelée sur solution du probléme (3.1 — 3.2) si
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2. Existence de solution

CDYu(t) > filt,va(t), ... va(t),v1(t = (1)), ..., va(t — 71(t))), i € [1,n],t > 0,
et

v(t) > ¢(t), te[—,0].

Si les inégalités sont strictes, u(t),v(t) sont appelées sous et sur solutions strictes.

Notre résultat principal dans cette étude est le théoréme suivant, qui donne des
conditions suffisantes pour que le probléme (3.1—3.2) a au moins une solution positive
sur [0, 4+00).

Théoréme 2.1 [3On suppose que (Hy) — (Hs) sont vérifiés. Alors le probléme

(3.1 — 3.2) a au moins une solution positive.

Preuve. Par le lemme (2.1), le probléme (3.1 — 3.2) est équivalent au probléme du
point fixe z = Fx. De plus, par le lemme (2.2), on a F' : D — E est complétement

continue. Par (H3), si z,y € D,z <y, on a pour i € [1,n] :

Fa;(t) = x;(0) + I fi(t,x1(t), ..., xn(t), z1(t — 71(2)), ..., xn(t — Tn(t)))
< yZ(O) + Iaifi(tv yl(t)a cet ayn(t)ﬂ yl(t - Tl(t))> cet ayn(t - Tn<t)))
< Fy(t).

Donc F' est un opérateur croissant. Il est clair que pour j € [1,n] : ué < F ué,
vl > Fuvl. Par conséquent, d’aprés le théoréme (4.1), z = Fz a un point fixe z €

(up,v9) . M
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2. Existence de solution

Exemple 2.1 Considérons le probléeme suivant

( D2a(t) = e~t[r + arctan(z (t — e 2))]%% >0,
Dsa(t) = (2t + 1)1 [Z arctan(z; ()] + e‘3t—2_f2$(t(tciis(2()t))),t > 0, (3.4)
ri(t) =4+t t €[-3,0].
\ zo(t) = t*,t € [-3,0].
On a
o = 3,00 = 3, 71(t) —2—|—t+1, To(t) = cos?(t), T = 3,
et

N|=

fl(t7u17u27vlyv2) :e_t[ﬂ-—i_ar(:tanvl] # \2/14-713’

—3t_v3

f2(ta Uy, Uz, V1, U?) = (Qt + 1)_1[% + arctanul] +e m’

Qui peut étre estimé de la maniére suivante :

2
U
t,u1, Ug, V1,V < e [r + arctanv 2 2
fi(t ur, ug, v1,v2) < [ 1] (t+ D21 + )
ul
< 7r+arctanv1+—22,
1+ wuj
et
fa(t, uq, ug, v v)<7r+arctanu + s
271)27172_2 1 2—'—'{}%
Donc

2
s
gn(ul) = 0,g12(U2) 1+ hu(’Ul)—7T+aI'CtaIlU1,h12("U2) 0,
() = * -+ axct (1) = 0, s (1) = 0, han() = 2
= — + arcta = = = .
g21(U1 5 rctan Uy, gao (U2 y 21 (V1 y 22 V2 2+v§

De plus, il existe 1, et 1y tels que

20



3. Unicité de la solution

3r _, 1
Ji(t,uy, up,v1,v2) < ¢ + ESE =y (1),
fQ(t,U,l,Ug,’Ul,UQ) S ;ﬁ+€_3t:¢2(t)‘

Nous vérifions facilement que f0+o°(t — 5)"24,(s)ds et f0+o°(t — §)"31hy(s)ds sont
finies. Par conséquent, tous les hypothéses du théoréme (2.1) sont satisfaites et donc

le probléme (3.4) a au moins une solution positive.

3 Unicité de la solution

Un théoreme important de I'unicité de la solution positive est le résultat suivant :

Théoréme 3.1 [5] Soient f; : RT x R*™ — RT continues et satisfont la condition de

Lipschitz pour i € [1,n] :

’fi(taula"'>un7U17"'7Un>_fi(tavla--wvna‘/la"'avn)’

<Y g lug — vl + > ki [U; = Vi
j=1 j=1

Alors le probléme (3.1 — 3.2) a une unique solution positive.

Preuve. Soient u,v € D, alors :

[ (t—s)e!
< ZO/W {ij luj(s) —vj ()| + Kij luj(s — 7;(s)) —vj(s — 7;(s))[} ds

Soient [ = Z?:l ‘lzj’ = anl max |l1]‘ ,k = Z?:l ‘k”| = Zﬂzl max ‘kzj’ Alors

J J
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3. Unicité de la solution

e N Fuy(t) — Fuy(t)]

no o;—1
< Z / %e‘mt_s)e_l\[S lu;(s) —v;(s)] ds

j:l 0

t
- (t_s)ai_l —N(t—s+7;(s)) ,—N(s—7;(s
3 [ e e s 1) — s = 7,5 s

Jj=1 0

On pose 7;(s) = s — 7,(s)

e IFUi( ) = Fui(t)]

_ az—l
ZZ/ —s) NE=9)e=Ns |y (s) — v;(s)| ds

]10

t
n (t_8>a171 B (s _Nri(s
WZ/ Tyt e (1)) = vy )] s,

IN

[\
»
o
ko)
—
o
P4
Iy
=
<
™~
S~—

—v;(9)I} / (o 1: T o) g

Jj=1 4
n t ( ) .
t_S “ ri(s
e Yo sp (e uy©) = o)y [ e s
Jj=1 0 7
Nt
N£ 1 ual—l
< zZSup{e 459 = v} e [
0
Nt 1
& rteTU N,
+k Zsup {e NE ;i (€) vj(5)|}/me N7 (t=%) g,
Jj=1 0 7

Par conséquent
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3. Unicité de la solution

e N Fuy(t) — Fu(t)|

Nt
Ne 1 u®i—le~u
< Zsup{e lu; (€) — v; (&)} Naz o) du
a1—1 —u
+k; Zsup{e 5|u] |}/Nazr (o)
< P vl gy,
li + ki
< Ll ol

Donc

|Fu— Fully, = Zsupe Nt Fu,(t) — Fuo(t)]

tel
g L ST
u v
B =1 Nai N
I+ k
= nNai HU_UHN’

Ol o = maxj<;<,, ;. Par conséquent

I+ kK

S =l

[Fu—Fully <n

Nous choisissons N assez grand de telle sorte nl+k < 1, Alors, d’apres le théoréeme
de point fixe de Banach, F' a un point fixe unique dans D, qui est I'unique solution

positive. m
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Conclusion

Dans ce mémoire, notre intérét se porte sur I'étude d’un systéme d’équations
différentielles fractionnaires non linéaires avec des variables a retard. Nous avons
appliqué dans ce travail certains théorémes de point fixe, qui permettent d’établir

I’existence et I'unicité d’une solution positive.
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