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 ملخص

 

 

ثم  الكسري،الهدف من هذا العمل هو دراسة المفاهيم الأساسية لحساب التفاضل والتكامل 
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 ومبدأ انكماش باناخ(. الأقصى
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 التأخيرات المتغيرة. الثابتة،النقطة 

 



Résumé

Ce travail a pour objectif d�étudier les notions de base du calcul fractionnaire, puis

de choisir un système di¤érentiel non linéaire d�un système di¤érentiel fractionnaire

d�ordre multiple avec des retards variables, a�n de prouver l�existence et l�unicité de

la solution positive à l�aide de quelques théorèmes de point �xe (solution minimale

et maximale et le principe de contraction de Banach).

Mots clés : Système di¤érentiel fractionnaire, ordre multiple, solution positive,
théorèmes de point �xe, retards variables.
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Abstract

The objective of this work is to study the basic notions of fractional calculus,

then to choose a nonlinear fractional di¤erential system of multiple order with va-

riable delays, in order to prove the existence and uniqueness of the positive solution

using some �xed point theorems (minimum and maximum solution and the Banach

contraction principle).

Key Words : Fractional di¤erential system, multiple order, positive solution,
�xed point theorems, variable delays.
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Notations

N : Ensemble des nombres entiers positive.
N� : N� f0g:
R : Ensemble des nombres réels.
R+ : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
Rn : Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
C : Ensemble des nombres complexes.
k : k : Norme.
[a; b) : Intervalle semi-ouvert de R d�extrémité a et b:
C([a; b];R+) : Espace des fonctions continues de [a; b] dans R+:
AC[a; b] : Espace des fonctions absolument continues sur [a; b].

R� L : Riemann-Liouville.

�(�) : Fonction Gamma d�Euler.

B(�; �) : Fonction Bêta.

[�] : Partie entière de �:

I�a : Intégral fractionnaire de Riemann-Liouville.

D�
a : Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

CD�
a : Dérivée fractionnaire de Caputo.
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1. Introduction

1 Introduction

Le calcul fractionnaire est un domaine de l�analyse mathématique qui consiste à

étudier la notion d�intégration et de dérivation d�ordre fractionnaire et ses applica-

tions.

Dans les années 60 du siècle dernier, le calcul fractionnaire a fait des progrès

remarquables, il est maintenant reconnu comme un domaine important pour les

scienti�ques en particulier les mathématiciens.

On pense généralement que le concept de calcul fractionnel provient d�une ques-

tion posée en 1695 par le marquis de L�hôpital (1661 � 1704) à Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646 � 1716), qui cherchait à comprendre le sens de Leibniz notation dnf

dxn

pour la dérivée d�ordre n 2 N0 = f0; 1; 2; : : :g quand n = 1
2
( Et qu�est-ce qui se

passerait si n = 1
2
?). Dans sa réponse datée du 30 septembre 1695, Leibniz écrivit à

L�Hôpital ce qui suit : ". . . C�est un paradoxe apparent à partir duquel, un jour, des

conséquences utiles seront tirées. . . "( voir [6]; [9]; [17]; [18]).

Une liste des mathématiciens ayant joué un rôle important dans le calcul fraction-

naire, jusqu�au milieu du 20 ème siècle, inclut : P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier

(1822), N.H. Abel (1823� 1826), J. Liouville (1832� 1873), B. Riemann (1847), H.
Holmgren (1865�67), A.K. Grunwald (1867�1872), A.V.Letnikov (1868�1872), H.
Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J.Hadamard (1892), O. Hea-

viside (1892�1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E.Littlewood (1917�1928),
H. Weyl (1917), P. L´evy (1923), A. Marchaud (1927), H.T.Davis (1924� 1936), A.
Zygmund (1935 � 1945) E.R. Amour (1938 � 1996), A. Erdélyi (1939 � 1965), H.
Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949).

Les application de la théorie du calcul fractionnaire apparaissent de plus en plus

fréquemment dans les divers domaines de recherche, par exemple : circulation des
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1. Introduction

�uides, rhéologie, processus dynamiques dans les structures auto-similaires et po-

reuses, transport par di¤usion s�apparentant à la di¤usion, réseaux électriques, pro-

babilités et statistiques, théorie du contrôle des systèmes dynamiques, viscoélasticité,

électrochimie de la corrosion, physique chimique, optique et traitement du signal, etc.

En revanche, la modélisation de nombreux systèmes d�ingénierie, de physique

et d�économie peut être obtenue à l�aide d�équations avec retard. De nombreuses

recherches ont été e¤ectuées sur l�existence et l�unicité des solutions pour les sys-

tèmes di¤érentiels fractionnaires à retard. Certains résultats récents sur ces équations

peuvent trouvés dans ([3], [5]; [15]; [21]; [22]).

Notre mémoire est organisé selon le plan suivant :

� Dans le premier chapitre, nous présentons quelques notions préliminaires es-

sentielles, utilissés dans les chapitres suivants.

� Le deuxième chapitre de cette mémoire est destiné à une étude introductive

des intégrales et dérivées fractionnaires telles que Riemann et Caputo.

� Le dernier chapitre a pour objet l�étude de l�existence et l�unicité d�une solution

positive pour le système di¤érentiel fractionnaire d�ordre multiple avec des

retards variables suivant :

(
CD�ixi(t) = fi(t; x1(t); : : : ; xn(t); x1(t� � 1(t)); : : : ; xn(t� �n(t)); i 2 [1; n]; t > 0;

x(t) = �(t) � 0, t 2 [�� ; 0]:

où CD�i est la dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre �i 2 (0; 1); pour i 2
f1; : : : ; ng; x(t) = (x1(t); : : : ; xn(t))0, où 0 désigne la transposée du vecteur, fi
: R+�R2n ! R sont continues pour i 2 [1; n]; �(t) = (�1(t); : : : ; �n(t))0, est un
vecteur de fonction dé�nit sur [�� ; 0] à valeurs dans Rn; et � i sont des fonction
à valeurs réelles continues dé�nies sur R+, tels que � = maxfsupt2R+ � i(t); i 2
[1; n]g > 0:

11



CHAPITRE 1

Notions et Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour la bonne compréhen-

sion de ce travail.

1 Notations et dé�nitions

Dé�nition 1.1 (Norme)[19] Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle une norme
sur E tout application k : k: E ! R+ véri�e :
� 8x 2 E :k x k= 0) x = 0:

� 8� 2 R;8x 2 E :k �x k= j�j k x k (homogénéité):
� 8x; y 2 E :k x+ y k�k x k + k y k (inégalité triangulaire):
on dit alors que (E; k : k) est un espace vectoriel normé.

Dé�nition 1.2 (Suite de Cauchy) On dit qu�une suite (un) de réels ou de complexes
est une suite de Cauchy lorsque

8� > 0;9N 2 N;8p; q � N; jup � uqj < �:

Dé�nition 1.3 (Op�erateur lin�eaire) [2] Un opérateur linéaire (ou plus simplement
un opérateur) est une fonction entre deux espaces vectoriels qui est linéaire sur son

12



2. Espaces fonctionnels

domaine de dé�nition.

Dé�nition 1.4 (Op�erateur compact) Soit D � E, un opérateur F : D ! E est

dit compact si pour tous ensemble borné S � D;F (S) est relativement compact. De

plus, F est complètement continu s�il est continu et compact.

2 Espaces fonctionnels

Soit 
 = [a; b] (�1 � a < b � +1) un intervalle borné ou non borné de R.

Dé�nition 2.1 [10] Pour 1 � p � 1 on dé�nit :

i) L�espace LP (
); 1 � p < 1, des (classes de) fonctions f réelles ou complexes
sur 
 telles que f est mesurable et

R b
a
jf(t)jpdt <1, muni de la norme :

k f kp=

0@ bZ
a

jf(t)jpdt)

1A
1
p

: (1.1)

ii) L�espace L1(
) des (classes de) fonctions mesurables bornées presque partout

sur 
 muni de la norme :

k f k1= sup
t2


essjf(t)j = fM � 0; jf(t) �M; p.p.sur 
g: (1.2)

Dé�nition 2.2 [10] Soit 
 = [a; b](�1 � a < b � +1) et n 2 N. Alors l�espace
des fonction continues, noté Cn(
), est dé�ni comme l�espace des fonctions f qui

leurs dérivées d�ordre inférieur ou égale à n soit continues sur 
, muni de la norme :

k f kCn=
nX
k=0

k fk kC=
nX
k=0

max
x2


jf (k)(x)j; n 2 N: (1.3)

En particulier, si n = 0; C0(
) � C(
), l�espace des fonctions f continues sur 


muni de la norme :

13



3. Fonctions spéciales

k f kC= max
x2


jf(x)j: (1.4)

Dé�nition 2.3 [10] Soit 
 = [a; b] un intervalle borné de R, alors l�espace des
fonction absolument continues, noté AC(
), est dé�ni comme l�espace des fonctions

f qui sont primitives de fonctions intégrables, c�est à dire :

AC([a; b]) = ff�9' 2 L([a; b] : f(x) = c+

xZ
a

'(t)dtg: (1.5)

Dé�nition 2.4 Un espace métrique (E; d) est un ensemble E muni d�une application
d : E � E ! R appelée distance, qui véri�e les conditions suivantes :
� 8x; y 2 E d(x; y) � 0; d(x; y) = 0, x = y:

� d(x; y) = d(y; x) (symétrie).

� 8x; y; z 2 E d(x; z) � d(x; y) + d(y; z) (inégalité triangulaire).

Dé�nition 2.5 [12] On dit qu�un espace métrique (E; k : k) est complet si toute
suite de Cauchy de E est convergente.

Dé�nition 2.6 [19] On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé com-
plet sur le corps | = R ou C:

3 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma d�Euler et Bêta. Ces

fonctions jouent un rôle important dans la théorie du calcul fractionnaire.

3.1 Fonction de Gamma

L�interprétation la plus simple de la fonction Gamma d�Euler est simplement la

généralisation de la factorielle pour tous les nombres réels.

14



3. Fonctions spéciales

Dé�nition 3.1 La fonction Gamma est en général dé�nie par l�intégrale suivante :

�(�) =

+1Z
0

e�tt��1dt; (1.6)

avec �(1) = 1, �(0+) = +1, �(�) est une fonction monotone et strictement
décroissante pour 0 < � � 1:

Lemme 3.1 [13] Pour tout � 2 C, la fonction Gamma véri�e la propriété suivante :

�(�+ 1) = ��(�);Re(�) > 0; (1.7)

et

�(n) = (n� 1)!; pour tout n 2 N�: (1.8)

Preuve. Une intégration par parties de (1:6) donne :

�(�+ 1) =

+1Z
0

e�tt(�+1)�1dt

= [�e�tt�]+10 + �

+1Z
0

e�tt��1dt

= �

+1Z
0

e�tt��1dt

= ��(�):

Donc

�(�+ 1) = ��(�):

Pour tout � 2 N� on a :

15



3. Fonctions spéciales

�(2) = 1�(1) = 1!;

�(3) = 2�(2) = 2:1�(1) = 2!;

�(4) = 3�(3) = 3:2:1�(1) = 3!;

...

�(�+ 1) = ��(�) = �(�� 1) : : : 2:1 = �!:

Par conséquent

�(�+ 1) = �!: (1.9)

3.2 Fonction Bêta

Dé�nition 3.2 La fonction Bêta (ou la fonction de Bessel de second espèce) est
dé�nie par :

B(�; �) =

1Z
0

t��1(1� t)��1dt (Re� > 0 ; Re � > 0): (1.10)

Proposition 3.1 [8] La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par :

B(�; �) =
�(�)�(�)

�(�+ �)
(Re� > 0 ; Re � > 0): (1.11)

16



3. Fonctions spéciales

Preuve. On a

�(�)�(�) =

1Z
0

e�tt��1dt

1Z
0

e�ss��1ds

=

1Z
0

1Z
0

e�(t+s)t��1s��1dtds:

On pose t + s = x, pour 0 < t < 1 et 0 < s < 1 implique 0 < x < 1 et

0 < y < 1. Le jacobie est

D[t; s]

D[x; y]
=

����� y x

1� y �x

����� = �xy � x+ xy = �x:

Donc

dtds =

����D[t; s]D[x; y]

���� dxdy = xdxdy:

Alors

�(�)�(�) =

1Z
0

1Z
0

e�x(xy)��1x��1(1� y)��1xdxdy

=

1Z
0

e�xx�+��1dx

1Z
0

y��1(1� y)��1dy

= �(�+ �)B(�; �):

D�où le résultat.

Remarque 3.1 Il s�ensuit de (1:11) que la fonction Béta est symétrique c�est-à-dire :

B(�; �) = B(�; �); (Re� > 0 ; Re � > 0): (1.12)
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4. Quelques théorèmes de point �xe

4 Quelques théorèmes de point �xe

Les théorèmes de point �xe sont des outils très utiles en mathématiques, essentiel-

lement dans le domaine de résolution des équations di¤érentielles. Dans cette section,

on donne les théorèmes de point �xe qui sont nécessaire dans ce travail.

4.1 Théorème du point �xe (solution minimale et maximale)

Avant de donner le théorème de la solution minimale et maximale, nous aborde-

rons d�abord quelques dé�nitions que nous avons besoin dans ce travail.

Dé�nition 4.1 Soit A une application d�un ensemble E dans lui-même. On appelle

point �xe de A tout point ~u 2 E tel que : A(~u) = ~u:

Dé�nition 4.2 Soit E un espace de Banach réel. Soit K un sous-ensemble non vide

fermé de E. K est appelé cône si ax + by 2 K pour tout x; y 2 K et a; b sont réels

positifs où K \ (�K) = f0g et K 6= f0g:

Dé�nition 4.3 [25] Un sous-ensemble non vide K � E est dit cône s�il est convexe,

fermé, et s�il satisfait les conditions suivantes :

1. �K � K, pour tout nombre positif �,

2. x;�x 2 K ) x = 0:

Un cône K introduit un ordre partiel � dans E de la manière suivante

x � y si y � x 2 K:

Dé�nition 4.4 [25] Pour x; y 2 E l�intervalle d�ordre hx; yi est dé�nie par

hx; yi = fz 2 E : x � z � yg:

Dé�nition 4.5 [25] La fonctionnelle h(t; x1; : : : ; xn) est dite croissante sur I �
En; I � R, si pour tout (t; �1; : : : ; �n) 2 I � En; (t;  1; : : : ;  n) 2 I � En, tels que

�i �  i; i 2 [1; n], on a l�inégalité suivante

18



4. Quelques théorèmes de point �xe

h(t; �1; : : : ; �n) � h(t;  1; : : : ;  n):

Théorème 4.1 [25] Soit D un sous-ensemble du cône K l�espace partiellement or-

donné E;F : D ! E est croissante. S�il existe x0; y0 2 D telle que x0 � y0; hx0; y0i �
D et x0; y0 sont respectivement des sous et sur solutions de l�équation x� F (x) = 0

a une solution minimale et une solution maximale x�; y� 2 hx0; y0i telle que x� � y�,

lorsque l�une des conditions suivantes est véri�ée :

1. K est normal et F est complètement continue ;

2. Kest régulier et F est continue ;

3. E est ré�exif, K est normal, et F est continue ou faiblement continue.

4.2 Théorème du point �xe de Banach

Dé�nition 4.6 [20] Soit (E; d) un espace métrique. Une application f : E ! E est

dit k-Lipschitzienne de constante k � 0 si

8u; v 2 E; d(f(u); f(v)) � kd(u; v):

Dé�nition 4.7 [20] L�application k-Lipschitzienne f est dite une contraction si k 2
(0; 1):

Théorème 4.2 [20] (Théorème du point �xe de Banach)
Soit (E; d) un espace métrique complet, soit F une fermée de E, et soit f : F ! E

une contraction. Alors f admet un unique point �xe.

Dé�nition 4.8 Soit U un intervalle de R et soit f une fonction avec f : U ! Rp.
Soit j:j une norme quelconque dans Rp.
i) f est uniformément bornée sur U s�il existe L � 0 tel que jf(t)j � L pour tout

n et tout t 2 U .
ii) f est équicontinue si pour tout � > 0 il existe � > 0 tel que si t1; t2 2 U et

jt1 � t2j < � alors jf(t1)� f(t2)j < � quel que soit n.

19



4. Quelques théorèmes de point �xe

Dé�nition 4.9 Une fonction x 2 
 est dite presque équicontinue sur I si elle est
équicontinue dans chaque intervalle [�� ; T ];�� < T <1.

Lemme 4.1 Soit 
 � E. Si 
 est presque équicontinue sur I et uniformément

bornée dans (E; k:k��), où la fonction de poids est positive et continue sur I, et

�(t) = o(��(t)), comme t! +1;

alors 
 est relativement compact dans (E; k:k�).

20



CHAPITRE 2

Introduction au calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une partie de l�analyse dont l�étude porte sur les opé-

rateurs d�intégration et de dérivation d�ordre non entier. Dans ce chapitre, nous nous

intéressons au calcul intégral fractionnaire et à la dérivation au sens de Riemann-

Liouville et celle de Caputo.

1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

1.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Considérons une fonction f : [a; b]! R, continue et intégrable, où b peut être �ni
ou in�ni, une primitive de f est donnée par :

(I1af)(x) =

xZ
a

f(t)dt: (2.1)

21



1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Pour une intégrale double, on aura :

(I2af)(x) = I1af(I
1
af(s))(x)

=

xZ
a

(

sZ
a

f(t)dt)ds

=

xZ
a

(

xZ
t

ds)f(t)dt

=

xZ
a

(x� t)f(t)dt: (2.2)

Pour l�intégrale triple, on aura :

(I3af)(x) =

xZ
a

(

sZ
a

(

tZ
a

f(�)d�)dtds (2.3)

=

xZ
a

(

sZ
a

(s� �)f(�)d�)ds

=
1

2

xZ
a

(x� t)2f(�)d� :

et par récurrence dans le cas général, on aura :

(Ina f)(x) =
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� t)n�1f(t)dt: (2.4)

Cette formule est appelée formule de Cauchy.

Dé�nition 1.1 Soit f : [a; b] ! R une fonction continue, l�intégrale de Riemann-
Liouville de f est dé�nie comme suit :
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

(I�a f)(x) =
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1f(t)dt; (2.5)

où � est un réel positive (ou même complexe).

Remarque 1.1 On convient de prendre :

(I0af)(x) = f(x): (2.6)

Proposition 1.1 [1] [14] Soit f 2 C0([a; b]), pour �, � complexes on a :

i) lim�!0+(I
�
a f)(x) = f(x):

ii) I�a (I
�
a ) = I�+�a , Re(�) > 0 et Re(�) > 0:

iii) d
dx
I�a f = I��1a f , Re(�) > 0:

Preuve. i) Si f 2 C1([a; b]), alors par intégration par partie on trouve :

(I�a f)(x) =
(x� a)�f(�)

�(�+ 1)
+

1

�(�+ 1)

xZ
a

(x� t)�f 0(t)dt;

et

lim(I�a f)(x) = f(a) +

xZ
a

f 0(t)dt

= f(a) + [f(x)� f(a)]:

Donc

lim(I�a f)(x) = f(x): (2.7)
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Si f 2 C0([a; b]), on peut écrire (I�a f)(x) sous la forme :

(I�a f)(x) =
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1[f(t)� f(x) + f(x)]dt

=
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1[f(t)� f(x))dt+
f(x)

�(�)

xZ
a

(x� t)��1dt

+
1

�(�)

x�pZ
a

(x� t)��1[f(t)� f(x)] (I1)

+
1

�(�)

xZ
x�p

(x� t)��1[f(t)� f(x)] (I2)

+
f(x)

�(�+ 1)
(x� t)�:

Comme f est continue nous écrivons :

8�; 9
tq : 8t : jt� xj < 
 ) jf(t)� f(x)j < �:

Donc

jI2j <
1

�(�)

xZ
x�p

(x� t)��1�dt <
�
�

�(�+ 1)
:

) lim

!0

jI2j = 0:

) jI2j < �: (i)

Pour tout � � 0, pour 
 �xé, on a :

jI1j <
1

�(�)

x�pZ
a

(x� t)��1Mdt <
M

�(�+ 1)
(p� � (x� a)�):
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

De laquelle il suit, pour p > 0 �xé :

lim

!0

jI1j = 0: (ii)

On considère :

jI�a f(x)� f(x)j � jI1 + I2 +
f(x)(x� a)�

�(�)
� f(x)j:

) jI�a f(x)� f(x)j � jI1j+ jI2j+ jf(x)j
���� (x� a)�

�(�+ 1)
� 1
����

De (i) et (ii), on a :

lim
�!0+

jI�a f(x)� f(x)j � �

) lim
�!0+

I�a f(x) = f(x):

ii) On a :

I�a (I
�
a f)(x) =

1

�(�)

xZ
a

(x� s)��1(I�a f)(s)ds

=
1

�(�)

xZ
a

(x� s)��1

0@ 1

�(�)

sZ
a

(s� t)��1f(t)dt

1A ds

=
1

�(�)�(�)

xZ
a

sZ
a

(x� s)��1(s� t)��1f(t)dtds

=
1

�(�)�(�)

xZ
a

f(t)

0@ sZ
a

(x� s)��1(s� t)��1ds

1A dt:

En utilisant le changement de variable s = t+ (x� t)� ) ds = (x� t)d� , alors :(
s = t) t+ (x� t)� = t) � = 0

s = x) t+ (x� t)� = x) � = 1
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

On obtient :

xZ
t

(x� s)��1(s� t)��1ds =

1Z
0

(x� (t+ x� t)�)��1(t+ (x� t)�)��1(x� t)d�

=

1Z
0

((x� t)(1� �))��1((x� 1)�)��1(x� t)d�

= (x� t)�+��1
1Z
0

(1� �)��1���1d� :

Et comme la fonction Béta est dé�nie par :

B(�; �) =

1Z
0

(1� �)��1���1d�

=
�(�)�(�)

�(�+ �)
:

Alors la formule précedente devient :

I�a (I
�
a f)(x) =

1

�(�)�(�)

xZ
a

f(t)

�
(x� t)�+��1

�(�)�(�)

�(�+ �)

�
dt

=
1

�(�+ �)

xZ
a

(x� t)�+��1f(t)dt

= (I�+�a f)(x):

Pour la proposition (iii), on a :

d

dx
(I�a f)(x) =

d

dx

0@ 1

�(�)

xZ
a

(x� s)��1f(t)dt

1A :

D�aprés la formule de réccurence de la fonction Gamma d�Euler :
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

�(�) = (�� 1)�(�� 1) et comme Re(�) > 1, On peut écrire :

d

dx
(I�a f)(x) =

1

(�� 1)�(�� 1)

xZ
a

d

dx
(x� s)��1f(t)dt

=
1

(�� 1)�(�� 1)

xZ
a

(�� 1)(x� s)(��1)�1f(t)dt

=
1

�(�� 1)

xZ
a

(x� s)(��1)�1f(t)dt

= (I��1a f)(x):

1.2 Intégrale fractionnaire au sens de R-L de quelques fonc-

tions usuelles

1- On considère la fonction f(x) = (x� a)� et on calcule son intégrale :

I�a (x� a)� =
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1(t� a)�dt:

Par le changement de variable t = a+ (x� a)� , on obtient :

dt = (x� a)d�

t = a) a+ (x� a)� ) � = 0

t = x) a+ (x� a)� ) � = 1

Alors :

I�a (x� a)� =
1

�(�)

xZ
a

(x� a+ (x� a)�)��1(a+ (x� a)� � a)�(x� a)dt
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

=
1

�(�)

1Z
0

(x� a)��1(1� �)��1(x� a)���(x� a)d�

=
(x� a)�+�

�(�)
(1� �)��1��d�

=
(x� a)�+�

�(�)
B(�; � + 1)

=
�(�)�(� + 1)

�(�)�(�+ � + 1)
(x� a)�+�:

Donc :

I�a (x� a)� =
�(� + 1)

�(�+ � + 1)
(x� a)�+�: (2.8)

2- La fonction constante f(x) = C

I�aC =
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1Cdt

=
C

�(�)

xZ
a

(x� t)��1dt

=
C

�(�)

�
�(x� t)�

�

�x
a

=
C

��(�)
(t� x)�

=
C

�(�+ 1)
(t� x)�:

D�où :

I�aC =
C

�(�+ 1)
(t� x)�: (2.9)
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Théorème 1.1 [23] Si f 2 L1[a; b] et � > 0, alors l�intégrale I�a f(x) existe pour

presque tout x 2 [a; b] et on a :

I�a f(x) 2 L1[a; b]: (2.10)

Preuve. Soit f 2 L[a; b], on a :

1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1f(t)dt =

+1Z
�1

'1(x� t)'2(t)dt;

avec

'1(u) =

(
u��1

�(�)
; pour 0 < u � b� a

0 ; pour u 2 R� f[0; b� a]g
;

et

'2(u) =

(
f(u) , a � u � b

0 , R� f[a; b]g
;

Par construction, 'j 2 L1(R) pour j 2 1; 2, on a : I�a f 2 [a; b]:

Théorème 1.2 [23] [7] Soit � > 0, et supposons que (fk)1k=1 est une suite des fonc-
tion continues uniformément convergentes sur [a; b] alors on peut intervertir l�inté-

grale fractionnaire de Riemann-Liouville et la limite comme suit :

(I�a lim
k!1

fk)(x) = ( lim
k!1

I�a fk)(x): (2.11)

Preuve. Soit f la limite de (fk), il est clair que f est continue, et on a l�estimation :
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

jI�a fk(x)� I�a f(x)j �
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1 jfk(t)� f(t)j dt

� 1

�(�)
kfk � fk1

xZ
a

(x� t)��1dt

=
1

�(�+ 1)
kfk � fk1 (x� a)�

� 1

�(�+ 1)
kfk � fk1 (b� a)�:

Ce dernier terme converge uniformément vers zéro lorsque k !1, pour x 2 [a; b]:

Théorème 1.3 L�opérateur intégrale I�a est linéaire i.e : Si f et g sont deux fonc-
tions telles que I�a f et I

�
a g existent, alors pour c1et c2 deux réels on a :

I�a (c1f + c2g)(x) = c1I
�
a f(x) + c2I

�
a g(x): (2.12)

Preuve.

I�a (c1f + c2g)(x) =
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1(c1f + c2g)(t)dt

= c1
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1f(t)dt+ c2
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1g(t)dt

= c1I
�
a f(x) + c2I

�
a g(x):
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

1.3 Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.2 Soit n � 1 < � < n avec n 2 Nnf0g, on appelle dérivée d�ordre �
au sens de Riemann-Liouville la fonction f dé�nie par la relation suivante :

(RLD�
a f)(x) =

�
d

dx

�n �
(In��f)(x)

�
: (2.13)

Exemple 1.1 On prend la même fonction précédente f(x) = (x� a)�, et on calcule
leur dérivées fractionnaire au sens de R-L d�ordre � :

RLD�
a (x� a)� =

�
d

dx

�n �
In��(x� a)�

�
:

On a vu la formule de l�intégrale d�ordre � de cette fonction, alors pour l�ordre

n� � on trouve :

In��a (x� a)� =
�(� + 1)

�(� + 1 + n� �)
(x� a)�+n��:

Donc

RLD�
a (x� a)� =

�
d

dx

�n �
�(� + 1)

�(� + 1 + n� �)
(x� a)�+n��

�
=

�(� + 1)

�(� + 1 + n� �)

�
d

dx

�n
(x� a)�+n��

=
�(� + 1)

�(� + 1 + n� �)

�(� + n� �+ 1)

�(� � �+ 1)
(x� a)�

=
�(� + 1)

�(� � �+ 1)
(x� a)���:

Car on a :�
d

dx

�n
(x� a)�+n�� = (�+n��)(�+n��� 1) : : : (�+n��� (n� 1))(x� a)���
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

=
(� + n� �)!

(� + n� �� n)!
(x� a)���

=
�(� + n� �+ 1)

�(� � �+ 1)
(x� a)���:

Par conséquent :

RLD�
a (x� a)� =

�(� + 1)

�(� � �+ 1)
(x� a)���: (2.14)

Exemple 1.2 Maintenant, on aura la dérivée d�ordre � d�une fonction constante,
d�après l�exemple précédent, on prend � = 0 on trouve :

RLD�
a (x� a)0 =

�(0 + 1)

�(0� �+ 1)
(x� a)0��

RLD�
a 1 =

1

�(1� �)
(x� a)��: (2.15)

Remarque 1.2 La dérivée d�une constante au sens de Riemann-Liouville n�est pas
nulle.

Le lemme ci-dessous prouve que la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville est

l�inverse gauche de l�opérateur d�intégration fractionnaire :

Lemme 1.1 [11] Soit � > 0, alors pour tout f 2 L1[a; b]; on a :

D�
a I

�
a f(t) = f(t); (2.16)

pour presque tout t 2 [a; b].
Preuve. En utilisant la proposition (ii), on obtient :

D�
a I

�
a f(t) = DnIn��a I�a f(t) = DnIna f(t) = f(t);

presque partout sur [a; b].
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1. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Lemme 1.2 [11] Soient � > 0 et n = [�] + 1. Si f 2 ACn[a; b], alors la dérivée

fractionnaire RLD�
a f existe presque partout sur [a; b], en plus elle est donnée par :

D�
a f(t) =

n�1X
k=0

f (k)(a)

�(1 + k � �)
(t� a)k�� � 1

�(n� �)

tZ
a

f (n)(s)

(t� s)��n+1
ds: (2.17)

Théorème 1.4 [7] Soient f et g deux fonction dont les dérivées fractionnaire de
R-L, pour c1 et c2 2 R; on a :

RLD�
a (c1f(x) + c2g(x)) = cRL1 D�

a f(x) + cRL2 D�
a g(x): (2.18)

Preuve.

RLD�
a (c1f(x) + c2g(x) =

�
d

dx

�n �
In��a (c1f(x) + c2g(x)

�
=

�
d

dx

�n0@ 1

�(n� �)

xZ
a

(x� t)n���1(c1f(t) + c2g(t)dt

1A
=

1

�(n� �)

�
d

dx

�n
(c1

xZ
a

(x� t)n���1f(t)dt

+c2

xZ
a

(x� t)n���1g(t)dt)

=
c1

�(n� �)

�
d

dx

�n xZ
a

(x� t)n���1f(t)dt

+
c2

�(n� �)

�
d

dx

�n xZ
a

(x� t)n���1g(t)dt

= cRL1 D�
a f(x) + cRL2 D�

a g(x):
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 2.1 Soit � 2 R+, on appelle dérivée de f au sens de Caputo la fonction
dé�nie par :

(CD�
a f)(x) = (I

n��
a f (n))(x) =

1

�(n� �)

xZ
a

(x� t)n���1f (n)(t)dt: (2.19)

Exemple 2.1 Concernant la dérivée de fonction f(x) = (x� a)�, on a :

CD�
a (x� a)� = In��a

��
d

dx

�n
(x� a)�

�
= In��a

�
�(� + 1)

�(� + 1� n)
(x� a)��n

�
=

�(� + 1)

�(� + 1� n)
In��a (x� a)��n

=
�(� + 1)

�(� + 1� n)

�(� + 1� n)

�(� + 1� �)
(x� a)���:

Donc

CD�
a (x� a)� =

�(� + 1)

�(� + 1� �)
(x� a)���: (2.20)

Remarque 2.1 La dérivée d�une fonction constante au sens de Caputo est nulle,
d�aprés la dé�nition :

CD�
aC = In��a (0) = 0;8C 2 R: (2.21)

Lemme 2.1 [16] La dérivée de Riemann-Liouville et celle de Caputo sont liés par
la formule suivante :
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

(CD�
a f)(x) =

RL D�
a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)(x� a)k

k!

#
: (2.22)

Ou

(CD�
a f)(x) = (

RLD�
a f)(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)(x� a)k��

�(k + 1� �)
: (2.23)

Preuve. D�après la dé�nition, on a :

(CD�
a f)(x) = (In��a f (n))(x) =

�
d

dx

�n
InIn��a f (n)(x)

=

�
d

dx

�n
InIn��a f (n)(x)

=

�
d

dx

�n
In��a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)(x� a)k

k!

#

= RLD�
a

"
f(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)(x� a)k

k!

#

= (RLD�
a f)(x)�

n�1X
k=0

f (k)(a)(x� a)k��

�(k + 1� �)
:

Remarque 2.2 On déduit que si f (k)(a) = 0 pour k = 0; 1; 2; : : : ; n� 1 on aura :

CD�
a =

RL D�
a : (2.24)

Proposition 2.1 [1] [11] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo véri�e les pro-
priétés suivantes :

1. CD�
a (I

�
a f) = f:

2. Si CD�
a f = 0 alors f(x) =

Pn�1
j=0 cj(x� a)j:
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

3. I�a (
CD�

a f)(x) = f(x) +
Pn�1

j=0
(x�a)j
j!

f (j)(a):

4. Si 0 � �; � � 1 avec �+ � � 1 et f de classe C1

(CD�
a �C D�

a )f =
C D�+�

a = (CD�
a �C D�

a )f:

Preuve. 1. On a :

CD�
a (I

�
a f)(x) = In�1a

��
d

dx

�n
(I�a f)(x)

�
= RLD�

a

"
I�a f(x)�

n�1X
j=0

(I�a f)
(j)(a)(x� a)j

j!

#

= RLD�
a [I

�
a f ](x)�

n�1X
j=0

(I�a f)
(j)(a)(x� a)j�a

�(j + 1� �)

= RLD�
a [I

�
a f ](x)�

n�1X
j=0

I��ja f(a)(x� a)j�a

�(j + 1� �)

= RLD�
a [I

�
a f ](x)

= f(x):

D�où le résultat.

2. On a par dé�nition :

On a (CD�
a f)(x) = 0 ça implique que I

n��
a

��
d

dx

�n
f(x)

�
= 0;

et alors

In
��

d

dx

�n
f(x)

�
= 0;

D�où

f(x) =

n�1X
j=0

(x� a)j

j!
f (j)(a):
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3. On peut donc considérer que :

I�a (
CD�

a f)(x) = I�a (I
n��
a f (n)(x)

= Inf (n)(x)

= f(x) +

n�1X
j=0

f (j)(a)(x� a)j

j!
:

4. On a :

(CD�
a �C D�

a )f =
�
(I1��a �D1) � (I1��a �D1)

�
f

=
�
I1����a � I�a �D1 � I1��a �D1

�
f

=
�
I1����a �C D1��

a � I1��a �D1
�
f

=
�
I1�(�+�) �D1

�
f

= CD�+�
a

car on a

I�a �D1 =C D1��
a et CD1��

a � I1��a = I: (identité)

Donc

(CD�
a �C D�

a )f =
C D�+�

a :

d�où le résultat.

Théorème 2.1 [23] Soient f et g deux fonction dé�nies sur [a; b], telles que CD�
a f

et CD�
a g existent presque partout, et soient c1 et c2 2 R alors, CD�

a (c1f + c2g) existe

presque partout et on a :

CD�
a (c1f(x) + c2g(x)) = c1

CD�
a f(x) + c2

CD�
a g(x): (2.25)

Preuve. La preuve découle directement de la dé�nition, on a :

CD�
a (c1f(x) + c2g(x)) =

1

�(n� �)

xZ
a

(x� t)n���1(c1f + c2g)
n(t)dt
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

=
c1

�(n� �)

xZ
a

(x� t)n���1f(t)ndt

+
c2

�(n� �)

xZ
a

(x� t)n���1g(t)ndt

= c1I
n��
a fn(x) + c2I

n��
a gn(x)

= c1
CD�

a f(x) + c2
CD�

a g(x):

2.1 Comparaison entre la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo et celle de Riemann-Liouville

� L�avantage principale de l�approche de Caputo est que les conditions initiales

des équation di¤érentielles fractionnaires avec dérivées de Caputo acceptent

la même forme comme pour les les équations di¤érentielles d�ordre entier des

fonctions inconnues en borne inférieur x = a.

� Une autre di¤érence entre la dé�nition de Riemann et celle de Caputo est que la

dérivée d�une constante est nulle par Caputo, par contre par Riemann-Liouville

elle est c
�(1��)(x� a)��:

�Graphiquement, on peut dire que le chemin suivi pour arriver à la dérivée frac-

tionnaire au sens de Caputo est également l�inverse quand on suit l�autre sens

(Riemann-Liouville), c�est à dire pour trouver la dérivée fractionnaire d�ordre �

où m�1 � � � m par l�approche de Riemann-Liouville, on commence d�abord

par l�intégration fractionnaire d�ordre (m��) pour la fonction f(x) et puis on
dérive le résultat obtenu à l�ordre entier m, mais pour trouver la dérivée frac-

tionnaire d�ordre � où m� 1 � � � m par l�approche de Caputo on commence

par la dérivée d�ordre entier m de la fonction f(x) et puis on l�intègre d�ordre

fractionnaire (m� �):
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

2.2 Propriétés générales des dérivées fractionnaires

1. La linéarité :

la dérivation fractionnaire est une opération linéaire

D�(c1f(t) + c2g(t)) = c1D
�f(t) + c2D

�g(t): (2.26)

2. La règle de Leibniz

Pour un entier n on a :

dn

dxn
(f(x)g(x)) =

nX
k=0

�
n

k

�
f (k)(x)g(n�k)(x): (2.27)

La généralisation de cette formule pour la dérivation fractionnaire est la sui-

vante :

D�(f(x)g(x)) =

nX
k=0

�
�

k

�
f (k)(x)D(��k)g(x) +R�n(x);

où n � �+ 1 et

R�n(x) =
1

n!�(��)

xZ
a

(x� t)���1f(t)dt

xZ
t

(t� �)ng(n+1)(�)d� : (2.28)
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2. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

On e¤ectue le changement de variable suivant :

� = t� &(x� t) et t = a+ �(x� a);

on obtient :

lim
n!+1

R�n(x) = 0:

Si f et g sont continues sur [a; x]; ainsi que toutes leurs dérivées, la formule

s�écrit :

D�(f(x)g(x)) =
+1X
k=0

�
�

k

�
f (k)(x)D(��k)g(x): (2.29)
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CHAPITRE 3

Etude d�un système fractionnaire à retards variables

1 Position du problème

Dans ce chapitre, notre but est d�étudier l�existence et l�unicité d�une solution

positive pour le système di¤érentiel fractionnaire d�ordre multiple avec des retards

variables

CD�ixi(t) = fi(t; x1(t); : : : ; xn(t); x1(t� � 1(t)); : : : ; xn(t� �n(t))); i 2 [1; n]; t > 0:
(3.1)

avec la condition

x(t) = �(t) � 0; t 2 [�� ; 0]; (3.2)

où CD�i est la dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre �i 2 (0; 1); pour i 2
f1; : : : ; ng; x(t) = (x1(t); : : : ; xn(t))0, où 0 désigne la transposée du vecteur, fi : R+�
R2n ! R sont continues pour i 2 [1; n]; �(t) = (�1(t); : : : ; �n(t))0, est un vecteur de
fonction dé�nit sur [�� ; 0] à valeurs dans Rn; et � i sont des fonction à valeurs réelles
continues dé�nies sur R+, tels que � = maxfsupt2R+ � i(t); i 2 [1; n]g > 0:
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2. Existence de solution

Nous commençons par démontrer l�existence d�une solution positive au problème

(3:1 � 3:2) à l�aide de la méthode de sous et sur solution (sur un cône), puis nous
traitons l�unicité de la solution positive.

2 Existence de solution

Dans cette section, nous prouvons l�existence de solution positive du problème

(3:1� 3:2). Nous commençons par établir l�équivalence entre le problème (3:1� 3:2)
et une équation intégrale dans le lemme suivant :

Lemme 2.1 [3] La fonction vecteur x(t) := (x1(t); : : : xn(t)) est une solution du

problème (3:1� 3:2) si et seulement si

xi(t) =

(
�i(0) + I�ifi(t; x1(t); : : : ; xn(t); x1(t� � 1(t)); : : : ; xn(t� �n(t))); t > 0;

�i(t); t 2 [�� ; 0]; i 2 [1; n]:

Preuve. Pour t > 0; l�équation (3:1) peut s�écrire comme

I1��iDxi(t) = fi(t; x1(t); : : : ; xn(t); x1(t� � 1(t)); : : : ; xn(t� �n(t))):

Appliquant l�opérateur I�i sur les deux côtés,

IDxi(t) = I�ifi(t; x1(t); : : : ; xn(t); x1(t� � 1(t)); : : : ; xn(t� �n(t))):

xi(t)� xi(0) = I�ifi(t; x1(t); : : : ; xn(t); x1(t� � 1(t)); : : : ; xn(t� �n(t))):

Alors

xi(t) = �i(0) + I�ifi(t; x1(t); : : : ; xn(t); x1(t� � 1(t)); : : : ; xn(t� �n(t))):

42



2. Existence de solution

Maintenant, pour trouver la solution du problème (3:1), nous utilisons la dé�ni-

tion de l�espace E:

Soit l�espace E = [C[�� ;+1);R+)]n la classe de tous les fonctions n�vecteurs
colonnes continues, muni de la norme

kxkN =
nX
i=1

sup
t2I
fe�Ntjxi(t)jg; x 2 E;

où N 2 R+sera choisi plus tard.
Dans l�espace E, le cône K dé�nie par

K = fx 2 E : xi(t) � 0; t 2 I; i 2 [1; n]g:

et

D = fx 2 K : x(t) = �(t); � � � t � 0g � K:

Il est clair que K est un cône normal dans E:

Remarque 2.1 Un cône K est appelé normal s�il existe une constante c > 0 telle

que pour tout x; y 2 E :

Si 0 � x � y alors kxk � ckyk:

Nous dé�nissons l�opérateur intégral F par

Fxi =

(
�i(t); t 2 [�� ; 0]

�i(0) + I�ifi(t; x1(t); : : : ; xn(t); x1(t� � 1(t); : : : ; xn(t� �n(t))); t > 0:

(3.3)

On impose les hypothèses suivantes :

(H1) Il existe gij; hij : R+ ! R+continues et bornés, telle que
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2. Existence de solution

fi(t; u1; : : : ; un; v1; : : : vn) �
nX
j=1

gij(uj) +

nX
j=1

hij(vj) pour i = 1; 2; : : : ; n:

(H2) Pour i = 1; 2; : : : ; n; fi : R+ � R2n ! R+ est une fonction continue et
croissante.

(H3) Il existe u0 = (u10; : : : ; u
n
0 )
0; v0 = (v10; : : : ; v

n
0 )
0qui sont respectivement une

sous solution et une sur solution du problème, satisfaisant u0(t) � v0(t); t 2 [0;+1):
Pour l�existence de la solution du problème (3:1 � 3:2), on a besoin du lemme

suivant :

Lemme 2.2 [3] On suppose que (H1) est véri�ée, alors l�opérateur F : D ! E est

complètement continu.

Preuve. L�opérateur F : D ! E est continu compte tenu de l�hypothèse de conti-

nuité de f:

Soit G � D borné, c�est à dire il existe une constante l > 0 tel que kxk � l;8x 2
G:

Pour chaque x 2 G, compte tenu de l�hypothèse (H1) on a pour i 2 [1; n] :

jFxi(t)j � j�i(0)j+
tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
jfi(s; x1(s); : : : ; xn(s); x1(s� � 1(s); : : : ; xn(s� �n(s)))j ds

� j�i(0)j+
nX
j=1

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
gij(xj(s))ds

+
nX
j=1

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
hij(xj(s� � j(s))ds:
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2. Existence de solution

Alors, pour N > 0; on a

e�Nt jFxi(t)j � e�Nt j�i(0)j+
nX
j=1

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
e�N(t�s)e�Nsgij(xj(s))ds

+
nX
j=1

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
e�N(t�s+�j(s)e�N(s��j(s) jhij(xj(s� � j(s))j ds:

Pour simpli�er, on pose rj(s) = s � � j(s); et en e¤ectuant le changement de

variable u = N(t� s) on trouve :

e�Nt jFxi(t)j � e�Nt j�i(0)j+
nX
j=1

sup
�2I
fe�N� jgij(xj(�)jg

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
e�N(t�s)ds

+
nX
j=1

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
e�N(t�rj(s)e�Nrj(s) jhij(xj(rj(s))j ds

� e�Nt j�i(0)j+
nX
j=1

sup
�2I
fe�N� jgij(xj(�)jg

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
e�N(t�s)ds

+
nX
j=1

sup
�2I
fe�N� jhij(xj(�)jg

NtZ
0

u�i�1

N�i�(�i)
e�ue�N�j(t�

u
N
)du

Compte tenu de l�hypothèse (H1); il existe Lj; L0j tel que Lj = supt2Ife�Nt jgij(xj(t)jg; L0j =
supt2Ife�Nt jhij(xj(t)jg; pour i; j 2 [1; n]. Donc

e�Nt jFxi(t)j � e�Nt j�i(0)j+
nX
j=1

Lj

NtZ
0

u�i�1

N�i�(�i)
e�udu

+
nX
j=1

L0j

NtZ
0

u�i�1

N�i�(�i)
e�ue�N�j(t�

u
N
)du
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2. Existence de solution

e�Nt jFxi(t)j � c+

Pn
j=1(Lj + L0j)

N�i
;8t > 0

Ainsi FG est uniformément borné.

Maintenant, on montre que FG est localement équicontinue. Il y a trois cas

possible pour i 2 [1; n] :

Cas 1. Pour chaque x 2 G; �i > 0;8T 2 [0;+1); t1; t2 2 [0; T ]; t1 < t2. Soit

�i =
�

"i�(�i+1)
2
Pn
j=1(cj+c

0
j

� 1
�i , puis quand t2 � t1 < �i, on a :

jFxi(t1)� Fxi(t2)j

�
t1Z
0

(t1 � s)�i�1

�(�i)
jfi(s; xi(s); x1(s� � 1(s)); : : : ; xn(s� �n(s)))j ds

�
t1Z
0

(t2 � s)�i�1

�(�i)
jfi(s; xi(s); x1(s� � 1(s)); : : : ; xn(s� �n(s)))j ds

�
t2Z
t1

(t2 � s)�i�1

�(�i)
jfi(s; xi(s); x1(s� � 1(s)); : : : ; xn(s� �n(s)))j ds

�
nX
j=1

1

�(�i)

t1Z
0

((t1 � s)�i�1 � (t2 � s)�i�1) (gij(xj(s)) + hij(xj(s� � j(s)))) ds

+
nX
j=1

t2Z
t1

(t2 � s)�i�1

�(�i)
(gij(xj(s)) + hij(xj(s� � j(s)))) ds:

9l > 0 tel que pour x 2 G; kxk � l, alors jxi(t)j � leNt � leNt. De plus, les

fonction gij(xj) et hij(xij) sont bornées, donc 9cj; c0j : cj = supt2[0;T ] jgij(xi(t))j ;
c0j = supt2[0;T ] jhij(xj(t� � j(t))j ;8i; j = 1; 2; : : : ; n. Alors
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2. Existence de solution

jFxi(t1)� Fxi(t2)j

�
nX
j=1

1

�(�i)

t1Z
0

�
(t1 � s)�i�1 � (t2 � s)�i�1

�
(cj + c0j)ds

+
nX
j=1

t2Z
t1

(t2 � s)�i�1

�(�i)
(cj + c0j)ds

�
nX
j=1

cj + c0j
�(�i)

8<:
t1Z
0

�
(t1 � s)�i�1 � (t2 � s)�i�1

�
ds+

t2Z
t1

(t2 � s)�i�1ds

9=;
�

nX
j=1

cj + c0j
�i�(�i)

f(t2 � t1)
�i + t�i1 � t�i2 + (t2 � t1)

�ig

< 2
nX
j=1

cj + c0j
�(�i)

(t2 � t1)
�i

< 2
nX
j=1

cj + c0j
�(�i)

��ii = �i:

Cas 2. Pour chaque x 2 G; �i > 0; t1 2 [�� ; 0]; t2 2 [0; T ];8T 2 [0;+1). Puisque
�i 2 C[�� ; 0];9�0 : j�i(t1)� �i(0)j < �i

2
quand 0 � t1 < �0. Quand t2 � t1 < �i; �i =

min
�
�0;
�

�i�(�i+1)
2
Pn
j=1(cj+c

0
j

��
, on a :

jFxi(t1)� Fxi(t2)j

� j�i(t1)� �i(0)j+
t2Z
0

(t2 � s)�i�1

�(�i)
jfi(s; xi(s); x1(s� � 1(s)); : : : ; xn(s� �n(s)))j ds

� �i
2
+

t2Z
0

(t2 � s)�i�1

�(�i)

nX
j=1

fgij(xj(s)) + jhij(xj(s� � j(s))jg ds
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2. Existence de solution

jFxi(t1)� Fxi(t2)j <
�i
2
+

nX
j=1

cj + c0j
�i�(�i)

t�i2

<
�i
2
+

nX
j=1

cj + c0j
�(�i + 1)

��ii

Donc

jFxi(t1)� Fxi(t2)j <
�i
2
+
�i
2
= �i:

Cas 3. Pour chaque x 2 G; �i > 0; t1; t2 2 [�� ; 0]. En fait, par continuité de �i,
quand t2 � t1 < �i, on a

jFxi(t1)� Fxi(t2)j = j�i(t1)� �i(t2)j < �i:

Par conséquent, FG est équicontinue dans chaque intervalle borné. On conclut

que FG est relativement compact. Donc l�opérateur F est complètement continu.

Ceci achève la preuve.

Dans la dé�nition suivante, nous introduisons la dé�nition de sous et sur solutions

de l�équation ( 3:1).

Dé�nition 2.1 [24] [4] La fonction u 2 E est appelée sous solution du problème

(3:1� 3:2) si

CD�iui(t) � fi(t; u1(t); : : : ; un(t); u1(t� � 1(t)); : : : ; un(t� � 1(t))); i 2 [1; n]; t > 0;

et

u(t) � �(t); t 2 [�� ; 0]

De même, la fonction v 2 E est appelée sur solution du problème (3:1� 3:2) si
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2. Existence de solution

CD�ivi(t) � fi(t; v1(t); : : : ; vn(t); v1(t� � 1(t)); : : : ; vn(t� � 1(t))); i 2 [1; n]; t > 0;

et

v(t) � �(t); t 2 [�� ; 0]:

Si les inégalités sont strictes, u(t); v(t) sont appelées sous et sur solutions strictes.

Notre résultat principal dans cette étude est le théorème suivant, qui donne des

conditions su¢ santes pour que le probléme (3:1�3:2) a au moins une solution positive
sur [0;+1):

Théorème 2.1 [3]On suppose que (H1) � (H3) sont véri�és. Alors le problème

(3:1� 3:2) a au moins une solution positive.

Preuve. Par le lemme (2:1), le problème (3:1� 3:2) est équivalent au problème du
point �xe x = Fx. De plus, par le lemme (2:2), on a F : D ! E est complètement

continue. Par (H2), si x; y 2 D; x � y, on a pour i 2 [1; n] :

Fxi(t) = xi(0) + I�ifi(t; x1(t); : : : ; xn(t); x1(t� � 1(t)); : : : ; xn(t� �n(t)))

� yi(0) + I�ifi(t; y1(t); : : : ; yn(t); y1(t� � 1(t)); : : : ; yn(t� �n(t)))

� Fyi(t):

Donc F est un opérateur croissant. Il est clair que pour j 2 [1; n] : uj0 � Fuj0;

vj0 � Fvj0. Par conséquent, d�après le théorème (4:1), x = Fx a un point �xe x 2
hu0; v0i :
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2. Existence de solution

Exemple 2.1 Considérons le problème suivant8>>>>><>>>>>:
D

1
2x1(t) = e�t[� + arctan(x1(t� 1

t+1
� 2))] 12 x2(t)

(t+1)
p
1+x22(t)

; t > 0;

D
1
3x1(t) = (2t+ 1)

�1[�
2
arctan(x1(t)] + e�3t

x22(t�cos2(t))
2+x22(t�cos2(t))

; t > 0;

x1(t) = 4 + t, t 2 [�3; 0]:
x2(t) = t2; t 2 [�3; 0]:

(3.4)

On a

�1 =
1
2
; �2 =

1
3
; � 1(t) = 2 +

1
t+1
; � 2(t) = cos

2(t); � = 3;

et

f1(t; u1; u2; v1; v2) = e�t[� + arctan v1]
1
2

u2

(t+1)
p
1+u22

;

f2(t; u1; u2; v1; v2) = (2t+ 1)
�1[�

2
+ arctanu1] + e�3t

v22
2+v22

;

Qui peut être estimé de la manière suivante :

f1(t; u1; u2; v1; v2) � e�2t[� + arctan v1]
1
2

u22
(t+ 1)2(1 + u22)

� � + arctan v1 +
u22

1 + u22
;

et

f2(t; u1; u2; v1; v2) �
�

2
+ arctanu1 +

v22
2 + v22

:

Donc

g11(u1) = 0; g12(u2) =
u22

1 + u22
; h11(v1) = � + arctan v1; h12(v2) = 0;

g21(u1) =
�

2
+ arctanu1; g22(u2) = 0; h21(v1) = 0; h22(v2) =

v22
2 + v22

:

De plus, il existe  1 et  2 tels que
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3. Unicité de la solution

f1(t; u1; u2; v1; v2) � 3�

2
e�t +

1

(t+ 1)2
=  1(t);

f2(t; u1; u2; v1; v2) � �

2t+ 1
+ e�3t =  2(t):

Nous véri�ons facilement que
R +1
0
(t� s)� 1

2 1(s)ds et
R +1
0
(t� s)� 2

3 2(s)ds sont

�nies. Par conséquent, tous les hypothèses du théorème (2:1) sont satisfaites et donc

le problème (3:4) a au moins une solution positive.

3 Unicité de la solution

Un théorème important de l�unicité de la solution positive est le résultat suivant :

Théorème 3.1 [3] Soient fi : R+�R2n ! R+ continues et satisfont la condition de
Lipschitz pour i 2 [1; n] :

jfi(t; u1; : : : ; un; U1; : : : ; Un)� fi(t; v1; : : : ; vn; V1; : : : ; Vn)j

�
nX
j=1

lij juj � vjj+
nX
j=1

kij jUj � Vjj :

Alors le problème (3:1� 3:2) a une unique solution positive.

Preuve. Soient u; v 2 D, alors :

jFui(t)� Fvi(t)j

�
nX
j=1

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
flij juj(s)� vj(s)j+ kij juj(s� � j(s))� vj(s� � j(s))jg ds

Soient l =
Pn

j=1 jlijj =
Pn

j=1max jlijj ; k =
Pn

j=1 jkijj =
Pn

j=1max jkijj. Alors
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3. Unicité de la solution

e�Nt jFui(t)� Fvi(t)j

� li

nX
j=1

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
e�N(t�s)e�Ns juj(s)� vj(s)j ds

+ki

nX
j=1

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
e�N(t�s+�j(s))e�N(s��j(s)) juj(s� � j(s))� vj(s� � j(s))j ds:

On pose rj(s) = s� � j(s)

e�Nt jFui(t)� Fvi(t)j

� li

nX
j=1

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
e�N(t�s)e�Ns juj(s)� vj(s)j ds

+ki

nX
j=1

tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
e�N(t�rj(s))e�Nrj(s)) juj(rj(s))� vj(rj(s))j ds;

� li

nX
j=1

sup
�
e�N� juj(�)� vj(�)j

	 tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
e�N(t�s)ds

+ki

nX
j=1

sup
�
e�N� juj(�)� vj(�)j

	 tZ
0

(t� s)�i�1

�(�i)
e�N(t�rj(s))ds

� li

nX
j=1

sup
�
e�N� juj(�)� vj(�)j

	 1

N�i

NtZ
0

u�i�1

�(�i)
du

+ki

nX
j=1

sup
�
e�N� juj(�)� vj(�)j

	 NtZ
0

u�i�1e�u

�(�i)
e�N�j(t�

u
N
)du:

Par conséquent
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3. Unicité de la solution

e�Nt jFui(t)� Fvi(t)j

� li

nX
j=1

sup
�
e�N� juj(�)� vj(�)j

	 1

N�i

NtZ
0

u�i�1e�u

�(�i)
du

+ki

nX
j=1

sup
�
e�N� juj(�)� vj(�)j

	 NtZ
0

u�i�1e�u

N�i�(�i)
du

� nli
N�i

ku� vkN +
nki
N�i

ku� vkN

� n
li + ki
N�i

ku� vkN :

Donc

kFu� FvkN =
nX
i=1

sup
t2I

e�Nt jFui(t)� Fvi(t)j

�
nX
i=1

n
li + ki
N�i

ku� vkN

� n
l + k

N�i
ku� vkN ;

Où � = max1�i�n �i. Par conséquent

kFu� FvkN � n
l + k

N�i
ku� vkN :

Nous choisissons N assez grand de telle sorte n l+k
N� < 1, Alors, d�après le théorème

de point �xe de Banach, F a un point �xe unique dans D, qui est l�unique solution

positive.
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Conclusion

Dans ce mémoire, notre intérêt se porte sur l�étude d�un système d�équations

di¤érentielles fractionnaires non linéaires avec des variables à retard. Nous avons

appliqué dans ce travail certains théorèmes de point �xe, qui permettent d�établir

l�existence et l�unicité d�une solution positive.
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