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Résumé

Un probléme de controle optimal (P1) est considéré. La méthode de la
programmation dynamique est adoptée pour le résoudre. Elle nous ameéne a
étudier une équation de Hamilton-Jacobi-Bellman qui, a I'aide d’une trans-
formation logarithmique, se transforme en une EDP linéaire ( probléme de
Cauchy ). Des conditions suffisantes nous permettent de démontrer que le
controle optimal est admissible et correspond au drift d’un processus de
Markov et cela en appliquant le théoréme de vérification de Fleming-Rishel.

Mots clés : Controle optimale, Programmation dynamique, Calcul sto-
chastique, Processus de Markov.
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Abstract

An optimal control problem (P1) is considered. We use the method of
dynamic programming to resolv this stochastic optimal control problem.
This method it allows us to study the Hamilton-Jacobi-Bellman equation
which, a logarithmic transformation, becomes a linear PDE ( Cauchy pro-
blem ). Sufficient conditions allow us to prove that the optimal control is
admissible and corresponds to the drift of a Markov process, by applying
the verification theorem of Fleming-Rishel.

Key Words :  Optimal control, Dynamique programming, Stochastic cal-
cula, Markov process.
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Introduction

Durant les années 1949, Richard Bellman, un jeune Professeur de 28
ans de Mathématiques a l'université de Stanford, déja reconnu pour ses
travaux prometteurs en théorie des nombres, fut engagé comme consultant
chez RAND corporation, une institution de Recherche et Développement
fondée en 1945 par 'armée de l'air américaine. Bellman commenca a tra-
vailler sur la théorie du controle optimal. Ce domaine traite des problémes
afin de trouver une stratégie de contréle pour un systéme donné de maniére
a satisfaire un critére d’optimalité faisant appel & une fonctionnelle de coiit
dépendant de variables d’état et de controle. Par exemple, considérons une
voiture parcourant une route vallonnée. La question est de déterminer com-
ment le conducteur doit rouler dans le but de minimiser la durée totale du
voyage. Ici, la stratégie de controle désigne la maniére dont le conducteur
doit presser la pédale d’accélérateur ou de frein. Le systéme consiste & la fois
de la voiture et de la route et le critére d’optimalité est la minimisation de la
durée globale du parcours. Les problémes de controle incluent usuellement
des contraintes auxiliaires. Dans le cas de I’exemple considéré, il peut s’agir
de la quantité d’essence qui est limitée, de vitesses limites, etc...

Une fonctionnelle de cotit est ici une expression mathématique donnant le
temps de trajet en fonction de la vitesse, de considérations géométriques de
la route, etc...

Jusqu’a cette époque, les problémes de controles optimaux étaient analy-
sés par les techniques de calcul des variations qui s’est développé depuis le
17éme siécle conjointement au développement de la physique et de la géo-
métrie, sous I'impulsion de grands noms parmi les mathématiciens des trois
siécles passés : Euler, Lagrange, Hamilton, Jacobi.... Bellman observa que le
traitement analytique des problémes de controles optimaux pouvait s’avérer
trés complexe, et de son point de vu, une solution ne devait pas étre seule-
ment un ensemble d’équations mais une régle indiquant ce que le contréleur
doit faire comme stratégie : Que fait-on si on se trouve dans telle portion de
I’espace et avec le temps restant ?

Il s’est intéressé par les applications des mathématiques et on lui suggéra de
travailler sur les processus de décision a étapes multiples. A cette époque,
la recherche en mathématique n’était pas vraiment appréciée au ministére
de la défense et quelques politiciens qui dirigeaient I'armée de l'air et la
premiére tache de Bellman fit de trouver & son travail un nom qui plairait



a ses supeérieurs. Il choisit d’utiliser le mot "Programmation" qui signifiait
plus a I'époque planification et ordonnancement que la programmation au
sens informatique de nos jours. Il le combina avec le terme "Dynamique"
pour évoquer l'idée d’évolution dans le temps. La terminologie de "Pro-
grammation Dynamique" servit donc de parapluie & Richard Bellman pour
abriter ses activités de recherche chez la RAND corporation. La program-
mation dynamique repose sur une technique que Bellman appela "principe
d’optimalité". Ce principe général stipule que la solution d’un probléme glo-
bal peut étre obtenue en décomposant le probléme en sous problémes plus
simples a résoudre.

Il comprit alors ce que pouvait apporter la programmation dynamique dans
la résolution de problémes de controles optimaux.

Dans le cadre décrit dans le deuxiéme chapitre, I’état du systéme est complé-
tement déterminé par la dynamique f et le controle. On parle de probléme
de controle déterministe. Dans de nombreuses situations, les systémes dy-
namiques sont perturbés par des événements aléatoires. C’est typiquement
le cas sur les marchés financiers ot 'observation empirique montre que les
actifs ne sont pas déterminés de maniéres certaines par leur histoire. Plu-
sieurs éléments n’appartenant pas & ’histoire modifient le cours des actifs.
On représente souvent le terme aléatoire par un mouvement Brownien W,
tandis que les systémes dynamiques sont modélisés par des processus de dif-
fusion sur lesquels on peut agir au moyen de variable de controle. Il s’agit de
problémes de contréle optimal stochastique. Pour résoudre ces problémes,
comme dans le cas déterministe et en suivant les recherches nitiée par Ri-
chard Bellman dans les années 50 pour résoudre des problémes d’optimi-
sation, ’application la méthode de la programmation dynamique conduit
a 'équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), c’est a dire des problémes
ol 'on doit prendre les meilleures décisions possibles a chaque date pour
un critére de performance donné. L’équation de la programmation dyna-
mique généralise les travaux antérieurs en mécanique classique de Hamilton
et Jacobi, et est usuellement appelée équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman
en reconnaissance de la contribution de ces trois grandes personnalités scien-
tifiques. Historiquement appliquée en ingénierie puis dans d’autres domaines
des mathématiques appliquées, I’équation d’HJB est devenue un outil im-
portant dans les problémes de décision intervenant en économie et finance.
Dans ce présent travail, nous allons étudier un probléme d’optimisation sto-
chastique ou un probléme de contréle optimal stochastique en utilisant la
méthode de la progrmmation dynamique. Mais d’abord, dans le premier
chapitre, et avant de commencer notre travail, nous rappelons quelques no-
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tions générales sur le calcul stochastique. On précisera les définitions et les
notions adoptées dans ce mémoire et les résultats que nous utiliserons par
la suite. Dans le deuxiéme chapitre, nous nous intéressons d’abord aux pro-
blémes d’optimisation et la méthode de la programmation dynamique dé-
terministes. Cette méthode permet de résoude les problémes de controle
optimal qui conduit & I’équation d’'Hamilton Jacobi Bellman (HJB). Ainsi,
nous nous intéressons a la méthode de la programmation dynamique sto-
chastique pour résoudre un probléme de controle optimal stochastique. Le
cadre adopté dans ce chapitre est celui des processus de diffusion control-
lés a valeurs dans R™. L’idée basique de la méthode est de considérer une
famille de problémes de contréles & différents états initiaux et d’établir des
relations entre les fonctions valeurs associées. Ce principe est ainsi appelé
principe de la programmation dynamique. L’équation de la programmation
dynamique conduit a une équation aux dérivées partielles (EDP) non linéaire
du second ordre, appelée comme dans le cas déterministe I’équation d’HJB.
Lorsque cette EDP peut étre résolue par I'obtention explicite ou théorique
d’une solution réguliére, le théoréme de vérification, rappelé a la fin de ce
chapitre, valide I'optimalité de ce candidat solution de I’équation d’HJB, et
permet aussi de caractériser un contréle optimal. Cette approche classique
de la programmation dynamique est appelée étape de vérification. Notons
que cette méthode se justifie si 'EDP de I'équation d’HJB admet une solu-
tion satisfaisant les conditions d’application du théoréme de vérifition. Des
résultats d’existence de solutions réguliéres & des équations de type parabo-
liques. Soulignons aussi qu’il n’est pas toujours facile d’obtenir 'existence
d’une solution de 'EDS associé au candidat pour étre le controle optimal.
Dans le troisieme chapitre, et comme illustration, nous allons étudier un
probléme de controle optimale stochastique que nous allons résoudre en ap-
pliquant la méthode de la programmation dynamique bien détaillée dans le
deuxiéme chapitre.
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Préliminaire
() : ensemble non vide,
F @ tribu,
(Q, F) : ensemble mesurable,
P : mesure de probabilité,
(Q, F,P) : espace mesuré,
B : tribu borélienne,
P — p.s. : P-presque stirement,
> ® X : produit tensoriel,
C°[0, T);R™) : {f :[0,T] — R" continues},
CH[0,T];R™) : {f : [0,T] — R" continues et dérivables },

CY2([0,T;R") : {f : [0, T] — R" continues et dérivables, 5L, ZQTJ; existent et
continues}.
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Chapitre 1

Introduction au calcul
stochastique

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux différents concepts du calcul
stochastique qui seront utiles par la suite. Plus précisemment, nous nous
rappelons la définition d’un processus stochastique et quelques processus
usuels a savoir les martingales, les processus de Markov, les processus de
diffusion, les mouvements brownien et les processus réciproques. Ensuite,
nous aurons besoin d’introduire la notion des intégrales et des différentielles
stochastiques qui nous permettent de définir les équations différentielles sto-
chastiques. Enfin, nous allons finir par rappeler un résultat trés important
dans le calcul stochastique, le théoréme de Girsanov.

Dans toute la suite, on suposera donner un espace probabilisé (2, F,P).

1.1 Processus stochastique et processus usuels

1.1.1 Définition d’un processus

On commence d’abord par rappeler la définition d’un processus stochas-
tique.

Définition 1.1.1. Un processus stochastique est une famille de variables
aléatoires, définie sur (2, F) a valeurs dans (E, ), notée par (£(t),t € I),
ou I est un ensemble ordonné quelconque tel que

£:Qx I — F,

(w,t) = &(w, ).
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Pour w € Q fixé, Uapplication t ~ & (w) de I dans E est appelée trajectoire
du processus.

Définition 1.1.2. Nous disons qu’un processus stochastique & est continue
st presque tout w € §, ses trajectoires sont continus, i.e,

P{w e Ot — &(w)  est continue} = 1.

Définition 1.1.3. Un processus stochastique ({(t),t € I) a valeurs dans R™
est dit séparable, s’il existe une suite dénombrable T = {t;} dense dans I,
un sous ensemble N de ), avec P(N) =0 tels que, siw & N, on a

{€<t7w) SRS J} = {g(tjvw) S F,th = J}7
pour tout sous ensemble ouvert J de I et pour tout ensemble fermé F de R™.

Définition 1.1.4. Deuz processus stochastiques (£(t),t € I) et (€' (t),t € I)
définis sur le méme espace de probabilité (2, F,P) sont stochastiquement
équivalents si

P{g(t) ”; g’(t)} —0, tel.

Dans ce cas nous disons que & (t) est une version de &(t).

1.1.2 Processus usuels

Avant de définir la notion d’une martingale, on aura besoin des défintions
suivantes.

Définition 1.1.5. 1) Une filtration {F;,t € 1} est une famille croissante de
sous-tribus vérifiant

Vs,t e RY, F,CF, si s<t.
Le quadruplet (Q, F, Fi>0,P) est appelé espace de probabilité filtré.

2) Un processus {X;,t € I}, est dit adapté a une filtration {F,t € I} si
X; est Fi-mesurable.

3) On appelle filtration naturelle (]—"f,t > 0) d’un processus stochastique
(&(t),t > 0) sur (2, F,P) la filtration définie par

ff:a{g(s),ogsgt}.
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4)Un processus (£(t),t > 0) est dit processus progressivement mesurable si
est mesurable.

Maintenant, nous donnons la définition d’une martingale.

Martingale

Soit (Q, F,{Fi>0},P) un espace probabilisé filtré.
Définition 1.1.6. On appelle une martingale tout processus stochastique
(My)ier vérifiant

1. (My)¢>o est Fy-mesurable, pour tout t,

3. E(M|F;) = Ms, pour tout s > t.

Si E (Mg|F) < My, on dit que M, est une sur-martingale.
Si E (Mg|F;) > My, on dit que M, est une sous-martingale.

Processus de Markov

Pour définir la notion d’un processus de Markov, nous aurons besoin
d’introduire la notion d’une fonction de transition de Markov.

Définition 1.1.7. (Fonction de transition de Markov)
Toute fonction positive Q(s,x;t, A) définie sur I x R" x I x B(R"™), (0 <
s <t < o0) satisfaisant

1. Q(s,.;t, A) est borélienne,
2. Q(s,.;t,.) est une mesure de probabilité,

3. Q vérifie ’équation de Chapman-Kolmogorov

Q(s,z;t, A) = [ Q(s,3u,dy)Q (u, y;t, A), (s <u < t)

est dite fonction de probabilité de transition ou bien fonction de transition
de Markow.

Notons que, si pour tous z € R", on définit m, par

15



wx(B):{l r € B,

0 sinon.

et Ps, la probabilité P, construite sur l'espace mesurable (€2, F2 ) quand
7 =, et By, 'espérence associée a P, et F = F2.

Théoréme 1.1.8. [33] Soit Q une probabilité de transition de Markov. Alors
pour tout s > 0 et w(dzx) une distribution de probabilité sur (R™, B(R™), il
existe un processus stochastique {X (t),s <t < oo} de dimension n défini
sur (Q, F,P) tel que

P(X (s) € B) =7 (B) (1.1)

et pour tous s <u <t, et B€ B(R"), on a

P(X (t)e Blo{X (v),s<v<u})=Q (u,X (u);t,B),P—ps, (1.2)

alors, on obtient
1. (Q,F) un espace mesurable et Ff = o(X (r),s <r <t),

2. Il existe une fonction X (t,w) de [0, 400 X Q dans R™ telle que, pour
tout t > s, X (t,.) soit Fy-mesurable.

3. Pour tout x € R", s > 0, il existe une probabilité Py, définie sur

F = F2 telle que

P, (X (s,w)=2)=1 (1.3)
et
P, {X({t+hw)eBF}=Q(t X (tw),t+hB) Ps,—p.s.,
(1.4)

ou Be B(R"),t>s, h>0.

Définition 1.1.9. Toute famille (Q, F, F7, X (t) ,Ps.), s € I, v € R" véri-
fiant 1), 2), 3) est appelée processus de Markov correspondant a la probabilité
de transition Q).

Remarque 1.1.1. La relation (1.4), dite propriété de Markov, peut étre
décrite par

P (AN B|C) = P(A|C).P(B|C),

ot A représente les événemenets passés, B les événemenets futur et C' les
cvénemenets présents, i.e., le futur et le passé sont conditionnellement in-
dépendants étant donné le présent.

Maintenant, nous allons donner la définition d’un processus de diffusion.

16



Processus de diffusion

Définition 1.1.10. Un processus de Markov (X (t))ier, est dit processus
de diffusion si sa probabilité de transition p(s,x,t, A) satisfait les propriétés
sutvantes

1. Pour toute >0 et (t,x) e Ry xR, on a

lim p(t,x, t+ h,dy) = 0.

h—0 |x—y\>€

2. Pour tout e > 0, t € Ry et © € R, il existe deuz fonctions a(t,z)et
b(t,z) vérifiants

lim (y —2)p(t,z,t + h,dy) = a(t, )
h—0 \xfy|>s
et
lim (y — 2)*p(t, z,t + h,dy) = b(t, x),
h—0 ‘x_y|>€

ot a(t, ) est appelée fonction de diffusion et b(t, ) est appelée drift.

Temps d’arrét

Définition 1.1.11. Une variable aléatoire T : Q2 — [0,400], i.e., un temps
aléatoire, est appelé temps d’arrét (par rapport a la filtration F = (Fy)ier)
st pour toutt € I, on a

{r<t}={we:7(w) <t} eF.

Mouvement Brownien

Maintenat, nous allons donner la définition d’'un mouvement brownien.

Définition 1.1.12. Un processus stochastique (W (t),t > 0) a valeurs réelles
est appelé mouvement brownien s’il vérifie les propriétés suivantes

1. les trajectoires t — Wy (.) sont continus P — p.s.,
2. W (0) =0,

3. Pour tous 0 <ty < ... <'t,, les variable aléatoires W (ty) — W (ty_1)
telles que 0 < k < n sont indépendantes.

17



4. Pour tous 0 < s<t, ona
Efw(t) —w(s)] = (t = ),

E [(w(t) —w(s))’] = (t - 5) 0%,

ot i et o sont des constantes réelles positives avec o # 0.
o est appelé le drift et o? est la variance.

Notons que si jp = 0 et 0? = 1, le mouvement brownien est dit standard.
Dans cette partie, nous allons introduire la notion de 'intégrale stochas-

tique qui nous sert & définir par la suite les équations différentielles stochas-
tiques. A cet effet, nous aurons besoin de quelques notions et définitions.

1.2 Intégrale stochastique
Définition 1.2.1. Une classe de fonction f : [o, 5] x Q — R ot o, 5 € Ry
est dite non anticipative relativement a Fy,t € [a, (], si on a

1) f(t) est un processus séparable,

2) f(t) est un processus progressivement mesurable, i.e., (t,w) — f(t,w)
est mesurable,

3) Vt € |a, 5], f(t)est Fi-mesurable.

Notons par

17 ]a, 8] = f non anticipatives : P[f; |f()P|dt < o0] =1, st 1<p<oo,
i P(supess| f(t)] < o0)acres = 1 si p = oo.
(

ferla,p:E [fj|f(t)|pdt} <0, sil<p< oo,
E(supess |f(t)\ta§t§5 < oo sip = 00.

My [, 8] = {
(1.6)

Pour introduire la notion de l'intégrale stochastique, on commence d’abord
par le définir pour toute fonction étagées.
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1.2.1 Intégrale stochastique pour les fonctions étagées

Définition 1.2.2. Un processus f(t), t € [a, ] est dit processus étagé (
élémentaire ) s’il existe une partition a = tg < t1 < ... < t, = [ dans [a, (]
telle que

f(t) = f(tl) pour t; <t < ti+1> 1= O, ey, T — 1.

Définition 1.2.3. Soient f € L%/, ] une fonction étagée et W(t) un
mouvement brownien définie sur lintervalle I = |« B]. La variable aléatoire

i
L

F) (W () = W (k)

1

e
Il

que l’on note
[ roawe

dite intégrale stochastique ou intégrale d’Ité pour la fonction f € L[, ] .

1.2.2 Convergence

Pour définir I'intégrale stochastique pour toute fonction f € L [«, ],
on a besoin des résultats de la convergence suivants.

Lemme 1.2.1. Soit f € L%, [«, B]. Il existe une suite de fonctions étagées
fn € L2 [, B] telle que

f[a,ﬁ] [fo (t) = f ()P dt = 0 lorsque n — .

Lemme 1.2.2. Pour toute fonction élémentaire f € L3, o, B] et pour tous
e>0et N>0,ona

P{‘f[a’mf(t) dw (t)‘2 > g} < P{f[am F2(t)dt > N} + 4

Les lemmes suivants nous aménent & la définition de l'intégrale stochas-
tique pour tout f € L2 [, A].
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1.2.3 Intégrale stochastique pour toutes fonctions

Définition 1.2.4. L’intégrale stochastique de f € L[, B] est définie comme
la limite en probabilité de

fa(£)dW ()
[a7/8]
ot f, est une suite de fonctions étagées dans L[, B ,i.e.,
fu(t)dW(t) = lim fte)( W(tg)), P—p.s.
[a,0] T—>—+00 Z

1.2.4 Propriétés

1. Linéarité :
Soient f1, fa € L3 a, B8] et A1, Ay deux nombres réels quelconques.
Alors, A\ f1 + \ofy € L, et on a

/[ AOERROIVG =5 [ Aawvees [ paavo)

(o] (o, 8]

2. Isométrie :
Soit f € M |, 3], alors

2

=E fA(t)dt
[a7ﬁ]

E f)aw (@)

[c, ]

3. Soit f € M |a, 3] alors

E [ f(t)dW(t) = 0.
[, ]

4. Soit f € M [a, 8], alors on a

E { f(t)dW(t)LFoé} =0, P-—ps.
[a,f]

et

f)aw (t)

2 B
\Fa] :/ E|f2(t)|dt, P —p.s.

‘ [, ]
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1.3 Différentielles stochastiques

Soit (£ (t),t € [0,T]) un processus stochastique réel tel que, pour tous
OgtlétQST,Ona

et et = [ awar+ [owaw .

t1 t1

ona€ LL[0,T] et be L2 10,T).

Nous allons définir d’abord la formule d’It6 qui nous permet d’introduire
la notion des différentielles stochastiques. Il est un outil particuliérement
important dans I’étude des processus stochastiques.

1.3.1 Formule d’Itd

La formule d’Itd est donnée dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.1. [26] Soient &(t) un processus tel que d&(t) = a(t)dt +
b(t)dW (t) et le processus stochastique f(t,£(t)) ayant les dérivées partielles
%—{,%,% continues.Alors le processus admet une différentielle stochastique

donnné par

A(6,€00)) = [ (6,60 + SHEEO)ald) + 5 5 0]
+%(t,§(t})b(t)dW(t}. (1.7)

Ce résultat se généralise dans R™.

Théoréme 1.3.2. [26] Soient les processus & (t),....6, (t) admettant tous
des différentielles stochastiques données par

ot a = (ay,...,an) € Ly [0,T], b = bj; € L2[0,T] et W (t)) est un
mouvement brownien en dimension n.
Si (t,xq,...,x,) est une fonction continue dans [0, 00 X R* admettant aussi
des dérivées continus %—7;7 g—;, %auwj, i,7=1,...,m alors, le processus n (t) =

w(t, & (t), .., &n (t)) admet aussi une différentielle stochastique donnée par
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Définition 1.3.3. On dit que & (t) admet une différentielle stochastique d§
st elle s’écrit sous la forme

de () = a (t) dt + b () dW (1) .

1.4 Equations différentielles stochastiques

Les équations différentielles stochastiques (EDS) sont des équations diffé-
rentielles dans les quelles une perturbation stochastique (un terme aléatoire)
est introduite. Elle est représentée par un mouvement brownien. Elles per-
mettent de prendre en compte, dans la description des phénomeénes naturels,
les perturbations et les EDS nous permettent de modéliser les trajectoires
aléatoires.

Définition 1.4.1. On appelle équation différentielle stochastique toute équa-
tion définie sur RY de drift b et de diffusion o donnée par

{ dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt>th, YVt € [O, T] ,
Xo = 57

ot T est un reel strictement positif, b: [0,T] x R® — R" et o : xR" — R"*4
sont deux fonctions boreliennes, (W)= un movement brownien standard sur
R® défini sur un espace filtré (Q, F, (Fi>o) ,IP) et & est une variable aléatoire
quelconque indépendante du movement brownien appartient R™.

Si la matrice de diffusion est nulle, une EDS devient une équation diffe-
rentielle ordinaire (EDO).
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1.4.1 Existence et unicité de la solution
Pour 'existence et 'unicité de la solution, on a les résultats suivants.

Théoréme 1.4.2. [22] Supposons que
1. a(tz) et b(t,x) sont mesurables dans [0,T] x R.
2. Ja(t,x) —a(t,y)| < ki o —yl, [b(t, z) = b(t, y)| < K fo —yl.
3. la(t,x))| < Ky (1+ |z]), |b(t,x)| < Ko (14 |x|), (k1 et ko des constantes
quelconques).

Si &y est un vecteur aléatoire en dimension n indépendant de o(W (t),0 <
t <T) tel que B |¢)* < oo alors, il existe une solution unique dans M?2,.

L’unicité est comprise au sens des trajectoires, i.e., si & (t) et & (t) sont
deux solutions, alors
P& (1) =& (1)t € [0, T} = 1.

Théoréme 1.4.3. [22] Supposons que les hypothéses du théoréme précédent
sont vérifiées. De plus, soient a et b deuz fonctions continues dans [0, +oo[ X
R™ alors, la solution de I’équation est un processus de diffusion de drift a (., .)
et de matrice de diffusion

o(t,z) =b(t,x)b" (t,z), (aij (t,x) = Z b (t, ) bj (1, x)) :
k=1

Il existe deux types de solution d’une EDS, les solutions fortes et les
solutions faibles.

Solution fortes et faibles

On considére ’'équation différentielle stochastique

{ dé(t) = a(t,&(t))dt +b(L,§(1))d(t), ¢ €[0,T], (1.9)
£(0) = &, '

telle que

1. PlE(0) = &] =1,

2. B [fi (la(s,€(5))] + b(s, €(3))I) s < o] =1,

3. &(t) = £(0) + [y a(s,&(s))dt + [ b(s, £(s))dW (s),P — p.s.,
i.e, équation (1.9) a lieu, P — p.s pour tout ¢ € [0, T].
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Solution forte

Commencons d’abord par définir les solutions fortes.

Définition 1.4.4. On dit que l’équation difffentielle stochastique (1.9) ad-
met une solution forte, si pour tout espace probabilisé filtré (2, F, (Fi)i>0, P)
et pour tout mouvement brownien (W (t)i>o), il existe un processus continu
€ = (&(t)i>0) tel que les propriétés 1, 2 et 3 soient vérifiées.

Solution faible

Maintenant nous allons définir les solutions faibles.

Définition 1.4.5. On dit que [’équation différentielle stochastique (1.9) ad-
met une solution faible (ou en loi), si on peut trouver un espace probabilisé
filtré (Q, F, (Ft)e>0,P), un mouvement brownien (W (t);>0) et un processus
continu & = ({(t)i>0) tels que les propriétés 1, 2 et 3 soient vérifiées. Donc
une solution faible est une collection d’objets

(Q,F, (E>tZO7P7w<t)t207£<t)t20)'

Maintenant, nous allons donner un résultat trés important au calcul sto-
chastique. Ce résultat permet de chercher une solution faible pour les EDS,
c’est le théoréme de Girsanov.

1.4.2 Théoréme de Girsanov

Théoréme 1.4.6. [22] Soit W (t) un mouvement brownien de dimension n
dans [0,T] défini dans l’espace (Q, F,P) et soit & = (P, .., ,,) une fonction
dans L2 [0, T). Définissons

1 (@) = [fd(u)dw(u) — L [1®(u)]* du,
2. W(t)=W(t) — [5 ®(s)ds,
3. dP(w) = exp[€(P)]dP(w).
Si
P(Q) =1,

alors @(t),0 <t <T est un mouvement brownien dans (Q, F,P).
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Chapitre 2

Probléme d’optimisation et
Programmation dynamique

Dans ce chapitre, nous nous intérressons aux problémes d’optimisation
stochastiques. Plus précisemment, les équations différentielles stochastiques
controlées ol nous ajoutons un controéle stochastique. Nous allons résoudre
ces problémes en utilisant la méthode de la programmation dynamique sto-
chastique. Mais tout d’abord, il est utile de commencer par étudier les pro-
blémes déterministes et rappeler la méthode de la programmation dyna-
mique déterministe.

2.1 Problémes d’optimisation déterministes

Nous allons commencer par étudier les problémes d’optimisation déter-
ministes.

2.1.1 Généralités

Soit M un espace métrique avec T' > 0. Soient u une fonction mesurable
de [0,7] & valeurs dans M, f € C°([0,7] x R" x M;R") et x € R™. On
considére le probléme de Cauchy

y(t)=f(t,y(t),u(t)) sur[0,T] (2.1)
y(0) = =z, (2.2)

ou de maniére équivalente sa forme intégrale
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y(t)=z+ / £ (5,y(s) u(s)) ds. (2.3)

Définition 2.1.1. L’équation (2.1) est appelée équation différentielle contro-
lée ou la variable u est la variable de controle qui influence la dynamique de
la variable d’état v.

Sous les conditions classiques de Lipschitz et de croissance controlée sur
la fonction f, nous supposons qu'il existe C' > 0 tel que V(t,z,y,u) €
[0,7] x R™ x R x M, vérifiant

]f(t,x,u) - f(tvyauﬂ < C’|x—y| et |f(t7x7u)| < C(l + ‘CCD,

Ainsi, on définit usuellement une fonctionnelle de cout prenant en compte
toute la trajectoire du systéme jusqu’a un horizon T et un céut terminal,

T (u) = / L (t, g () dE + g (s (T)). (2.4)

otl les fonctions L et g sont données et appelées respectivement fonction de
cout courant et fonction de cout terminal.

Etant donné L € C°([0,T] x R® x M;R") et g € C°(R*;R). L’équation
(2.1) admet une solution unique définie sur tout [0, 7] que nous noterons y,.

2.1.2 Probléme de minimisation

L’objectif est de déterminer quel est le "meilleur" controle pour résoudre
ce systéme, i.e., minimiser la fonctionnelle de cout. Plus précisemment, nous
considérons le probléme de controle optimal ou de commande optimale sui-
vant

infJ (u) = ilgf/o L (¢, o (8)) dt + g (g (T)). (2.5)

La variable d’état vy, étant reliée a la variable de commande u par la dyna-
mique (2.1) et la condition initiale = étant donnée.

Le probléme est alors de trouver la commande ©* qui minimise la fonction-
nelle J sur tout les controles u. Un tel controle u* est appelé optimal.

Pour résoudre ce type de prolémes, nous utilisons la méthode de la program-
mation dynamique déterministe.

26



2.2  Programmation dynamique déterministe

La méthode de la programmation dynamique est une méthode exacte de
résolution des problémes de controle optimal. Le principe de cette méthode
est un principe fondamental pour la théorie du controle optimal.

2.2.1 Principe de la programmation dynamique déter-
ministe

St un controle est optimal entre t et T pour la condition initiale x, alors il
est aussi optimal entre t +h et T, avec la condition initiale x (t + h),h > 0.
En s’appuyant sur le principe "philosophique" raisonnable, cela veut dire
qu’il vaut mieux étre intelligent depuis le début que d’étre stupide pendant
un certain temps et intelligent ensuite.
En effet, avant d’appliquer le principe de la programmation dynamique dé-
terministe, on définit d’abord la fonction valeur associée, i.e., définir la valeur
de la fonction objective lorsque le systéme se trouve dans ’état x a 'instant
t sous la forme

o (t,2) = inf {/OT L (5, gt (5)) ds + g (g (T)) : () = x} o (26)

On remarque que, pour tout x € R", la fonctionnelle v vérifie la condition
aux limites

v(T,z)=g(x). (2.7)

Si on applique le principe de la programmation dynamique pour le probléme
(2.5) sur la fonction valeur v entre deux instants ¢ et ¢t + h, alors on obtient

v(t,z) = inf{/tHhL(s,yu,u(s))ds+v(t+h,x(t+h))}. (2.8)

Le principe de la programmation dynamique nous améne a définir I’équation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB).

2.2.2 Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

En étudiant le comportement de la fonction valeur entre deux instants
proches, i.e., en faisant tendre h vers 0 dans la relation ci-dessus de la
programmation dynamique, on obtient que la fonction v (¢, z) satisfait une
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équation aux dérivées partielles (EDP) de premier ordre appelée équation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB), donnée par

ow (t,z)+ H (t,z,Vvu(t,z)) =0, (2.9)

ol H est appelé le Hamiltonien, donné ci-dessous. La résolution de cette
équation nous permet de définir le controle optimal de ce probléme. Ainsi,
si on ajoute une variable adjointe qui peut s’interpréter comme un mul-
tiplicateur p € R™ associé¢ a (2.1) et 'on définit le pré-Hamiltonien H
[0,7] x R x M x R" — R par

H(t,z,,u,p) = L(t,x,u) +p.f(t,x,u), (2.10)

alors, on peut définire ensuite le Hamiltonien H : [0,7] x R* x R — R
par

H(t,z,p) =inf{L(t,z,u) +p.f (t,z,u)} =nfH (¢, z,u,p), u€Ew.
(2.11)
Ainsi, on résout ’'EDO

Y (t) =f (tvy (t) ,u” (t)) , 120, (2'12)

pour la dynamique de la variable d’état associée a cette commande, i.e., pour
la commande optimale v*. Finallement, on définit le controle

u* (1) = u* (t,y (1)),

qui est un controle optimal pour (2.4).

2.2.3 Controle feedback

Nous allons voir que si I’'on connait une solution du probléme aux limites
pour I'équation d’HJB

{ oW (t,x) + H (t,z, V,W (t,x)) =0, sur0,T] x R", (2.13)

w(T,z) =g(x), Vz € R,

alors on peut en déduire une commande optimale feedback. Pour cela, nous
aurons besoin de définir la notion d’une commande feedback.

Définition 2.2.1. Une commande feedback est une fonction qui ne dépend
pas seulement du temps mais aussi de [’état du systéme, c’est donc une
fonction U de [0, T] x R™ & valeurs dans ’espace des controles M.
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Pour un Controle feedback U (.,.), la dynamique de la variable d’état est
régie par I'équation différentielle ordinaire

y) =ty @), U{ty(t) y(0) == (2.14)

Notons qu’il est naturel de s’intéresser a des controles feedback, i.e., dépen-
dant de I’état du systéme.
Donnons maintenant la définition du controle feedback optimal.

Définition 2.2.2. On dira que le contrile feedback U (.,.) est optimal pour
(2.4) si le controle u (t) = U (t,y (t)) est optimal avec y(.) solution du pro-
bleme de Cauchy (2.13).

2.3 Probléme d’optimisation stochastique

Notre objectif est de définir le contréle optimal d’une classe de processus
de Markov &£&. On note par X l'espace d’état.

2.3.1 Généralités

On considére un modéle de controle ou I'état du systéme est gouverné
par une équation différentielle stochastique (EDS), donnée par

di(t) = f(t, (), u(t)dt+o(t,E(t),u(t)dW (t), t>s,
{ £(0) = &, (2.15)

ou £ (t) est un processus stochastique a valeurs dans R™ défini sur un systéme
usuel (Q, F, (Fi)gecper  Pyw (t)), &y est une variable aléatoire telle que

E|§0’2 <

et u(t) est la variable du controle appliqué définit a valeurs dans un ensemble
U.

Soient Ty et T' deux nombres fixés avec Ty < T, Fo = [1p, T, Q = (T, T) xR™
et C7 (D) est la classe des fonctions telle que les dérivées partielles sont
d’ordre inférieur ou égal a j existent et sont continues dans D.

De plus, supposons que les fonctions f (t,z,u) et o (¢, 2,u) sont de classe
C' (Q x U) et vérifient

|f(£,0,0)| < C, [a(t,0,0)| <C,

\fel +1ful C ow| +ou] <O, (2.16)
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ol C' est une constante positive.
A Tinstant ¢, on applique un controle feedback u que 'on note w (t), i.e.,

u(t) =u(t, (1))
Notons que par la suite, pour toute fonction g (¢, x,u), on utilise la notation
gt (t,x) =g (t,z,u(t,z)).
Par conséquent, I’équation (1.14) s’écrit sous la forme
d¢ (t) = fU(t,&(t))dt + o (¢, (t))dW (t), t> s, (2.17)

i.e., les coéfficients f" et 0" sont dépendants du controle u.
Aussi, notons par v la classe des fonctions de contréles feedback admisibles.
Cette notion est donnée dans la définition suivante

Définition 2.3.1. Un contrile feedback u est dit admissible s’il est une
fonction borélienne définie sur [To, T] x R™ a valeurs dans U telle que

1. Y (s,y) € [Ty, T] xR", il existe un mouvement brownien tel que ’EDS
(2.16) admet une solution & unique en loi.

2. Vk > 0,E,, € ()" est bornée pour s <t <T et on a

T
]Esy/ lu (£)|" dt < 0.

Notons que 'équation (2.14) peut s’écrire sous la forme intégrale

E(t)=£(0) + / £ (5.6 (s) u(s))ds + / o (5,6 (s)u(s)) AW (s) (2.18)

et pour que l'intégrale stochastique ait un sens, nous allons supposer que
que les controle u sont progressivement mesurables.

Ensuite, en faisant varier I'instant initial et 1’état initial, alors on obtient
une famille d’EDS, donnée par

{ d§ (t) = f (¢, (t),u(t))dt + o (t,£(t),u(t))dW (1), (2.19)
£(s)=vy. '

Supposons qu’il existe £}, () une solution de I'équation (2.19) qui est un pro-
cessus de Markov, de probabilité de transition de Markov notée P* (s,y,t, B).
On associe a la fonction P* les opérateurs Sy, et A" (t) et I'on suppose que

[A (s) @] (y) = [A" (s) @] (y), quand v =1u(sy),
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alors l'opérateur A” (s) prend la forme

; 1 — 0? - o)
A (3)252 ij(S7yuU>m+Zfi(3ay7v)ay
i,j=1 v ij=1 ¢

ou

1 ¢ d? . 0
A =5 Do a sy g+ D S sy g

,j=1 ,j=1

ol a = (a;;) est une matrice symétrique définie par a = g
Nous considérons les fonctions L et ¥ satisfaisant

1. L: [Ty, T] xR"xU — Ret ¥ : R" — R deux fonctions continues,
2. |L(t,x,u)] < C(1+]|z|+|u)), ou k est une constante positive,
3. |U (z)| < C(1+ |z|)*, C est une constante positive.

2.3.2 Probléme de minimisation

L’objectif consiste a trouver un controle feedback u* € ¥ qui minimise la
fonctionnelle de coiit

s =8, [ Lie@ e v},
Pour se faire, on introduit la fonction valeur
WP (s,y) = ir&fJ (s,y,u).
Définition 2.3.2. On dit que u* est un contréle optimal si il vérifie
WO (s,y) = J (s,y,u*),¥ (s,y) € [Ty, T] x R".

Pour résoudre ce probléme, nous allons utiliser, comme dans le cas dé-
terministe, la méthode de la programmation dynamique stochastique.

2.4 Programmation dynamique stochastique

Nous allons commencer par donner le principe de la programmation dy-
namique stochastique.
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2.4.1 Principe de la programmation dynamique stochas-
tique

Comme dans le cas déterministe, la méthode de la programmation dy-
namique résoud aussi les problémes de controle optimal stochastique dans
le contexte de controle des processus de diffusion et plus généralement des
processus de Markov. L’idée intuitive du principe de la programmation dyna-
mique stochastique est qu'un contréle optimal u* sur [s,T] peut étre recollé
en deux controles optimaux, I'un sur [s, s + h] et Pautre sur [s + h, T}, il est
exprimé par

s+h
WO (s,y) = inf Eij/ Lir,&(r);u(r)]dr (2.20)

+]EZZJWO (S + h’ g (S + h)) YU € U[s,s+h}‘

L’application du principe de la programmation dynamique nous conduit
a d’éfinir ’équation d’HJB.

2.4.2 Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

L’Equation d’HJB est la version infinitésimale du principe de la program-
mation dynamique

Proposition 2.4.1. Supposons que W wverifie W° € C?([Ty, T] x R") et
VWOt E®#),u()o(t,E(t) € My, [To, T, alors U'équation d’HJIB s’ecrit
sous la forme
OW?O (s,y .
% = H" (s,y,V,W (s,9),V,.V,W° (s,9))

ou

. 1 ¢
H (SyyaU':p) = Sup [_L (S,y,U,) - F(Sayau) P = 5 Z ;5 (S,y,U) sz

vEU

ij=1
Démonstration. Supposons d’abord que

WO (s,y) = inf J (s,y,u).

Ensuite, comme on a

e, { [ pte@suians v} =E:7y(/:+hw,s<t>;u<t>1dt
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T

+Eg+h,£(s+h) / L [t7 g (t) ;U (t)] dt + v [g (T)] ) s uel,

s+h
alors on a

WO(s,y) = inf {E;y /SS+hL[t,§(t);u(t)]dt}

ueU]|s,s+h]

+EL, WO (s + R, & (s + h,u(.)), (2.21)

qui, si on divise par h et on le fait tendre vers 07, ie.,

s+h
lim 1 inf {E;y/Jr Lt &(t);u(t)] dt},

h—0+ h ueU[s,s+h)

on obtient

lim CE (WO (s b€ (s 4+ h) u () — WO (s, )} (2.22)

h—0+ h

Supposons que WY € C?([Ty, T] x R"). Si on applique la formule d’'Tt6 a
WO (s+h,&(s+h,u(.))) —W°(s,y), on trouve

WO (s+h,E(s+hu(l)—WO(s,y)

B / WO (1, (1)

5 dt + / VWO (€ (), u(.))dE (t) (2.23)

_i_% /Ss Z aij (t,g(t) ,U()>

1,j=1

WO (t, € (1))

dt
ayz'ayj

Comme &, (t) est la solution de (2.18) et si 'on suppose que
VWOt (t),u () o (€ (1) € My, [To, T],
alors on obtient
s+h
B, [ V€0 0 () o (€ W) du 1) = .

Puisque on a

s+h 0 0
i L [0, O )
ot 0s
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h—0t h

m_/ VW0 (€ () u () dE (£) = [ (5,,1) V,W° (s,9)

1- _ .. . - a8 a
Y A STAICRTS) e - Y oo “oudy,

3,7=1

ol a;j (s,y) = > 4y 0 (S,y,u) ok (s,y,u), alors le membre de droite de
(2.21) devient

oW (s, y)
0s

WO (s,y)

. (2.24
ayiayj ( )

1 n
+ f (57y7u> VyI/VO <S7y) + 5 Z aij (57 yvu)

ij=1
Ainsi, Pégalité (2.21) s’écrit sous la forme

aWO <S7 y)as = SUP,eqy |: —L (87 Y, u) - f (87 Y, u) vywﬂ <S7 y)
} (2.25)

L PWO(s,y)
=3 Dij=1 Qg (5, Y, ) T Oy dy;

Si 'on pose que

. 1 ¢
H <S7yau7p) = sup [_L (S,y,U,) - F(Sayau) P 5 Z Q;j (S7y7u) RZJ )

vEU 27]:1

0 D 02WO(s,y) 34 . ys
avec p = V,W?(s,y) et R;; = oy, alors ’équation s’écrit sous la forme

oW (s,y)

B =H* (s,y, V,W(s,y), Vy.VyWO (s,y)) )

Cette équation est ’équation de la programmation dynamique ou I’équation
de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), avec la condition terminale

WO (T,y) = (y).
Notons que I'équation d'HJB s’écrit également sous la forme

0=W?+ Inellljl [AY (s) WO + L (s,y,v)] . (2.26)
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2.4.3 Théoréme de vérification

Etant donné une solution réguliére de I'équation d’HJIB, qui sous des
conditions suffisantes coincide avec la fonction valeur. Ce résultat est appelé
théoréme de vérification et permet aussi d’obtenir un controle optimal. Nous
donnons ici une version assez générale contenant ce contexte.

Théoréme 2.4.2. [22] Soit W € C*? ([To, T[ x R™) N C° ([T, T] x R™) a

croissance quadratique, i.e., il existe une constante C telle que
W (s,9)| < C (1+[yl*) ¥ (s,9) € [T5, T] x R,

Supposons que W (s,y) est une solution de l’équation de la programmation
dynamique

velU (227)

{ 0=Ws+min [A" ()W + L (s,y,u)] ,(s,y) € [To,T[ x R™,
W(T,y) =V (y),

alors

1. Pour toutl contréle admissible u, on a
W (s,y) < J(s,y,u),Y (s,y) € [To,T) x R™. (2.28)

2. St u* est un controle admissible tel que

AW (8)=LY (s,y) = Ivréllgl [AY (s) W + L (s,y,u)], V(s,y) € [To, T[xR"

alors on a
W (s,y) = J(s,y,u") (2.29)

et u* est un controle optimal.

Démonstration. (i) Par hypothése, on a W € C*2([T,, T x R").
Soient (t,x) € [Ty, T[ x R", o € A(t,x),s € [t,T] et 7 un temps d’arrét a
valeurs dans [t, +oo[. Appliquons la formule d’Itd, on trouve

SAT
W(sAT, X5 ) =W(tx)+ / a—W(u, XLy

SAT . ( 8t u
SAT
+ LT (u, X)) du + / D, W (u, X5%) 0(X5, a,) AW,
t
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Ensuite, en choisissant
s !
T =1, =inf {s >t / | D W (u, X5%) 4+ o(X5* o) P du > n} ,
¢

on remarque que 7, * +o0o quand n tend vers l'infini. Ainsi, le processus
arrété

SA\Tn,
{/ D, W (u, X5%) 0(X5% o )dW,, t < s < T}
t

est une martingale. Si on applique 'espérance mathématique, i.e.,

. SATp, aW . .
EW (sATn, X37, )] = W(t, 2)+E / 5 (W X7) + LYW (w, X,%)du)

t

on trouve

E[W (s A, X52 )] > W(t,2) — E UtA FIXE* a )du] Va € A(t, ).

SATp u
(2.30)
Comme on a

SA\Tn T
/ FX", ag)du| < / FXE )| du
t t

et comme, d’aprés la condition d’intégrablité sur A(¢,x), alors le terme de
droite est intégrable. De plus, comme W est & croissance quadratique, on a

(W(sAT, X5 )| <C (1 + sup \Xﬁ”’"|2> :

s€[t,T]

Ainsi, comme le terme de droite est intégrable, en appliquant le théoréme
de convergence dominée et en faisant tendre n vers I'infinie dans (2.29), on
trouve

E[(s, X2™)] > W(t, x) [/ F(XE" du} , Vae At x).

Comme W est continue sur [Ty, T x R™, en faisant tendre s vers T, alors on
a par le théoréme de convergence dominée

E[g(X%")] > W(t, z) U f(XE" a } Va € A(t, z)



et donc W(t,z) <o(t,z),VY(t,x) € [Ty, T] x R™

(i1) Appliquons la formule d’Ito a W (u, X%*) entre t € [Ty, T[ et s € [t, T
et aprés avoir localisé avec 7,,, on trouve

E[W(s,Xﬁ?”)]:W(t,x)jLE{/ a;f/( L XE7) 4 L0 EEW () XY du|
t

Or par définition de &(t, z), on trouve

oW

v — L) W(t,x) — f(t,z,a(t,z)) =0,

d’ou
E [W(s, X;m)} —W(t,z) — E [ / TR G, X;@))du] .

Ainsi, en faisant tendre s vers 7', on obtient

{/ f( X” alu X;x))du—l—g(f(;x)}

=J(t,z,&).
Finalement, on trouve
W(tz) = J(t,2,d) > v(t, o)

et W = v avec & comme controle optimal. O

2.4.4 Recherche du contréle optimal admissible

Pour résoudre le probléme de controle optimal stochastique, le théoréme
précédent suggere la stratégie suivante : Nous allons commencer par résoudre
I’équation d’HJB

0= W, min [A” () W + L (5,5, 0)], (5,9) € [To, T[ x R,

avec la condition terminale W (T, y) = ® (y). Ensuite, pour (s,y) € [To, T X
R™ fixé, nous allons résoudre 1’équation

min [A” (s) W + L (s,y,u)].

velU
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Alinsi, notons par u* (s,y), la valeur de u qui réalise le minimum. Enfin, si
I’EDP non linéaire obtenue avec une condition terminale admet une solution
réguliére W, alors cette solution W est la fonction valeur du probléme de
controéle stochastique et u* est un controle optimal.

Notons que cette méthode se justifie donc si 'EDP de 1’équation d’HJB
admet une solution dans C? satisfaisant les conditions d’application du
théoréme de vérification. Soulignons aussi dans la vérification des conditions
2 du théoréme précédent qu’il n’est pas toujours facile et parfois probléma-
tique d’obtenir une solution de ’EDP associé au controle optimal u*.
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Chapitre 3

Application : Probléme de
controle optimale stochastique
résolue par la méthode de la
programmation dynamique

Dans ce chapitre, nous étudions un probléme de contréle optimale sto-
chastique que nous allons résoudre en utilisant la méthode de la program-
mation dynamique. Nous commencons par donner des conditions pour que
le probléme soit bien posé. Ensuite, en appliquant le principe de la pro-
grammation dynamique qui, a I'aide d’une transformation logarithmique,
nous conduit a résoudre cette équation. Enfin, d’aprés le théoréme de véri-
fication, nous allons démontrer que le controle optimale est admissible et la
solution correspond & un processus Markov.

Notations et hypothéses

Soient les fonctions L, U et Wy définies par
L:[0,T]xR*"xR* — R

1
(t,z,v) = L(t,z,v) = Emzﬂ +U(t,z), m>0, veR"

U:S=[0,T] x R" — R, une fonction continue vérifiant

U (t,2)] < C(1+[al"), (3.1)
Wr : R™ — R, une fonction continue vérifiant
Wr < C(1L+ |2k, C k= cte. (3.2)
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Soit ¥ 'ensemble des fonctions admissibles défini par 9 = { v:S — R"

boréliennes telles que

1. V(s,z) € [0, T[xR", il existe un systéme usuel (£, Fi, Q57, F;, ws (1))
oll w, , est un mouvement brownien standard et o;; = vV2D6;;, D > 0

tels que PEDS

{ de(t) = v(t, £(8))dt + odw, (1),
é(s) = .

admette une solution unique en loi de probabilité.

2. Vk,3M dépend de (s, z) telle que
E|e)F <M, 0<s<t<T

et
T
Ey” / o(t, (1)) Pdt < 0 }.

3.1 Probléme de minimisation

L’énoncé du Probléme est le suivant.

inf J (s, x;v),

ISV

Trouwver v*:S — R™ tel que
(P

o) =& [ [ (Jmote.on + 0.0 e+ wateio).

admet une solution.

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Tout d’abord, nous devrons démontrer que le probléme soit bien posé. Pour

cela, on a le résultat suivant.

Proposition 3.1.1. Sous les hypothses précédentes, on a
1. J(s,x;v) > —o0,
2. Es* fST smu?(t,£(t))ds < oo,
3. Eo® [T Ut E(1))dt < oo,
4. J(s,x;v) # +00.
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Démonstration. Remarquons que le probléme ait un sens. En effet, d’une
part, puisque tous les termes sont positifs, on a

J(s,z;v) > —00.
D’autre part, puisque par hypothése on a
™1
Ef)x/ §mu2(t,£(t))ds < 00

et
T
B [ Walt €(0)dt < o

alors on trouve
infJ(s, z;v) # +o0.

VeV

Il nous reste donc & démontrer que

T
R / U(t, (1))t < oo,

En effet, d’aprés la condition (3.1) on a

B [ U0 <Bi [ Cr o)) ar

T T
_ R / Cdt + B / Cle(t)F dt.
Comme T est fini alors

T
E:® / Cdt < co.

Aussi d’aprés (3.4) et comme |[£(¢)[F > 0, d’aprés Fubini-Tonelli, on trouve

T T
By / ()t = / E3* (e () Fdt.

S

D’ou
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3.2 Reésolution du probléme

Le principe de la programmation dynamique stochastique nous conduit
a définir ’équation d’HJB et cela est obtenu dans le résultat suivant.

Proposition 3.2.1. Soit W donnée par

(s, = it {pe | [ L. ggo)] e+ wateon |

vEV

Supposons que W (s, z) € CY2(]0; T[xR™) N CO([0; T] x R™), alors I’équation
d’HJB est donnée par

ow 1
— + inf |DAW +v.V W+ -mv?+U| =0, VY(s,x)€S. (3.7
Js veR™ 2
Démonstration. 1. D’aprés le principe de la programmation dynamique
on a,

vev

W(s,z) = ianEf;"”( [ / S+hL[t,§(t),v(t,g(t))]dt}

gt [ | C Ll (). ot ()t + wre(m) } )

VEV +h

qui est équivalente a

vEV

s+h
W(s,z) = infE>* {/ L[t &(t),v(t, £(t))]dt + W (s + h,&(s + h, v()))] .
Ainsi, I’équation devient

VEV

2. On divise par h et on le fait tendre vers 0T, on trouve

0= lim %(mfmf;z[ / UL (), ol £(1))dt

+W(s+h,&(s+ h,v(.))) — W(s, x)}) :

42
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infE3* {/ L[t &(t),v(t, £(t))|dt + W (s + h,&(s + h,v(.))) — W (s, a:)] =0.



Comme on a, W (s, z) € CY2(]0; T[xR™)NC?([0; T] xR™) et en appliquant,
la formule d’It6 & W (s + h,&(s + h,v(.))) — W (s, z), on trouve

Wi(s+h,&(s+ h,v(.)) —W(s,x) =

/”h OW (t,£(t,v(.)))
. ot

as [ VLI € () (0 (1) + odu ()
1 /S+h QDGQW(t,ﬁ(t,v(.)))d

821'1'

t.
2

Alinsi, puisque on a

s+h
o / VLV (L, £(t 0())(odwsa(t)) = O,

on obtient

0= inf( lim %E [ / S+hL[t,f(t),v(t,f(t))]dt}

vEY “h—0t

1 [/S+h 8W(t,§(t,v(.)))dt}

1’ _ESJ}
+h£>%+ h " ot

h—s0h

11 sth  OPW(t, £(t, ()
lim — [=E>* 2D o .
+ lim [2 . /S P, dt} )
Par passage a la limite on trouve

4 lim LEse { / LWt £ 0())o (£ £1)) dt]

0 = nf[B” Sme (s, €(s)) + U s, €(s)) + Z 2 EL 1)
L OW(s,£(s,0())) O*W (s, v (-)))]
o 0222 ’

qui est équivalente a

W(s,&(s,v(.)))v(s, € (s)) + D

veY

: S,T st 1 2
0 = infE| / S (s, (5), Uls, £(3))dt

+w + VaWls, &(5)]v (s, £(s)) + VoW (s,£(5))],

qui s’écrit sous la forme

1
ow + inf {DA:EW + .V W4+ -m?+U| =0, V(s,x)€S.

S veR”? 2

d’ou l'obtention de I’équation d’HJB. O
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Recherche du contréle

Pour que v réalise le minimum, il suffit que

0 1
— |DA,W + vV, W 4+ —mi? +U| =0,
ov 2
alors on a,
VW +mv =0.
Par conséquent, on trouve
. V. W
V= — .
m

Notons par v* = v* et c¢’est le controle optimale du probléme (P1).

3.2.1 Reésolution de I’équation d’HJB

Supposons qu’il existe un W et un controle optimal v*. Si nous rempla-
cons la valeur de v* dans I’équation d’HJB, on trouve

ow
0s

En ajoutant a cette équation une condition finale

1
= —DAW + —(V,W)* - U.
2m

W(T,z) = Wr(z),
on en déduit que, V(s, x) € S, équation d’"HJB s’écrit sous la forme

BV = DAW + = (V,W)? - U,
W(T,z) = Wr(x).

Remarquons que I'équation d’HJB est non linéaire. Pour la rendre linéaire,
nous aurons besoin de ce résultat.

Proposition 3.2.2. Soit

W(s,z) -

p(s, ) = exp(— 5D ), (s,z)€eS.

Alors, pour 0 < s <T,x € R", l’équation d’HJB s’écrit sous la forme

ol

q;|®
S}

= —DAp+ 57
Wr(x)

= exp(—3np ) = pr(T)

~—
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P - PR 2 .
Démonstration. Calculons les dérivées 2V W OW ot 71}/ alors on obtient

0s ? Oz Oz2
oW —2mD dp
ds  p 0s’
oW —=2mD dp
or  p Oz’
*W 16 2
_ omp |2%P L (0p
Ox? por?  p? \Or
2mD
viw = """y,
P
Si 'on substitue les formules précédentes dans ’équation d’HJB on trouve
op U(s, )
— =—-DA -
ds Pt 2mD

Ainsi, notons par pr(x) = p(T, ), la condition finale telle que

WT(I‘)

2mD )

p(T,z) = exp(—

Pour résoudre le probléme (P,), on a les résultats suivants.

Lemme 3.2.1. Les assertions suivantes sont équivalentes.
1. W continue, positive sur S et W (t,r) < A(1+|z|?), tel que A = cste,

2. p continue sur S et M exp(—alz|?) < p(t,x) <1 telle que 0 < M < 1
et a > 0.

Démonstration. i)(1) = (2)

On a
Wr(z)

2mD )
Remarquons que comme p est continue puisque W est continue. Ainsi,
d’aprés (1) on a

p(T, ) = exp(—

0 < Wi(t,x) <A1+ |z,

qui est équivalente &

o ALY o (WD
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Elle s’écrit sous la forme

A A1 + |z]?
o e A

exp{_w} Yy

Supposons que

2mD

et
A

omD “
donc on obtient
Mexp{—a} < p(t,z) < 1.

Comme A et 2mD sont deux constantes positives alors,

A
Ogexp —M S].

Par conséquent, on trouve
0<M<I1

et
a > 0.
i1)(2) = (1)
On a
W (t,z) = —2mD log p.
Comme p est continue alors, W I’est aussi.Ainsi, on a

Ensuite, puisque m > 0 et D > 0 alors,
W(t,z) > 0,(t,z) €S,

qui, d’aprés exp {—A(;—%P)} < exp {—%} <1l.ona

CAQ+[aP) W)

2mD - 2mD

Par conséquent, on a

W(t,z) < A(1+|z|?), A= cte.

Le résultat suivant montre ’existence et 'unicité de ’équation d’HJB.
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Théoréme 3.2.3. [22] D’aprés les lemmes précédents, 'équation d’HIB ad-
met une unique solution que notée W.

Démonstration. comme Wr(x) vérifie (3.2) alors, d’aprés le lemme précé-
dent, pr(x) vérifie les hypothéses du théoréme.

De plus, comme U vérifie la condition (3.1) alors le probléme de Cauchy (P2)
admet une solution unique p(s,x) ou la solution est comprise dans le sens
qu’elle est continue dans R" x [0, T et CY2(([Ty, T[xR™), et donc d’apres le
lemme précédent, on a

W e CY*(([Ty, T[xR™) N C°([Ty, T] x R™)

et
W (s, z)| < C(+|z}),Y(s,z) € [Ty, T] x R™.
O

Maintenant, nous allons appliquer le théoréme de vérification pour obte-
nir une commande optimale admissible.

3.2.2 Existence d’'une commande optimale admissible

Nous allons vérifier les conditions du théoréme de vérification.
En effet, d’'une part, on a

Wi(s,x) < J(s,z;v), Yo e

D’autre part, il nous reste a montrer que

vt = —V‘TW(: 2szp
m p

)

soit admissible. Pour cela, on a le résultat suivant.

Proposition 3.2.4. Soit v* € ¥ est borné dans S. Supposons que W vérifie
Uhypothése 2) du théoréme de vérification, alors v* est un contdle admissible,
n.e., Sivt €.

Démonstration. La démonstration se base sur I'application du théoréme de
Girsanov (voir chapitre 01). En effet, on a

a. Soit z(t) un mouvement brownien dans [0,7] défini dans l'espace
(Q, F,P,,) et v* € L} [0, T]. Défnissons
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1L ¢(v*) = [Tvr(u)dw(u) — 3 [T ot (u)|du,
2. ws (1) = 2(t) — 2= [ v*(s)ds,
3. dQy" = explC(P)]dis . (w).

Comme v* est bornée, la condition de Novikov est vérifiée et on obtient
4Q3(Q) = 1,

v

ie.,

t 1 t
~Fexp {/ v (s)dws . (s) — 5/ |v*(s)|2ds} =1, 0<s<t<T

Alors, d’apreés le théoréeme de Girsanov, ws, est un mouvement brownien
défini sur Pespace (2, F, Q).
Si l'on remplace z(t) dans PEDS

dns.(t) = vV2Ddz(t), dans (€2, F,P;,),

on trouve

dns,x(t) = U*<t7 775,:(;) + Vv 2des,x- (39)

Cette équation admet une solution faible.
b. Comme 7, (t) est solution de (3.8) alors

B ns.t)|" <M, 0<s<t<T. (3.10)
c. Comme v* est bornée alors on a
T
Ef,f”/ [v*(t, £(1)) Pdt < oo. (3.11)
De (a),(b) et (c¢) on en déduit que
v* e .
Donc d’aprés le théoréme de vérification on a
W(s,y) = J(s,y,0").

D’ot la résolution du probléme (P1). O
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Conclusion

L’obtention de conditions suffisantes nous ont permis de résoudre de ma-

niére rigoureuse le probléme de controle optimal stochastique considéré. En
effet, a 'aide du théoréme de vériffication de Fleming-Rishel et du calcul
stochastique, le principe de la programmation dynamique stochastique a ra-
mené le probléme de contréle optimal stochastique a 1’étude de ’équation
d’HJB. Comme cette derniére est non linéaire et donc difficile a résoudre,
la transformation logarithmique nous permet de la transformer en une EDP
linéaire (probléme de Cauchy).
La résolution du probléme de Cauchy nous permet d’obtenir I'existence ef-
fective de la fonction valeur W, supposée dans le théoréme de vériffication,
et de montrer que le v* trouvé est une commande optimale admissible et
correspond au drift d’un processus Markov.
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