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Résumé

Dans ce travail, nous allons étudier un modèle d’équation aux dérivées par-
tielles (EDP) très connu en physique sous le nom ‘’l’équation de la chaleur”.
Cette dernière joue un rôle crucial au niveau du marché financier notamment
dans la formulation du modèle de Black-Scholes.
Le qui a été étudié par Black-Scholes (1973) était l’évaluation et d’une option de
type Européen (Call ou Put) : le prix de l’option est intégré dans une équation
différentielle stochastique (EDS), cette équation est utilisée pour l’extraction de
l’EDP de Black-Sholes et le transformé en forme de l’équation de la chaleur pour
facile à résoudre.
En somme, nous obtenons une équation mathématique pour évaluer l’option
d’achat (Call Européenne), en utilisant la relation entre le prix d’un Call et celui
d’un Put .Nous pouvons aussi évaluer l’option de vente (Put Européenne).
Mots clés :
EDS, EDP, Black-Scholes, Équation de la chaleur, Transformée de Fourier, Op-
tions.
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Abstract

In this work, we have studied a well known partial differential equation model
in physics, the heat equation. It plays an important role in the financial market,
especially in the formulation of the Black-Scholes model.
The problem addressed by Black and Scholes in 1973 was evaluating the pricing
of the European option : The option price is modelled by a differential equation,
which is used to extract the Black-Scholes partial differential equation and then
convert it into a heat equation to be easily solved.
Finally, we obtain a mathematical equation to value the European Call option,
and using the relationship between the Call option and the Put option, in which
the latter can be valued

Keywords :
SDE, PDE, Black-Scholes, Heat equation, Fourier transformation, Options.
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Introduction générale

L’être humain a connu, la notion des options, depuis qu’il a commencé à
pratiquer des échanges commerciaux c’est à dire à tronquer sa marchandise, les
gens s’échangeaient des contrats de produits dérivés, achat et vente d’un actif à
un prix d’exercice donné et une date future, en payant au vendeur du contrat une
somme qui n’est autre que la prime négociée par les deux parties.

En finance, une option est un produit dérivé qui établit un contrat entre un
acheteur et un vendeur, l’évaluation des options est devenue un domaine d’une
importance ce qui a ouvert la porte à la recherche pour beaucoup d’économistes
et de mathématiciens.

Le modèle Black-Scholes est l’un des modèles d’évaluation des options, il fut
publié en 1973 [4] , et constituait le prolongement de travaux réalisés par Paul
Samuelson et Robert Merton [25] . Le mathématicien français Louis Bachelier
avait inauguré l’étude du sujet en 1900 [1] . L’intuition fondamentale de Black-
Scholes fut de mettre en rapport le prix implicite de l’option et les variations de
prix de l’actif sous-jacent.

Sachant que l’option possède un coût lors de l’achat. Le modèle de Black-
Scholes dispose d’une formule exacte permettant d’évaluation ces prix. Réussir
à estimer ces prix est un domaine de recherche en mathématiques financières à
part entière : c’est ce que l’on appelle couramment le pricing d’options.

La méthode d’évaluation qui sera présentée dans notre travail est la résolution
des équations aux dérivées partielles (EDP) via l’étude de l’équation de Chaleur.
En effet, cette dernière est une équation aux dérivées partielles linéaire homogène
d’ordre 2 dont la solution explicite a été mise en évidence en mathématiques et en
physique théorique, notamment suite aux travaux du mathématicien et physicien
français Jean – Baptiste Joseph Fourier (1768 – 1830) [9].

Notre intérêt cette étude se portera sur l’étude analytique de l’une des appli-
cations de l’équation de la chaleur sur un modèle mathématique d’évaluation des
options appelé modèle de Black-Scholes, qui permet de prédire les changements
qui se produiront dans les options financiers au fil du temps.

Ce mémoire est constitué principalement de quatre chapitres :
Dans le premier chapitre, nous présentons quelques définitions nécessaires en

calcul stochastique, tels que le processus stochastique, le mouvement brownien,
l’intégration stochastique...etc, ainsi que quelques définitions en finance, tels que
le produit dérivé, les options, les actifs, les marchés financiers. ..etc.

Dans le deuxième chapitre, nous décrivons le modèle de Black-Sholes, en don-
nant ces hypothèses, ainsi qu’en extrayant son équation aux dérivées partielles
qui permet l’évaluation des options.

1



Dans le troisième chapitre, nous résolvons d’abord l’équation de la chaleur,
puis nous écrivons l’équation mathématique d’évaluation des options (cas de l’op-
tion d’achat Européenne et cas de l’option de vente Européenne) sous la forme
d’une solution de l’équation de la chaleur.

Et le quatrième et dernier chapitre, s’agit d’une application numérique uti-
lisant le programme Matlab pour la fonction qui permet de donner la solution
analytique de l’équation de Black-Scholes et de la représenter en deux et trois
dimensions.

2



Chapitre 1

Rappels et Notions élémentaires

1.1 Outils de calcul stochastique

1.1.1 Processus stochastique
Définition 1. On appelle processus stochastique à temps continu et à valeurs
dans un espace E muni d’une tribu ε, une famille (Xt)t∈R+ de variables aléatoires
sur un espace de probabilité (Ω,A, P ) à valeurs dans(E, ε) [17].
Un processus stochastique représente l’évolution aléatoire d’une quantité dans le
temps : la valeur Xt (ω) représente la quantité au temps t pour la réalisation ω .

1.1.2 Filtration
Définition 2. Soit (Ω,F , P ) un espace de probabilité. Une filtration sur cet espace
est une famille croissante (Ft)0≤t≤∞, indexée par [0,∞], de sous-tribus de F . On
a alors, pour tous 0 ≤ s ≤ t.

F0 ⊂ Fs ⊂ Ft ⊂ F∞ ⊂ F

On dira parfois que (Ω,F , (Ft) , P ) est un espace de probabilité filtré [7].

1.1.3 Mouvement Brownien
Définition 3. On appelle Mouvement Brownien un processus stochastique à va-
leurs réelles, (Xt)t≥0 qui est un processus à accroissements indépendants et sta-
tionnaires dont les trajectoires sont continues [10]. Ce qui signifie que :

— Continuité : P p.s.la fonction s→ Xs (ω) est une fonction continue.
— Indépendance des accroissements : Si s ≤ t,Xt −Xs est indépendant de la

tribuFs = σ (Xu, u ≤ s).
— Stationnarité des accroissements : si s ≤ t, la loi de Xt−Xs est identique

à celle de Xt−s −X0.

1.1.4 Mouvement Brownien géométrique
Définition 4. Un Mouvement Brownien géométrique, de valeur initiale S0 > 0
déterministe, de coefficient de tendance (ou dérive ) µ et de coefficient de diffusion

3



σ, est un processus (St) t≥0 défini par

St = S0 e
(µ− 1

2σ
2)t+σWt

où Wt; t ≥ 0 est Mouvement Brownien standard réel [10].

1.1.5 Martingale
Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé et (Ft) t≥0 une filtration de cet espace.

Définition 5. Une famille adaptée(Mt) t≥0 de variables aléatoires intégrables [10]
(c’est-à-dire vérifiant E (|Mt|) < +∞ pour tout t) est :

— Une martingale si, pour touts s ≤ t,E (Mt \ Fs) = Ms.
— Une sur-martingale si, pour touts s ≤ t,E (Mt \ Fs) ≤Ms.
— une sous-martingale si, pour touts s ≤ t,E (Mt \ Fs) ≥Ms.

En finance, la notion de martingale est très importante dans l’évaluation des
actifs dérivés, car elle occupe une très grande place dans la notion d’arbitrage.
Les martingales sont des variables aléatoires dont les variations futures sont im-
prévisibles avec l’information disponible en date précédante.

L’intérêt d’utilisation des martingales en finance

1. Le lien entre martingale et absence d’opportunité d’arbitrage. En effet,
lorsque le marché est parfaitement arbitré et qu’il est viable et complet
alors le processus des prix actualisé des actifs risqués est une martingale

2. Le fait qu’une martingale possède un drift nul, est un élément clé du pricing
en universrisque neutre, nous permet de trouver les équations aux dérivées
partielles d’évaluation.

1.1.6 Intégrale stochastique
Définition 6. Un processus (θt)0≤t≤T est appelé processus élémentaire s’il existe
une subdivision 0 = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn = T et un processus discret (θi)0≤i≤n−1
avec θi mesurable par rapport à Fti et dans L2(Ω) tel que :

θt (ω) =
n−1∑
i=0

θi (ω)]ti,ti+1[ (t)

On note ε l’ensemble des processus élémentaires qui est un sous espace de L2
F (Ω, [0, T ])

[7].
Définition 7. Avec les même notations, l’intégrale stochastique entre 0 et t ≤ T
d’un processus élémentaire θ ∈ ε est la variable aléatoire définie par [7] :∫ t

0
θsdBs =

k∑
i=0

θi
(
Bti+1 −Bt1

)
+ θi (Bt −Btk) sur ]tk, tk+1] ,

Soit
∫ t

0 θsdBs =
n∑
i=0

θi
(
Bt∧ti+1 −Bt∧ti

)
.

4



On associe donc à θ ∈ ε le processus
(∫ t

0 θsdBs

)
0≤t≤T

.

Proposition 8. Propriétés de l’intégrale Stochastique sur ε

Sur l’ensemble des processus élémentaires ε, l’intégrale stochastique satisfait
les propriétés [7] :

1. θ 7−→
∫ t

0 θsdBsest linéaire
2. t 7−→

∫ t
0 θsdBs est continue p.s.

3.
(∫ t

0 θsdBs

)
0≤t≤T

est un processus F−adapté.

4. E
[∫ t

0 θsdBs

]
= 0et

[
V ar

∫ t
0 θsdBs

]
= E

[∫ t
0 θ

2
sds

]
.

5. propriété d’Isométrie :
E
[(∫ t

0 θsdBs

)2
]

= E
[∫ t

0 θ
2
sds

]
6. De manière plus générale, on a :

E
[∫ t

0 θudBu \ Fs
]

= 0et E
[(∫ t

0 θudBu

)2
\ Fs

]
= E

[∫ t
0 θ

2
udu \ Fs

]
7. On a même le résultat plus général :

E
[(∫ t

s θudBu

)
(
∫ u
s φudBu) \ Fs

]
= E

[∫ t∧u
s

∑
θv φvdu \ Fs

]
8.
(∫ t

0 θsdBs

)
0≤t≤T

.est une F−martingale.

9. le processus
((∫ t

0 θsdBs

)
2 −

∫ t
0 θ

2
s

)
0≤t≤T

est une F−martingale.
10. la variation quadratique de l’intégrale stochastique est donnée par :〈∫ t

0 θsdBs

〉
=
∫ t

0 θ
2
sds

11. La covariation quadratique entre 2 intégrales stochastiques est donnée par :〈∫ t
0 θsdBs,

∫ u
0 φsdBs

〉
=
∫ t∧u

0 θs φsds

1.1.7 Équation différentielle stochastique
Définition 9. Une équation différentielle stochastique notée par EDS, est une
généralisation de la notion d’équation différentielle prenant en compte un terme
de bruit blanc. Les EDS permettent de modéliser des trajectoires aléatoires, tels
des cours de bourse ou les Mouvements de particules soumises à des phénomènes
de diffusion. Elle permettent aussi de traiter théoriquement ou numèriquement des
problémes issus de la théorie des équations aux dérivées partielles. Les domaines
d’application des EDS sont vastes : physique, biologie, dynamique des populations,
écologie, mathématiques fnanciéres, traitement du signal, théorie du contrôle, ...

Une équation différentielle stochastique EDS est la donnée d’une équation du
type [7] :

dXt = µ (Xt, t) dt+ σ (Xt, t) dWt

oùXt est un processus aléatoire inconnu, que l’on appelle communément équation
de diffusion.

Intégrer L’EDS , c’est trouver l’ensemble des processus vérifiant la diffusion
entère. De manière informelle, on appelle équation diffèrentielle stochastique une

5



équation différentielle ordinaire perturbée par un terme stochastique.Plus préci-
sément

Définition 10. Une équation différentielle stochastique (EDS) est une équatinn
de la forme [7] : dXt = b (t,Xt) dt+ a (t,Xt) dBt

X0 = x

où dBt, est la diffèrentielle d’un Mouvement Brownien (Bt)t≥0 et a et b des
applications boréliennes de [0, T ] " R dans R.

Définition 11. Un processus (Xt) est solution de cette EDS (appelé processus de
diffusion), s’il est continu (Ft)-adapté tel que [7] :∫ t

0
|b (s,Xs)| ds+

∫ t

0
a2 (s,Xs) ds <∞, ∀t ∈ R+ P − p.s

et qui vérifie :

Xt = x+
∫ t

0
|b (s,Xs)| ds+

∫ t

0
a (s,Xs) dBs, ∀t ∈ R+ P − p.s

Ces équations n’ont pas toujours de solution. Pour assurer l’existence et l’uni-
cité d’une solution, nous avons besoin de deux types de conditions :

Condition 1. Assurer l’unicité de la solution grâce au caractère contractant (Lip-
schitz) des fonctions a et b. Il existe une constante L > 0 telle que :

|a (t, x)− a (t, y)|+ |b (t, x)− b (t, y)| ≤ L |x− y|

pour tout (t, x, y) ∈ R+ " R2.
Condition 2. Assurer que le processus n’explose pas en temps fini afin qu’il soit
bien défini sur tout R+ . Il existe une constante C > 0 telle que :

|a (t, x)|2 + b (t, x)2 ≤ C
(
1 + |x|2

)
pour tout (t− x) ∈ R+ "R. Si les fonctions a et b satisfont les conditions 1 et 2.
Alors l’EDS admet une unique solution.

1.1.8 Equations différentielles stochastiques géométrique
Les équations diffèrentielles stochastiques sont des équations différentielles

perturbées par un bruit aléatoire (dans notre cas c’est le mouvment Brownien)
[7]. Elles ont le même but que les équations ordinaires, c’est à dire modéliser le
comportement d’un phénomène selon les hypothèses du modèle et la nature du
sous-jacent. Il existe plusieurs types d’équations différentielles stochastiques selon
le comportement du sous-jacent :

— EDS à coefficient linéaire constant.
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— EDS géométrique, utilisée dans le modèle de Black-Scholes et qui a pour
but de modéliser des actions.

— Prooessus racine carrée.
— Prooessus mean reverting (retour à la moyenne).
— Prooessus d’Ornestein-Uhlenbeck, qui a pour but de modéliser les taux

d’intérêt.

1.1.9 Formule d’Itô
Définition 12. On appelle processus d’Itô à valeurs réelles tout processus (Xt)06t6T
à valeurs dans R tel que [10] :

Xt = X0 +
∫ t

0
µsds+

∫ t

0
σsdBs, pour t ∈ [0, T ] P.p.s

avec X0 est F0−mesurable, (µt)06t6T et (σt)06t6T deux processus adaptés à Ft ;
vérifiant les conditions d’intégrabilités :

E
[∫ T

0
|µs| ds

]
<∞ et E

[∫ T

0
|σs|2 ds

]
<∞

La notation infinitésimale de cette relation est :{
dXt = µtdt+ σtdBt

X(0) = X0

Théoréme 13. Soit (Xt) t∈R+ un (Ft)t∈R+ processus d’Itô, et f : [0, T ] " R→ R
une fonction deux fois continument derivable en x et dérivable en t, alors pour
t ∈ [0, T ], la formule d’Itô s’écrit [10] :

d(f (t,Xt)) = ∂f (t,Xt)
∂t

dt+ ∂f (t,Xt)
∂x

dXt + 1
2
∂2f (t,Xt)

∂x2 d 〈X,X〉t

1.2 Notions élémentaires en finance
Le monde de la finance fait appel à une terminologie spécifique et à de nom-

breux anglicismes, nous donnerons dans ce qui suit quelques définitions concer-
nant les options financières.

1.2.1 Marché financier
Définition 14. Les marchés financiers (capital markets), sont les marchés ou
sont effectuées les transactions sur des actifs financiers et de plus en plus, leurs
produits dérivés [21].
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1.2.2 Equilibre d’un marché financier
Par définition, un marché est dit équilibré si l’offre est égale à la demande, cet

équilibre est réalisé en ajustant les prix des actifs. Dès que le marché est en situa-
tion d’équilibre et suffisamment liquide, tout opérateur trouvera une contrepartie
acceptant de traiter au prix du marché [21].

1.2.3 Produit dérivé
Un produit ou instrument dérivé est un instrument dont la valorisation dé-

pend (dérive) de la valeur d’un autre instrument qu’on appelle le « sous-jacent »
[16].
Les parties qui échangent un instrument dérivé négocient en fait les termes d’un
contrat qui vont permettre de déterminer les flux financiers issus de la négociation
en fonction, principalement, de l’évolution de la valeur du ou des sous-jacents.
L’instrument sous-jacent n’est pas physiquement échangé au moment de la né-
gociation. Cet échange peut être optionnel (cas des options), différé (futures ou
contrats à terme) voire ne jamais avoir lieu (swap de taux).

1.2.4 Options
Une option est un titre financier conditionnel qui confère à son détenteur le

droit d’acheter ou de vendre une certaine quantité d’un actif sous-jacent, à un
prix déterminé à l’avance appelé prix d’exercice (strike en anglais) et pendant
une période donnée appelé échéance. Pour exercer ce droit, l’acheteur de l’option
doit verser une prime au vendeur, cepedant, Le vendeur de l’option est tenu de se
soumettre à la décision du détenteur de l’option. Cette option peut être exercée
soit à l’échéance (option européenne), soit pendant la durée d’exercice (option
américaine)[12].
Les options peuvent être négociées sur un marché organisé (contrats standardisés,
chambre de compensation, appels de marge) ou de gré à gré, c’est à dire directe-
ment entre l’émetteur et le souscripteur de l’option.
Selon la terminologie anglo-saxonne, un «Call» est une option d’achat et un «Put»
est une option de vente, ces droits sont octroyés moyennant un prix appelé prime
ou premium. À la différence des contrats à terme, une option ne constitue pas
une obligation pour son détenteur. L’option peut être levée si le détenteur décide
d’exercer son droit. Ce droit peut également être revendu à un tiers (option né-
gociable). Un investisseur peut très bien acheter une option de vente ou vendre
une option d’achat. Sa décision dépend de ses anticipations concernant l’évolution
du cours de l’actif sous-jacent. Les options se distinguent, également, par l’actif
sur lequel elles portent, autrement dit l’actif sous-jacent. Celui-ci peut être une
action, un tracker, un indice...

1.2.5 Actif sous-jacent
Un actif sous-jacent est un actif sur lequel porte une option ou plus largement

un produit dérivé. Il peut être financier (actions, obligations, bons du Trésor,

8



contrats à terme, devises, indices boursiers...) ou physique (matières premières
agricoles ou minérales...)[16].

L’actif sous-jacent est l’actif réel sur le prix contractuel duquel porte le produit
dérivé concerné. Il désigne en effet l’instrument support d’un contrat à terme dont
la qualité est strictement définie. Le prix de l’actif sous-jacent, correspondant au
cours, noté St et qui évolue en fonction des conditions de l’offre et de la demande
sur le marché .

1.2.6 Le prix d’exercice ou strike(K)
Le prix d’exercice d’une option est le prix fixé au préalable avec lequel le

détenteur peut exercer sont droit d’acheter ou de vendre l’option [2]. Le vendeur
est dans l’obligation d’honorer son contrat en se pliant à la décision du détenteur.
Une option d’achat a plus de chance d’être exercée lorsque son prix d’exercice
est faible, sa valeur est ainsi une fonction décroissante de son prix d’exercice. A
l’inverse, une option de vente a plus de chance d’être exercée si son prix d’exercice
est élevé par conséquent, sa valeur est ainsi une fonction croissante de son prix
d’exercice .

1.2.7 La date d’exercice (T)
C’est la date à laquelle l’option perd toute valeur et disparaît ; elle corres-

pond au dernier jour auquel l’option peut être exercée ; plus la date d’exercice de
l’option est lointaine, plus le prix de l’option est élevé [2].

1.2.8 La prime de l’option (ou premium)
En contrepartie de l’engagement d’acheter ou de vendre des actions à un prix

déterminé, le vendeur de l’option demande une rétribution : la prime [2]. La prime
est versée par l’acheteur au vendeur lors de la conclusion de l’engagement et reste
acquise au vendeur de l’option même si l’acheteur décide de ne pas exercer son
droit. Contrairement au prix d’exerce, la prime de l’option n’est jamais fixe ; elle
varie au gré des transactions selon l’offre et la demande.

Exemple

L’acheteur d’un Call sur l’indice CAC 40 a tout intérêt à exercer son option si
la valeur finale de l’indice, qui constitue ici l’actif sous-jacent, est supérieure au
prix d’exercice. Par exemple, si le prix d’exercice est de 5 050 points et que l’indice
CAC 40 vaut 5 100 points, l’investisseur peut exercer son option en achetant la
contrepartie au prix de 5 050 points (il prend livraison d’un tracker sur l’indice
CAC 40) et revendre directement l’actif sur le marché au prix de 5 100 points.
Il empochera la différence, c’est-à-dire 50 points. Il devra cependant retirer le
montant de la prime payée pour déterminer la rentabilité de son investissement.
Dans le cadre d’un Put, la logique est exactement opposée. L’acheteur du contrat
a acquis un droit de vendre. Ainsi, il peut livrer le sousjacent, ici le tracker sur
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l’indice CAC 40, à la contrepartie vendeuse du contrat dès lors que le prix du
sous-jacent est inférieur au prix d’exercice de l’option à l’échéance. Par exemple,
si le prix d’exercice est de 5 000 points et que l’indice CAC 40 vaut 4 900 points,
l’investisseur peut exercer son option. Pour cela, il achète la contrepartie au prix
de 4 900 points (il en prend livraison) et revend directement l’actif au prix de 5 000
points. Il empoche ainsi la différence, c’est- à-dire 100 points. Il devra également
retirer le montant de la prime du Put payée pour déterminer la rentabilité de son
investissement [2].

1.2.9 Pay-off d’une option
Le résultat de l’option à l’échéance est appelé gain ou pay-off, il est équivalent

à la valeur intrinsèque, ce qui signifie pour un Call que son pay-off est égal à la
différence entre le prix du sous-jacent [2] et le prix d’exercice et pour un Put, au
prix d’exercice diminué du prix du sous-jacent. Le pay-off d’une option implique
aussi de déduire la prime payée pour acquérir l’option. Nous constatons quatre
situations possibles, deux pour un Call et deux pour un Put.

1.2.10 Les stratégies optionnelles de base
Le détenteur peut décider d’exercer ou non l’option qu’il détient en fonction

de l’évolution du prix de l’actif sous-jacent par rapport au prix d’exercice (K) de
l’option [2].
Une option est dite dans la monnaie « in the money » lorsque son prix d’exercice
est inférieur au prix de son actif sous-jacent pour un Call (ou supérieur au prix
de son actif sous-jacent pour un Put), hors de la monnaie « out of the money »
dans le cas contraire ; et à la monnaie « at the money » si le prix d’exercice est
égal au cours actuel de l’actif sous-jacent de l’option.

Figure 1.1 – Flux de trésorerie selon le cours sous-jacent.

Les schémas suivants mettent en évidence les stratégies de base d’une option
dans différents cas :
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A L’achat d’une option (Call)

A.1 L’achat d’une option d’achat : L’achat d’une option d’achat donne
le droit d’acheter, à (ou jusqu’à) l’échéance, un actif à un prix déterminé, appelé
prix d’exercice , en contrepartie du versement immédiat d’une prime au vendeur
de l’option .
Soient :

— K le prix d’exercice de l’option.
— S le cours (prix) de l’actif sous-jacent sur le marché comptant à la date

d’achat.
— P la prime versée lors de l’achat de l’option.
— R le résultat à l’échéance.

Le pay-off d’un Call européen écrit sur une action ne versant pas de dividende
est égal à l’échéance au montant suivant :

pay − off = (ST −K)+ = max (ST −K, 0)

On en déduit que le résultat pour un acheteur d’un Call à l’échéance :

Racheteur
Call = max (ST −K, 0)− p

Figure 1.2 – Le pay-off pour l’acheteur d’une option d’achat (Call).

Un Call combine un risque de perte limité, égal au prix de l’option, et un
fort potentiel de gains dans un marché haussier. Donc le profit maximum est
potentiellement illimité, la perte est limitée au prix de l’option et le seuil de
rentabilité (break-even ou BE) est atteint lorsque le prix du sous-jacent est Égal
au le prix d’exercice plus la prime d’option .

Une option d’achat est dite en dehors de la monnaie si son prix d’exercice
K > ST ,dans la monnaie si :ST > K ,à la monnaie si ST = K
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A.2 Vente d’une option d’achat : Le vendeur de l’option d’achat est dans
la position symétrique de celle de l’acheteur. Il reçoit immédiatement la prime en
contrepartie de laquelle il s’engage sur la durée du contrat à vendre l’actif sous-
jacent à la demande de l’acheteur. Le pay-off du vendeur du Call est à l’inverse
de celui de l’acheteur et s’avère négatif lorsque le prix de l’action dépasse le prix
d’exercice plus la prime d’option. Le pay-off à son échéance est donné par :

pay − off = (ST −K)+ = max (ST −K, 0)

On en déduit que le résultat pour un vendeur d’un Call à l’échéance :

Racheteur
Call = max (0, ST −K) + p = −max (0, ST −K) + P

Figure 1.3 – Le pay-off pour le vendeur d’une option d’achat (Call).

Le vendeur est cependant compensé par l’acheteur qui lui verse une prime, soit
le prix proprement dit de l’option. Dans ce cas les gains sont limités à la prime
d’option, la vente d’un Call peut s’avère plus intéressant lorsque les perspectives
du marché sont plus que modérément baissières. Donc le profit maximum est
limité au prix de l’option, la perte est potentiellement illimitée.

B Option de vente (Put)

B.1 L’achat d’une option de vente : L’achat d’une option de vente donne
le droit à son détenteur de vendre, à (ou jusqu’à) l’échéance, un actif à un prix
déterminé, appelé prix d’exercice, en contrepartie au versement immédiat d’une
prime au vendeur de l’option. :

Le pay-off d’un Put à son échéance est le suivant :

pay − off = (K − ST )+ = max (K − ST , 0)

On en déduit que le résultat R pour un acheteur d’un Put à l’échéance :

Racheteur
Put = max (0, K − ST )− p
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Figure 1.4 – Le pay-off pour l’acheteur d’une option de vente (Put)).

Un Put combine un risque de perte limité, égal au prix de l’option, et un fort
potentiel de gains dans un marché baissier. Donc le profit maximum est poten-
tiellement illimité, la perte est limitée au prix de l’option et le seuil de bénéfice
(break-even ou BE) est atteint lorsque le prix du sous-jacent est atteint le prix
d’exercice moins la prime d’option.

B.2 Vente d’une option de vente : Le vendeur de l’option de vente est
dans la position symétrique de celle d l’acheteur. Il reçoit immédiatement la prime
en contrepartie de laquelle il s’engage sur la durée du contrat à vendre l’actif sous-
jacent à la demande de l’acheteur.

Par ailleurs le vendeur d’un Put a un pay-off inverse de celui de l’acheteur,
c’est-à-dire :

pay − off = (ST −K)+ = max (0, ST −K) = −max (0, K − S)

On en déduit que le résultat R pour un vendeur d’un Put à l’échéance :

Rvendeur
Put = max (0, S −K) + p = −max (0, K − S) + P

Son résultat à l’échéance est l’opposé de celui de l’acheteur.
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Figure 1.5 – Le pay-off pour le vendeur d’une option de vente (Put)).

Les gains sont limités à la prime d’option ainsi la vente d’un Put peut s’avèrer
plus intéressente lorsque les perspectives de marché sont plus que modérément
baissières. Le pay-off du vendeur du Put est négatif dès que le prix de l’action, à
l’échéance de l’option, se situe en delà du prix d’exercice. Donc le profit maximum
est limité au prix de l’option, la perte est potentiellement illimitée.

Nous concluons que, le gain d’un détenteur de Call est d’autant plus important
que le prix du sous-jacent ( l’action). En fait, on dit qu’une option d’achat est
à la monnaie si le prix de l’action est égal au prix d’exercice et dans la monnaie
si le prix de l’action est supérieur au prix d’exercice. Par contre, si le prix de
l’action est inférieur au prix d’exercice, le Call est en dehors de la monnaie. Par
conséquent, le détenteur d’un Call est d’autant plus favorisé que son option est
davantage dans la monnaie. Lorsqu’il anticipe une hausse du prix d’une action,
l’investisseur aura donc tendance à acheter des Calls sur cette action de façon à
engranger des profits. Cependant, si le prix de l’action demeure en delà du prix
d’exercice, le détenteur du Call subit une perte égale à la prime qu’il a payée
pour se porter acquéreur du Call. Pour sa part, le vendeur du Call fait face à
un pay-off négatif quand le prix de l’action excède le prix d’exercice de l’option
vendue. Certes, il encaisse une prime lorsqu’il vend un Call. Sa stratégie sera donc
de vendre des Calls en dehors où très en dehors de la monnaie de manière à éviter
que le prix de l’action ne vienne se situer au-dessus du prix d’exercice du Call à
l’échéance.

En ce qui les Puts classiques. Un Put est à la monnaie si le prix de l’action
sous-jacente est égal au prix d’exercice du Put. Il est dans la monnaie si le prix
de l’action est inférieur au prix d’exercice et en dehors de la monnaie, si le prix de
l’action est supérieur au prix d’exercice. Par conséquent, un investisseur détiendra
un Put écrit sur une action lorsqu’il anticipera une baisse de prix de la date
d’action.
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1.2.11 Évaluation
L’évaluation financière est l’estimation de la valeur (c’est-à-dire du prix po-

tentiel)des actifs et engagements financiers (actions, obligations, options, contrats
d’épargne)[14]. Par exemple l’acheteur d’un Call est toujours protégé car il choi-
sit l’exercice de l’option donc il ne craint rien. En revanche, pour le vendeur le
risque est maximal car sa perte est possiblement infinie. Dans ce cas un problème
apparaît, qui est interprété en mathématiques financières par le problème d’éva-
luation d’une option, c’est-à-dire de détermination de la valeur de l’option à toute
date. Pour répondre à ces problèmes, on a besoin d’une hypothèse fondamentale
appelée Absence d’Opportunité d’Arbitrage (A.O.A).

1.2.12 Absence d’Opportunité d’Arbitrage
Définition 15. L’Absence d’Opportunité d’Arbitrage est un des axiomes de base
de la finance des marchés [7]. Elle repose sur l’idée que dans un marché sans
friction nous ne pouvons pas faire de profit sans prendre de risque à un instant
donné i.e, il est impossible de gagner de l’argent de façon certaine à partir d’un
investissement initial nul.

1.2.13 Autofinancement
Définition 16. Une stratégie auto-finançante est une stratégie dans laquelle il
n’y a pas d’ajout ou de retrait d’argent dans le portefeuille entre le temps t et
t+ 1 [16].

En effet, Si nous considérons un marché dans lequel l’hypothèse d’A.O.A est
vérifiée. On peut en déduire deux résultats :
1)- Si deux actifs financiers X et Y ont le même flux terminal XT = YT , alors
∀ t ≤ T on a Xt = Yt.
2)- Si XT ≤ YT , alors ∀ t ≤ T on a Xt ≤ Yt.

1.2.14 Produit réplicable
Définition 17. Un produit financier est dit réplicable, ou atteignable, s’il existe
une stratégie auto-finançante de couverture de ce produit [16]. En d’autres termes,
le produit financier S est dit réplicable si on peut construire un portefeuille qui
dépend des autres produits du marché et qui a chaque instant t vaut St. Pour
construire ce portefeuille on achète une certaine quantité de différents produits et
on vend une certaine quantité d’autres produits dans le but d’avoir une valeur de
portefeuille égale à S.

1.2.15 Marché complet et viable
Il existe deux hypothèses portant sur le marché qui sont très utilisées dans

les différents modèles d’évaluation de produits dérivés à savoir marché complet
et marché viable.
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Définition 18. On dit que le marché est viable s’il n’existe pas de stratégie d’ar-
bitrage [6].

Définition 19. Le marché est dit complet si tout produit dérivé est simulable
càd, s’il existe une stratégie autofinancée répliquant le pay-off en date d’échéance
pour chacun des produits dérivés [6].

1.2.16 Partie Put et Call
Définition 20. La parité Put-Call (Put-Call Parity) définit une relation entre le
prix d’un Call (option d’achat) et celui d’un Put (option de vente), qui ont tous
deux le même prix d’exercice et la même échéance. La formule suppose que les
options ne sont pas exercées avant échéance (dans le cas des options européennes,
il ne peut en être autrement) [6].
Elle s’énonce de la manière suivante :

∀t ∈ [0, T ] , Ct +Ke−r(T−t) = Pt + St

où,
K est le prix d’exercice,
St est la valeur à t d’un certain actif risqué ne versant pas de dividendes.
Ct est la valeur à t d’un Call européen sur l’actif risqué, de strike K et d’échéance
T .
Pt est la valeur à t d’un Put européen sur l’actif risqué, de strike K et d’échéance
T .

1.2.17 Volatilité
Définition 21. La volatilité (en finance) est l’ampleur des variations du cours
d’un actif financier à la hausse comme à la baisse, qui traduisent notamment
des changements d’anticipations [8]. Elle sert de paramètre de quantification du
risque de rendement et de prix d’un actif financier. Lorsque la volatilité est élevée,
la possibilité de gain est plus importante, mais le risque de perte l’est aussi.

La volatilité est un indicateur primordial pour la fluidité du marché. D’après la
théorie financière, un investisseur n’admet d’acquérir un actif financier présentant
une forte volatilité (donc un risque important) que si son rendement est élevé.
C’est pourquoi les périodes de forte volatilité se traduisent souvent par des cours
bas permettant à l’acheteur d’anticiper une rentabilité plus élevée. La réciproque
est également vraie.
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Chapitre 2

L’équation aux dérivées partielles
de Black-Sholes

2.1 Introduction
Le modèle Black-Scholes est un modèle d’évaluation d’option. Proposé en 1973

par Fisher Black, Robert Merton et Myron Scholes dans leur article "The Pricing
of Options and Corporate Liabilities" [14]. Leur idée fondamentale fut de mettre
en rapport le prix implicite de l’option et les variations de prix de l’actif sous-
jacent. En effet, le modèle conduit à une formule explicite pour le prix d’une
option financière, du type option Européenne (Call ou Put) sur une action dans
lequel le prix de l’action est un processus stochastique et à une stratégie de gestion
qui permet au vendeur de l’option d’éliminer totalement le risque (c’est à dire se
couvrir).

2.2 Description du modèle

2.2.1 L’évolution des cours
Le modèle proposé par Black-Scholes pour décrire l’évolution des cours est un

modèle à temps continu avec un actif risqué (une action) de prix St à l’instant t
et un actif sans risque de prix S0

t à l’instant t. On suppose l’évolution de S0
t régie

par l’équation différentielle (ordinaire)[14].

dS0
t = rS0

t dt, (2.1)

où r est une constante positive. Cela signifie que le taux d’intérêt sur le marché
des placements sans risque est constant et égal à r (noter que r est ici un taux
d’intérêt instantané).
On pose S0

0 = 1, de sorte que S0
t = ert pour t ≥ 0.

On suppose que l’évolution du cours de l’action est régie par l’équation diffé-
rentielle stochastique (EDS) :

dSt = St (µdt+ σdBt) , (2.2)
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où
µ est la dérive (tendance ou drift) supposée constante.
σ est la volatilité de l’action supposée constante.
Bt est un mouvement Brownien standard.
T est la date d’échéance de l’option que l’on se propose de traiter.

L’équation (2.2) a pour solution explicite

St = S0exp

(
µt− σ2

2 t+ σBt

)
, ∀t ∈ [0, T ] (2.3)

où S0 est le cours observé à la date 0. Il en résulte en particulier que, dans ce
modèle, la loi de St est une loi log-normale (c’est-à-dire que son logarithme suit
une loi normale).

Plus précisément, on voit que le processus St vérifie une équation du type
(2.2) si et seulement si le processus (log(St)) est un mouvement Brownien (pas
nécessairement standard). Cela signifie que le processus (St) vérifie les propriétés
suivantes :

— Continuité des trajectoires.
— Indépendance des accroissements relatifs : si u ≤ t, (St/Su ou (ce qui

revient au même) l’accroissement relatif (St − Su)/Su. est indépendant de
la tribu σ (Sv, v ≤ u)

— Stationnarité des accroissements relatifs : si u ≤ t, la loi de (St − Su)/Su.
est identique à celle de (St−u − S0)/S0.

Ces trois propriétés traduisent de façon concrète les hypothèses de Black-
Scholes sur l’évolution du cours de l’action.

2.3 Hypothèses du modèle
Le modèle Black-Scholes repose sur un certain nombre de conditions [18] :
— Le prix de l’actif sous-jacent St suit un mouvement Brownien géométrique

avec une volatilité σ constante et une dérive µ constante .
— Il n’y a pas d’occasions d’arbitrage ;
— Le temps est une fonction continue ;
— Il est possible d’effectuer des ventes à découvert ;
— Il n’y a pas de coûts de transactions ;
— Il existe un taux d’intérêt sans risque, connu à l’avance et constant ;
— Tous les sous-jacents sont parfaitement divisibles (on peut par exemple

acheter 1/100e d’action) ;
— Dans le cas d’une action, celle-ci ne paie pas de dividendes entre le moment

de l’évaluation de l’option et l’échéance de celle-ci.
Lorsque toutes ces hypothèses sont remplies, on parle alors de modèle de Black-
Scholes, ou on dit qu’on est dans le cas Black-Scholes.
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2.4 Équation aux dérivées partielles d’évalua-
tion de Black- Scholes

Soient l’espace probabilisé (Ω,F ,P) muni de la filtration naturelle (Ft)0≤t≤T ,
du Mouvement Brownien standard (Bt)0≤t≤T et le taux d’interet (r 6= cte) n’est
pas supposé fixe.
Soit Ct la valeur d’une option sur action ne versant pas de dividentes, qui est
modelisée comme une fonction dépendant du temps t et du prix de l’action sous-
jacente St. Le prix de l’action est modelisé par l’équation différentielle stochas-
tique :

dSt = µStdt+ σStdBt (2.4)
Utilisant la formule d’Itô pour calculer la variation de la valeur de l’option dC
suite a une variation du temps de longueur dt et d’une variation du prix de l’action
S sur cet intervalle de temps dt [13, 26] :

dC = ∂C

∂t
dt+ ∂C

∂St
dSt + 1

2
∂2C

∂S2
t

(dSt)2

= ∂C

∂t
dt+ ∂C

∂St
(µStdt+ σStdBt) + 1

2
∂2C

∂S2
t

σ2 S2
t dt

=
(
∂C

∂t
+ µSt

∂C

∂St
+ 1

2 σ
2 S2

t

∂2C

∂S2
t

)
dt+ σSt

∂C

∂St
dBt (2.5)

D’une part, si nous constituons un portefeuille P dans lequel nous avons une
quantité λ d’actions et d’un Call de maturite T , sa valeur sera :

Pt = λSt − Ct, ∀t ∈ [0, T ] (2.6)

Sa variation s’exprime donc :

dPt = λdSt − dCt

= λ (µStdt+ σStdBt)−
(
∂C

∂t
+ µSt

∂C

∂St
+ 1

2σ
2S2

t

∂2C

∂S2
t

)
dt− σSt

∂C

∂S
dBt

=
(
λµSt −

∂C

∂t
− µSt

∂C

∂St
− 1

2 σ
2 S2

t

∂2C

∂S2
t

)
dt+

(
σλSt − σSt

∂C

∂St

)
dBt (2.7)

Pour que ce portefeuille soit sans risque, il faut que son terme aléatoire soit nul
i.e ([.] dB = 0) : (

σλSt − σSt
∂C

∂St

)
= 0

donc,
λ = ∂C

∂St
(2.8)
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D’autre part, un portefeuille sans risque, sur un marche parfaitement arbitré
procure un rendement égal au taux sans risque r. Sur une période de dt, la valeur
de ce portefeuille est donnée par :

dPt = P.rdt (2.9)

En utilisant l’équation ( 2.7 ), nous trouvons :

dPt =
(
λµSt −

∂C

∂t
− µSt

∂C

∂S
− σ

2
2
S2
t

∂2C

∂S2

)
dt (2.10)

Par identification (équation( 2.9 ))et équation( 2.10), nous obtenons :(
λµSt −

∂C

∂t
− µSt

∂C

∂S
− σ

2
2
S2
t

∂2C

∂S2

)
= P.r (2.11)

Or, λ = ∂C
∂S

et Pt = λSt − Ct, alors l’équation (2.11) se réecrit comme suit :

(
λµSt

∂C

∂S
− ∂C

∂t
− µSt

∂C

∂S
− σ

2
2
S2
t

∂2C

∂S2

)
=
(
St
∂C

∂S
− C

)
r (2.12)

Au final, nous obtenons l’équation aux dérivées partielles (EDP) de Black-
Scholes : (

∂C

∂t
− rSt

∂C

∂S
− σ

2
2
S2
t

∂2C

∂S2

)
= C.r (2.13)

La résolution de cette équation nécessite une condition terminale. Cette condition
est simplement le pay-off de l’option Call :

VT = (ST −K)+

Remarque

Les EDP peuvent étre résolues de facons différences :
- Dans le cas de l’EDP de Black-Scholes, it est possible de la transformer en une
EDP dont nous connaissons la résolution, dans ce l’équation de la Chaleur.
- Une résolution a l’aide de méthodes numeriques, par exemlpe a l’aide de la
méthode des différences finies ou la méthode de Monté Carlo.
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Chapitre 3

Résolution analytique de
l’équation de Blach-Scholes

Dans cette section, notre but est de présenter l’équation aux dérivées partielles
ainsi que la résolution analytique de l’équation de Black-Scholes, en se servant
des principaux résultats établis en physique théorique en particulier l’équation de
la chaleur.
En effet, en mathématiques et en physique théorique, l’équation de la chaleur
est une équation aux dérivées partielles parabolique, pour décrire le phénomène
physique de conduction thermique, introduite initialement en 1807 par Joseph
Fourier [9].

3.1 Résolution de l’équation de la Chaleur
Dans ce qui suit, nous allons présenter la résolution de l’équation de la chaleur

en se basant sur les résultats de la transformation de Fourier. Pour ce faire,
considérons l’expression [5] :

∂

∂t
u (x, t) = a2 ∂

2

∂x2u (x, t) (3.1)

où u (x, t) désigne la température de la barre au point x et au temps t (t > 0) ,
et x solution de l’équation. Celle - ci est bornée : −∞ < x < ∞. On suppose
également que la fonction u (x, t) est de classe C2 par rapport à x et de classe C1

par rapport à t .
La condition initiale définit, la température initiale, une fonction u0 (x) telle que :

u (x, 0) = u0 (x) , −∞ < x <∞ (3.2)

la température de la barre au point x et à l’instant t = 0.

Pour trouver la forme intégrale de la solution de l’équation de diffusion, nous
rappelons la transformation de Fourier [24, 15].
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Définition 22. La transformation de Fourier F [f (x)] à une dimension, de la
fonction telle que : ∫

R

|f(x)|2 <∞

où l’on pose que f(x) est de carré sommable (intégrable), f(x) ∈ L2(R) est définie
par :

F [f (x)] = f̂ (x) =
∫ ∞
−∞

f (x) exp {−i2πωx} dx. (3.3)

où i =
√
−1 et ω un paramètre.

De ce fait, écrivons le problème comme suit :
∂

∂t
u (x, t) = a2 ∂

2

∂x2u (x, t)
u (x, 0) = u0 (x)

(3.4)

En appliquant la transformée partielle de Fourier à la fonction u (x, t) , par rap-
port à x, on obtient ainsi :

F [u (x, t)] = û (ω, t) =
∫ ∞
−∞

u (x, t) exp {−i2πωx} dx. (3.5)

En dérivant partiellement l’expression obtenue en (3.5) par rapport au temps, on
trouve :

∂

∂t
F [u (x, t)] = ∂

∂t
û (ω, t)

=
∫ ∞
−∞

∂

∂t
u (x, t) exp {−i2πωx} dx. (3.6)

Puisque :
∂

∂t
u (x, t) = a2 ∂

2

∂x2u (x, t)

Il s’en suit que :
∂
∂t
F [u (x, t)] = a2 ∫∞

−∞
∂2

∂x2u (x, t) exp {−i2πωx} dx (3.7)

En utilisant l’intégrale par partie (avec : m = exp (−2iπωx) et dv = a2 ∂2u
∂x2dx).

Nous obtenons :
∂F
∂t

[u (x, t)] =
[
a2exp (−2iπωx) ∂u

∂x

]+∞

−∞︸ ︷︷ ︸
0

− a2
∫ +∞

−∞
(−2iπω) exp (−2iπωx) ∂u

∂x
dx

= a2 (2iπω)2
∫ +∞

−∞
u (x, t) exp (−2iπωx) dx
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D’apès l’équation (3.5), on a :∫ +∞

−∞
u (x, t) exp (−2iπωx) dx = û (ω, t) (3.8)

Et comme i =
√
−1, donc :

∂F
∂t

[u (x, t)] = −a2 (2πω)2 û (ω, t) (3.9)

ainsi on en déduit une équation différentielle vérifiée par û (ω, t).
En réaménageant les équations ( 3.6) et (3.9 ) , on extrait :

∂û
∂t

(ω, t)
û (ω, t) = − (2aπω)2 (3.10)

Cette dernière est de la forme est de la forme f
′

f
= − (2aπω)2, son intégrale est

donnée par
∫ f

′

f
= ln |f |+ c.

Donc, l’équation (3.10) devient :

ln û (ω, t) = − (2aπω)2 t+ k

En exposant
û (ω, t) = K exp

{
− (2aπω)2 t

}
tel que pour t = 0,

û (ω, 0) = K " 1

Notant maintenant :
û (ω, 0) = ϕ̂ (ω) (3.11)

La solution de l’équation (3.9) s’écrit :

û (ω, t) = ϕ̂ (ω) exp
{
− (2aπω)2 t

}
= ϕ̂ (ω) exp

{
−2π2

(
2a2t

)
ω2
}

(3.12)

Posant σ = a
√

2t la solution devient :

û (ω, t) = ϕ̂ (ω) exp
[
−2 (πσω)2

]
(3.13)

Nous savons que la transfomée de Fourrier de l’équation exp
{
−2 (πσω)2

}
est :

exp
{
−2 (πσω)2

}
= F

(
1

2a
√
πt
exp

{
− x2

4a2t

})
(ω) . (3.14)
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A présent, nous avons besoin des définitions et théorème suivants :

Définition 23. La transformée de Fourier F {f (x)} = f̂ (ω) et la transformée
inverse de Fourier F−1

{
f̂ (ω)

}
= f(x) où :

F :
{
f → f̂
x 7→ ω

est appelée transformation de Fourier.

Définition 24. La convolution de deux fonctions f et g s’écrit :

(f ∗ g) (x) =
∫ ∞
−∞

f (z) g (x− z) dz

telle que le terme : ∫ ∞
−∞
|f (x)| dx

converge.

Théoréme 25. Soit f (x) et g (x) des fonctions de carré sommable. La convolu-
tion de Fourier de et est donnée par la formule :

F {(f ∗ g) (x)} = f̂ ∗ g (ω)
= F [f (ω)]F [g (ω)]
= f̂ (ω) ĝ (ω)

Autrement, la transformée de Fourier de la convolution de Fourier de f et g est
le produit de la transformée de Fourier de f et g.
De la même façon, on peut montrer que :

F−1
{(
f̂ ∗ ĝ

)
(ω)

}
= f(x)g(x)

En utilisant les résultats de la convolution, puis l’inverse de la transformation
de Fourier sur l’équation (3.13) :

F−1 [û (ω, t)] = u (x, t)
= F−1

[
ϕ̂ (x, 0) .exp

[
−2 (πσω)2

]]
= ϕ (x, 0)F−1

[
exp

[
−2 (πσω)2

]]
=
∫ +∞

−∞
ϕ (ω, 0)

[
1

2a
√
πt
exp

{
− (x− ω)2

4a2t

}]
dω
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Il s’en suit :

u (x, t) = 1
2a
√
πt

∫ +∞

−∞
exp

{
−(x− ω)2

4a2t

}
ϕ (ω, 0) dω. (3.15)

Posant τ = a2t :

u (x, τ) = 1√
4πt

∫ +∞

−∞
exp

{
−(x− ω)2

4τ

}
u (ω, 0) dω. (3.16)

Ce résultat servira pour le développement de la section suivante consacrée au
traitement de l’équation de Black-Scholes [20].

3.2 Transformation de l’EDP de Black-Scholes
à l’équation de la chaleur

Considérons le cas de l’option Call européenne. Notons sa valeur C (S, t), ce
qui correspond au u précédemment, où S représente le prix du sous-jacent, et
t ∈ [0, T ] , T étant la maturité [3]. On a l’équation de Black-Sholes suivante :
∀t ∈ [0, T ] , S ∈ R+ :

∂C

∂t
(S, t) + rS

∂C

∂S
(S, t) + σ2

2 S2 ∂C

∂S2 (S, t)− rC (S, t) = 0 (3.17)

Au regard de l’application considérée (option Européenne), et considérant l’EDS
précedente, il ressort que la condition de paiement est initiale à τ = 0 correspond
exactement au paiement à la date d’échéance t = T . Ainsi, il vient que le paiement
à l’échéance est donné par :

C (S, T ) = (S − k)+ = max (S − k, 0) (3.18)

Pour résoudre l’équation (3.17), nous allons procéder à divers changements de
variable pour nous ramener à une équation de la Chaleur du type :

∂u

∂t
(x, t) = ∂2u

∂x2 (x, t)
u (x, 0) = u0 (x)

(3.19)

Pour pouvoir se ramener à ce type d’équation, commençons tout d’abord par
supprimer les coefficients S et S2 de l’équation de Black-Scholes.
Pour ce faire, on pose :

S = kex (3.20)

t = T − 2τ
σ2 , (3.21)

C (S, t) = kυ (x, τ) (3.22)
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Un changement de temps de ce type paraît naturel pour se ramener a une
condition en t = 0 et non plus en t = T .
On a donc :

υ (x, τ) = 1
k
C
(
kex, T − 2τ

σ2

)
= 1
k
C (S, t) (3.23)

On dérive (3.23) par rapport à x :

∂υ

∂x
= 1
k

∂C

∂S

∂S

∂x
+ 1
k

∂C

∂t

∂t

∂x︸ ︷︷ ︸
=0

d’où,
∂υ

∂x
= S

k

∂C

∂S
(3.24)

On dérive une nouvelle fois par rapport à x :

∂2υ

∂x2 = ∂

∂x

(
∂υ

∂x

)

= ∂

∂x

(
1
k
S
∂C

∂S

)

= ∂

∂S

(
1
k
S
∂C

∂S

)
∂S

∂x

= 1
k

((
∂S

∂S

)
∂C

∂S
+ S

k

∂2C

∂S2

)
S

= S

k

∂C

∂S
+ S2

k

∂2C

∂S2 (3.25)

Dérivons maintenant (3.23) par rapport à τ

∂υ

∂τ
= 1
k

∂C

∂t

∂t

∂τ
+ 1
k

∂C

∂s

∂S

∂τ︸ ︷︷ ︸
=0

= 1
k

∂C

∂t

(−2
σ2

)
=
(−2
kσ2

)
∂C

∂t

(
−1
σ2

2

)
(3.26)

Pour plus de clarté, on introduit les valeurs suivantes :

Ct = −kσ2

2
υτ (3.27)

SCS = kυx (3.28)

S2 Css = kυxx − SCs = kυxx − kυx (3.29)

Rappelons l’équation de Black-Scholes (l’équation(3.17) :

Ct + 1
2σ

2 S2 Css + rSCs − rC = 0 (3.30)
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En injectant les équations(3.27) , (3.28) et (3.29) dans l’équation (3.30) , nous
obtenons : (

−k2 σ
2
)
vτ + rS

(
k

S
υx

)
+ σ2

2 s2
(
k

S2 υx

)
− r (k) υ = 0

⇐⇒
−k2σ

2υτ + k

2σ
2 (υxx − υx) + rkυx − rkυ = 0

Soit, en divisant par le coefficient k2σ
2 :

− υτ + υxx − υx + kυx − kυ = 0 (3.31)

avec k = 2r
σ2

Ou encore avec les notations du départ :

∂υ

∂τ
= ∂2υ

∂x2 + (k − 1) ∂υ
∂x
− kυ (3.32)

D’après l’équation (3.23) si τ = 0 (puisque la condition est en t = T ), la condition
initiale est :

υ (x, 0) = 1
k
C (kex, T ) = 1

k
max (kex − k, 0) = max (ex − 1, 0) (3.33)

Pour arriver à une équation comme celle de l’équation de la Chaleur, on procède
alors à un second changement de variables. On pose :

υ (x, τ) = eαx+βτu (x, τ) (3.34)

On réinjecte alors cela dans l’équation (3.32) :

eαx+βτ
(
βu+ ∂u

∂τ

)
= eαx+βτ

(
α2u+ 2α∂u

∂x
+ ∂2u

∂x2 + (k − 1)
(
αu+ ∂u

∂x

)
− ku

)

Soit encore :

βu+ ∂u

∂τ
= α2u+ 2α∂u

∂x
+ ∂2u

∂x2 + (k − 1)
(
αu+ ∂u

∂x

)
− ku

En regroupant les termes de mêmes dérivées :

∂u

∂τ
= ∂2u

∂x2 +
(
α2 + (k − 1)α− k − β

)
u+ (2α + k − 1) ∂u

∂x
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Pour se ramener au cas de l’équation de la Chaleur, il nous faut éliminer les
termes en u et ∂u

∂x
, on doit donc résoudre le systême suivant :β = α2 + (k − 1)α− k

2α + k − 1 = 0
⇐⇒

α = −1
2 (k − 1)

β = −1
4 (k + 1)2 (3.35)

Et l’équation (3.34) devient :

υ (x, τ) = e−
1
2 (k−1)x− 1

4 (k+1)2τu (x, τ) (3.36)

et u vérifie alors,


∂u

∂τ
(x, τ) = ∂2u

∂x2 (x, τ), ∀τ > 0, ∀x ∈ R

u (x, 0) = u0 (x) = e
1
2 (k−1)xmax (ex − 1, 0) = max

(
e

1
2 (k+1)x − e 1

2 (k−1)x, 0
)

(3.37)

La solution est donc :

u (x, τ) = 1
2
√
πτ

∫ +∞

−∞
u0(s)e−

(x−s)2
4τ ds

3.3 Évaluation du prix de l’option

3.3.1 Cas d’une option Call européenne
Dans cette section, nous nous intéressons à l’évaluation de l’intégrale de l’équa-

tion (3.37) [3, 14]. D’après la section précédente, nous avons :

u (x, τ) = 1
2
√
πτ

∫ +∞

−∞
u0(s)e−

(x−s)2
4τ ds (3.38)

Commençant par poser :
x
′ = s− x√

2τ
(3.39)

il s’en suit que S =
√

2τ x′ + x et dS =
√

2τ dx′ ,
encore, lorsque S −→ 0 alors x′ = −x√

2τ
Alors l’équation (3.38) devient :

u (x, τ) = 1√
2π

∫ +∞

−∞
u0
(
x
′√2τ + x

)
e−

x
′2
2 dx′

=
√

2τ
2
√
πτ

∫ +∞

− x√
2τ

u0
(
x
′√2τ + x

)
e

(
−x
′2

2

)
dx
′

=

(√
2τ
)√

2τ(√
2τ
)

2
√
πτ

∫ +∞

− X√
2τ

u0
(
x
′√2τ + x

)
e
−x
′2

2 dx
′ (3.40)
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Sachant que l’expression de la condition initiale est :

u0 (x) = max(
(
e(

1
2 (k+1)x) − e(

1
2 (k−1)x), 0

)
(3.41)

Par (3.39), cette dernière peut s’écrire :

u0 (s) = max
(
e(

1
2 (k+1)s) − e(

1
2 (k−1)s), 0

)

= max

(
e

(
1
2 (k+1)

(√
2τ x′+x

))
− e

(
1
2 (k−1)

(√
2τx′+x

))
, 0
)

(3.42)

Donc :

u (x, τ) = 1√
2π

∫ +∞

− x√
2τ

[
e

(
1
2 (k+1)

(√
2τx+x′

))
− e

(
1
2 (k−1)

(√
2τx′+x

)) ]
e

(
−−x

′2
2

)
dx
′

= 1√
2π

∫ +∞

− x√
2τ

e
(

1
2 (k+1)(x+

√
2τx4)−x

′2
2

)
− e

(
1
2 (k−1)

(
x+
√

2τx′
)) dx′

= 1√
2π

∫ +∞

− x√
2τ

e
1
2 (k+1)

(
x+x′

√
2τ
)
e−

x
′2
2 dx

′

︸ ︷︷ ︸
I1

− 1√
2π

∫ +∞

− x√
2τ

e
1
2 (k−1)

(
x+x′

√
2τ
)
e−

x
′2
2 dx

′

︸ ︷︷ ︸
I2

(3.43)

Pour calculer l’expression I1, on va essayer de se ramener à la loi de répartition
normale centrée réduite :

I1 = 1√
2π

∫ +∞

− −x√
2τ

e

[
1
2 (k+1)

(
x+
√

2τx′
)
−x
′2
2

]
dx
′

= 1√
2π

∫ +∞

− x√
2τ

e

(
1
2 (k+1)x+( k+1

2 )√2τx′−x
′2
2

)
dx
′

= e((
k+1

2 )x)
√

2π

∫ +∞

− x√
2τ

e

(
( k+1

2 )
(√

2τ x′−x
′2
2

))
dx
′

= e((
k+1

2 )x)
√

2π

∫ ∞
− x√

2τ

e

(
( k+1

2 )2
τ−( k+1

2 )2
τ−x

′2
2 +x′( k+1

2 )√2τ
)
dx
′

= e((
k+1

2 )x)e
(
τ( k+1

2 )2
)

√
2π

∫ ∞
− x√

2τ

e

(
− 1

2

(
x
′−( k+1

2 )√2τ
)2
)
dx
′ (3.44)

Faisant un autre changement de variable :

ρ = x
′ − 1

2 (k + 1)
√

2τ
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Comme x′ = −x√
2τ

, alors la relation précédente s’écrit :

ρ = − x√
2τ
−
(
k + 1

2

)√
2τ (3.45)

avec dρ = dx
′

On établit que :

I1 = e

[
( k+1

2 )x+
(

(k+1)2
4

)
τ

]
√

2π

∫ +∞

− x√
2τ
−(K+1

2 )√2τ
e(−

1
2ρ

2)dρ (3.46)

On note :
N (x) = 1√

2π

∫ x

−∞
e−

1
2 s

2
ds

la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
On pose également :

d1 = x√
2τ

+ 1
2 (k + 1)

√
2τ

L’équation (3.46) devient :

I1 = 1
2 (k+1)x+ 1

4 (k+1)2τ
∫ ∞
−d1

1√
2π

(
e(−

1
2ρ

2)
)
dρ

= e
1
2 (k+1)x+ 1

4 (k+1)2τ

(
1− 1√

2π

∫ d1

−∞
e−

ρ2
2 dρ

)
(3.47)

Or,
∀d ∈ R, N (d) +N (−d) = 1

Ainsi, I1 = e
1
2 (k+1)x+ 1

4 (k+1)2τN (d1)
d1 = x√

2τ + 1
2 (k + 1)

√
2τ

(3.48)

Pour le calcul de I2 , on fera un calcul similaire (c-à-d on ajoute et on soustrait
le terme : exp

(
τ
(
k−1
x

)2
)
).

I2 = e
1
2 (k−1)x+ 1

4 (k−1)2τN (d2)
d2 = x√

2τ + 1
2 (k − 1)

√
2τ

(3.49)
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Maintenant que l’on a l’expression de u remontons à l’expression de C, valeur
du Call Européen. Son expression est :

C (S, t) = kυ (x, τ)

D’après les résultats précédents , rappelons que :

υ (x, τ) = e(αx+βτ)u (x, τ)
α = − (k−1)

2

β = − (k+1)2

4
S = kex

(
⇒ x = lnS

k

)
k = r

σ2
2

τ = σ2

2 (τ − t)

D’où, la valeur du Call Européen devient :

C (S, t) = ke−
1
2 (k−1)x− 1

4 (k+1)2
"
(
e

1
2 (k+1)x+ 1

4 (k+1)2τN (d1)− e 1
2 (k−1)x+ 1

4 (k−1)2τN (d2)
)

= ke−
1
2 (k−1)lnS

k
− 1

4 (k+1)2 1
2σ

2(T−t)"(
e

1
2 (k+1)lnS

k
+ 1

4 (k+1)2 1
2σ

2(T−t)N (d1)− e 1
2 (k−1)lnS

k
+ 1

4 (k−1)2 1
2σ

2(T−t)N(d2)
)

Ce qui se simplifie en :



C (S, t) = SN (d1)− ke−r(T−t)N (d2)

d1 =
lnS

k
+
(
r + 1

2σ
2
)

(T − t)

σ
√

(T − t)

d2 =
lnS

k
+
(
r − 1

2σ
2
)

(T − t)

σ
√

(T − t)

x < x (3.50)

3.3.2 Cas d’une option Put européenne
Pour établir l’expression du prix d’une option Put Européenne, on va utiliser

la relation de la parité Put-Call (fc dans le premier chapitre) . Notant P le prix
du Put européen.
D’après la relation (c.f la définition 1.2.16), si un Put et un Call européen, de
même maturité T et de même strike K, il existe une relation entre leur prix :

C (S, t)− P (S, t) = S − ke−r(T−t) (3.51)

Donc,
P (S, t) = S (N (d1)− 1)− ke−r(T−t) (1−N (d2)) (3.52)

On peut simplifier cette équation en utilisant le fait que : N (d) +N (−d) = 1.
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On obtient alors : 

P (S, t) = ke−r(T−t)N (−d2)− SN (−d1)

d1 =
lnS

k
+
(
r + 1

2σ
2
)

(T − t)

σ
√

(T − t)

d2 =
lnS

k
+
(
r − 1

2σ
2
)

(T − t)

σ
√

(T − t)

(3.53)
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Chapitre 4

Application Numérique

Cet exemple montre comment calculer le prix de l’option d’achat à l’aide de la
formule Black-Scholes. Pour résoudre numériquement les problèmes de recherche
du prix à partir de la formule Black-Scholes.

4.1 Fonction BSCall
Cette fonction calcule la solution analytique de l’equation de Black-Scholes

pour un Call Européen.

Les comandes :

function c= BSCall(S,E,r,T,sigma) syms t d
S = sym(95) ; % Cours d’actif sous-jacent
K = sym(100) ; % Prix d’exercice (strike)
sigma = sym(0.3) ; % volatilité de l’actif
T = sym(1) ; % Date d’échéance en an
r = sym(0.1) ; % Taux d’intérêt sans risque
Ke = K*exp(-r*T) ;
d1 = (log(S/K) + (r + sigma^2/2)*T)/(sigma*sqrt(T)) ;
d2 = d1 - sigma*sqrt(T) ;
N(d) = int(exp(-((t)^2)/2),t,-Inf,d)*1/sqrt(2*sym(pi))

Le Résultat :
N(d) = erf((2^(1/2)*d)/2)/2 + 1/2
Csym = N(d1)*S - N(d2)*Ke

Le Résultat :
Csym = (95*erf((2^(1/2)*((10*log(19/20))/3 + 11/60))/2))/2 - 100*exp(-

1/100)*(erf((2^(1/2)*((10*log(19/20))/3 - 7/60))/2)/2 + 1/2) + 95/2
Cvpa = vpa(Csym)

Le Résultat :
Cvpa = 13.460541837253928533223227500638
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digits(6)
Cvpa = vpa(Csym)

Le Résultat :
Cvpa = 13.4605

4.2 Tracer de la solution en 2D
Cette fonction permet de tracer la solution analytique de Black-Scholes pour

un Call Européen, grâce a la fonction BSCall, en deux dimensions : le prix en
fonction de la valeur finale du sous- jacent, le temps étant fixe et étant l’instant
initial.

sigma = 0.3 ; %volatilité
N=200 ; %nombre de point
E=100 ; %valeur du strike
r=0.1 ; %taux sans risque
T=1 ; %maturité
L=log(3) ;
h=2/(N-1) ; %pas d’espace
x=(-1 :h :1) ;
S=E*exp(L*x) ; %valeur finale du sous-jacent
Call = BSCall(S,E,r,T,sigma) ;
plot(S,Call)
xlabel(’S’), ylabel(’valeur du Call’,’rot’,0)

Le Résultat :

Figure 4.1 – Tracer la solution analytique de Black-Scholes pour un Call Euro-
péen(2D)

34



4.3 Tracer de la solution en 3D
Même chose que précédent sauf qu’ici le temps n’est pas fixe. On obtient donc

un tracer en trois dimensions.
sigma = 0.3 ; %volatilité
N=50 ; %nombre de points
E=100 ; %strike
r=0.1 ; %taux sans risque
T=1 ; %maturité
e=1e-4 ;
Svals = linspace(e,3,N) ; %crée N points régulièrement espaces entre e et 3
tvals = linspace(e,T-e,N) ;
[Smat,tmat]=meshgrid(Svals,tvals) ; %cr.& un tableau de valeur pour le tracer
C=BSCall(E*Smat,E,r,T-tmat,sigma) ; %calcul du Call dans tout les états

mesh(Smat,tmat,C) %tracer en 3D
xlabel(’S’), ylabel(’t’), zlabel(’C(S,t)’,’rot’,0)

Le Résultat :

Figure 4.2 – Tracer de la solution analytique de Black-Scholes pour un Call
Européen(3D)
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Conclusion

Ce travail nous a permis de donner une vision sur l’application du calcul sto-
chastique dans le domaine des mathématiques financières particulièrement un des
modèles les plus populaires dans ce domaine est celui des célèbres Fischer Black
et Myron Scholes qui porte leurs noms. L’étude du modèle de Black-Scholes est
au cœur de ce mémoire où nous avons présenté une solution analytique explicite
grâce aux résultats d’un type spécifique d’équations aux dérivées partielles connu
en physique sous le nom de l’équation de la chaleur. Par la suite, nous avons fourni
la formule de Black-Scholes qui a permis de répondre à la question de l’évolution
du prix d’une option Européenne.

Malgré que, le modèle de Black-Scholes a été une référence depuis son appa-
rition dans le monde de la finance, ces hypothèses ne sont pas toujours réalistes.
Ce modèle suppose que le prix d’une option Européenne obtenue dépend de la
volatilité du sous-jacent, supposée constante, or dans la pratique, à chaque prix
d’exercice correspond une valeur de la volatilité, et l’observation des prix sur les
marchés financiers montre que la volatilité dépend de la maturité considérée et
du strike. La courbe représentant la volatilité implicite en fonction de la volatilité
et prix d’exercice a une allure de smile. Ne pouvant pas expliquer ce phénomène
de smile, les limites de la théorie d’évaluation dans le cadre du modèle de Black-
Scholes apparurent très vite.

Nous souhaitons enfin que ce modeste travail puisse susciter et donner lieu à
d’autres études dans ce domaine.
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