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Résumé

L’objectif de ce mémoire est d’étudier certaines propriétés qualitatives des solutions pour
certains classes d’équations différentielles fractionnaires non linéaires. Pour ce but, nous conver-
tissons le probleme donné en une équation intégrale équivalente, puis utilisons les théorémes de
points fixes appropriés, tels que les points fixes obtenus sont les solutions du probleme donné.
Nous fournissons également des exemples illustratifs & chaque probléeme considéré pour montrer
I'efficacité des résultats théoriques.

Mots-clés : Equations différentielles fractionnaires, équations intégro-différentielles fraction-
naires, dérivées fractionnaires, problemes aux limites, espace de Banach, point fixe, existence,

unicité.



Abstract

The objective of this dissertation is to study soome qualitative properties of solutions for
certain classes of nonlinear fractional differential equations. For this aim, we convert the given
problem into an equivalent integral equation and then use the appropriate fixed point theorems
such that the fixed points obtained are the solutions of the given problem. We also provide
illustrative examples for each considered problem to show the effectiveness of the theoretical

results.
Keywords : Fractional differential equations, fractional integro-differential equations, frac-

tional derivatives, boundary value problems, Banach space, fixed point, existence, uniqueness.
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Introduction

Le concept de calcul fractionnaire est une généralisation de la différenciation et de l'in-
tégration ordinaires a un ordre arbitraire non entier. Le calcul fractionnaire est apparu en
1695 [17-19], dans un échange de correspondances entre L’Hopital et Leibniz, méme lors de
la construction du calcul différentiel et intégral classique. Dans ces correspondances, Leibniz
exhortait a la généralisation possible de la dérivée d’ordre entier a un ordre arbitraire, L'Ho-
pital 'interrogeait alors sur le cas particulier ou 'ordre de la dérivée était % Dans la lettre de
réponse, datée du 30 septembre 1695, Leibniz a présenté une réflexion correcte, dans laquelle
il a affirmé que des conséquences tres importantes résulteraient de ces développements [17-19].
Cette date est considérée comme la date de début de la théorie de calcul fractionnaire. Encou-
ragés par cette nouvelle perspective d’application du calcul fractionnaire, plusieurs auteurs ont
développé des définitions des dérivées fractionnaires et des intégrales au cours des décennies
suivantes, mais certaines de ces définitions se sont contredites. L'une de ces définitions, apparue
au XIXe siecle, est la proposition de Liouville, qui a ensuite été reformulée par Riemann, plus
d’informations sur les définitions de la dérivée et de l'intégrale de Riemann-Liouville peuvent
étre trouvées dans [12,21,22]. En ce sens, Caputo a introduit ce qu’on appelle la dérivée frac-
tionnaire de Caputo, fondamentale dans 1’étude des effets de mémoire et également dans la
modélisation de problemes réels au moyen d’équations différentielles.

Entre autres applications qui, au fil du temps, ont justifié la pertinence de la dérivée frac-
tionnaire, I’émergence de nombreuses définitions des dérivées fractionnaires, parmi lesquelles
on cite : Hadamard, Weyl, Caputo-Hadamard, Katugampola, Caputo-Katugampola, Caputo-
Fabrizio, Hilfer, Hilfer-Hadamard, Hilfer-Katugampola, Erdélyi-Kober, Riesz, Caputo-Riesz.

Les équations différentielles fractionnaires ont regu une tres large d’importance en raison
de leur applicabilité dans de nombreuses disciplines scientifiques. De plus, c¢’est un excellent
outil pour la description des propriétés de divers matériaux et processus tels que la chimie,
la physique, la biologie, la dynamique fractionnaire, le traitement du signal et de l'image,
’économie et la théorie du contrdle. Voir par exemple [4,7,8,11,16,20,24]. Pour le développement
récent du sujet, nous renvoyons le lecteur de voir [1-3,6,9,12,21].

La théorie du point fixe est essentielle a 'analyse non linéaire car elle fournit les outils né-
cessaires pour avoir des théoremes d’existence et d’unicité dans de nombreux de problemes non
linéaires différents, parmi ces théoremes qui nous intéressent : le théoreme du point fixe de Ba-
nach, Schauder et le théoreme de Krasnoselskii. Le but de cette recherche est de donner certains

résultats concernant des études qualitatives de solutions de certaines équations différentielles



Introduction 3

fractionnaires de Hadamard et Caputo-Hadamard, en utilisant des techniques de points fixes
appropriées. Notre travail est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques notions fondamentales sur les espaces
fonctionnels, le calcul fractionnaire, et nous rappelons quelques théorémes de point fixe qui sont

utilisés tout au long de ce travail.
Dans le deuxieme chapitre, nous étudions 'existence et I'unicité des solutions positives

pour ’équation différentielle fractionnaire suivante avec une condition aux limites de type in-
tégrale.
GDu(t) = f (t,u(t) +7 3 (t,u(t)), t € (1,77,

1
u(1) = X[ k(s)u(s)ds +d, A >0, d >0, @

Ou D« est la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard d’ordre 0 < a < 1, 737 est I'intégrale
fractionnaire d’Hadamard d’ordre 8 € (0,1), f :[1,7] x [0,400) — [0,+00), g¢: [1,T] X
[0, 4+00) — [0, +00) et k: [1,T] — [0, +00), sont des fonctions continues. g est croissante en u.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude d’existence et 'unicité des solutions pour
I’équation différentielle fractionnaire implicite de Hadamard suivante, sous une condition non

locale dans un espace de Banach pondéré :

D (t) = f (to ()M Dya ()t e (1,1],
(logt) ™z () |im1 = 20 — g () , 70 € R,

(2)

ott D¢, est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre 0 < a < 1, f : (I,T] x Rx R - R

et g: C((1,7],R) — R sont des fonctions non linéaires continues.

Introduction



Chapitre

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons les concepts nécessaires a la bonne compréhension de ce
mémoire. Nous présentons quelques notions fondamentales, définitions et lemmes liés au calcul
fractionnaire et certains théoremes du point fixe qui jouent un réle important dans 1’obtention
des résultats souhaités.

1.1 Espaces fonctionnels

Soit J = [a, b] I'intervalle compact de R. Nous présentons les espaces fonctionnels suivants:

Définition 1.1.1. On note par C(J,R) l’espace de Banach de toutes les fonctions continues

f:+J— R avec la norme:

[flloe = sup{[f ()| : t € J}.
Et C™(J,R) désigne la classe de toutes les fonctions da valeur réelle définies sur J qui ont

une dérivée continue du niéme ordre.

Définition 1.1.2. On note par L'(J,R) l’espace de Banach des fonctions mesurables f : J — R

qui sont Lebesgque-intégrables. On définit :

£l = /J £ (0)]dt.

Et par LY (J,R) lespace des fonctions intégrables au sens de Lebesque sur J o |f|P appar-
tient a L'( J,R) doté de la norme:

1
1f 1w = (/J yf(t)\pdt)p.

Définition 1.1.3. Une fonction f : J — R est dite absolument continue sur J si pour touse > 0

p
il existe un nombre 0., tel que; pour toute partition finie a;, b;] en J, alors > ('b; —a;) < 0.

=1

implique que Zp: lf (b)) — f(a)] <e.

i=1
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Définition 1.1.4. Soit AC(J,R) l’espace des fonctions absolument continues sur J. Pourn € N,
on note par AC"( J,R) l’espace des fonctions f : J — R qui sont continues et dérivables jusqu’a
Vordre n — 1 sur J tels que f"~V appartient a AC(J,R) défini par:

AC%;LR):{f:J—+E:fJﬁfK“wﬂ”4)eC@LR)a ﬂ”4>eAc¢LR§.

Pour plus de détails sur AC(J,R) et AC"( J,R) voir le livre de Kolmogorov et Fomin ( [13],
p. 388]).

1.2 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous introduisons la fonction Gamma, qui sera utilisée ultérieurement.

Cette fonction joue un role tres important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.2.1 Fonction Gamma [21]

Définition 1.2.1. La fonction Gamma, notée I'(z) est une généralisation de la fonction fac-
torielle n!, c’est-a-dire, I'(n) = (n — 1)! pour n € N. Pour les arguments complezes avec une

partie réelle positive, il est définie comme:
n@:/‘ﬂ4mm%mm R(z) > 0,
0

Par continuation analytique, la fonction est étendue a ’ensemble du plan complexe a [’excep-
tion du points 0,—1,—2, =3, ..., ot il a des poteauz simples. Ainsi, I' : C\{0,—1,-2,...} — C.

Certains parmi la plupart des propriétés sont:
1. T(1)=T(2) =1
2. T(z+1) =z2I(2).
3. T(n)=m-1)!, neN.
o ()-ve

Démonstration. La deuxieme propriété vient de L’intégration par partie de la fonction de

Gamma.
En effet,
+o00
['(2) :/ e = dt,
0
- le ] +—/ e "7 dt,
z |, 2o
Lo e+
= 7/ e 'tV dt,
z Jo
1F( +1)
=-I'(z .
z
D’ou

1.2. Fonctions spéciales
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F(z4+1)=2I'(z). (1.1)

En particulier, on a

[(2)=10(1) = 1!
(3) =2I (2) = 2.1T'(1) = 2!
T (4) =3 (3) =3.2.10 (1) = 3!

Par conséquant

I'(n+1)=n!

1.3 Eléments de la théorie du calcul fractionnaire

Maintenant, nous donnons quelques résultats et propriétés du calcul fractionnaire.

1.3.1 Intégrales fractionnaires et dérivées fractionnaires

Soit J = [a,b],(—00 < a < b < 00), un intervalle fini sur R. Dans cette sous-section, nous
présentons quelques définitions des intégrales fractionnaires classiques, des dérivées fraction-

naires et de ses propriétés.
Définition 1.3.1 (Formule de Cauchy [12]). La formule de Cauchy du n-iéme intégrale
d’une fonction localement intégrable f sur RT est donnée par :

"0 = | (£ 5" f(s)ds.

(n—1
Définition 1.3.2 (Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville [12]). Pour a > 0. Le

coté gauche (resp. droit) de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f €
L' (J,R) de l’ordre o est définie par :

1

BLye f(t) = o) /at(t — 5)*7f(s)ds, ted

RLja f(f) = F(la)/tb(s 1)l f(s)ds,  te

1.3. Eléments de la théorie du calcul fractionnaire
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resp., ou t € J.
Les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville sont définies en fonction de leur intégrale

fractionnaire et dérivée d’ordre entier comme suit.

Définition 1.3.3 (Dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville [12]). Pour a > 0. Le
coté gauche (resp. droit) de la dérivée d’ordre fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o de
la fonction f € L' (J,R) est donnée par :

RLDe f (1) = (jt)n(ﬂfgga <t>):r<,f_a)(jt)n [ = sy,

REDR f(t) = (‘i) (Rng__af (t)> = F(nl—oz) <_c;lt> /tb (s — )" 7' f(s)ds,

resp, o n = [a] + 1 et [a] désigne la partie entiére du nombre réel o.

Définition 1.3.4 (Dérivée fractionnaire de Caputo [12]). Pour a > 0. Le cité gauche

(resp. droit) de la dérivée d’ordre fractionnaire de Caputo d’ordre « de la fonction [ €
AC™ (J,R) est donnée par :

b
I'(n—a)

1 b
F(n—oz)/t (s — )" L™ (s)ds, teJ,

D2, f(t) = Baree (£ ) / (= s O (s)ds, t e,

"Dy f(t) =" (£7)

resp, o n = [a] + 1 et [a] désigne la partie entiére du nombre réel a.

Dans ce qui suit, nous considérons quelques propriétés de l'intégrale fractionnaire et des
dérivées de Riemann Liouville et Caputo. En particulier, nous nous intéressons aux dérivées

fractionnaires et aux intégrales du coté gauche.

Lemme 1.3.1 (Relation entre les dérivés de Riemann-Liouville et Caputo [12]). Soit
a € (n—1,n]. Sila fonction f € C™(J), alors :

n k a
D f(t) = RngJr (t) - kz_: F(kf—<oz>—i—1)(t —a)k,

Lemme 1.3.2 ( [12]). Poura>0et>0et f€ L' (J). Ona :
1. L'opérateur intégral *=I2 est linéaire,
2 VIR, PPILF () =" L I () = TR,
3. Dy, FEIR () = f (1),
T e S ORI e R OR
Lemme 1.3.3 ( [12]). Poura>0et >0, ona :
. L'(s) _
RL ja B—1 _ Bta-1
I (t— =———(x— >0
(It -0 @) = g @9 a>0

L o -1 _ I
(R Dg(t—a)’ ) (z) = T3 —a)

1.3. Eléments de la théorie du calcul fractionnaire
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Démonstration. On va montrer la proposition (2). Soit f € L!'[a,b], la preuve découle direc-

tement de la définition

b
[ ()T (8)

D’aprés le théoreme de Fubini on a

RL13+ RLIer f ({L‘) =

/a “e— 0 tdt / “(t = w7 f (w) dudt.

Rbye RLIP f(z) = W /;f (u) /m (. — )" (¢t —w)” " dtdu.

En utilisant le changement de variable ¢ = u + s (x — u) ,on trouve :

RL]?JF RLIngf (7)

_é r U x:z:—u—sa:—u 1 (4l —u) — w)P ! dtdu
_F(a)F(ﬁ)/f()/s( (z—u)* (u+ts(z—u)—u)"" did

_¥ r U z ) —s(z— )N s (2 — w)P »
_F(oc)l“(ﬁ)/af()/sK ) —s( )] s ( )17 dtd

_é u K v _ aflsﬂ_l g(;—uﬂ_l "
_F(a)I’(ﬁ)/af()/s [( ) (1—3s)] ( Y dtd

—# ’ U x_uoﬁﬁfl v _saflsﬂ—l u
=t @@ L W0 a dtdu.

Donc, on a

# ’ W) (r —u at+p-1 [* s a—1 Sﬁ—l u
P(a)r(ﬁ)/a f(u) (@ —u) / (1—s) dtdu, (1.2)

Ensuite, En utilisant la défintion de la fonction Béta qui donnéé par :

S S COR

B = [ (1= = T,

dans (1.2), on obtient

RLya RLIB ¢ (4 _ _B@p) W (2 — w0 du
I ML )= F ot L @ et

= QICIRNE) ) (@ — w) P du
_F(air(ﬁ)r(a-‘rﬂ)/af()( ) a,
__ - w) (z —u)*
= taig L - wT

=L (@),

D’ou le résultas.

1.3. Eléments de la théorie du calcul fractionnaire
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Lemme 1.3.4 ( [12]). Soitn —1 < a <n,n € N. et f € C(J), alors, I’équation différentielle

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
RLDg-i- (t) =0,
a une solution générale :
f)=cilt—a) +et—a) 24t —a)* >+ .. +ept—a)* ™ ¢ ER, i=1,2,..,n
Du lemme ci-dessus, il résulte que :
RLpe BEDe f)=f(t) —cat—a)* ' — et —a)*? -t —a)*? — .. —c,(t —a)*™™
Pour certains c; e R, 1 =0,1,2,...,n.

Lemme 1.3.5 ( [12]). Soit n — 1 < a« < n, n € N. Si f € AC"(J), , alors, l’équation

différentielle fractionnaire au sens de Caputo.
CD3+ (t) =0,
a une solution générale :
fO)=cotalt—a)+e(t—a)+..+ecoi(t—a)
Du lemme ci-dessus, il résulte que :
BLpe CDS ft)=f () —co—ci(t —a) —ca(t —a)® — ... — cpa(t —a)™ .
Pour certains c; e R, 1 =0, 1, 2,...,n — 1.
Définition 1.3.5 (Intégrale fractionnaire de Hadamard [12]). Soit a > 0. L’intégrale
fractionnaire de Hadamard d’ordre o > 0 pour une fonction f € L'( J,R) est définie par :

Lot e d
e (t):w/a (logs) )2 re

d
Fizer o = (tdt> , a,a>0, n=][a]l+1, o« désigne la partie entiére de o. Définir I’espace :

ACY (S R) = {f:J 5 R: "' f(t) € AC(J,R)}.
Définition 1.3.6 (Dérivée fractionnaire de Hadamard [12]). Soit a >0. La dérivée frac-
tionnaire de Hadamard d’ordre o > 0 pour une fonction f € AC§( J,R) est définie par :

D2 0 =0 () 0= o (v) [ ()T 0

n—a) s s
Définition 1.3.7 (Dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard [12]). Soit a >0 . La
dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard d’ordre o > 0 pour une fonction f € AC§( J,R) est
définie par :

1.3. Eléments de la théorie du calcul fractionnaire
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Lemme 1.3.6. [ [10,12]] Soit o, f > 0 and n = [a] + 1. Alors, on a :
1. L’opérateur intégral H’Jg+ est linéaire.

2. 732, (logt)” ™! (z) = <log z

B+a—1
~ T(ath) a)

7

3. 402, (logt)” " () = F(Foff)ﬁ) (logf

4§02, (logt)* =0, k=0,1,...,n — 1.

) B,

Démonstration. On va montrer la proposition (2). Pour cela, on utilisera la définition de I'in-
tégrale de Hadamard (1.3.5) pour la fonction f(t) = (log(£))?~!, on obtient

to\5_1 1 t T vat S\ 5_1ds
D7 =ty [, Gos ()08 (13)

H~o ¢ :H J% (1 - _
35 1) =" 92, (log( - :

at

et avec un changement de variable convenable donné par

 log(2)

t ¢
u= = ds = a-log(~)e*'¢@) du,
log(7) @

a

I'intégrale (1.3) devient :

o [ (o) (s ) RG]
() /o1 <log(t) - (10g(a) +u-log (2) )“ (u . 1Og(2))51 log(i)du,
- T /01 <10g(t) ~losla) —ulog (Z))_l (U : 10g(2)>6_1 1og(2)du,

B F(loe) A (1og())“_1 (1 = w) " (log( )P log (5 )du,

log(t 1
= %/{) (1 —w)* '’ du. (1.4)

Donc, on a
t

a

og(t))eths-1 1
A

Ensuite, En utilisant la défintion de la fonction Beta qui donnée par

I'(B) ()
I'(B+a)’

ngJr (log(

BB, a) = /01(1 — ) Py = (1.5)

dans (1.3.1), on obtient

1.3. Eléments de la théorie du calcul fractionnaire
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Lemme 1.3.7 ( [12]). n —1 < a < n, n € N, la solution générale de I’équation différentielle
fractionnaire:
HDng (t) = 07

, est donnée par:

= a(lel)

k=1
ouc, €R, k=1,2,...,n sont des constantes arbitraires.
Du lemme ci-dessus, il résulte que :

~NQ « - t ok
e D f ) = ()= S (los)
k=1

Pour certains ¢, € R, k=1, 2,...,n sont des constantes arbitraires.

Lemme 1.3.8 ( [10,12]). Soitn —1 < a < n, n € N. Si f € ACy (J,R), alors ’équation

différentielle fractionnaire de Caputo-Hadamard :
g@ﬁ; (t) =0,

a une solution :

Du lemme ci-dessus, il résulte que :

"3 (GO0 ) = 1)~ T (e Z)k |

ouc,eR k=0,1,2,...,n—1.

1.4 Théorémes de Point Fixe

La théorie des points fixes est I'un des outils les plus puissants des mathématiques modernes,
permettant de montrer l'existence et 1'unicite des points fixes de divers types d’équations.
Tout au long de cette étude, nous convertissons le probleme donné en une équation intégrale
équivalente puis utilisons le théoreme du point fixe approprié tel que les points fixes obtenus
soient donc les solutions du probleme donné. Dans cette section, nous presentons les théoremes
du point fixe qui sont utilisés dans les preuves de nos principaux résultats. Nous commencons

par la définition d’un point fixe.

Définition 1.4.1. Soit ® : E — E une application, un élément x de E est un point fixe de P,

s’tl vérifiait la condition ® (z) = x.

Théoréme 1.4.1 (Ascoli-Arzela Theorem [5]). Soit A C C([0,T],R).A est relativement

compact (i.e Aest compact) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. A est uniformément borné i.e il existe M > 0 tel que

1F(H)| < MVf e Aettel0,T].

1.4. Théorémes de Point Fixe
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2. A est équicontinu i.e , pour chaque € > 0 , il existe § > 0 tel que
Ve ANV, ta €[0,T], [th —to] 6= |f(t1) — f(t2)] < e.

Théoréme 1.4.2. [Théoréme du point fixe de Banach [23]] Soit Q un sous-ensemble
non vide fermé d’un espace de Banach (X, |-||), alors toute application contractante ® : Q@ — 2

admet un point fize unique.

Théoréme 1.4.3 (Théoréme du point fixe de Schauder [23]). Soit 2 un sous-ensemble
non vide, fermé et borné convexe de l’espace de Banach X et ® : Q — Q étre un opérateur
compact continu. Alors, ® admet un point fixe en 2.

Théoréme 1.4.4 (Théoréme du point fixe de Krasnoselskii [23]). Soit Q0 un sous-
ensemble non vide, fermé et borné convexe d’un espace de Banach (X, || -||). Supposons que F,

et F, sont deuz applications de €2 a X telles que :
1. Fix 4+ Foy € Q pour tout x,y € €1,
2. Fy est continue et compacte,

3. I, est une contraction.

Alors, il existe x € ) avec Fix + Fox = x.

1.4. Théorémes de Point Fixe
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Solutions positives pour une classe d’équations

intégro-différentielles fractionnaires

La technique utilisée pour prouver nos résultats dépend de la solution supérieure et inférieure,
du théoréme du point fixe de Schauder et du principe de contraction de Banach. A la fin, deux

exemples sont donnés qui illustrent 'efficacité des résultats théoriques.

2.1 Position du probleme

Dans ce qui suit, nous étudierons ’existence et I'unicité de solutions positives pour I’équation
différentielle fractionnaire suivante avec condition aux limites intégrale
FDu(t) = f (tu(t) +7 g(t u(®)), t € (1,71,

(2.1)
u(1) =X [Tk(s)u(s)ds +d, A >0, d >0,

ot D% est la dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard d’ordre 0 < o < 1, 737 est I'intégrale
fractionnaire d’Hadamard d’ordre g € (0,1), f :[1,7] x [0,+00) — [0,4+00), ¢ : [1,T] X

[0, 4+00) — [0, +00) et k : [1,7] — [0, 4+00), sont des fonctions continues. g est croissante en u.

2.2 Existence de solutions

u rd, nou mmencon r définir ue nous signifion r un ution du
Tout d’abord, nous commencons par définir ce que nous signifions pa e solution d

probléme des valeurs limites (2.1).

Définition 2.2.1. Une fonction u € C'( J) est dite solution du probléme (2.1) si u satisfait
I’équation :

HDult) = f(t,ult)) + gt u(t), te (1,1,
avec la condition aux limites intégrale :

T
u(l) = A/l k(s)u(s)ds +d, A>0, d>0.

Définition 2.2.2. Une fonction u € C'(J) est appelée solution positive du probléme (2.1) si
u(t) > 0 pour tout t € J et u satisfait le probléme (2.1).

13
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Définition 2.2.3. Soient a,b € R*, et b > a. Pour tout u € [a,b], nous définissons la fonction

de controle supérieur:

U(t,u) = sup f(t,p), et la fonction de contrile inférieur L(t,u) = i<nf<bf(t,p).
u<p<

aspsu
Evidemment, U(t,u) et L(t,u) sont monotones non décroissants sur [a, b] et
L(t,u) < f(t,u) < U(t,u).
Pour I'existence de solutions pour (2.1), nous avons besoin du lemme auxiliaire suivant :

Lemme 2.2.1. Soit v € C(J), v existe, alors u est une solution du probléme (2.1) si et

seulement st u est un solution de [’équation intégrale:

0= e ) <10g ) oS+ it [ (sl atsen

+>\/ s)ds +d,t € J. (2.2)

Démonstration. Supposons que u(t) satisfasse le probléeme (2.1), puis en appliquant U'intégrale

fractionnaire d’Hadamard 73 des deux cotés de (2.1), on a:
Moo u(t) = "3 (f(tult) + "97g(t, u(t)) .

D’aprés le lemmel.3.8, on obtient:

)= g [ (s ) s+ s [ (o) ) ® s 29

En utilisant la condition intégrale, nous trouvons:

co =\ / s)ds + d.
En substituant la valeur de ¢, dans (2.3), nous obtenons 1’équation intégrale (2.2). L’inverse est
suivi d’un calcul direct qui termine la preuve. O

Pour transformer (2.2) pour étre applicable au point fixe de Schauder, nous définissons

l'opérateur ¢ : A — A par:

1t AN ds 1 t t\ots-t ds
iy e
@) = g (oat) Feu)S + g (1o g5, u(s))
+>\/ s)yds+d, teJ. (2.4)
O le point fixe figuré doit satisfaire ’équation de 'opérateur d’identité du = u.
Nous introduisons les hypotheses suivantes:
(H1) soit u*,u, € A tel que a < u,(t) < u*(t) < b et:
GO (t) = "3g (t,ur(t)) > U (t,u*(t)),
GO%u.(t) = 3% (t,u.(t) < L

2.2. Existence de solutions
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pour tout t € J.
H2) Pour t € J, et u, v € [0,+00), il existe deux nombres positifs [; et [,, telles que:
f g9

|f(t>u) - f(tvv)’ < lf|u - U|7

|g(S,U) o 9(57 U)’ < lg‘u - U|'
Les fonctions u* et u,, sont respectivement appelées la paire de solutions supérieure et inférieure
du probleme (2.1).
Maintenant. On va donner un premier résultat concernant ’existence de la solution du probleme

(2.1), en utilisant le théoréeme du point fixe de Schauder.

Théoréme 2.2.1. Supposons que (H1) soit satisfait, alors le probléme(2.1) a au moins une

solution positive.

Démonstration. Soit : Q = {u € A:u.(t) <u(t) <u*(t), teJ} doté de la norme ||ul| =
maxe s [u(t)], ensuite on a ||u|| < b. Par conséquent,  est un sous-ensemble borné convexe et
fermé de I'espace de Banach C(J). Remarquez que la continuité de l'opérateur ® découle de
celle des fonctions f et g. Maintenant, si u € 2, il existe deux constantes positives c¢, ¢, telles
que :

max{f(t,u(t)) : t € Ju(t) < b} <cy,

max{g(t,u(t)) : t € Ju(t) < b} <c,.
Alors :

F KT — 1) +d,

< cr(logT)*  cy(logT)+F
(a+1) T(a+p+1)
ou k™ =supk(t), donc :
teJ
cr(logT)*  c,(log T)+F
INa+1) T(a+p+1)

Par conséquent, ®(u) est uniformément borné. Ensuite, on va prouver 1'équicontinuité de

[Pul| <

+AES(T — 1) + d.

®(u). Pour chaque u € Q. Alors pour tq,ts € [1,T] avec t; < ty on a :

2.2. Existence de solutions
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)~ 2wl < s [ (e ) = (12) s uton
b [ (08 2) st
R T
+ P(la) [ (oa )™ gt utp
|

2Cf 2 Cqg a+f a+
< — 1()g* 4+ —F 1()gt — 1()gt .
I'a+1) ( ) I'a+2) (( 2) (log 1) )

Comme t; — t5. Nous voyons que le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro et que la
convergence est indépendante de u dans €, ce qui signifie que ®(£2) est équicontinu. Le théoreme
d’Arzele-Ascoli implique que @ : Q — ) est compact. La condition restante pour appliquer le
point fixe de Schauder est de prouver que ®(2) C 2. Pour tout u € Q, on a w.(t) < u(t) < u*(¢)
et par (H1), on obtient :

(Pu)(t)

= F(loz) /lt (lOg z)a_l | f (s, U(S)>|Cis + F(Oél‘Fﬁ) /j <log z>a+6—1 lg(s, u(s))|cis
+ )\/ s)ds + d

< F(a) /1 (log z>“—1 Ul(s, U(S»Cf + F(al—l—ﬁ) /lt <log Z>a+ﬁ_1 lg(s, u(s))|cis

+ )\/ s)ds + d

<@ (10g O e St [ (os) T o
+A/ s)ds + d

< (1),

2.2. Existence de solutions
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et

INa+p s
+ )\/lT k(s)u(s)ds + d
> i [ (o) S+ s [ (105 )™ fgts.utan)

(a s s  T(a+p s s
+ lT k(s)u.(s)ds +d
> uy(t).

Par conséquent, u.(t) < (Pu)(t) < u*(t), te€ J,eton conclut ®(Q2) C €. Selon le théoreme
du point fixe de Schauder, 'opérateur ® a au moins un point fixe u € 2. Donc, le probleme(2.1)

a au moins une solution positive.

O
Le deuxieme résultat est basé sur le principe de contraction de Banach.
Théoréme 2.2.2. Supposons que (H2) est satisfait et
li(logT)*  1,(logT)*+#
(delloe D) | LUos )™ | ypp ) < 1. (2.5)

Ma+1) T(a+p8+1)
Alors, le probléme (2.1) a une solution positive unique.

Démonstration. Du théoréme 2.2.1, il s’ensuit que le probléeme (2.1) a au moins une solution
positive. Par conséquent, il suffit de prouver que l'opérateur défini en (2.4) est une contraction

dans 2. En effet, pour chaque u,v € €2, on a

t

S

1 t a-l ds
(@) = @0)0)] < 55 [ (08 ) 155 u9) = (o) E

+ F(a1+5) /j (10% i)awl |9(s, u(s)) = g(s, ”(S)”dss

R /IT lu(s) — v(s)|ds

(lf(log )  l,(logT)>+?
<
“\INa+1) Ta+p+1)

AR (T — 1)) lu — o]].

A partir de (2.5), lopérateur ® est une contraction. Donc, il résulte du théoreme 1.4.2 que ® a
un point fixe unique qui est la solution positive unique correspondante au probleme (2.1). Ceci

termine la preuve. O

2.2. Existence de solutions
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2.3 Examples

Dans cette partie, nous présentons deux exemples pour démontrer I'efficacité des résultats
théoriques.
Exemple 2.3.1. Nous considérons [’équation intégro-différentielle fractionnaire suivante avec

une condition aux limites intégrale :

ol o 2sin(t) 2|ul 1~L  u(t)
{ aD1u(t) = xp(t2—2)+13 (|u|+3) + 8J5exp(t71)’t e (1,7,

u(1) = 5 JT fu(s)ds + 5.

v _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ _ 25sin(t) 2|u| o
OU o = 1’ B = %’ A= 9’ d = 137 T = ™, f(t,u) = =p(2-2)113 <|u|+3), g(t,u) = m et
k(t) = % Les fonctions f, g, k sont positives continues et g est croissante par rapport a u. Pour

6 [u — |
t,u) — f(t,v)| <
i) = ol < e o T 3 B+ )G o)
6
- _
_eXP(t2—2)+13|u U|7
et
lg(t, u) — g(t, v)] i
u) — U = Gexot—1) 47V
g(t, U 6exp(t —1)
1’ |
—|lu — .
- 6

Ainsi, Uhypothése (H2) est satisfaite pour ly = m et ly = %. On va vérifier que la

condition (2.5) est satisfaite. En effet

li(log T)*  ly(log T)**+"

Ta+1) T(a+pB+1)
6 (log )0 1] 1+

_ aprnm (08 7) L slogmir 1 (r—1)~095<1.
1 1,1 9

r(L+1) T(L+1+1)

+ AN (T - 1)

NI

Alors, d’aprés le théoréme 2.2.2, le probléme (2.1) admet une solution positive unique.

Exemple 2.3.2. Nous considérons [’équation intégro-différentielle fractionnaire suivante avec

une condition aux limites intégrale

cmal o cos(t) |l 17 u®
HQSU(t) ~ exp(t2—3)+9 (|u|+2> + 515 exp(t72)7t = (2’3]’
u(2) = % 5 Tu(s)ds + 7.

cos(t) Ju u

| 1 S _ _ _
Ol a = 3 B — 5 A= 7 d = 117 T = 37 f(t,U) — exp(t2—3)49 (‘u|+2)’ g(t7u) - m
et k(t) = % Les fonctions f, g, k sont positives continues et g est croissante par rapport a u.

Pour u,v € [0,+00), on a

2.3. Examples
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2 lu — v
t,u) — f(t,v)] <
£t u) = f(t,v) exp (12 —=3) +9 (2 + |u])(2 + |v|)
2
~ exp (12 — 3) +9‘U_U|’
et
ot 0) — gl 0) = 57— fu— o]
u) — v)| = u—v
g g 5exp(t — 2)
1
< —|u—
5
Ainsi, Uhypothése (H2) est satisfaite avec ly = m et l, = é Nous vérifierons que la
condition (2.5) est satisfaite. En effet
li(logT)*  1,(logT)o+?
MNa+1) T(a+p+1)
—Z log3% 1 (log 3)5+3 1
— exp(_l”f (log3) + 2 (1Og 1) +=B-1)~072<1
r(3+1) r(3+1+1)

Alors, d’aprés le théoréme 2.2.2, le probléme (2.1) admet une solution positive unique.

2.3. Examples



Chapitre

Résolution d’'un probleme différentiel d’ordre
fractionnaire avec des conditions initiales non

locales

Dans ce chapitre, nous établissons des conditions suffisantes pour 'existence et 'unicité des
solutions pour les équations différentielles fractionnaires implicites de Riemann-Liouville non
linéaires avec des conditions non locales. Nos résultats sont basés sur le principe de contraction
de Banach et le théoréme du point fixe de Krasnoselskii. A la fin, deux exemples démontrant

Iefficacité des résultats théoriques sont présentés.

3.1 Position du probleme

Dans ce qui suit, nous étudierons ’existence et 1'unicité des solutions de 1’équation différen-

tielle fractionnaire implicite d’Hadamard sous une condition non locale de la forme

HDp (1) = f (ta (1), Dya (1)) ¢ € (L,T),

1 (3.1)
(logt) ™" (t) [i=1 = x0 — g (x) , 0 € R,

ot # D¢, est la dérivée fractionnaire de Hadamard d’ordre 0 < o < 1, f: (I, T] x Rx R - R

et g: C((1,7],R) — R sont des fonctions non linéaires continues.

3.2 Existence de solutions

Pour démontrer I'existence et 'unicité des solutions pour le probléme (3.1), nous transfor-
mons (3.1) en une équation intégrale équivalente, puis nous appliquons les théorémes du point

fixe de Banach et de Krasnoselskii.
Tout d’abord, nous présentons les lemmes et la définition suivants qui seront utiles pour

établir les résultats d’existence et d’unicité pour le probleme (3.1).

Définition 3.2.1. Une fonction x € C'((1,T],R) est dite étre une solution de (3.1) si x
satisfait
"D (t) = f (ta (), Dya (1)), Ve e (1,7],

20
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et
(log #)' ™" @ (t) |i=1 = w0 — g (x)
Pour montrer Uezistence de solutions au probléme (3.1), nous avons besoin du lemme auziliaire

suivant.

Lemme 3.2.1. La fonction x résout (3.1) si et seulement si elle est une solution de I’équation

intégrale

2 (8) = (log )" (20 — g (z)) + F(la) [ (10g i)a_l (s, (s) 7 D (9)) © v e (1,7).
(3.2)

Démonstration. Supposons que la fonction x satisfait (3.1), puis en appliquant #J¢ ' aux deux

cotés de (3.1), nous obtenons
B30 TDgw (t) = H39f (L (), F DY (1))

En utilisant le Lemme 1.3.7, nous obtenons

o 1 t AN ds
z(t) = ¢ (logt)* ™ + F(a)/1 (log s) f (s, z(s)," D¢ w (3)) < (3.3)
La condition
(logt)' ™" & (t) ;=1 = 70 — g (x),
implique que
g =x9—g(x). (3.4)

En substituant (3.4) dans (3.3), nous obtenons 'équation intégrale (3.2). La réciproque peut

étre prouvée par des calculs directs. La preuve est terminée. O

Dans ce qui suit, nous prouvons l’existence et I'unicité, ainsi que l'existence des résultats,
pour le probleme (3.1) en utilisant une variété de théoremes de point fixe. Les hypotheses

suivantes seront utilisées dans nos principaux résultats :
(H3) 1l existe des constantes k1 > 0 et ky € (0,1) telles que

‘f (t,u,v) - f (ta U*av*)‘ < ki |u o u*| + ko ‘U o U*‘ )
pour t € (1,7],u,v,u*,v* € Ret f(.,0,0) € C1_,(J,R), ou C;_, est I'espace pondéré des
fonctions continues qui définit par :
Cioa (S R) = {z:(1,T] > R: (logt)'*z € C(J;R)},
et muni de la norme
|2, . = sup|(logt)' " (1)] .
ted
(H4) 11 existe une constante b € (0, 1) telle que
|9 (u) — g ()] < bllu—u¢,_

pour u,u* € C1_4 (J,R).
Maintenant. On va donner un premier résultat concernant l’existence et 'unicité de la solu-

tion du probléme (3.1), en utilisant le théoreme du point fixe de Banach.

3.2. Existence de solutions
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Théoréme 3.2.1. Supposons que les hypothéses (H3) et (H4) sont vérifiées. Si

I (o) ki (log )"

T 01—k <t (3.5)

alors il existe une solution unique pour (3.1) dans l’espace Ci_o (J,R).

Démonstration. On définit 'opérateur :
D : lea (J, R) — lea (J, ]R) ,

par :

(@) (1) = (020" (r0 =9 (@) + 5 [ (15) " () T .7,

ou h € (1,T] — R est une fonction satisfaisant 1’équation fonctionnelle

h(t) :f<t7$(t)’h(t))'

Selon le Lemme 3.2.1, les points fixes de 'opérateur ® sont des solutions de (3.1). L’opérateur
® est bien défini, ¢’est-a-dire que pour tout € Cy_, (J,R) et t > 1 I'intégrale

1“(1a) /lt <log i)a_l h(s) (is’ (3.6)

appartient a C_, (J,R) .Sous la condition (H3), nous obtenons

(L (@) = [f (& (8), h(1))]
< ky
T 1=k

|z ()] + ¢ (logt)*™", pour tout t € (1,77, (3.7)

sup| (log )~ £(£,0,0)
ol c = &L

" .pour tout z € C_, (J,R), on obtient

\“m))/ CHNCH

o (logt) © logt ( S)a 1 )‘7

k)gt = ( z)M( k2|$(3)\+c(logs)a_l>f
logt ( ) (log s)* (151{;2 ‘(logs) _a:c(s)‘ —i—c)(ij

kl l—-a 7o a—1
< (H el . + ) tog'~" 12, (0"

Par le Lemme 1.3.6, on a

e [ (eel) e

3.2. Existence de solutions
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k1 I' () (logt)*

b I (a) (log T)"
= (1 ~ i 1. +C> ST

Cela signifie que l'intégrale existe et appartient a Cy_,, (J,R) .
Soient x,y € C1_ (J,R) Alors, pour t € (1,T], on obtient

(@) (1) ~ (@) (1)
< (log )" lg (1) ~ 9 (] + i [ (0g )" [ha(5) — by (5)]
ou hy, hy € Ci_, (J,R) sont tels que
he () = £ (0.2(6) e (9),

et
hy (8) = [ (2 (E), hy (1)) -
Par (H3), on a

|ha () = hy ()] = [f (&, (8) , ha (£) = (8,9 (£) , Py (1))
< ky o (t) —y ()] + k2 [ha () — hy (1))

Alors,

Donc, pour chaque t € (1,7], on a

(@) (1) = (Py) (1)

< b0t o= le, . + iy /o (ort) e -v eI

S

= Qog ) blle = ey, + iy /. (ort)  ows)™ (1089 (0 ()~ ()]

S
k
a—1 1 o a—1
S (logt) b Hx - yHCl_a + 1— k'g 1+ ((10gt> ) H'CE - yHcl_a .
Par le Lemme 1.3.6, on obtient

I (a) kl (log t>2a_1 ||SL’ . ||
T (2a) (1 — k) o

(D) () — (Dy) (t)] < (logt)* " bllz =yl +
ce qui implique que

|(log )~ (@) (t) — (y) (1))

P (a) by (log )"
<b ||$ - yHCﬁ,a + T (204) (1 . k‘g) ||:L‘ - yHCka
I (a) ky (logT)”
<blle=slle,_, + T B e =yl

3.2. Existence de solutions
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I () by log 7)°
dr— P < (b — .
D e S [

Selon (3.5), ® est une contraction. En conséquence du théoreme du point fixe de Banach, nous

Alinsi,

obtenons que ® possede un point fixe unique qui est une solution unique du probleme (3.1). [
Le deuxieme résultat est basé sur le théoréme du point fixes de Krasnoselskii.

Théoréme 3.2.2. Supposons que les hypothéses (H3), (Hj) sont satisfaites et ’hypothése sui-

vante :
(H5) Il existe p1 € C1_o (J,RT)  pa, p3 € C (J,RY) avec p = supps (t) < 1 tels que
teJ
|f (tu,v)] < pu(8) +p2 (8) [ul + ps (t) |v], Vu,v €R,
pourt € (1,7
Si

il (a) (log )"
(1=p3)I'(20)

ol py = stlelg)pg (t). Alors (3.1) admet au moins une solution dans .

A=b+ <1,

Démonstration. On définit :

1 (log T)" piI" ()

R=—— A=
1—X\ ol +Q+ (1=pH)T(2a)°

ou pj = 92253 {(log ) p1 (t)} et @ =g (0)|. Fixons

M > RA.
Considérons le sous-ensemble non vide, fermé, convexe et borné
Q={recCia(JR): 2], <M}

et définissons deux opérateurs Fi et Fy sur €2 comme suit :

)0 = i [ (o) ho 2,

S S

et
(Fyx) (1) = (logt)* ™" (w0 — g (0)),

ou h: (1,T] — R est une fonction satisfaisant 1’équation fonctionnelle

h(t) = f(tz(t),h(t).

Nous utiliserons le théoreme du point fixe de Krasnoselskii pour montrer qu’il existe au moins
un point fixe de l'opérateur F; + F, dans 2. La preuve sera donnée en plusieurs étapes.
Etape 1 : On va montrer que (Fyz + Fyz) € Q Va,y € Q.
Pour tout z,y € Qet ¢t € (1,7], on a
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|(Fiz) (1) + (Fay) (1)

<ozt 0= g @)+ 1 [ (03)" he)
< (log )" ool + Q0g )" g (2) — 9 (0)] + (g 1"~ |9 0)

bt o) e 10

S

< (logt)™ ™" [ao| + (logt)* " bl , + (logt)™ ' @

1 t t ol a—1 1—« dS

— [ (log- 1 1 =

o (log ) (ogs)"™ [(log )~ (s)|
< (logt)* " |ao| + (logt)* " bM + (logt)* ' Q

1 t t ol a—1 -« dS
F(Oz)/1 <log s> (log s) ‘(logs) h(s)|—, (3.8)

S

+

+

utilisant (H5) et V ¢ € (1,7, on a

[h (@) = [f (&2 (), h (1))
< pu(t) +p2 () |2 ()] +ps (1) [2(2)]
Donc, on a

(log )" ™" 1 (t)] < (log )"~ pu (1) + p2 (1) |(log )"~ (8)] + pa (¢) |(log 1)~ o (8)]
< p}+psM + p; |(log )~ h(t)] .

Ainsi, on obtient

* *M
(og t)! = h (1) < P22 (3.9)
1 —p3

En remplagant (3.9) dans l'inégalité (3.8) et avec le Lemme 1.3.6, on obtient

|(Fy) () + (Foy) (1))] < (log )™ |zo| + (log )™ bM + (log )" Q

pi+pMY 1 /t< t>a_1 a-1ds
log — 1
+< 1—p3 )F(oz) L U985 (log 5) s

< (logt)* " |xo| + (logt)* " bM + (logt)* ' Q

pi+psM\ T () 901
|
+< 1—p3 )F(Qa)(()gs)

)

par conséquent,

|(logt)' ™ ((Fiz) (t) + (Fyz) (1)

s T 5T (e) ({0 on 7))

< bl @ T ST a) (1 p)T (20)

Alinsi,

||F1ZE‘ + F2x||01,a
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M 1
<A+aM <2 <1—)M:M.
SA+AM < =+ =

Par conséquent Fiz + Fhx € Q pour tout z,y x € Q.
Etape 2 : On va montrer que F} est continue.
Soit (2,,),,cy une suite telle que x, — = dans C1_, (J,R). Alors, pour chaque ¢ € (1,77, on

((Fie) - (F) O] < s [ (o) @ 0@l 2 @10
ot hn, h € Ch_a (J,R) sont tels que
P (8) = 1 (1,20 (6, B (1),
et
RO = f (6 (0),h(0)
Par (H3), on a
o ()= B (O] = 1 8,0 (1), B (1)) = £ (1,2 (1), R (0)
< kylz, (t) —x (&) + ko |hn (t) — R (1)].
Alors,
I (0) = R ()] < 122 o () = 2 (0)]. (.11)

En remplagant (3.11) dans l'inégalité (3.10), on obtient

]{1 t t\“ 1 ds
(R () = (i) )] < (=i [ (s ) loa) =2 0]
k1

" (1—k)T(a) / (log t) (log s)* " [(log s)' ™ (n (1) — 2 ()|

kv o, a
< 1_7,%[1+ ((bgt) 1) [0 — llc,_, -

Par le Lemme 1.3.6, on obtient

T (@) ki (logt)*™!

(Fiaa) () = (Fia) (0] € =705 o0

Hxn - chl—a )

ce qui implique que

[ («) ky (logt)” iz — 2]
(1—ky) D (20) ™7 "1
I (@) ky (log T)"
T (1—k) T (20)

(log )™ ((Fuzy) (1) — (Fiz) (1))] <

[z = 2lle,

Ainsi,
_ T(a)k (logT)°
T (1 =Fky) T (20)

| Fr, — F1$||lea [n — IH(Jl,a )

Par conséquent, I est continue.
Etape 3 : on va prouver que F} est compacte.
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Pour tout x € Q et t € (1,7], on a
gt ANEE _ _ d
(Fia) ()] < s [ (log2) (logs)™™ [(log )™ h(s)] <. (3.12)
I'(a)

S

En remplagant (3.9) dans l'inégalité (3.12) et avec le lemme 1.3.6, on obtient

p’{+p§M> I' ()
1 —p3

(Fia) (8)] < ( (log )2

Par conséquent,

i +p;M> L) (o0

1-p; ) T'(2a)

Ainsi,

pHp;‘M) I'(a)
1 —p3

|Fiale, < (

Par conséquent, F (2) est uniformément borné.

Il reste a montrer que Fi (£2) est équicontinue. Soit 1 <ty <ty < T et x € 2. Alors

(log t2)' ™ (Fiz) (t2) — (log )" (Fi) (11|
1

- T(a)
— /lt1 (logty)' ™ (log t;>a_1 h(s) ds

sr(la)/ltl

a—1
— (log )" ™ <log tl) (log )™~
S

S S t1

a—1

(logts)' ™ (log t2) (log 5)* ™"
S

ds

S

|(log 5)' = h (s)

ds

. p(la) /: (log 1) <log t;)al (log 5)°! ’(1og $)" h(s) "

< (PitpM 1 /“
-\ 1—p} I'(a) 1
a—1
— (logt)'™* <log tl) (log )™~ ds)
S S

pf +p§M 1 /t2 11—« < t2>a1 a—1 dS
log t log = 1 — .
*( -5 ><F<a>  tosta) i lews) o foesl sy

-« t? a-l
(log ts) (10g )

S

t o\ @1 d t o\ a1
/1 1 (logty)' ™ (log 2) h(s) T (logty)' ™ <log S2> h(s)

ds

S

Comme t; — to, le cOté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Cela signifie que F (Q2) est

équicontinue. Alors, d’aprés le théoreme d’Ascoli-Arzela, nous pouvons conclure que 'opérateur

I est compact.
Etape 4 : On va prouver que Fy : Q — Cy_, (J,R) est un contraction.
Pour tout x € Q et par (H4), on obtient

(Fo) (1) = (Fay) ()] = |(log )" " (g (z) — 9 (v))|
< (log)* bz = ylle, ..

3.2. Existence de solutions
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Par conséquent,
[(log )~ ((Fy) (1) — (Foy) (1)| < blle = ylle, -
Alinsi,
[1For = Foylle, , <bllz—ylle, .-

Par conséquent, I'opérateur F, est un contraction. O

En effet, toutes les conditions du théoreme du point fixe de Krasnoselskii sont satisfaites.

Donc, il existe un point fixe x € () tel que x = Fix + Fbx, qui est une solution au probleme

(3.1).

3.3 Exemples

Dans cette partie, nous présentons deux exemples pour démontrer 'efficacité des résultats

théoriques.

Exemple 3.3.1. On consideére le probléme fractionnaire qui suit :

2
D3y (t) = ! + —L . te(l,e,
o sexp(-t+2) (1+ly(ol+ [0 o0])  Gog0)d

y (t)‘tzl =5 — > ci(logt)?y (L),

/

ol

(logt):

§
it

oul <t <..<t,<eetc,i=1,.,n sont des constantes positives telles que

" 1
Yo,
i=1 2
On définit
f(t u,v) ! + ! te(1,e eR
7u7/U = 19 76 7u7/U N
9exp (=t +2) (1 + |ul +|v]) ~ (logt)s
on a

Cio([1e] . R) = C1 ([L,e],R) = {h: (1,e] > R: (logt)5 h € C([1.¢] R},

1
3

avec o = %, 1l est clair que les fonctions f et g sont continues et
f(.,0,0) € C% ([1,e],R),
Pour tout u,u*,v,v* € R et t € (1,¢], on a

|f(t,u,1}) - f(talL*?U*)’

1 1 1
B |9exp(—t—|—2) <1+ lul + |v] 14 |uf|+ |v*|>‘
lu — u*| + |v — v*|
<
9exp (=t +2) (1 + |u| + |v]) (1 + |u*| + |v*|)

_W(|U—U*|+|U—U*|)>

3.3. Exemples
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et
9 (u) — g (u)] <D _ci(logti)® |u(ti) — u(t)]
=1
< Z Gi|lu— U*HCl
=1 5
1 *
< 2 lu —u ||c%
Ainsi, les conditions (H3) et (H}) sont satisfaites pour ky = ky = - et b= 1. La condition
a r(s)
b == Je ~ 095 <1
TR0 -k) 27 ’

() (- a=)

est satisfaite avec T = e. Il découle du théoréme 3.2.1 que le probleme (3.5.1) a une solution

unique dans l'espace Cy ([1,¢],R).

Exemple 3.3.2. On considéere le probleme fractionnaire qui suit :

¢l DS, 1 + L te(l,e,
e (f) = 5sin(t)(1+|:c(t)|+‘HD1%+x(t)D (log )3 (1,
(logt)¥a (1) _ =14 — S0y ci(logty)® o (t;),

t=0

oul <t <..<t,<eetc,i=1,.,n sont des constantes positives telles que

" 1
ZCZ‘ S —-.
i=1 5
On définit
1 1
ftu,v) = + te (1,e],u,veR.
Bsin () (L+[ul + [v]) * (logt)?
On a

Ci—a ([1,e] ,R) =C1 ([1,¢] ,R) = {h:(l,e]—>R:(logt)%hGC'([l,e],R)},

1
8

avec o = %, 1l est clair que les fonctions f et g sont continues et

f(0,0) € C1 ([1,¢],R).

Pour tout u,u*,v,0* €R et t € (1,e], on a

|f(t,u,v) - f(tvu*’v*)l

1 1 1

B ’5sin(t) <1+]u\+|v\ a 1—l—|u*|—|—|v*]>|
lu — u*| + |v — v¥|

- §<1+|ul+|v|>(1+|u |+ [o*])

A
o

(lu = w*[ + o =),

3.3. Exemples
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et
g (u) — g (u")] <D i (logty)® |u(t;) — u(t])|
i=1
<Y cillu—u'g,
i=1
1 *
< 5 ||u —u ||c%

Ainsi, les conditions (H3) et (Hj) sont satisfaites pour ki = ky = § et b= 1. La condition

6
= -+ 5 ~ 0.5 < 1,

>or(E)(-3)
est satisfaite avec T = e. Il découle théoréme 3.2.1 que le probléme (3.3.2) a une solution unique
dans l'espace Cy ([1,¢] ,R).

I'(a) ki (log T)"
T (20) (1 — k)

b+

3.3. Exemples



Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié certaines propriétés qualitatives telles que l'existence,
I'unicité des solutions pour certaines classes d’équations différentielles fractionnaires non li-
néaires impliquant quelques types de dérivées fractionnaires comme Hadamard et Caputo-
Hadamard. Les résultats sont basés sur la théorie du point fixe. Certains théoremes de point
fixe appropriés ont été utilisés, en particulier, le théoreme de contraction de Banach, le théo-
reme de point fixe de Schauder et le théoreme de point fixe de Krasnoselskii dans les espaces
de Banach. Ces résultats théoriques ouvrent des perspectives pour de nombreuses applications
pratiques, constituant un domaine de recherche tres actif. Il serait intéressant d’étendre les
résultats du mémoire actuel en considérant d’avantage le coté appliqué des équations différen-
tielles fractionnaires, en raison de leur importance dans 1’étude de la plupart des phénomenes
naturels.

Pour ces perspectives, nous espérons poursuivre nos travaux en explorant d’autres classes

d’équations différentielles fractionnaires qui ont été jusqu’ici peu étudiées.
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