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Résumé

Ce travail est consacré a ’analyse numérique d’inéquation variationnelle. Plus précisé-
ment un probleme de controle ergodique ainsi que sa discrétisation par la méthode des
éléments finis de type linéaire combinée a des algorithmes de Schwarz.

Le principe de la méthode de décomposition de domaine consiste a découpler le
probléme initial posé dans un domaine (généralement de forme complexe et de grande taille)
en plusieurs sous problemes. En effet ces bords étant des frontieres fictives, la physique du
probléeme ne permet pas d’y fixer des conditions.

Deux stratégies, toutes les deux itératives, sont possibles : la premiere consiste a
découpler le domaine global en sous domaines qui se couvrent partiellement.

La deuxieme consiste a découpler le domaine sur partition et imposer des conditions

de continuité aux interfaces.

Mots clés : Inéquations variationnelles, controle ergodique, méthode de Schwarz, méthode

des éléments finis.



Abstract

This work is considered to study the numerical analysis of variational inequalities.
Precisely the ergodic control problem and this discretization by finite element method of
linear type combined the Schwarz alternating algorithm.

The principal of the decomposition method is to decoupled the initial problem com-
posed in the domain (generally of complex shape and large sized) in several sub problems.
Indeed the edges being of border, the physics of problem does not allow to fix it conditions.

Two strategies, both iterative are possible, the first on consists in decoupling the global
domain in sub domains which cove themselves partially.

The second consists in decoupling the domain on a partition and in imposing condi-

tions on the interfaces.

Keywords : Variational inequalities, ergodic control, Schwarz method, finite elements me-

thod.
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Notations

Notations

Cette partie est consacré essentiellement a l'introduction de quelques notions fondamen-
tales d’analyse et certaines définitions des espaces de sobolev qui seront trés utiles pour
le développement ulterieur de notre travail. Nous faisons également un rappel de certains

théoremes et des résultats importents que nous utiliserons dans les chapitre 1, 2 et 3.

1. Soit p un réel, avec 1 < p < oco.

L?(Q2) est I'espace de Banach des fonctions mesurables définies presque partout de

Q2 dans R, tel que ||ul|, soit intégrable, muni de la norme

D=

lull, = {fﬂ \u(xﬂpdx] l<p<oo
Si p = oo,

L>°(Q2) est 'espace de Banach, des fonctions mesurables et bornées définies presque

partout de 2 dans R, muni de la norme

|w||Lee () = sup essgeqlu| = inf{M/|u(x)| < M},

2. Soient m > 1 un entier, et p un réel avec, 1 < p < oo.

Wm™P(Q) désigne 'espace de Sobolev des fonctions de LP(€2) dont les dérivées par-

tielles jusqu’a l'ordre m sont dans LP(2), muni de la norme

hSA
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Notations

et

n
o] =3 o
i=1

est un espace de Banach,

L Wh2(Q) = HY(Q)

H}(Q) = {v €e H'(Q),yv =0 sur 00},
Ou, v est 'application de trace sur la frontiere de ).
. 'V désigne un espace de Hilbert H'(2) ou H}(2),

. Soit P; I'espace des fonctions polynomiales de degré inferieur ou égale a 1 telle que :

Pr={p:px,y) =az+ By +v; a,B,veR}

. On note par :

) : un ouvert borné de R™ a frontiere lipschitzienne,
Y : I'obstacle,

K : est un ensemble convexe, fermé et non vide,

Vi, : Vespace d’approximation interne,

¢ : est une fonction de base,

r, : opérateur de restriction,

m, : opérateur d’interpolation,



Notations

7" . triangulation de domaine,

B(0, R) : la boule fermée de centre 0 et de rayon R.

10



Introductions

Introduction

Le principe de résolution par décomposition de domaine d’un probleme donné, dit
méthode de Schwarz, est assez ancien. En 1869 [39], 'auteur a utilisé une décomposition
recouvrante pour la résolution d’un probleme aux dérivées partielles sur une géométrie com-

plexe.

Le développement des moyens de calcul numérique et notamment ’avenement des

architectures parlleles a ravivé, depuis trois décennies, I'intérét porté a ces méthodes.

En 1988, Lions a donné une interprétation de cette méthode a ’aide d’une formu-
lation variationnelle [28, 29 BT]. T a précisé que la convergence de cette méthode dépend

de la taille du recouvrement et du pas de discrétisation.

Les méthodes de décomposition de type Schwarz consiste a remplacer la résolution
d’un probleme posé sur un domaine global potentiellement gros et compliqué par une suc-
cession de résolutions du méme probleme sur des sous-domaines du domaine global, supposés

plus simples, plus petits et réguliers.

On distingue deux types de partitionnement :

1. Méthode de Schwarz sans recouvrement : l'intersection entre les sous- domaines se li-
mite aux interfaces.

2. Méthode de Schwarz avec recouvrement : Chaque sous domaine recouvre une partie de
ses sous-domaines voisins, et qui comporte deux versions, a savoir celle de Schwarz additif

(Calcul parallele) et de Schwarz multiplicatif (Calcul séquentiel).

La méthode de Schwarz a été largement étudiée pour les problemes elliptiques linéaires

dans [10), 1], 2], [5].

P. L. Lions était le premier a avoir travaillé sur les inéquations variationnelles [2§].
Les deux méthodes de Schwarz multiplicative et additive ont été respectivement données

dans [43, 44, [45], pour le probleme d’obstacle avec un ou deux obstacles, quand & Meyer

11



Introductions

dans [33], il a étudié leurs solutions numériques.

Les inéquations variationnelles sont des équations qui expriment une inégalité entre
deux fonctionnelles. Elles sont utilisées en mathématiques pour modéliser des problemes ou
I’on cherche une fonction qui minimise ou maximise une certaine quantité, mais ou cette
fonction doit satisfaire certaines contraintes. Elles ont des applications dans de nombreux
domaines de la physique et de l'ingénierie, tels que la mécanique des fluides, 1’élasticité,
I'optique, 1’électromagnétisme et la théorie du controle. Elles sont également utilisées dans

I’analyse numérique pour résoudre des problemes d’optimisation et de controle optimal.

Pour notre part, on s’intéresse a ’approximation par éléments finis, en introduisant

I’algorithme de Schwarz pour des inéquations variationnelles 1ié a controle ergodique.

Le travail présent se décompose en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques résultats généraux sur les inéquations va-
riationnelles, telles I’existence et 1'unicité de la solution, leurs propriétés de régularité, de sous
solutions et de monotonie, nous introduisons également quelques notions supplémentaires
sur ’approximations qui nous seront utiles dans les chapitres a suivre, telle que I'approxi-

mation en norme uniforme donnée par Cortey-Dumont [19].

Le deuxieme chapitre est consacré a ’approximation numérique d’inéquation varia-
tionnelle ou le terme d’ordre zéro tend vers zéro. Des estimations d’erreurs ont été obtenues
en norme L en utilisant la méthode de sous solution, et un exemple numériques ont été

donné dans ce sens.

Le troixieme chapitre concerne la méthode de décomposition de domaine, nous intro-
duisant ici des généralités sur cette méthode a savoir la méthode de schwarz classique pour
un probleme d’inéquations variationnelles. Par suite, on passe a ’analyse de convergence de
la méthode alterneé de schwarz pour deux sous domaines avec recouvrement, appliqué a une
classe d’inéquation variationnelle lié a controle ergodique, dans ses deux versions continue

et discréte.

12



Introductions

Dans le cas discret, on considere que chaque sous domaine possede sa propre discrétisation
par une méthode des éléments finis uniforme «nonmatching grids> dans le sens qu’un noeud

ou un triangle appartenant a un sous domaine n’appartient pas a l'autre.

A la fin, nous donnons quelques sources que nous avons utilisées pour rédiger ce travail.

13



CHAPITRE 1
Généralités sur les inéquations

variationnelles elliptiques

Cette partie rappelle les résultats importants d’approximations de l'inéquation varia-
tionnelle et en utilisant la notion de sous-solution. Pour des raisons de complétudes, I’'étude

du cas discret s’effectuera par symétrie au probleme continu.

1.1 Notations et hypotheses

Soit 2 un ouvert borné de RY & frontiére réguliére I'. L’opérateur elliptique considéré

dans notre travail étant de la forme :

ho== 3 ) 30t )+ anla)e (11)

1<j,k<N

La forme bilineaire af(.,.) associée est définie par :

a(u,v):/Q( 3 an aa;‘] 5; +3ay(a) v+a0( ) v)dw, (1.2)

1<j,k<N

Ou les coefficients aji(x), a;(x), ap(x), sont supposés étre suffisamment réguliers, et ag(z)

satisfait :

Ve e Q ap(z) > 5> 0; (1.3)

Zajk(m)fjgk = ’7’5‘27 (5 eR"x e Q) (14)

ak

14



Chapitre 1 1.1. Notations et hypotheses

Ou : B et v sont des constantes positives.

Nous supposons aussi que la forme bilinéaire est continue et fortement coercive :

a(v,v) > allv||3,, >0, Yve H(Q).

Soit enfin un second membre f € L, et un obstacle

Y € WH®(Q) tel que: ¢ >0 sur T. (1.5)

On prend une fonction p = ¥\ pay,cn), alors

Vo € B(xg, Ch) telle que u(x) = ¢ (x).

Nous obtenons

u(z) — p()| < Ch*|log h|*. (1.6)

Ce genre d’inéquation s’appelle aussi probleme de 'obstacle ou probleme a frontiere libre.
En effet la fonction u coincide avec I'obstacle 1 sur une partie de €2, et dans 'autre partie
I'obstacle 1) > u. Cela nous conduit a définir une frontiere libre entre les deux parties de
(). En pratique les inéquations variationnelles sont souvent appliquées dans le domaine des

problemes de controle stochastique et les problemes de 1'énergie.

Remarque 1.1.1 Dans la suite on prend les hypotheses (1.1) a (1.5).

15



Chapitre 1 1.2. Inéquation variationnelle continue

1.2 Inéquation variationnelle continue

Définition 1.2.1 Le probleme suivant est appelé inéquation variationnelle elliptique (I.V) :

Trouwver w eV tel que

a(u,v —u) > (f,v—u), YweV (1.7)

\ [ S ¢> v S ¢
Ou V est 'espace HY(Q) ou H'(Q).

Inégalité de Lévy-Stampacchia

Lemme 1.2.1 [/1] Soit ¢ € H(Q) tel que v > 0 sur 9. Soit aussi A un opérateur diffe-
rentiel associé a la forme bilinéaire a(.,.) et u la solution du probléme (1.7) tel que Au > g

(au sens de H1(Q)), ot g € L*(Q). Alors

f>2AY > fAg=min{f g} (1.8)

Théoréme 1.2.2 [/1] Sous la condition (1.8), la solution u de (1.7) appartient a W*P(2),
2<p<ooetAue L*D).

Existence et unicité de la solution

Théoreme 1.2.3 [19] Sous les hypotheses et les notations précédentes, le probléme (1.7)

admet une solution unique.

Lemme 1.2.2 Si la forme bilinéaire a(.,.) n'est pas coercive, 'adjonction d’un X\ assez

grand nous permet de considérer la forme bilinéaire fortement coercive :

b)) =al.,.) +AG,.) (1.9)

16



Chapitre 1 1.2. Inéquation variationnelle continue

1.2.1 Caractérisation de la solution continue comme enveloppe

des sous-solutions continues

Définition 1.2.4 Soit X [’ensemble des sous-solutions pour 'V (1.7), c’est a dire l’en-
semble des z € V tel que
a(z,v) < (f,v), YveV (1.10)

z<1, v=>0

Théoréeme 1.2.5 [19] Sous les hypotheses et notations précédentes, la solution u de I’V

(1.7) est le plus grand élément de X.

1.2.2 Propriété de monotonie de la solution continue

On notera la solution de 'LV (1.7) par o(f,v), ou f est le second membre et 1) est

l'obstacle.

Proposition 1.2.6 [30] Soient f et g deux seconds membres et 1), 1/; deux obstacles. Sous
les hypotheéses et notations précédentes, la solution de I'L.V (1.7) est croissante par rapport

a l'obstacle 1 et au second membre f, i.e :
si f<g et ¥ < alors o(f,v) < a(g,zz). (1.11)

Considérons maintenant application & définie comme suit

50 L=(Q) — Lo(Q)
(f,4) — o(f,9) = u

Ot u est la solution de 'LV (1.7).

Proposition 1.2.7 [36] Soit ¢ une constante positive alors

O(f +ape, v +¢) =0(f, )+ ¢

17



Chapitre 1 1.3. Probleme discret

1.3 Probleme discret

Considérons un espace d’éléments finis conforme construit a partir d’'un polynome de

h

degré 1. On établit sur 2 une triangulation réguliere 7" composée d’'un nombre fini des

triangles non dégénérés tels que

Q=Urp,ernTh

Ou
T,NT, =2

Ty, N1, = un sommet commun (1.12)

. 7, NT, = un coté commun

On note par h(7T') le diametre de chaque triangle T" et p(T) le sup des sphéres inscrites dans

T', on suppose que :

>=

()

Ter 0<v< —2L < (1.13)

(1)

)

On introduit maintenant V}, 'espace discret suivant

Vi={VeCQ)nHQ) tel que v/T € P, VYT € 7"}. (1.14)

On notera par {gpm}n]\fgi) les fonctions de base usuelles définies par

1 st m=y
Om(M;) = 6y telles que: Oy =
0 si m#j

ot M; sont les sommets de la triangulation qui n’appartiennent pas a I', et M (h) étant le

nombre de noeuds de triangulation.

18



Chapitre 1 1.3. Probleme discret

L’opérateur de restriction naturel sera pour
0(0) 1 _ N M)
v e CYQ) N Hy(Q), rao(z) = 32521 v(Mp)em(z)
Rappelons maintenant la propriété :

Om >0 VYm=1,.... M(h), et an\fg;)v(Mh)gpm =1

1.3.1 Position du probleme
Considérons maintenant le probleme discret associé au probleme continu (1.7) :

(
trouver wuy, € Vy,

a(up, vn —up) > (f,vn —up), Yo, € Vy, (1.15)

L up <R, vp < TRY

Existence et unicité de la solution

Théoréme 1.3.1 [19] Sous les hypothéses et notations précédentes le probléme (1.15), ad-

met une solution unique.

1.3.2 Caractérisation de la solution discrete comme enveloppe des

sous-solutions discretes

Définition 1.3.2 Soit X}, l’ensemble des sous-solutions pour I'L.V (1.15), c¢’est a dire ’en-

semble des z, € V}, tel que

a(zn,om) < (fyom) Ym=1,..., M(h)
(1.16)

2z <

Théoreme 1.3.3 [19] Sous les hypothéses et notations précédentes, la solution uy de I’V

(1.15) est le plus grand élément de Xj,.

19



Chapitre 1 1.4. Approximation en norme L*>(£2)

1.3.3 Propriété de monotonie de la solution discrete

On notera la solution uy de 'LV (1.15) par o, (f, rpt)).

Proposition 1.3.4 [34] Sous les hypothéses et notations précédentes, la solution de I’V

(1.15) est croissante par rapport a l’obstacle ¥ et au second membre f.

Si f<g et < alors on(f,rr) < ah(g,rhl/;) (1.17)

Par analogie au cas continu, considérons l’application oy,

5y s L2(Q) — L¥(Q) (1.18)

(f,10) = on(frnth) = up.

Ot uy, est la solution discréte de 'V (1.15).

Proposition 1.3.5 [30] Soit ¢ une constante positive, alors

on(f + aoc,mu(Y +¢)) = on(frny)) +c (1.19)

1.4 Approximation en norme L*(f2)

Remarque 1.4.1 La nature du probleme d’inéquation variationnelle est [’existence de deux

sous-ensembles de ) notés Qg et CQy tels que :

Qo = {z € Q/u(zr) = ¢(z)}

CQy est le complémentaire de €y dans 2.

Soit maintenant l'approximation discréte de [’ensemble :

Q= {ZL’ c UTh/ThﬁQO 7é 0}

20



Chapitre 1 1.4. Approximation en norme L*>(£2)

D’aprés [19], on a le lemme suivant :
Lemme 1.4.1 Sous les hypothéses et notations précédentes, nous avons
lu = 9l < Ch?|log h|?
[ = ratlloe < CR?[log h[? (1.20)
Preuve Soit T}, dans €2, il existe xy appartient a T}, tel que :

u(o) = (o)

De plus

Ty C B(l’o, Ch)

Alors, pour tout x dans T},

u(r) < ¢(x)

Comme u est la solution de (1.7) et d’aprés I'hypothese (1.5) et (1.6), on sait que

C’est a dire

u(z) < ¥(z) < u(x)+ Ch?|loghl?

Donc

lu = ¥[le < Ch?|logh|?

Pour la deuxiéme estimation ; d’apres ’hypothese (1.20) on a

lu — rpullee < Ch?|log h|?

21



Chapitre 1 1.4. Approximation en norme L*>(£2)

Et
ru < rpp < rpu+ Ch?|log h?
D’ou
1Y = e < Ch?|log h|?.
n

Théoreme 1.4.1 Sous les hypothéses précédentes, on a :
lw — up|lso < Ch?|log h|?

Preuve
Partie 1 :
Construction d’une fonction discrete ay, proche de u qui vérifie
ap < up et ||an — uplleo < Ch?|log hl?
Partie 2 :
Construction d’une fonction discrete (3, proche de uy qui vérifie

up < B et ||Brn — unlloo < Ch?|logh|?

La démonstration du théoreme se poursuit alors comme suit
[ = unlloo < [[u— anlloo +2[|Br — tnlo

< Ch?|log h|?.
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CHAPITRE
2 Approximation par élément finis
d’une classe d’inéquation
variationnelle liée a un probleme

de controle ergodique

2.1 Introduction

Il est bien connu que les problemes de controle impulsionnel pour refléter un processus

de diffusion peuvent étre résolu en considérant une solution d’une inéquation variationnelle.

Le but d’utilisation d’'un probleme de controle ergodique est la minimisation de la fonc-

tion cout a long terme par unité de temps.

De tels probleme sont naturels lorsque 'ont veut éviter I'introduction d’un taux d’actuali-

sation dont la valeur est souvent arbitraire.
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Chapitre 2 2.2. Probleme continu

2.1.1 Notations et Hypotheses

Soit Q un polygone convexe de RY de frontiere I' réguliere.

Les coefficients a;; et a; sont suffisamment réguliers. On suppose que pour tout £ € RV, on

a
aij(z),a;(r) € CYQ), i,j=1,2,...,N (2.1)
N
Z &fﬂrzcu )&k +E 20, p=2. (2.2)

Pour u,v € H(Q), on pose

al Ou v al ou
ao(u,v) = /Q(MZ_1 a;;(z )axZ oz, + ;ai(x) 8xzv + auv) dx (2.3)
et
N N
Ju Ov ou
b(u,v) = /Q (]Zl ai; (x)a—%.a—% + Zl ai(x)a—xiv + uv) da; (2.4)

Ou b(u,v) est la forme bilinéaire associée a l'opérateur elliptique suivant :

ou Ou

i,7=1

2.2 Probleme continu
On s’intéresse ici a ’étude mathématique du probleme de controle ergodique modélisé
par une inéquation variationnelle. Plus précisément nous considérons le probleme suivant :

;

Aug + aug < f
Uy <
(2.6)

(U — V) (Auq + aug — 1) =0

8ua \F
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Chapitre 2 2.2. Probleme continu

Avec

0 [ ) N

ij=1

Q est un ouvert de RY & frontiere réguliere, 1 est 'obstacle dans W2°(Q).

La formulation variationnelle du probleme (2.6) est définie comme suit :

Trouver u, solution d’inéquation variationnelle suivante :

a(Ua, ¥ — Uy) + A(Ua, v — Uy) > (f, 0 — Uqy).

(2.7)
uo € H'(Q), uo <5 v e H'(Q), v <1,
tel que a tend vers 0; a > 0.
Ou f est une fonction positive dans L>(Q); et
a(u,v) = / grad(u).grad(v) dx; (2.8)
Q

(.,.) désigne le produit scalaire dans L?(Q); et ||.|| la norme L.

Sous les hypotheses précédentes, on montre que u, converge vers ug la solution unique de :

a(ug,v —ug) > (f,v — up),
(2.9)
up € HY(Q), ug < ; v e HY(Q), v <,

2.2.1 Position du probleme

Soit a €]0, 1[, par une transformation facile, u,, est une solution du probleme suivant :

b(Ua, v — Ua) > (f + Yo,V — Uq),
(2.10)

Uy € HY(Q), uq <3 v e HY(Q), v <1,
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Chapitre 2 2.2. Probleme continu

Ou
y=1—«

b(u,v) = a(u,v) + (u,v) (2.11)

Preuve
b(ta, v — Uy) = a(tUg, U — Ug) + (Ua, V — Ugy)

> (f,0 — ug) — (Ua, v — Ug) + (U, v — Uy)

= (f — Qg + Ug, v — uy)

=(f+(1—)uq,v—1uy)

= (f + Vo,V —Us), Y=1—«a
n

Proposition 2.2.1 [/, [6] Sous les hypothéses (2.8) et (2.10), u, est uniformement bornée
dans WP>(Q), p < +00. De plus u, converge uniformement sur Q) et fortement dans H'(Q)

vers ug la solution unique de (2.9).

Remarque 2.2.1 Dans tout ce qui suit, C' désignera une constante positive indépendante

de «.

2.2.2 Régularité de la solution

Lemme 2.2.1 [0] Sous les hypothéses et notations précédentes, nous avons
[wall 1) < C;

O u, est la solution du probleme (2.10).

Lemme 2.2.2 Sous les hypothéses et notations précédentes, nous avons

|uallw2r@) < C;
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Chapitre 2 2.2. Probleme continu

2.2.3 Propriété de lipschitzianité continue

Notation 2.2.2 On note par w = o(g;) la solution de l'inéquation variationnelle sui-

vante :
b(w,v—w) > (g,U —U))
(2.12)
w <, v< 1y
Alors
Uo = 0 (f + Ytua; V). (2.13)

Soient g, g € L®(2) et u = 0(g;v); @ = 0(g,v) les solutions associeés a (2.13).

Proposition 2.2.3 Sous les notations au dessus, on a :

lo(g:¢) =0 (g,¥)le < llg = 9l

Preuve On pose ¢ = ||g — §|c- Alors

ut+e=o0(g+ev+).

Ou
G<g+g—gllc=9g+¢
et
<Y+
[ |

Grace a la propriété de monotonie pour la solution de I'inéquation variationnelle elliptique,

on obtient :

o(g,) <olg+ e, +e) =0(g,9) + .
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Chapitre 2 2.3. Probleme discret

Donc

O-(gﬂvb) - U(ga,lvb) < -

Finalement, comme g et g sont symétriques; on a le résultat désiré.

La propriété suivante est crucial dans ce travail :

2.2.4 Notion des sous solutions

Définition 2.2.4 Soit X [’ensemble des sous solutions de probleme (2.10), tel que w € X
St

b(w,v) < (f +yw,v),

Yo e HY(), v>0, w <.

Lemme 2.2.3 La solution u, de (2.10) est le plus grand élément de X.
La preuwve est standard ; on adaptant [18)].

2.3 Probléme discret

On établit sur 2 une triangulation réguliere quasi-uniforme et on introduit V), 1'espace

d’élément finis conforme suivant :

Vi ={v, € C(Q)NHYQ) tel que vy\r € P} (2.14)

On considere I'inéquation variationnelle discrete suivante :

a(Uah, Vn — Uan) + (Uah, Vh — Uan) > (f,0h — Uan),

(2.15)
Uah € Viy Uan < TpY; vp € Vi, v <t
Comme dans le cas continu, ce probleme sera :
b(uaha Uh — uah) Z (f + YUah, Uh — uah)a
(2.16)

Uah € Vi, Uan S 15 vp € Vi, v, < Tpp
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Chapitre 2 2.3. Probleme discret

Principe de maximum discret [14]

On suppose que la matrice B, de coefficient générique

b(pi,pj) est une M — matrice. (2.17)

Comme dans le cas continu, il est facile de montrer que u,; converge vers ugy ; la solution

de 'LV discréte suivante :

b(uon, vi — uon) > (f, vn — uon),
(2.18)

won, € Vi, won < mptp; v € Vi, v <)

Proposition 2.3.1 [6] Sous les hypothéses et notations précédentes, la solution e, de
(2.17) converge uniformement sur §) et fortement dans H*(S2) vers ugp, ['unique solution de

(2.19).

Notation 2.3.2 On note wy, = o,(g,v) la solution de I’V discréte suivante :

b(wh, v — wp) > (g, v — Wh)

vp <R, wp < TRt
Alors
Uah = o ([ + Ytan; ¥).-
Comme dans le cas continu, on établit la propriété de lipschitzianité discrete suivante :

Proposition 2.3.3 Si ['hypothese (2.18) est vérifiée, alors on a :

lon(g,¥) = on(g, V)lloe < 19 = Glloe- (2.19)

La preuve est similaire a celle de la proposition 2.2.3
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Chapitre 2 2.3. Probleme discret

On définit X}, I'ensemble des sous solution discrete du probleme (2.17); tel que : wy, € X},

si

b(wh,@i) < (f +7wh7901>

wy, < rpyp, Vie {1,...,m(h)}

Lemme 2.3.1 Si l’hypothése (2.18) est vérifiée, la solution u,y, de (2.17) est le plus grand

élément de Xj,.

La preuve est similaire a celle du lemme 2.2.3

Soit @y, la solution de 'LV discrete :

b(Un, vp — Un) > (f + Yo, Un — Un),

(2.20)
Vp < TR, Up < TR,
U est solution de (2.10)
Soit u™ la solution de 'LV continue :
b(u(h)7 v = u(h)) > (f + YUah, UV — U’(h))7
(2.21)
v <, u <y
telle que uqy la solution de (2.17).
Lemme 2.3.2
o [lug — tplloc < Ch2[loghl?,
o |[u™ — ugnllse < Ch2|logh)?. (2.22)

Preuve C’est une adaptation de [I8]. =
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Chapitre 2 2.4. Estimation d’erreur en norme L*°

2.4 Estimation d’erreur en norme L™

Théoréme 2.4.1

o |[tuo — Uanlloo < Ch2|loghl?,

o |juo — uonlleo < Ch*|loghl®. (2.23)

Preuve

Etape 1 :
On définit wj, une approximation de wu, en norme L% qui satisfait w;, < u.,. D’apres le

lemme 2.3.1, il est clair que :

b(aiw@i) S (f +7U/O¢7(pi)
up < rpY, Vi e {1, ,m(h)}

Ou
Uy < Up + ||ua - ah”OO
et

Uah = 0.

b(tn, 0i) < (f +7ta — Unlloo + vUn + Ytian, i)

Appliquant une autre fois le lemme 2.3.1, il suit que @, € X}, ou f + Au, est remplacé par :

9= f+7ua — tnllc + v + Yian

Soit

Uh = 071(971/])‘
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Chapitre 2 2.4. Estimation d’erreur en norme L*°

D’apres la proposition 2.3.3, on obtient :

1Un — tanlloo < V]|ta — Unl|so,

et d’apres le lemme 2.3.2 :

Uy, < uqpn + Ch?|log h)?.

Soit,

wy, = Uy, — Ch?|log h|?

Il est clair que :

|wh — ta|lee < Ch?|loghl?

et
wp, < Ugp-

Etape 2 :

Similairement, on définit 3™ une approximation de u,y, qui satisfait

L) < .

Ot u™ est la solution de (2.21),

Uah S u(h) + Huah - u(h)Hoo

u™ € X, alors

b(u™,v) < (f + |Jttan — u || + yu™, v)

u) <, v >0, Yo e HY(Q)
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Chapitre 2 2.4. Estimation d’erreur en norme L*°

Ou u, > 0.

b(u™,v) < (f + ylltan — u oo + 7u™ + yuq, v)
u) <, v >0, Vo€ HY(Q)

De plus, d’apres le lemme 2.2.3, u® € X avec le second membre :

9= f+an — v oo + v + yuq

Soit U = o(g,1). Alors appliquant la proposition 2.2.3, on obtient :

HU - ua”oo < 7"uah - u(h)Hoo

Alors

u™ < u, + Ch?|log h|?.

Accordant au lemme 2.3.2 :

B = u" — Ch2|log h|.

Avec
187 = ugnlloo < Ch?|log h|?.

Etape 3 :

On conclut que
tan < M 4+ Ch?|log h?
< uh

< uq + Ch?|log h|?

< Uqp, + Ch?| log h|?
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Chapitre 2 2.4. Estimation d’erreur en norme L*°

De plus,

|te — Uanlleo < Ch?|loghl?.

Et
HUO - uOhHoo S HUO - uaHoo + ”ua - uahHoo + Huah - uOhHoo

hma HUO - uOhHoo S ||u0 - ua”oo + ||ua - uahHoo + hma ”uah - uOhHoo'

Donc, appliquant la proposition 2.2.1 et 2.3.1; on obtient :

lug — uon|lee < Ch?|logh|*.
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CHAPITRE 3
Méthode de décomposition en

deux sous domaines pour le

probleme de controle ergodique

Avant d’entamer le travail de cette these, nous exposons ici les généralités relatives
a la méthode de décomposition de domaine de type Schwarz avec recouvrement (et ses
variantes alternée et parallele) et sans recouvrement d’une maniere générale. Nous effectuons

également une comparaison des deux méthodes en terme de convergence.

3.1 Historique de la méthode de Schwarz

La premiere méthode de Schwarz a été développée a la fin du 19°"¢ siecle par le
mathématicien H.A.Schwarz 1843—1921 (voir la Figure 3.1). dans le but d’étudier 'opérateur
de Laplace. Son idée est de traiter le probleme dans le cas ou € est la réunion avec recou-
vrement de deux domaines simples.

par exemple : I'union d’une plaque rectangulaire et un disque.

Figure 3.1
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Chapitre 3 3.1. Historique de la méthode de Schwarz

ALGORITHME 1 (Schwarz 1870 )

Sur € :
( Lu?™ = f dans Q
u ™ =l sur Ty (3.1)
L uft =g sur 994 /Ty
Sur €, :

Lul™ = f dans €,

uh™ = ut sur Ty (3.2)

uy™ =y sur 0Qy/Ts

Convergence originale de Schwarz

La convergence vers la solution globale de cet algorithme a été établie par Schwarz en
utilisant le principe du maximum.
Ensuite, vers les années 30, Sobolev a découvert la formulation variationnelle pour des
problémes en élasticité linéaire . Le résultat de Sobolev offre un point de départ pour utiliser
I’algorithme pour des problemes ne vérifiant pas le principe du maximum. Puis en 1988, P. L.
Lions donne une interprétation de cet algorithme a I'aide d’une formulation variationnelle.
Il précise que la convergence de cette méthode dépend de la taille du recouvrement "d” et
du pas de discrétisation ”"A”. On note que la convergence est meilleure si le recouvrement
est important.
Synthétiquement, les méthodes de décomposition de domaine peuvent se scinder en deux
grandes familles :
- avec recouvrement

- sans recouvrement
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Chapitre 3 3.2. Méthodes de Schwarz avec recouvrement et sans recouvrement

3.2 Méthodes de Schwarz avec recouvrement et sans

recouvrement

Pour simplifier, nous allons nous limiter au cas d’un probleme elliptique avec conditions

de Dirichlet homogenes :

Lu = f dans €
(3.3)
u=0 sur 0f2

Les méthodes de Schwarz sont basées sur un partitionnement du domaine € en m(m > 2)

sous domaines €); tel que :

o= J @ (3.4)

1<i<m

Ces méthodes visent a résoudre le probleme global sur €2 en résolvant des problemes plus

petits sur les sous-domaines €2;. On distingue deux types de partitionnement :

3.3 Meéthode de Schwarz sans recouvrement

L’intersection entre les sous domaines se limite aux interfaces :

Ou T';; est la frontiere entre les sous domaines €2; et €Q;.

ALGORITHME 2 : Schwarz sans recouvrement

Soit (u);—1 2 une approximation initiale de la solution u dans chaque sous domaine dans
le cas d’'un découpage en deux sous domaines, et (u}');—12 est la valeur de 'approximation

de u a l'itération n.
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Chapitre 3 3.3. Méthode de Schwarz sans recouvrement

L’algorithme de Schwarz s’écrit :
Lu?™ = f dans Q

Blu?H = Biuy sur T'ys

Lul™ = f dans

Bgu§+1 = Boul sur I'is

Ou Bj et By sont des opérateur d’interfaces.(Voir la figure 3.2).

|
Il
o

=
-

Figure 3.2

(3.6)

Dans cet algorithme, la résolution des deux sous problemes se déroule en parallele : a

I'itération courante, chaque sous domaine a besoin d’information a l'itération précédente de

son voisin, avec lequel il a des frontieres non vides. P.L. Lions a montré que ces opérateurs

d’interfaces peuvent étre remplacés par des conditions aux limites mixtes de type Dirichlet

et Newmann, qui sont appelées ”conditions de transmissions de type Robin ou mixtes ”.
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Chapitre 3 3.4. Méthode de Schwarz avec recouvrement

3.4 Meéthode de Schwarz avec recouvrement

Chaque sous domaine recouvre une partie de ses sous domaines voisins. On distingue

deux versions :

ALGORITHME 3 : Schwarz additif - Calcul parallele

On prend comme conditions de Dirichlet pour un sous domaine €);, les valeurs calculées
par le sous domaine voisin a l'itération précédente.

Soit a résoudre ces deux sous problemes en parallele :

(

Lut™ = f dans O

uit =l sur Ty (3.7)

u' =0 sur 0Q/T,

\

(

Lul™ = f dans €,

n+1 —

Uy uf sur I's (3.8)

uy™ =0 sur 9Qy /T,

\

ALGORITHME 4 : Schwarz multiplicatif - Calcul séquentiel

On prend comme conditions de Dirichlet les dernieres valeurs d’interfaces calculées par
le sous domaine voisin. (voir la Figure 3.3).

Soit a résoudre ces deux sous probléemes séquentiellement :

Lu'™ = f dans O

utt =l sur Ty (3.9)

uftt =0 sur 0Q/T

\
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Chapitre 3 3.4. Méthode de Schwarz avec recouvrement

/

Lul™ = f dans €,

uy™ = utt sur Ty (3.10)

uy™ =0 sur 00/

\

Figure 3.3

Remarque 3.4.1 L’algorithme de Schwarz multiplicatif s’interpréte algébriquement comme
une méthode de Gauss Seidel par blocs ou chaque bloc est relatif a l'opérateur restreint sur
un sous domaine. Le degré du parallélisme dans ce cas est moins important puisque le
sous domaine Qg doit attendre que le calcul soit fait sur le sous domaine voisin €2y avant

d’entamer son propre calcul.

Remarque 3.4.2 [l faut souligner que la convergence de la méthode de Schwarz additive
est moins bonne que sa version multiplicative. En termes algébriques, elle correspond a une
méthode de Jacobi par blocs ou chaque bloc est relatif a l'opérateur restreint sur un sous
domaine.

L’avantage de ces algorithmes est [’économie en place mémoire, en effet si le probleme global
est résolu par des méthodes directes le cout de stockage est trés grand, mais en divisant ce

probleme en plus petits morceauz la quantité de stockage peut étre réduite.
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3.5. Application de la méthode de décomposition pour les inéquation variationnelle liée a
Chapitre 3 un probleme de controle ergodique

3.5 Application de la méthode de décomposition pour
les inéquation variationnelle liée a un probleme de

controle ergodique

3.5.1 Introduction :

Les problemes a frontiere libre possedent plusieurs importants phénomenes en physique,
qui sont bien connu comme problemes d’obstacles, et sont modélisés par des inéquations va-
riationnelles. Pendant les deux dernieres décinnies, une attention particuliere a été accordée
et un nombre important de travaux réalisés sur la méthode alternée de Schwarz en particulier

et les méthode de décomposition en sous domaines pour les équations aux dérivées partielles.

Cependant, quelques travaux seulement sont connus sur le sujet, pour les inéquations
variationnelles qui résultent de beaucoup d’applications physiques, comme le flux de fluide
dans des milieux poreux, le comportement des matieres d’elasto-plastique. Ces problemes
sont en général a frontiere libre comme bien connu le probleme d’obstacle. La premiere ideé
de cette partie concerne la méthode de décomposition en sous domaines pour le probleme
d’obstacle :

Trouver « solution de :

(3.11)
(Au— f)(u—1) =0

\ Y conditions aux limites.

On Q un ouvert polygonal de R? & frontiere réguliere 0f2, f est une fonction réguliere
et 1) est un obstacle dans W2 tel que ¢ > 0 sur 9.
Ce probleme se caractérise par une zone ou ’équation Au = f est satisfaite et une zone ou

u touche l'obstacle, la courbe de séparation appelée frontiere libre étant une inconnue.
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3.5. Application de la méthode de décomposition pour les inéquation variationnelle liée a
Chapitre 3 un probleme de controle ergodique

De trés nombreux phénomenes physiques, mécaniques, économiques,...sont modélisables par

des inéquations variationnelles de type :

trouwver u € K tel que
(3.12)

a(u,v —u) > (f,v—u), YvekK

Ou K est un convexe fermé non vide d'un espace de Hilbert V présenté sous la forme :

K={ueV tel que u<1 pp sur 00Q}. (3.13)

Ou af(.,.) est une forme bilinéaire continue, coercive sur V x V et f € V.

L’existence et I'unicité de la solution, pour ce type d’inéquation variationnelle simple ont
été démontrées par J-L. Lions et G-Stampacchia [26].

Nous étudions dans ce travail la convergence de 'approximation par élément finis de la

méthode alternée de Schwarz pour le probleme de I'obstacle (3.11). Ou

a(u,v) = [, VuVudz,

(f,0) = Jo f(@)v(z)da

f un second membre régulier.

Y € W2>(Q) un obstacle tel que ¢ > 0 sur 9.

K={ve H Q) tel que v<1 pp sur Q}.

On décompose §2 en deux sous-domaines €2y et {2, avec recouvrement, tel que :

Q=0,U,

On note par 0€); i = 1,2, la frontiere de €;, et I'; = 0, N Q.
L’intersection de I'; et T'; (i # j) est supposé vide.
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3.5. Application de la méthode de décomposition pour les inéquation variationnelle liée a
Chapitre 3 un probleme de controle ergodique

Partant de u® = v, la méthode alternée de Schwarz appliquée au probleme (3.11) conduit &

la résolution des sous problemes suivants :

a(ui™ v —ult™) > (fr,v—ulth), Vo €K, v=u} sur I

(3.14)
u' =l sur Ty, ulT € K
et
a(uy™ v —ult) > (fo,v —uyth), Vo € K, v =ult sur Ty
(3.15)
ud™ = ut sur Ty, uitt e K.
Ou
a(u,v) = [(VuVov)dz
et

fi=f\a, i =1,2.

L’étude de la convergence uniforme des suites de Schwarz (u}*!) et (u5™') a été réalisée par
P-L.Lions [30].

Nous établissons sur €2; et {2y des triangulations indépendantes au sens ou sur 2; N 2y un
triangle appartenant a une triangulation n’appartient pas nécéssairement a l’autre. Ce type
de discrétisation offre divers avantages.

Plus précisément le choix de la triangulation sur un sous domaine peut se faire en fonction
de la géométrie de celui-ci ainsi que du degré de régularité locale de la solution. Sur le plan
purement calcul, le temps est économisé dans la triangulation automatique de problemes
avec géométrie complexe. Notre propos dans ce contexte est la contribution a I’étude de

I’analyse de l’erreur en norme L*>° de la méthode alternée de Schwarz.
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Chapitre 3 3.6. Méthode alternée de Schwarz pour le probleme de 'obstacle :

La discrétisation par éléments finis P; des problemes (3.14) et (3.15) est définie trés classi-

quement par :

ar(uft v —ult ) > (fr,o — oyl Yo € Vi, (ug!) sur Ty o, € Ky,

(3.16)
uptt € Ky,
et
aQ(u;‘;';?U - u%;l) > (fa,v — ug,j;l), Yov € VhQ(u?}#) sur Ty; v, € Ky,
(3.17)

n+1
u2h2 G Kh2 ,

Vhi = {U € Hl(QZ), U\k € Pl, Vk € Thi},
Et pour tout w; € C(T}) :

Vh(ju") ={veV,, v=0 sur 002N, v=m,(w;) sur I},

Khi = {U € Vhi tel que v < Thiw}7

Vi, = Vi, (§;) étant lespace d’éléments finis Py sur le sous domaine Q; et 7y, est 'opérateur

d’interpolation usuel.

3.6 Méthode alternée de Schwarz pour le probleme de

I’obstacle :

Considérons le probleme de 1'obstacle suivant :

trouver u € H}(Q) tel que:

a(u,v —u) > (f,v—u), Yo € HYQ), v < (3.18)

u < .
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Chapitre 3 3.6. Méthode alternée de Schwarz pour le probleme de 'obstacle :

On décompose {2 en deux domaines €2y et )y, avec recouvrement, tels que
Q=0,UQ,

L’intersection de I'; et T';(i # j) est supposée vide.

3.6.1 Algorithme de Schwarz

Pour u® = 1), on définit respectivement les suites (u™') sur Q; et (uhbth) sur Q,
générées par la méthode alternée de Schwarz :
a(ui™ v —ult™) > (fi,v—ulth), Vo <, v=ul sur T
(3.19)
u' =l sur T,
et
a(uf™ v —ult) > (fo,v —udth), Yo <p, v =ultt sur Ty
(3.20)
uy ™ =it sur Ty,
Ou
fi= f\sz
et

ai(u,v) = [o(VuVu)de, i =1,2.

Le théoreme suivant, di a P-L. Lions [30], établit la convergence géométrique des suites

(uth) et (uhth) vers la solution du probléme de 'obstacle (3.18).

3.6.2 Convergence géométrique

Théoréme 3.6.1 [30] Les suites (u}™); (uy™), n > 0, générées par lalgorithme de
Schwarz convergent géométriquement vers la solution u du probléme d’obstacle (3.18). Plus

précisément il existe deux constantes ki, ky €]0,1[ telle que pour tout n > 0,
Jur = ui™H | ey < KRS [[u® = wll ooy, (3.21)
luz = up ™20y < KTTRS U — Loy,

Ounwu; =u\g,, i =1,2.
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Chapitre 3 3.6. Méthode alternée de Schwarz pour le probleme de 'obstacle :

3.6.3 Discrétisation de ’algorithme de Schwarz

Pour i = 1,2. on note par 7% une famille de triangulations réguliere quasi uniforme
de §;, h; étant le pas de discrétisation sur 2;.
On suppose également que les deux triangulations sont mutuellement indépendantes sur
21 N2, au sens ol un triangle appartenant a un domaine de triangulation n’appartient pas

nécéssairement a l'autre. (voir Figure 3.4, 3.5)

Figure 3.4

NRBREER

Figure 3.5- la partie nonmatching
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Chapitre 3 3.6. Méthode alternée de Schwarz pour le probleme de 'obstacle :

Soit V;,, I'espace des fonctions linéaires, continues par morceaux sur 7, qui s’annulent sur
00 N 0L,
ou 7y, désigne un opérateur d’interpolation convenable sur I';, qui préserve la précision.

Soit aussi
K" ={ve Vi v <) (3.22)

Hypothése du principe de Maximum Discret (pmd) [14] :

Nous supposons que les matrices de rigidité A* qui résultent de la discrétisation sur
chaque sous-domaine, sont des M-matrices. ((A)~!) existe et est non négative, de plus

Al >0, Al, <0 pour | #s).

Nous définissons maintenant les analogues discrets des suites de Schwarz définies dans
(3.19) et (3.20), respectivement par : (uf;!) et (ub;"), telles que (uf;!) est I'unique solution

de 'LV discrete :

(ughg)

a’1<u?;zr117 v uqllht1> > <f17 v = u?}:rll)a Vo € Khl ) (323)
et (ub;! ') est I'unique solution de I'L.V discrete
n+1 n+1 n+1 (u?:ll)
ag(uyy, v —ug, ) > (f2,v —ugy, ), Yo € K, "7, (3.24)

3.6.4 Analyse de I’erreur en norme L

Cette section est consacrée a la démonstration du résultat principal de ce travail .
Pour cela, nous commencons par introduire deux suites intermédiaires discretes et montrer
un lemme fondamental.

Définition de deux suites auxiliaires

Pour wf, = uf, = ry,p; @ = 1,2, on définit les suites (wi!) et (wh;'!) telles que

w?}: le Kﬁjf), satisfait :

(uf)
al(w’f,jll,v — w?,jll) > (f1,v— w?h*ll), You € K,;f ,
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Chapitre 3 3.7. Estimation d’erreur en norme L>((2)

: n+1 (“;Jrl)
respectivement wy,” € K par :

n+1)

a2(w§,f;,v — wg,f;) > (fo,v — wg,f;), Yo € KEZQ

Dans la suite de ce travail, nous adapterons les notations suivantes :
o= ey [ = 1z,
e = 1llze@y o [l = [l
hi=hy =h,rp, =7Th, = Th, Thy = Thy = Th.
Le lemme suivant joeura un role crucial dans la démonstration du résultat principal.

Lemme 3.6.1 [71] Soit (u™) et (uit), (i = 1,2.), les suites définies en (3.19), (3.20), (3.24), (3.25),

(2

respectivement. Alors, on a :

n+1 n
it =i Ml <> el = wfyll + > luh = whyla, (3.25)
p=1 p=0
et
n+1 n+1
™ =g Ml < fluh — why o+ Y fluf — wh | (3.26)
p=0 p=1

3.7 Estimation d’erreur en norme L*>(})

Théoréme 3.7.1 [11|] I existe deux constantes k, 0 < k < 1, et ¢ indépendante de h et n

telle que pour tout

n < logh’
~ logk

Ju; — wfy || Loy < CR?|log h|?, i =1,2
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3.8 Application

3.8.1 Suites de Schwarz continues

On considere le probleme suivant :

Trouver u, € HY}(Q) tel que:

b(uavv - ua) > (f + Yo,V — ua)a Vo <9, (3'27)

Ou « est la constante d’ergodicité, avec :

y=1—-«

On décompose 2 en deux sous domaines €2y et )y, avec recouvrement, tel que

Q=0,UQ,

L’intersection de I'; et T';(i # j) est toujours supposée vide.

3.8.2 Algorithme de Schwarz

Pour u? = uy, telle que ug est la solution unique de :
a(ug,v —up) > (f,v — up) (3.28)

On définit respectivement les suites (u7') sur Q et (u”4') sur Qy générées par la méthode

alternée de Schwarz, telles que :

b(ul v —u™) > (fi Fyuly, v —ulh), Yo <, v=ub, sur T

(3.29)

n+1

U1

J— n
=ub, sur Iy,
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Chapitre 3 3.8. Application

et
ba(ugs ', v —ugdt) > (fot yugs,v —ugs), Yo <9, v =it sur Ty
(3.30)
u'st =u"tt sur Ty
Ou
fi= Aa
et,
bi(ta,v) = a;(Ua,v) + 7/ uqvdr, i =1,2 (3.31)
Q;
Le théoreme suivant, dit & P-L.Lions, établit la convergence géométrique des suites (uf')

et (u"41) vers la solution du probleme de 1'obstacle (3.28).

3.8.3 Convergence géométrique

Théoréme 3.8.1 [30] Les suites (ul{') et (u"3'), n > 0, générées par lalgorithme de
Schwarz convergent géométriquement vers la solution u, du probléme d’obstacle (3.28). Plus

préciéement il eziste deux constantes py, pa €)0, 1] telle que pour tout n > 0,

[ttar — ulf 2o < (P705) e — US| e (ry),

[tz — uts ooy < (P77 P5) e — ugllzoe(rs). (3.32)
Principe de maximum discret [14] :
On suppose que la matrice sur chaque sous domaine A,,, i = 1,2 de coefficients
génériques
b(pi,pj) est une M — matrice. (3.33)

3.8.4  Suites de Schwarz discreétes

Soit 7;(i = 1,2) une triangulation réguliére quasi-uniforme par élément finis standard
dans ;.
On considere une méthode de décomposition en deux sous domaines avec recouvrement
pour un probléeme de controle ergodique. On utilise sur chaque sous domaine la méthode de

Schwarz <nonmatching gridss.
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Chapitre 3 3.8. Application

Algorithme discret
On choisit ugh = uop, telle que ugy est la solution de I'inéquation suivante :

a(uon, v — uon) > (f,v — uon),

On définit la suite (uf}) sur € générée par la méthode alternée de Schwarz ; telle que :

+1 +1 +1
bi(ugin, v —ugyy) = (fir + Ul v — uiyy ), Yo <rth, v =1up,, sur Ty
(3.34)
ultt =uly, sur Ty,
n+1 .
et (uly, ) sur €y telle que :
+1 +1 +1 _ omtl
bty s U — Upop ) = (fo2 + YUbop, v — Ugsy ), Yo < Tpyth, v =l sur Ty
(3.35)
uZ;hl = ugfhl sur I's.
u rp. est un opérateur de restriction usuel dans ();.
@) . est pérat d trict 1d Q
3.8.5 Estimation d’erreur :
Définition des suites auxilliaires :
Pour 20, = ul,, = ugy; i = 1,2, on définit la suite 2"}, sur Q; :
+1 +1 +1 =
bi(zaln, v — 2000 ) = (fr + 920000 — 2000 )y YU <, v =20y, sur Iy
(3.36)
1
zth =20, sur Iy,
et 2"+1 sur Q, tell :
e 2 telle que :
+1 +1 +1 +1
ba(zhon sV — 2o ) = (f2 + V2o v — 2001, )s VU STy, v =20 sur Ty
(3.37)

n+l _ _n+l
Zoon = 2ol sur T'a.

n+1

at

n+1
aih

(3.30) et (3.31).

Le lemme suivant jouera un role crucial dans la démonstration du résultat principal.

Notons par (271°), ¢ = 1,2 est Iapproximation par éléments finis de (ul ") définies dans
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Chapitre 3

3.8. Application

Lemme 3.8.1 [35] On a :

n+1

n+1

||ua1 — Uap,

et

n+1

Telle que :

n+1

il <D lluby —
p=1

n
Zoanll + Z [tia2 = Zaanll2:
p=0

n+1

gy = wigilla < Y lluby = 2honlla + D lluby = 2yl
p=0 p=1

luae — zoanll2 = lluo — uonllee < Ch[log hf?.

Preuve

Raisonnons par récurrence ;

Pour n = 0, en utilisant I’analogue discret de la proposition 2.3.1, on obtient :

1 0
by = ubanlls <D by = 22,0l + > lluby — 22
p=1 p=0

1 1
by — whonlla <D lube = 2oplla + D luby = 22441k
p=0 p=1

Pour le sous domaine €2; :

HUil

- utlxthl < Huil

< ||“i1 -

< ||uiu

< ||Ui41 -

— 2hll + ll280n — ubin
Zaanllt + [Thudy — Thudop |1
- chuhHl + |ug2 - quhll

chum”l + ||u32 - Ug2h||2

(3.38)
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Chapitre 3 3.8. Application

Pour le sous domaine €25 :
[uge — Uganlle < luas = 2aonlle + 2a0n — asnll
< luas = Zaonlle + [Trugy — Tatigyyl2
< ugs = Zaanlle + [ugr — ugiyl2
< ltge = Zaonllz + lluas — uainlh

< Huflxz - ZéQhH? + Hufln - ZémHl + Hugz - ugzhH2

Maintenant, supposons que :

n n
gty = wlalls <D llube = Zaplla + D by — 2541
p=0 p=1

Alors

gt = wain Il < luoi™ — 26+ llzadh — wady I

< ugdt = 200+ [muly — mauly)

< HUZTI - szhlnl + [ufy — ugzhh

< ||UZT1 - ZEIthul + |ugy — unopll2

n n
<t = 2+ D llubs = 2haplla + > lluby = 20k
p=0 p=1
Par conséquent ;

n+1

n
g =il <) by = 22,0l + > lluby — 2hgl2
p=1 p=0
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De méme, en utilisant ’estimation précédente, nous obtenons :

Juz? =zt < ust® = e + gt — wzitle
iz =it < st = = + It = m

< ||UnJrl - Za2h ||2 + |un+1 - ualh |2

< s — 2aan ll2 + luai™ — uoiy [

n n+1
< Juzg = 2l + Y lluhs = Zhoplla + Y lluby = 20,1

n+1 n+1

< Z a2 — Zaanll2 + Z [tier — Zaanllr-
p=0 p=1

Théoréme 3.8.2 [35] Il existe deux constantes p, 0 < p < 1 et C indépendantes de h et n

telle que pour tout

log h
n+1<
logp-
On a
[ttai — ulih! | L) < Ch?|log h|?, i =1,2
et

HUOi — ug:,;lHLoo(Ql) S Ch2| IOg h|3, 1= ]_,2
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Chapitre 3 3.8. Application

Preuve
Prouvons 'estimation pour ¢ = 1, le cas ¢ = 2 étant similaire.
En effet, soit p = max(py, p2).

Donc

ot gt = oty

a1 — upiy lh < fttar —
< (p)" e — v |l1 + (n + 1)C1h?| log h|? + nCsh?| log h|?
< ()" a1 — uorlls + (n + 1)C1h*|log h|* + nCah?|log h|?
< (p)"M limy_0 ||tar — vor||1 + (n + 1)C1h%| log h|* + nCyh?|log h|?.

Ou nous avons employé le théoreme 3.9.2, le lemme 3.7.1, nous obtenons :

[tiar — uliy 1 < Ch?|log hJ®.

D’ou 'estimation d’erreur désirée.
Pour le cas a = 0, nous adaptons [I1]. =

Exemple numérique [35] On considere le probleme suivant :

;

trouver u, € H}(Q) tel que:

DU, v — Ua) > (f + Ya, v — Uy), Yo < 1), (3.43)
\ Ug < O
avec
y=1—a avec a€]0.1]
on a:

Q=10,1 x1[0,1], V =H}Q)
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Le second membre

f(z,y) = sin(27x) sin(27y)

L’obstacle
Y =0, Vx €
L’opérateur

o )
Au = —Au+ 05228 + 05528 1 0.45u
ox Jy

Processus d’arrét :

July — uint e < €1, [ulpy — ubpg |2 < €2

Avec

€1, €9 fixés; e = 1076, ey = 1079, u?h =0, Vi=1,2

O, a chaque macro-iteration (itération de Schwarz), il a envoyé employé sur chaque sous

domaine, la méthode de sur relaxation avec projection ; avec le parametre w = 1.5
Ql = [0,33'1] X [O, 1], QQ = [0,1'2] X [O, 1],

dle—l’g, 0< g <1 < 1.

On prend ici :

x1 = 0.75, 29 =10.25

h;, 1 = 1.2 est le pas de discrétisation sur chaque sous domaine
ity : indique le macro itération de Schwarz (itération extérieure)
p; : est I'ordre de convergence sur chaque sous domaine

Temps : est le temps sur chaque macro-itérartion.
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Chapitre 3

3.8. Application

Ou:

erreur; est l'erreur sur €); pour les pas h;, 1 = 1,2

{ erreury; est lerreur sur )y, j = 1,2 pour les pas h;, i = 3,4,

erreury; est lerreur sur (), j = 1,2 pour les pas h;, i = 3,4.

Tableau 1 : pour it; =5

Tableau 2 :

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
a 0.20 0.20

hy=1,2 1/4 1/8

h; =2.3 1/8 1/16

h; = 3,4 1/16 1/32

itér; 29 109

erreur; 2.6328e-003 1.0874e-003
erreur;;,i = 1,7 = 1.2 | 6.1958e-004 2.79844e-004

Ordre P;

2.0872e+000

1.8653e+-000

temps

1.6287e+001

1.6287e+4-001

Sous domaine [0,0.75] x [0,1] | [0.25,1] x [0, 1]
o 0.20 0.20

h;=1,2 1/8 1/16

h;=2,3 1/16 1/32

h; = 3,4 1/32 1/64

itér; 109 346

erreur; 6.1958e-004 2.9844e-004
erreur; j,1 = 2,7 = 1.2 | 1.6300e-004 7.7811e-005
Ordre P, 1.9264e+000 1.9394e+4-000
temps 8.0422e+002 8.0422e+002
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Discussion :

_ : po_ 1 1 1 1
Pour la valeur a = 0, 2 (valeur optimale) et les pas : hy = g, 15, 35, g;, NOUS Temarquons que
la constante d’ergodicité «, ainsi que le rafinement du pas de discretisation dans chaque sous
domaine jouent un role crucial, ¢ca nous permet d’obtenir une bonne estimation d’erreur,
ainsi qu'un ordre de convergence quasi optimal. On conlut alors que ces résultats numériques

obtenus sont en adéquation avec le résultat d’approximation théorique.
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Conclusion et perspectives

Conclusion et Perspectives

Au cours de notre travail, on a concentré notre étude a l’analyse numérique et
mathématique de la méthode de décomposition en deux sous domaines avec recouvrement
d’un probleme d’obstacle.

Cette étude a été faite en deux parties essentielles ;

La premiere partie est consacré a l’approximation par élément finis d’une classe
d’inéquation variationnelle liée a un probleme de controle ergodique.

Dans la deuxieme partie, en appliquant la méthode pour le cas d’inéquation variation-
nelle lié a controle ergodique, nous nous intéressons a I’analyse d’erreur en norme infini dans
le contexte de «<nonmatching grids> , nous considérons un domaine qui est I'union de deux
sous-domaines avec recouvrement, ou chaque sous-domaine a son triangulation. Ce type de
discrétisation est trés intéressant car ils peuvent étre appliqués pour résoudre de nombreux
problemes pratiques qui ne peuvent étre traités par discrétisations globales. Ils gagnent une
attention particuliere des experts et des ingénieurs informatiques, car ils permettent le choix
de différents maillages et les différents ordres de polynomes approximatifs dans différents
sous-domaines selon les différentes propriétés de la solution et des exigences différentes des
problemes pratiques.

Nous présentons une approche qui combine un résultat de convergence géométrique
due aux Lions [30] et un lemme qui consiste a estimer lerreur en norme L entre le niéme
itéré de Schwarz et son analogue discret. Un résultats théorique et un exemple numérique
montrent que le pas de discrétisation et la constante d’ergodicité a a une influence pour

obtenir un meilleur ordre de convergence.
Nous suggérons, cependant, quelques problemes ouverts :

- Expérimentations numériques d’approximation par élément finis des inéquations varia-

tionnelles liée a un probleme de controle ergodique.
- Méthode de décomposition en m sous domaines pour le probleme de controle ergodique.

- Méthode de décomposition en deux sous domaines pour un systeme des inéquations varia-

tionnelles liée a un probleme de controle ergodique.
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