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Résumé

Ce travail est consacré à l’analyse numérique d’inéquation variationnelle. Plus précisé-

ment un problème de contrôle ergodique ainsi que sa discrétisation par la méthode des

éléments finis de type linéaire combinée à des algorithmes de Schwarz.

Le principe de la méthode de décomposition de domaine consiste à découpler le

problème initial posé dans un domaine (généralement de forme complexe et de grande taille)

en plusieurs sous problèmes. En effet ces bords étant des frontières fictives, la physique du

problème ne permet pas d’y fixer des conditions.

Deux stratégies, toutes les deux itératives, sont possibles : la première consiste à

découpler le domaine global en sous domaines qui se couvrent partiellement.

La deuxième consiste à découpler le domaine sur partition et imposer des conditions

de continuité aux interfaces.

Mots clés : Inéquations variationnelles, contrôle ergodique, méthode de Schwarz, méthode

des éléments finis.
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Abstract

This work is considered to study the numerical analysis of variational inequalities.

Precisely the ergodic control problem and this discretization by finite element method of

linear type combined the Schwarz alternating algorithm.

The principal of the decomposition method is to decoupled the initial problem com-

posed in the domain (generally of complex shape and large sized) in several sub problems.

Indeed the edges being of border, the physics of problem does not allow to fix it conditions.

Two strategies, both iterative are possible, the first on consists in decoupling the global

domain in sub domains which cove themselves partially.

The second consists in decoupling the domain on a partition and in imposing condi-

tions on the interfaces.

Keywords : Variational inequalities, ergodic control, Schwarz method, finite elements me-

thod.
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ڲڪٌۘ
ً؇ݿٺأ݄؇ل ّگފ٭݄۬ ዻዧᄔცو ا৙৑݁ټܭ ુળ༲اܳٺ ᄭᄟ؊݁ފ ً؇ܳݯٴޔ ݁ٺ؞؇ߌߵة، ۰࿩ਜ਼اଫଐৎ৊ اܳأڎدي اܳٺ༲ܹ٭ܭ ࢻࣖراݿ۰ ᆇᅪٷ؇ اܳأ݄ܭ ۱ڍا ሒᇭ

ނިارߙ߳. َިع ݆݁ ෛຳިارز݁٭؇ت ݁ྡྷފگ۰ اࠍ੅ޚ٭۰ ا௱௯௫ڎودة ๤ཛྷ؇اܳأٷ لگ۰ ޗݠ
ሌᇿإ (ଫଃ܋ٴ ܾ࿭੗ و ݁أگڎ ႟ၽނ ذو ؇݁ިᆇᅦ) ෠੼؇ل ሒᇭ اৎ৊ޚݠوح ঌॻݬ৙৑ا ႟ၽލৎ৊ا ጵ጑ොູ ሒᇭ റണ೭ټܭ ا௯௫௵؇ل ጵ጑ොູ ݁ٴڎأ إن
ྲྀྥټྟ٭ب ܳٷ؇ ૭૜݄ں ৖৑ ႟ၽލৎ৊ا ۱ڍا ل؇ء ଩ଃڣ ዻዧᄳᄟ اࠍ੆ިاف وᆇᆅ٭۰ اࠍ੆ڎود ۱ڍه اܳިاڢؕ ሒᇭ اܳڰݠ؜٭۰، ႟၍؇ލৎ৊ا ݆݁ اܳأڎࢴࣖ

๤ཇوط.
؇ਃಮඹජ ّ؞ޚް ڣݠ؜٭۰ ৖৑؇෠੼ت ༟ڎة ሌᇿإ ሒᇿ؇ᆇᅹ৕৑ا ا௯௫௵؇ل ّگފࡗࡲ আॻ༟ ّأ݄ܭ ሌᇿو৙৑ا ،ඔ൹ܝٷٺᆙᆘ ඔ൹ਐಱ୍ارଲّ ඔ൹٭ٺ౯౏ళاଫଐإݿ ؇਍ಱᄴᄟ

اܳިاۏ۳؇ت. আॻ༟ ل۰ اಣಕᕬ৖৑ݠار ๤ཇوط ڣݠض و أඹජاء ۰༟ިᆇ୞୘ ሌᇿإ ا௯௫௵؇ل ڣݱܭ আॻ༟ ّأ݄ܭ ۰ਃ಻؇واܳټ
اࠍ੅ޚ؊. ّگڎߌߵات و ّگݠਊಱ؇ت আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ؕ݁ ،ඔ൹਍ುا ඔ൹ܳ؇෠੼ ሌᇿا ا௯௫௵؇ل ጵ጑ොູ لگ۰ ޗݠ আॻ༟ ا۱ٺ݄؇݁ٷ؇ ஼ߵணߖ اܳފ٭؇ق ۱ڍا ሒᇭ

. اܳٺگݠਊಱ؇ت ا௱௯௫ڎودة، ๤ཛྷ؇اܳأٷ لگ۰ ޗݠ ނިارߙ߳، لگ۰ ،ޗݠ ا৙৑݁ټܭ ુળ༲اܳٺ ݁ٺ؞؇ߌߵة، ۰࿩ਜ਼اଫଐ݁ ا༉ໝൄളۻמ١: اڤոஈ࿦࿮ت
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3.6 Méthode alternée de Schwarz pour le problème de l’obstacle : . . . . . . . . . 44

3.6.1 Algorithme de Schwarz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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Notations

Notations

Cette partie est consacré essentiellement à l’introduction de quelques notions fondamen-

tales d’analyse et certaines définitions des espaces de sobolev qui seront trés utiles pour

le développement ulterieur de notre travail. Nous faisons également un rappel de certains

théorèmes et des résultats importents que nous utiliserons dans les chapitre 1, 2 et 3.

1. Soit p un réel, avec 1 ≤ p <∞.

Lp(Ω) est l’espace de Banach des fonctions mesurables définies presque partout de

Ω dans R, tel que ∥u∥p soit intégrable, muni de la norme

∥u∥p =
[∫

Ω
|u(x)|pdx

] 1
p

, 1 ≤ p <∞

Si p = ∞,

L∞(Ω) est l’espace de Banach, des fonctions mesurables et bornées définies presque

partout de Ω dans R, muni de la norme

∥u∥L∞(Ω) = sup essx∈Ω|u| = inf{M/|u(x)| < M},

2. Soient m ≥ 1 un entier, et p un réel avec, 1 ≤ p <∞.

Wm,p(Ω) désigne l’espace de Sobolev des fonctions de Lp(Ω) dont les dérivées par-

tielles jusqu’a l’ordre m sont dans Lp(Ω), muni de la norme

∥u∥Wm,p(Ω) =

[ ∑
|α|≤m

∥Dαu∥pLp(Ω)

] 1
p

Où

Dαu =
∂|α|u

∂α1x1...∂αnxn

8



Notations

et

|α| =
n∑

i=1

αi

.

est un espace de Banach,

3. W1,2(Ω) = H1(Ω)

H1
0(Ω) = {v ∈ H1(Ω), γv = 0 sur ∂Ω},

Où, γ est l’application de trace sur la frontière de Ω.

4. V désigne un espace de Hilbert H1(Ω) ou H1
0(Ω),

5. Soit P1 l’espace des fonctions polynomiales de degré inferieur ou égale à 1 telle que :

P1 = {p : p(x, y) = αx+ βy + γ; α, β, γ ∈ R},

6. On note par :

Ω : un ouvert borné de Rn à frontière lipschitzienne,

ψ : l’obstacle,

K : est un ensemble convexe, fermé et non vide,

Vh : l’espace d’approximation interne,

φ : est une fonction de base,

rh : opérateur de restriction,

πh : opérateur d’interpolation,

9



Notations

τh : triangulation de domaine,

B̄(0, R) : la boule fermée de centre 0 et de rayon R.

10



Introductions

Introduction

Le principe de résolution par décomposition de domaine d’un problème donné, dit

méthode de Schwarz, est assez ancien. En 1869 [39], l’auteur a utilisé une décomposition

recouvrante pour la résolution d’un problème aux dérivées partielles sur une géométrie com-

plexe.

Le développement des moyens de calcul numérique et notamment l’avènement des

architectures parllèles a ravivé, depuis trois décennies, l’intérêt porté à ces méthodes.

En 1988, Lions a donné une interprétation de cette méthode à l’aide d’une formu-

lation variationnelle [28, 29, 31]. Il a précisé que la convergence de cette méthode dépend

de la taille du recouvrement et du pas de discrétisation.

Les méthodes de décomposition de type Schwarz consiste à remplacer la résolution

d’un problème posé sur un domaine global potentiellement gros et compliqué par une suc-

cession de résolutions du même problème sur des sous-domaines du domaine global, supposés

plus simples, plus petits et réguliers.

On distingue deux types de partitionnement :

1. Méthode de Schwarz sans recouvrement : l’intersection entre les sous- domaines se li-

mite aux interfaces.

2. Méthode de Schwarz avec recouvrement : Chaque sous domaine recouvre une partie de

ses sous-domaines voisins, et qui comporte deux versions, à savoir celle de Schwarz additif

(Calcul parallèle) et de Schwarz multiplicatif (Calcul séquentiel).

La méthode de Schwarz a été largement étudiée pour les problèmes elliptiques linéaires

dans [10, 1, 2, 5].

P. L. Lions était le premier a avoir travaillé sur les inéquations variationnelles [28].

Les deux méthodes de Schwarz multiplicative et additive ont été respectivement données

dans [43, 44, 45], pour le problème d’obstacle avec un ou deux obstacles, quand à Meyer

11



Introductions

dans [33], il a étudié leurs solutions numériques.

Les inéquations variationnelles sont des équations qui expriment une inégalité entre

deux fonctionnelles. Elles sont utilisées en mathématiques pour modéliser des problèmes où

l’on cherche une fonction qui minimise ou maximise une certaine quantité, mais où cette

fonction doit satisfaire certaines contraintes. Elles ont des applications dans de nombreux

domaines de la physique et de l’ingénierie, tels que la mécanique des fluides, l’élasticité,

l’optique, l’électromagnétisme et la théorie du contrôle. Elles sont également utilisées dans

l’analyse numérique pour résoudre des problèmes d’optimisation et de contrôle optimal.

Pour notre part, on s’intéresse à l’approximation par éléments finis, en introduisant

l’algorithme de Schwarz pour des inéquations variationnelles lié à contrôle ergodique.

Le travail présent se décompose en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques résultats généraux sur les inéquations va-

riationnelles, telles l’existence et l’unicité de la solution, leurs propriétés de régularité, de sous

solutions et de monotonie, nous introduisons également quelques notions supplémentaires

sur l’approximations qui nous seront utiles dans les chapitres à suivre, telle que l’approxi-

mation en norme uniforme donnée par Cortey-Dumont [19].

Le deuxième chapitre est consacré à l’approximation numérique d’inéquation varia-

tionnelle où le terme d’ordre zéro tend vers zéro. Des estimations d’erreurs ont été obtenues

en norme L∞ en utilisant la méthode de sous solution, et un exemple numériques ont été

donné dans ce sens.

Le troixième chapitre concerne la méthode de décomposition de domaine, nous intro-

duisant ici des généralités sur cette méthode à savoir la méthode de schwarz classique pour

un problème d’inéquations variationnelles. Par suite, on passe à l’analyse de convergence de

la méthode alterneé de schwarz pour deux sous domaines avec recouvrement, appliqué à une

classe d’inéquation variationnelle lié à contrôle ergodique, dans ses deux versions continue

et discrète.
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Dans le cas discret, on considère que chaque sous domaine possède sa propre discrétisation

par une méthode des éléments finis uniforme ≪nonmatching grids≫ dans le sens qu’un noeud

ou un triangle appartenant à un sous domaine n’appartient pas à l’autre.

A la fin, nous donnons quelques sources que nous avons utilisées pour rédiger ce travail.

13



CHAPITRE

1 Généralités sur les inéquations

variationnelles elliptiques

Cette partie rappelle les résultats importants d’approximations de l’inéquation varia-

tionnelle et en utilisant la notion de sous-solution. Pour des raisons de complétudes, l’étude

du cas discret s’effectuera par symétrie au problème continu.

1.1 Notations et hypothèses

Soit Ω un ouvert borné de RN à frontiére réguliére Γ. L’opérateur elliptique considéré

dans notre travail étant de la forme :

Av = −
∑

1≤j,k≤N

∂

∂xj
(ajk(x)

∂v

∂xk
) +

∑
j

aj(x)
∂v

∂xj
+ a0(x)v (1.1)

La forme bilinèaire a(., .) associée est définie par :

a(u, v) =

∫
Ω

( ∑
1≤j,k≤N

ajk(x)
∂u

∂xj

∂v

∂xk
+
∑
j

aj(x)
∂u

∂xj
v + a0(x)uv

)
dx, (1.2)

Où les coefficients ajk(x), aj(x), a0(x), sont supposés être suffisamment réguliers, et a0(x)

satisfait :

∀x ∈ Ω a0(x) ≥ β > 0; (1.3)

∑
j,k

ajk(x)ξjξk ≥ γ|ξ|2, (ξ ∈ Rn, x ∈ Ω) (1.4)

14



Chapitre 1 1.1. Notations et hypothèses

Où : β et γ sont des constantes positives.

Nous supposons aussi que la forme bilinéaire est continue et fortement coercive :

a(v, v) ≥ α∥v∥2H1 , α ≥ 0, ∀v ∈ H1(Ω).

Soit enfin un second membre f ∈ L∞, et un obstacle

ψ ∈ W 2,∞(Ω) tel que : ψ > 0 sur Γ. (1.5)

On prend une fonction ρ = ψ\B(x0,Ch), alors

∀x ∈ B(x0, Ch) telle que u(x) = ψ(x).

Nous obtenons

|u(x)− ρ(x)| ≤ Ch2| log h|2. (1.6)

Ce genre d’inéquation s’appelle aussi problème de l’obstacle où problème à frontière libre.

En effet la fonction u coincide avec l’obstacle ψ sur une partie de Ω, et dans l’autre partie

l’obstacle ψ > u. Cela nous conduit à définir une frontière libre entre les deux parties de

Ω. En pratique les inéquations variationnelles sont souvent appliquées dans le domaine des

problèmes de contrôle stochastique et les problèmes de l’énergie.

Remarque 1.1.1 Dans la suite on prend les hypothèses (1.1) à (1.5).

15



Chapitre 1 1.2. Inéquation variationnelle continue

1.2 Inéquation variationnelle continue

Définition 1.2.1 Le problème suivant est appelé inéquation variationnelle elliptique (I.V) :



Trouver u ∈ V tel que :

a(u, v − u) ≥ (f, v − u), ∀v ∈ V

u ≤ ψ, v ≤ ψ

(1.7)

Où V est l’espace H1
0 (Ω) ou H

1(Ω).

Inégalité de Lévy-Stampacchia

Lemme 1.2.1 [41] Soit ψ ∈ H1(Ω) tel que ψ ≥ 0 sur ∂Ω. Soit aussi A un opérateur diffe-

rentiel associé à la forme bilinéaire a(., .) et u la solution du problème (1.7) tel que Au ≥ g

(au sens de H−1(Ω)), où g ∈ L2(Ω). Alors

f ≥ Aψ ≥ f ∧ g = min {f, g} (1.8)

Théorème 1.2.2 [41] Sous la condition (1.8), la solution u de (1.7) appartient à W 2,p(Ω),

2 ≤ p <∞ et Au ∈ L∞(Ω).

Existence et unicité de la solution

Théorème 1.2.3 [19] Sous les hypothèses et les notations précédentes, le problème (1.7)

admet une solution unique.

Lemme 1.2.2 Si la forme bilinéaire a(., .) n’est pas coercive, l’adjonction d’un λ assez

grand nous permet de considérer la forme bilinéaire fortement coercive :

b(., .) = a(., .) + λ(., .) (1.9)
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1.2.1 Caractérisation de la solution continue comme enveloppe

des sous-solutions continues

Définition 1.2.4 Soit X l’ensemble des sous-solutions pour l’I.V (1.7), c’est à dire l’en-

semble des z ∈ V tel que

a(z, v) ≤ (f, v), ∀v ∈ V (1.10)

z ≤ ψ, v ≥ 0

Théorème 1.2.5 [19] Sous les hypothèses et notations précédentes, la solution u de l’I.V

(1.7) est le plus grand élément de X.

1.2.2 Propriété de monotonie de la solution continue

On notera la solution de l’I.V (1.7) par σ(f, ψ), où f est le second membre et ψ est

l’obstacle.

Proposition 1.2.6 [36] Soient f et g deux seconds membres et ψ, ψ̃ deux obstacles. Sous

les hypothèses et notations précédentes, la solution de l’I.V (1.7) est croissante par rapport

à l’obstacle ψ et au second membre f , i.e :

si f ≤ g et ψ ≤ ψ̃ alors σ(f, ψ) ≤ σ(g, ψ̃). (1.11)

Considérons maintenant l’application δ définie comme suit

δ : L∞(Ω) −→ L∞(Ω)

(f, ψ) −→ δ(f, ψ) = u.

Où u est la solution de l’I.V (1.7).

Proposition 1.2.7 [36] Soit c une constante positive alors

δ(f + a0c, ψ + c) = δ(f, ψ) + c

17



Chapitre 1 1.3. Problème discret

1.3 Problème discret

Considérons un espace d’éléments finis conforme construit à partir d’un polynôme de

degré 1. On établit sur Ω une triangulation régulière τh composée d’un nombre fini des

triangles non dégénérés tels que

Ω = ∪Th∈τhTh

Où 

Th ∩ Th = ∅

Th ∩ Th = un sommet commun

Th ∩ Th = un coté commun

(1.12)

On note par h(T ) le diamètre de chaque triangle T et ρ(T ) le sup des sphères inscrites dans

T , on suppose que :

T ∈ τh, 0 ≤ v ≤ h(T )

ρ(T )
≤ v′ (1.13)

On introduit maintenant Vh, l’espace discret suivant

Vh = {V ∈ C(Ω̄) ∩H1
0 (Ω) tel que v/T ∈ P1, ∀T ∈ τh}. (1.14)

On notera par {φm}M(h)
m=1 les fonctions de base usuelles définies par

φm(Mj) = δmj telles que : δmj =


1 si m = j

0 si m ̸= j

où Mj sont les sommets de la triangulation qui n’appartiennent pas à Γ, et M(h) étant le

nombre de noeuds de triangulation.
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L’opérateur de restriction naturel sera pour

v ∈ C0(Ω̄) ∩H1
0 (Ω), rhv(x) =

∑M(h)
m=1 v(Mh)φm(x)

Rappelons maintenant la propriété :

φm ≥ 0 ∀m = 1, ...,M(h), et
∑M(h)

m=1 v(Mh)φm = 1

1.3.1 Position du problème

Considérons maintenant le problème discret associé au problème continu (1.7) :



trouver uh ∈ Vh

a(uh, vh − uh) ≥ (f, vh − uh), ∀vh ∈ Vh

uh ≤ rhψ, vh ≤ rhψ

(1.15)

Existence et unicité de la solution

Théorème 1.3.1 [19] Sous les hypothèses et notations précédentes le problème (1.15), ad-

met une solution unique.

1.3.2 Caractérisation de la solution discrète comme enveloppe des

sous-solutions discrètes

Définition 1.3.2 Soit Xh l’ensemble des sous-solutions pour l’I.V (1.15), c’est à dire l’en-

semble des zh ∈ Vh tel que
a(zh, φm) ≤ (f, φm) ∀m = 1, ...,M(h)

zh ≤ rhψ

(1.16)

Théorème 1.3.3 [19] Sous les hypothèses et notations précédentes, la solution uh de l’I.V

(1.15) est le plus grand élément de Xh.
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1.3.3 Propriété de monotonie de la solution discrète

On notera la solution uh de l’I.V (1.15) par σh(f, rhψ).

Proposition 1.3.4 [36] Sous les hypothèses et notations précédentes, la solution de l’I.V

(1.15) est croissante par rapport à l’obstacle ψ et au second membre f .

Si f ≤ g et ψ ≤ ψ̃ alors σh(f, rhψ) ≤ σh(g, rhψ̃) (1.17)

Par analogie au cas continu, considérons l’application δh

δh : L∞(Ω) −→ L∞(Ω) (1.18)

(f, ψ) = δh(f, rhψ) = uh.

Où uh est la solution discrète de l’I.V (1.15).

Proposition 1.3.5 [36] Soit c une constante positive, alors

δh(f + a0c, rh(ψ + c)) = δh(f, rhψ) + c (1.19)

1.4 Approximation en norme L∞(Ω)

Remarque 1.4.1 La nature du problème d’inéquation variationnelle est l’existence de deux

sous-ensembles de Ω notés Ω0 et CΩ0 tels que :

Ω0 = {x ∈ Ω/u(x) = ψ(x)}

CΩ0 est le complémentaire de Ω0 dans Ω.

Soit maintenant l’approximation discrète de l’ensemble :

Ωh = {x ∈ ∪Th/Th ∩ Ω0 ̸= 0}

20



Chapitre 1 1.4. Approximation en norme L∞(Ω)

D’aprés [19], on a le lemme suivant :

Lemme 1.4.1 Sous les hypothèses et notations précédentes, nous avons

∥u− ψ∥∞ ≤ Ch2| log h|2

∥ψ − rhψ∥∞ ≤ Ch2| log h|2 (1.20)

Preuve Soit Th dans Ωh, il existe x0 appartient à Th tel que :

u(xo) = ψ(x0)

De plus

Th ⊂ B(x0, Ch)

Alors, pour tout x dans Th

u(x) ≤ ψ(x)

Comme u est la solution de (1.7) et d’aprés l’hypothèse (1.5) et (1.6), on sait que

u(x) = ρ(x)

C’est à dire

u(x) ≤ ψ(x) ≤ u(x) + Ch2| log h|2

Donc

∥u− ψ∥∞ ≤ Ch2| log h|2

Pour la deuxième estimation ; d’après l’hypothèse (1.20) on a

∥u− rhu∥∞ ≤ Ch2| log h|2
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Et

rhu ≤ rhψ ≤ rhu+ Ch2| log h|2

D’où

∥ψ − rhψ∥∞ ≤ Ch2| log h|2.

Théorème 1.4.1 Sous les hypothèses précédentes, on a :

∥u− uh∥∞ ≤ Ch2| log h|2 (1.21)

Preuve

Partie 1 :

Construction d’une fonction discrète αh proche de u qui vérifie

αh ≤ uh et ∥αh − uh∥∞ ≤ Ch2| log h|2

Partie 2 :

Construction d’une fonction discrète βh proche de uh qui vérifie

uh ≤ βh et ∥βh − uh∥∞ ≤ Ch2| log h|2

La démonstration du théorème se poursuit alors comme suit

∥u− uh∥∞ ≤ ∥u− αh∥∞ + 2∥βh − uh∥∞

≤ Ch2| log h|2.
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2 Approximation par élément finis

d’une classe d’inéquation

variationnelle liée à un problème

de contrôle ergodique

2.1 Introduction

Il est bien connu que les problèmes de contrôle impulsionnel pour refléter un processus

de diffusion peuvent être résolu en considérant une solution d’une inéquation variationnelle.

Le but d’utilisation d’un problème de contrôle ergodique est la minimisation de la fonc-

tion coût à long terme par unité de temps.

De tels problème sont naturels lorsque l’ont veut éviter l’introduction d’un taux d’actuali-

sation dont la valeur est souvent arbitraire.
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Chapitre 2 2.2. Problème continu

2.1.1 Notations et Hypothèses

Soit Ω un polygone convexe de RN de frontière Γ régulière.

Les coefficients aij et ai sont suffisamment réguliers. On suppose que pour tout ξ ∈ RN , on

a

aij(x), ai(x) ∈ C1(Ω̄), i, j = 1, 2, ..., N (2.1)

(p− 1)
N∑

i,j=1

aij(x)ξiξj +
N∑
i=1

ai(x)ξiξ0 + ξ20 ≥ 0, p ≥ 2. (2.2)

Pour u, v ∈ H1(Ω), on pose

aα(u, v) =

∫
Ω

( N∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xi
.
∂v

∂xj
+

N∑
i=1

ai(x)
∂u

∂xi
v + αuv

)
dx (2.3)

et

b(u, v) =

∫
Ω

( N∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xi
.
∂v

∂xj
+

N∑
i=1

ai(x)
∂u

∂xi
v + uv

)
dx; (2.4)

Où b(u, v) est la forme bilinéaire associée à l’opérateur elliptique suivant :

Bu =
N∑

i,j=1

∂

∂xi
aij

∂u

∂xj
+

N∑
i=1

∂u

∂xi
ai
∂u

∂xi
+ u. (2.5)

2.2 Problème continu

On s’intérèsse ici à l’étude mathématique du problème de contrôle ergodique modélisé

par une inéquation variationnelle. Plus précisément nous considérons le problème suivant :

Auα + αuα ≤ f

uα ≤ ψ

(uα − ψ)(Auα + αuα − ψ) = 0

∂uα

∂n
\Γ = 0;

(2.6)
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Chapitre 2 2.2. Problème continu

Avec

A = − ∂

∂xi

( N∑
i,j=1

aij
∂

∂xj

)
+

N∑
i=1

bi
∂

∂xi

Ω est un ouvert de RN à frontière régulière, ψ est l’obstacle dans W 2,∞(Ω).

La formulation variationnelle du problème (2.6) est définie comme suit :

Trouver uα solution d’inéquation variationnelle suivante :
a(uα, v − uα) + α(uα, v − uα) ≥ (f, v − uα).

uα ∈ H1(Ω), uα ≤ ψ; v ∈ H1(Ω), v ≤ ψ,

(2.7)

tel que α tend vers 0; α > 0.

Où f est une fonction positive dans L∞(Ω); et

a(u, v) =

∫
Ω

grad(u).grad(v) dx; (2.8)

(., .) désigne le produit scalaire dans L2(Ω) ; et ∥.∥ la norme L∞.

Sous les hypothèses précédentes, on montre que uα converge vers u0 la solution unique de :
a(u0, v − u0) ≥ (f, v − u0),

u0 ∈ H1(Ω), u0 ≤ ψ; v ∈ H1(Ω), v ≤ ψ,

(2.9)

2.2.1 Position du problème

Soit α ∈]0, 1[, par une transformation facile, uα est une solution du problème suivant :
b(uα, v − uα) ≥ (f + γuα, v − uα),

uα ∈ H1(Ω), uα ≤ ψ; v ∈ H1(Ω), v ≤ ψ,

(2.10)
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Chapitre 2 2.2. Problème continu

Où

γ = 1− α

b(u, v) = a(u, v) + (u, v) (2.11)

Preuve

b(uα, v − uα) = a(uα, v − uα) + (uα, v − uα)

≥ (f, v − uα)− α(uα, v − uα) + (uα, v − uα)

= (f − αuα + uα, v − uα)

= (f + (1− α)uα, v − uα)

= (f + γuα, v − uα), γ = 1− α

Proposition 2.2.1 [4, 6] Sous les hypothèses (2.8) et (2.10), uα est uniformement bornée

dans W p,∞(Ω), p ≤ +∞. De plus uα converge uniformement sur Ω et fortement dans H1(Ω)

vers u0 la solution unique de (2.9).

Remarque 2.2.1 Dans tout ce qui suit, C désignera une constante positive indépendante

de α.

2.2.2 Régularité de la solution

Lemme 2.2.1 [6] Sous les hypothèses et notations précédentes, nous avons

∥uα∥H1(Ω) ≤ C;

Où uα est la solution du problème (2.10).

Lemme 2.2.2 Sous les hypothèses et notations précédentes, nous avons

∥uα∥W 2,p(Ω) ≤ C;
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2.2.3 Propriété de lipschitzianité continue

Notation 2.2.2 On note par w = σ(g;ψ) la solution de l’inéquation variationnelle sui-

vante : 
b(w, v − w) ≥ (g, v − w)

w ≤ ψ, v ≤ ψ;

(2.12)

Alors

uα = σ(f + γuα;ψ). (2.13)

Soient g, g̃ ∈ L∞(Ω) et u = σ(g;ψ) ; ũ = σ(g̃, ψ) les solutions associeés à (2.13).

Proposition 2.2.3 Sous les notations au dessus, on a :

∥σ(g, ψ)− σ(g̃, ψ)∥∞ ≤ ∥g − g̃∥∞.

Preuve On pose φ = ∥g − g̃∥∞. Alors

u+ φ = σ(g + φ, ψ + φ).

Où

g̃ ≤ g + ∥g − g̃∥∞ = g + φ

et

ψ ≤ ψ + φ.

Grace à la propriété de monotonie pour la solution de l’inéquation variationnelle elliptique,

on obtient :

σ(g̃, ψ) ≤ σ(g + φ, ψ + φ) = σ(g, ψ) + φ.
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Donc

σ(g̃, ψ)− σ(g, ψ) ≤ φ.

Finalement, comme g et g̃ sont symétriques ; on a le résultat désiré.

La propriété suivante est crucial dans ce travail :

2.2.4 Notion des sous solutions

Définition 2.2.4 Soit X l’ensemble des sous solutions de problème (2.10), tel que w ∈ X

si : 
b(w, v) ≤ (f + γw, v),

∀v ∈ H1(Ω), v ≥ 0, w ≤ ψ.

Lemme 2.2.3 La solution uα de (2.10) est le plus grand élément de X.

La preuve est standard ; on adaptant [18].

2.3 Problème discret

On établit sur Ω une triangulation régulière quasi-uniforme et on introduit Vh l’espace

d’élément finis conforme suivant :

Vh = {vh ∈ C(Ω̄) ∩H1(Ω) tel que vh\T ∈ P1}. (2.14)

On considère l’inéquation variationnelle discrète suivante :
a(uαh, vh − uαh) + α(uαh, vh − uαh) ≥ (f, vh − uαh),

uαh ∈ Vh, uαh ≤ rhψ; vh ∈ Vh, vh ≤ rhψ

(2.15)

Comme dans le cas continu, ce problème sera :
b(uαh, vh − uαh) ≥ (f + γuαh, vh − uαh),

uαh ∈ Vh, uαh ≤ rhψ; vh ∈ Vh, vh ≤ rhψ

(2.16)
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Principe de maximum discret [14]

On suppose que la matrice Bα de coefficient générique

b(φi, φj) est une M −matrice. (2.17)

Comme dans le cas continu, il est facile de montrer que uαh converge vers u0h ; la solution

de l’I.V discrète suivante :
b(u0h, vh − u0h) ≥ (f, vh − u0h),

u0h ∈ Vh, u0h ≤ rhψ; vh ∈ Vh, vh ≤ rhψ

(2.18)

Proposition 2.3.1 [6] Sous les hypothèses et notations précédentes, la solution uαh de

(2.17) converge uniformement sur Ω et fortement dans H1(Ω) vers u0h l’unique solution de

(2.19).

Notation 2.3.2 On note wh = σh(g, ψ) la solution de l’I.V discrète suivante :


b(wh, vh − wh) ≥ (g, vh − wh)

vh ≤ rhψ, wh ≤ rhψ

Alors

uαh = σh(f + γuαh;ψ).

Comme dans le cas continu, on établit la propriété de lipschitzianité discrète suivante :

Proposition 2.3.3 Si l’hypothèse (2.18) est vérifiée, alors on a :

∥σh(g, ψ)− σh(g̃, ψ)∥∞ ≤ ∥g − g̃∥∞. (2.19)

La preuve est similaire à celle de la proposition 2.2.3
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On définit Xh l’ensemble des sous solution discrète du problème (2.17) ; tel que : wh ∈ Xh

si 
b(wh, φi) ≤ (f + γwh, φi)

wh ≤ rhψ, ∀i ∈ {1, ...,m(h)}

Lemme 2.3.1 Si l’hypothèse (2.18) est vérifiée, la solution uαh de (2.17) est le plus grand

élément de Xh.

La preuve est similaire à celle du lemme 2.2.3

Soit ūh la solution de l’I.V discrète :
b(ūh, vh − ūh) ≥ (f + γuα, vh − ūh),

vh ≤ rhψ, ūh ≤ rhψ;

(2.20)

uα est solution de (2.10)

Soit u(h) la solution de l’I.V continue :
b(u(h), v − u(h)) ≥ (f + γuαh, v − u(h)),

v ≤ ψ, u(h) ≤ ψ;

(2.21)

telle que uαh la solution de (2.17).

Lemme 2.3.2

• ∥uα − ūh∥∞ ≤ Ch2|logh|2,

• ∥u(h) − uαh∥∞ ≤ Ch2|logh|2. (2.22)

Preuve C’est une adaptation de [18].
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2.4 Estimation d’erreur en norme L∞

Théorème 2.4.1

• ∥uα − uαh∥∞ ≤ Ch2| log h|2,

• ∥u0 − u0h∥∞ ≤ Ch2| log h|2. (2.23)

Preuve

Etape 1 :

On définit wh une approximation de uα en norme L∞ qui satisfait wh ≤ uαh. D’après le

lemme 2.3.1, il est clair que :


b(ūh, φi) ≤ (f + γuα, φi)

ūh ≤ rhψ, ∀i ∈ {1, ...,m(h)}

Où

uα ≤ ūh + ∥uα − ūh∥∞

et

uαh ≥ 0.

b(ūh, φi) ≤ (f + γ∥uα − ūh∥∞ + γūh + γuαh, φi).

Appliquant une autre fois le lemme 2.3.1, il suit que ūh ∈ Xh où f +λuα est remplacé par :

g = f + γ∥uα − ūh∥∞ + γūh + γuαh

Soit

Uh = σh(g, ψ).
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D’après la proposition 2.3.3, on obtient :

∥Uh − uαh∥∞ ≤ γ∥uα − ūh∥∞,

et d’après le lemme 2.3.2 :

ūh ≤ uαh + Ch2| log h|2.

Soit,

wh = ūh − Ch2| log h|2

Il est clair que :

∥wh − uα∥∞ ≤ Ch2| log h|2

et

wh ≤ uαh.

Etape 2 :

Similairement, on définit β(h) une approximation de uαh qui satisfait

β(h) ≤ uα.

Où u(h) est la solution de (2.21),

uαh ≤ u(h) + ∥uαh − u(h)∥∞.

u(h) ∈ X, alors 
b(u(h), v) ≤ (f + γ∥uαh − u(h)∥∞ + γu(h), v)

u(h) ≤ ψ, v ≥ 0, ∀v ∈ H1(Ω)
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Où uα ≥ 0. 
b(u(h), v) ≤ (f + γ∥uαh − u(h)∥∞ + γu(h) + γuα, v)

u(h) ≤ ψ, v ≥ 0, ∀v ∈ H1(Ω)

De plus, d’après le lemme 2.2.3, u(h) ∈ X avec le second membre :

g = f + γ∥uαh − u(h)∥∞ + γu(h) + γuα

Soit U = σ(g, ψ). Alors appliquant la proposition 2.2.3, on obtient :

∥U − uα∥∞ ≤ γ∥uαh − u(h)∥∞

Alors

u(h) ≤ uα + Ch2| log h|2.

Accordant au lemme 2.3.2 :

β(h) = u(h) − Ch2| log h|2.

Avec

∥β(h) − uαh∥∞ ≤ Ch2| log h|2.

Etape 3 :

On conclut que

uαh ≤ β(h) + Ch2| log h|2

≤ u(h)

≤ uα + Ch2| log h|2

≤ uαh + Ch2| log h|2
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De plus,

∥uα − uαh∥∞ ≤ Ch2| log h|2.

Et

∥u0 − u0h∥∞ ≤ ∥u0 − uα∥∞ + ∥uα − uαh∥∞ + ∥uαh − u0h∥∞

limα ∥u0 − u0h∥∞ ≤ ∥u0 − uα∥∞ + ∥uα − uαh∥∞ + limα ∥uαh − u0h∥∞.

Donc, appliquant la proposition 2.2.1 et 2.3.1 ; on obtient :

∥u0 − u0h∥∞ ≤ Ch2| log h|2.
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3 Méthode de décomposition en

deux sous domaines pour le

problème de contrôle ergodique

Avant d’entamer le travail de cette thèse, nous exposons ici les généralités relatives

à la méthode de décomposition de domaine de type Schwarz avec recouvrement (et ses

variantes alternée et parallèle) et sans recouvrement d’une manière générale. Nous effectuons

également une comparaison des deux méthodes en terme de convergence.

3.1 Historique de la méthode de Schwarz

La première méthode de Schwarz a été développée à la fin du 19eme siècle par le

mathématicien H.A.Schwarz 1843−1921 (voir la Figure 3.1). dans le but d’étudier l’opérateur

de Laplace. Son idée est de traiter le problème dans le cas où Ω est la réunion avec recou-

vrement de deux domaines simples.

par exemple : l’union d’une plaque rectangulaire et un disque.

Figure 3.1
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Chapitre 3 3.1. Historique de la méthode de Schwarz

ALGORITHME 1 (Schwarz 1870 )

Sur Ω1 : 

Lun+1
1 = f dans Ω1

un+1
1 = un2 sur Γ1

un+1
1 = u0 sur ∂Ω1/Γ1

(3.1)

Sur Ω2 : 

Lun+1
2 = f dans Ω2

un+1
2 = un+1

1 sur Γ2

un+1
2 = u0 sur ∂Ω2/Γ2

(3.2)

Convergence originale de Schwarz

La convergence vers la solution globale de cet algorithme a été établie par Schwarz en

utilisant le principe du maximum.

Ensuite, vers les années 30, Sobolev a découvert la formulation variationnelle pour des

problèmes en élasticité linéaire . Le résultat de Sobolev offre un point de départ pour utiliser

l’algorithme pour des problèmes ne vérifiant pas le principe du maximum. Puis en 1988, P. L.

Lions donne une interprétation de cet algorithme à l’aide d’une formulation variationnelle.

Il précise que la convergence de cette méthode dépend de la taille du recouvrement ”d” et

du pas de discrétisation ”h”. On note que la convergence est meilleure si le recouvrement

est important.

Synthétiquement, les méthodes de décomposition de domaine peuvent se scinder en deux

grandes familles :

- avec recouvrement

- sans recouvrement
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3.2 Méthodes de Schwarz avec recouvrement et sans

recouvrement

Pour simplifier, nous allons nous limiter au cas d’un problème elliptique avec conditions

de Dirichlet homogènes : 
Lu = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(3.3)

Les méthodes de Schwarz sont basées sur un partitionnement du domaine Ω en m(m ≥ 2)

sous domaines Ωi tel que :

Ω =
⋃

1≤i≤m

Ωi (3.4)

Ces méthodes visent à résoudre le problème global sur Ω en résolvant des problèmes plus

petits sur les sous-domaines Ωi. On distingue deux types de partitionnement :

3.3 Méthode de Schwarz sans recouvrement

L’intersection entre les sous domaines se limite aux interfaces :

∀ 1 ≤ i ≤ j ≤ m, Ωi ∩ Ωj = ∅, ∂Ωi ∩ ∂Ωj = Γij.

Où Γij est la frontière entre les sous domaines Ωi et Ωj.

ALGORITHME 2 : Schwarz sans recouvrement

Soit (u0i )i=1,2 une approximation initiale de la solution u dans chaque sous domaine dans

le cas d’un découpage en deux sous domaines, et (uni )i=1,2 est la valeur de l’approximation

de u à l’itération n.
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Chapitre 3 3.3. Méthode de Schwarz sans recouvrement

L’algorithme de Schwarz s’écrit :
Lun+1

1 = f dans Ω1

B1u
n+1
1 = B1u

n
2 sur Γ1,2

(3.5)


Lun+1

2 = f dans Ω2

B2u
n+1
2 = B2u

n
1 sur Γ1,2

(3.6)

Où B1 et B2 sont des opérateur d’interfaces.(Voir la figure 3.2).

Figure 3.2

Dans cet algorithme, la résolution des deux sous problèmes se déroule en parallèle : à

l’itération courante, chaque sous domaine a besoin d’information à l’itération précédente de

son voisin, avec lequel il a des frontières non vides. P.L. Lions a montré que ces opérateurs

d’interfaces peuvent être remplacés par des conditions aux limites mixtes de type Dirichlet

et Newmann, qui sont appelées ”conditions de transmissions de type Robin ou mixtes ”.
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3.4 Méthode de Schwarz avec recouvrement

Chaque sous domaine recouvre une partie de ses sous domaines voisins. On distingue

deux versions :

ALGORITHME 3 : Schwarz additif - Calcul parallèle

On prend comme conditions de Dirichlet pour un sous domaine Ωi, les valeurs calculées

par le sous domaine voisin à l’itération précédente.

Soit à résoudre ces deux sous problèmes en parallèle :



Lun+1
1 = f dans Ω1

un+1
1 = un2 sur Γ1

un+1
1 = 0 sur ∂Ω1/Γ1

(3.7)



Lun+1
2 = f dans Ω2

un+1
2 = un1 sur Γ2

un+1
2 = 0 sur ∂Ω2/Γ2

(3.8)

ALGORITHME 4 : Schwarz multiplicatif - Calcul séquentiel

On prend comme conditions de Dirichlet les dernières valeurs d’interfaces calculées par

le sous domaine voisin. (voir la Figure 3.3).

Soit à résoudre ces deux sous problèmes séquentiellement :



Lun+1
1 = f dans Ω1

un+1
1 = un2 sur Γ1

un+1
1 = 0 sur ∂Ω1/Γ1

(3.9)
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Chapitre 3 3.4. Méthode de Schwarz avec recouvrement



Lun+1
2 = f dans Ω2

un+1
2 = un+1

1 sur Γ2

un+1
2 = 0 sur ∂Ω2/Γ2

(3.10)

Figure 3.3

Remarque 3.4.1 L’algorithme de Schwarz multiplicatif s’interpréte algébriquement comme

une méthode de Gauss Seidel par blocs où chaque bloc est relatif à l’opérateur restreint sur

un sous domaine. Le degré du parallélisme dans ce cas est moins important puisque le

sous domaine Ω2 doit attendre que le calcul soit fait sur le sous domaine voisin Ω1 avant

d’entamer son propre calcul.

Remarque 3.4.2 Il faut souligner que la convergence de la méthode de Schwarz additive

est moins bonne que sa version multiplicative. En termes algébriques, elle correspond à une

méthode de Jacobi par blocs ou chaque bloc est relatif à l’opérateur restreint sur un sous

domaine.

L’avantage de ces algorithmes est l’économie en place mémoire, en effet si le problème global

est résolu par des méthodes directes le coût de stockage est trés grand, mais en divisant ce

problème en plus petits morceaux la quantité de stockage peut être réduite.
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un problème de contrôle ergodique

3.5 Application de la méthode de décomposition pour

les inéquation variationnelle liée à un problème de

contrôle ergodique

3.5.1 Introduction :

Les problèmes à frontière libre possèdent plusieurs importants phénomènes en physique,

qui sont bien connu comme problèmes d’obstacles, et sont modélisés par des inéquations va-

riationnelles. Pendant les deux dernières décinnies, une attention particulière a été accordée

et un nombre important de travaux réalisés sur la méthode alternée de Schwarz en particulier

et les méthode de décomposition en sous domaines pour les équations aux dérivées partielles.

Cependant, quelques travaux seulement sont connus sur le sujet, pour les inéquations

variationnelles qui résultent de beaucoup d’applications physiques, comme le flux de fluide

dans des milieux poreux, le comportement des matières d’elasto-plastique. Ces problèmes

sont en général à frontière libre comme bien connu le problème d’obstacle. La première ideé

de cette partie concerne la méthode de décomposition en sous domaines pour le problème

d’obstacle :

Trouver u solution de : 

Au ≤ f Dans Ω

u ≤ ψ Dans Ω

(Au− f)(u− ψ) = 0

ψ conditions aux limites.

(3.11)

Où Ω un ouvert polygonal de R2 à frontière régulière ∂Ω, f est une fonction régulière

et ψ est un obstacle dans W 2,∞ tel que ψ ≥ 0 sur ∂Ω.

Ce problème se caractérise par une zone où l’équation Au = f est satisfaite et une zone où

u touche l’obstacle, la courbe de séparation appelée frontière libre étant une inconnue.
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3.5. Application de la méthode de décomposition pour les inéquation variationnelle liée à

un problème de contrôle ergodique

De trés nombreux phénomènes physiques, mécaniques, économiques,...sont modélisables par

des inéquations variationnelles de type :
trouver u ∈ K tel que

a(u, v − u) ≥ (f, v − u), ∀v ∈ K

(3.12)

Où K est un convexe fermé non vide d’un espace de Hilbert V présenté sous la forme :

K = {u ∈ V tel que u ≤ ψ p.p sur ∂Ω}. (3.13)

Où a(., .) est une forme bilinéaire continue, coercive sur V × V et f ∈ V .

L’existence et l’unicité de la solution, pour ce type d’inéquation variationnelle simple ont

été démontrées par J-L. Lions et G-Stampacchia [26].

Nous étudions dans ce travail la convergence de l’approximation par élément finis de la

méthode alternée de Schwarz pour le problème de l’obstacle (3.11). Où

a(u, v) =
∫
Ω
∇u∇vdx,

(f, v) =
∫
Ω
f(x)v(x)dx

f un second membre régulier.

ψ ∈ W 2,∞(Ω) un obstacle tel que ψ ≥ 0 sur ∂Ω.

K = {v ∈ H1(Ω) tel que v ≤ ψ p.p sur Ω}.

On décompose Ω en deux sous-domaines Ω1 et Ω2 avec recouvrement, tel que :

Ω = Ω1 ∪ Ω2

On note par ∂Ωi i = 1, 2, la frontière de Ωi, et Γi = ∂Ωi ∩ Ωj.

L’intersection de Γ̄i et Γ̄j (i ̸= j) est supposé vide.
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3.5. Application de la méthode de décomposition pour les inéquation variationnelle liée à

un problème de contrôle ergodique

Partant de u0 = ψ, la méthode alternée de Schwarz appliquée au problème (3.11) conduit à

la résolution des sous problèmes suivants :
a(un+1

1 , v − un+1
1 ) ≥ (f1, v − un+1

1 ), ∀v ∈ K, v = un2 sur Γ1

un+1
1 = un2 sur Γ1, u

n+1
1 ∈ K.

(3.14)

et 
a(un+1

2 , v − un+1
2 ) ≥ (f2, v − un+1

2 ), ∀v ∈ K, v = un+1
1 sur Γ2

un+1
2 = un+1

1 sur Γ2, u
n+1
2 ∈ K.

(3.15)

Où

a(u, v) =
∫
Ω
(∇u∇v)dx

et

fi = f\Ωi
, i = 1, 2.

L’étude de la convergence uniforme des suites de Schwarz (un+1
1 ) et (un+1

2 ) a été réalisée par

P-L.Lions [30].

Nous établissons sur Ω1 et Ω2 des triangulations indépendantes au sens où sur Ω1 ∩ Ω2 un

triangle appartenant à une triangulation n’appartient pas nécéssairement à l’autre. Ce type

de discrétisation offre divers avantages.

Plus précisément le choix de la triangulation sur un sous domaine peut se faire en fonction

de la géométrie de celui-ci ainsi que du degré de régularité locale de la solution. Sur le plan

purement calcul, le temps est économisé dans la triangulation automatique de problèmes

avec géométrie complexe. Notre propos dans ce contexte est la contribution à l’étude de

l’analyse de l’erreur en norme L∞ de la méthode alternée de Schwarz.
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Chapitre 3 3.6. Méthode alternée de Schwarz pour le problème de l’obstacle :

La discrétisation par éléments finis P1 des problèmes (3.14) et (3.15) est définie trés classi-

quement par :
a1(u

n+1
1h1

, v − un+1
1h1

) ≥ (f1, v − un+1
1h1

), ∀v ∈ Vh1(u
n+1
2h2

) sur Γ1; vh ∈ Kh1

un+1
1h1

∈ Kh1 ,

(3.16)

et 
a2(u

n+1
2h2

, v − un+1
2h2

) ≥ (f2, v − un+1
2h2

), ∀v ∈ Vh2(u
n+1
1h1

) sur Γ2; vh ∈ Kh2

un+1
2h2

∈ Kh2 ,

(3.17)

Vhi
= {v ∈ H1(Ωi), v\k ∈ P1, ∀k ∈ τhi},

Et pour tout wi ∈ C(Γ̄i) :

V
(wi)
hi

= {v ∈ Vhi
, v = 0 sur ∂Ω ∩ ∂Ωi, v = πhi

(wi) sur Γi},

Khi
= {v ∈ Vhi

tel que v ≤ rhi
ψ},

Vhi
= Vhi

(Ωi) étant l’espace d’éléments finis P1 sur le sous domaine Ωi et πhi
est l’opérateur

d’interpolation usuel.

3.6 Méthode alternée de Schwarz pour le problème de

l’obstacle :

Considérons le problème de l’obstacle suivant :



trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que :

a(u, v − u) ≥ (f, v − u), ∀v ∈ H1
0 (Ω), v ≤ ψ

u ≤ ψ.

(3.18)
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Chapitre 3 3.6. Méthode alternée de Schwarz pour le problème de l’obstacle :

On décompose Ω en deux domaines Ω1 et Ω2, avec recouvrement, tels que

Ω = Ω1 ∪ Ω2

L’intersection de Γ̄i et Γ̄j(i ̸= j) est supposée vide.

3.6.1 Algorithme de Schwarz

Pour u0 = ψ, on définit respectivement les suites (un+1
1 ) sur Ω1 et (un+1

2 ) sur Ω2

générées par la méthode alternée de Schwarz :
a(un+1

1 , v − un+1
1 ) ≥ (f1, v − un+1

1 ), ∀v ≤ ψ, v = un2 sur Γ1

un+1
1 = un2 sur Γ1,

(3.19)

et 
a(un+1

2 , v − un+1
2 ) ≥ (f2, v − un+1

2 ), ∀v ≤ ψ, v = un+1
1 sur Γ2

un+1
2 = un+1

1 sur Γ2,

(3.20)

Où

fi = f\Ωi
,

et

ai(u, v) =
∫
Ω
(∇u∇v)dx, i = 1, 2.

Le théorème suivant, dû à P-L. Lions [30], établit la convergence géométrique des suites

(un+1
1 ) et (un+1

2 ) vers la solution du problème de l’obstacle (3.18).

3.6.2 Convergence géométrique

Théorème 3.6.1 [30] Les suites (un+1
1 ) ; (un+1

2 ), n ≥ 0, générées par l’algorithme de

Schwarz convergent géométriquement vers la solution u du problème d’obstacle (3.18). Plus

précisément il existe deux constantes k1, k2 ∈]0, 1[ telle que pour tout n ≥ 0,

∥u1 − un+1
1 ∥L∞(Ω1) ≤ kn1k

n
2 ∥u0 − u∥L∞(Γ1), (3.21)

∥u2 − un+1
2 ∥L∞(Ω2) ≤ kn+1

1 kn2 ∥u0 − u∥L∞(Γ2),

Où ui = u\Ωi
, i = 1, 2.
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3.6.3 Discrétisation de l’algorithme de Schwarz

Pour i = 1, 2. on note par τhi une famille de triangulations régulière quasi uniforme

de Ωi, hi étant le pas de discrétisation sur Ωi.

On suppose également que les deux triangulations sont mutuellement indépendantes sur

Ω1∩Ω2, au sens où un triangle appartenant à un domaine de triangulation n’appartient pas

nécéssairement à l’autre. (voir Figure 3.4, 3.5)

Figure 3.4

Figure 3.5- la partie nonmatching
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Soit Vhi
l’espace des fonctions linéaires, continues par morceaux sur τhi , qui s’annulent sur

∂Ω ∩ ∂Ωi.

où πhi
désigne un opérateur d’interpolation convenable sur Γi, qui préserve la précision.

Soit aussi

K(w)
hi

= {v ∈ V
(w)
hi

: v ≤ rhi
ψ}. (3.22)

Hypothèse du principe de Maximum Discret (pmd) [14] :

Nous supposons que les matrices de rigidité Ai qui résultent de la discrétisation sur

chaque sous-domaine, sont des M-matrices. ((Ai)−1) existe et est non négative, de plus

Ai
ss > 0, Ai

ls ≤ 0 pour l ̸= s).

Nous définissons maintenant les analogues discrets des suites de Schwarz définies dans

(3.19) et (3.20), respectivement par : (un+1
1h1

) et (un+1
2h2

), telles que (un+1
1h1

) est l’unique solution

de l’I.V discrète :

a1(u
n+1
1h1

, v − un+1
1h1

) ≥ (f1, v − un+1
1h1

), ∀v ∈ K
(un

2h2
)

h1
, (3.23)

et (un+1
2h2

) est l’unique solution de l’I.V discrète :

a2(u
n+1
2h2

, v − un+1
2h2

) ≥ (f2, v − un+1
2h2

), ∀v ∈ K
(un+1

1h1
)

h2
, (3.24)

3.6.4 Analyse de l’erreur en norme L∞

Cette section est consacrée à la démonstration du résultat principal de ce travail .

Pour cela, nous commencons par introduire deux suites intermédiaires discrètes et montrer

un lemme fondamental.

Définition de deux suites auxiliaires

Pour w0
ih = u0ih = rhi

ψ ; i = 1, 2, on définit les suites (wn+1
1h1

) et (wn+1
2h2

) telles que

wn+1
1h1

∈ K(un
2 )

h1
, satisfait :

a1(w
n+1
1h1

, v − wn+1
1h1

) ≥ (f1, v − wn+1
1h1

), ∀v ∈ K(un
2 )

h1
,
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respectivement wn+1
2h2

∈ K(un+1
2 )

h2
par :

a2(w
n+1
2h2

, v − wn+1
2h2

) ≥ (f2, v − wn+1
2h2

), ∀v ∈ K(un+1
2 )

h2
.

Dans la suite de ce travail, nous adapterons les notations suivantes :

|.|1 = ∥.∥L∞(Γ1) , |.|2 = ∥.∥L∞(Γ2),

∥.∥1 = ∥.∥L∞(Ω1) , ∥.∥2 = ∥.∥L∞(Ω2),

h1 = h2 = h, rh1 = rh2 = rh, πh1 = πh2 = πh.

Le lemme suivant joeura un rôle crucial dans la démonstration du résultat principal.

Lemme 3.6.1 [11] Soit (un+1
i ) et (un+1

ih ), (i = 1, 2.), les suites définies en (3.19), (3.20), (3.24), (3.25),

respectivement. Alors, on a :

∥un+1
1 − un+1

1h ∥1 ≤
n+1∑
p=1

∥up1 − wp
1h∥1 +

n∑
p=0

∥up2 − wp
2h∥2, (3.25)

et

∥un+1
2 − un+1

2h ∥2 ≤
n+1∑
p=0

∥up2 − wp
2h∥2 +

n+1∑
p=1

∥up1 − wp
1h∥1. (3.26)

3.7 Estimation d’erreur en norme L∞(Ω)

Théorème 3.7.1 [11] Il existe deux constantes k, 0 < k < 1, et c indépendante de h et n

telle que pour tout

n ≤ log h

log k
,

∥ui − un+1
ih ∥L∞(Ωi) ≤ Ch2| log h|3, i = 1, 2
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3.8 Application

3.8.1 Suites de Schwarz continues

On considère le problème suivant :



Trouver uα ∈ H1
0 (Ω) tel que :

b(uα, v − uα) ≥ (f + γuα, v − uα), ∀v ≤ ψ,

∀uα ≤ ψ

(3.27)

Où α est la constante d’ergodicité, avec :

γ = 1− α

On décompose Ω en deux sous domaines Ω1 et Ω2, avec recouvrement, tel que

Ω = Ω1 ∪ Ω2

L’intersection de Γ̄i et Γ̄j(i ̸= j) est toujours supposée vide.

3.8.2 Algorithme de Schwarz

Pour u0α = u0, telle que u0 est la solution unique de :

a(u0, v − u0) ≥ (f, v − u0) (3.28)

On définit respectivement les suites (un+1
α1 ) sur Ω1 et (u

n+1
α2 ) sur Ω2 générées par la méthode

alternée de Schwarz, telles que :
b1(u

n+1
α1 , v − un+1

α1 ) ≥ (f1 + γunα1, v − un+1
α1 ), ∀v ≤ ψ, v = unα2 sur Γ1

un+1
α1 = unα2 sur Γ1,

(3.29)
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et 
b2(u

n+1
α2 , v − un+1

α2 ) ≥ (f2 + γunα2, v − un+1
α2 ), ∀v ≤ ψ, v = un+1

α1 sur Γ2

un+1
α2 = un+1

α1 sur Γ2.

(3.30)

Où

fi = f\Ωi
,

et,

bi(uα, v) = ai(uα, v) + γ

∫
Ωi

uαvdx, i = 1, 2 (3.31)

Le théorème suivant, dû à P-L.Lions, établit la convergence géométrique des suites (un+1
α1 )

et (un+1
α2 ) vers la solution du problème de l’obstacle (3.28).

3.8.3 Convergence géométrique

Théorème 3.8.1 [30] Les suites (un+1
α1 ) et (un+1

α2 ), n ≥ 0, générées par l’algorithme de

Schwarz convergent géométriquement vers la solution uα du problème d’obstacle (3.28). Plus

préciéement il existe deux constantes ρ1, ρ2 ∈]0, 1[ telle que pour tout n ≥ 0,

∥uα1 − un+1
α1 ∥L∞(Ω1) ≤ (ρn1ρ

n
2 )∥uα − u0α∥L∞(Γ1),

∥uα2 − un+1
α2 ∥L∞(Ω2) ≤ (ρn+1

1 ρn2 )∥uα − u0α∥L∞(Γ2). (3.32)

Principe de maximum discret [14] :

On suppose que la matrice sur chaque sous domaine Aαi
, i = 1, 2 de coefficients

génériques

b(φi, φj) est une M −matrice. (3.33)

3.8.4 Suites de Schwarz discrètes

Soit τi(i = 1, 2) une triangulation régulière quasi-uniforme par élément finis standard

dans Ωi.

On considère une méthode de décomposition en deux sous domaines avec recouvrement

pour un problème de contrôle ergodique. On utilise sur chaque sous domaine la méthode de

Schwarz ≪nonmatching grids≫.
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Algorithme discret

On choisit u0αh = u0h, telle que u0h est la solution de l’inéquation suivante :

a(u0h, v − u0h) ≥ (f, v − u0h),

On définit la suite (un+1
α1h ) sur Ω1 générée par la méthode alternée de Schwarz ; telle que :

b1(u
n+1
α1h , v − un+1

α1h ) ≥ (f1 + γunα1h, v − un+1
α1h ), ∀v ≤ rh1ψ, v = unα2h sur Γ1

un+1
α1h = unα2h sur Γ1,

(3.34)

et (un+1
α2h ) sur Ω2 telle que :
b2(u

n+1
α2h , v − un+1

α2h ) ≥ (f2 + γunα2h, v − un+1
α2h ), ∀v ≤ rh2ψ, v = un+1

α1h sur Γ2

un+1
α2h = un+1

α1h sur Γ2.

(3.35)

Où rhi
est un opérateur de restriction usuel dans Ωi.

3.8.5 Estimation d’erreur :

Définition des suites auxilliaires :

Pour z0αih = u0αih = u0h ; i = 1, 2, on définit la suite zn+1
α1h sur Ω1 :

b1(z
n+1
α1h , v − zn+1

α1h ) ≥ (f1 + γznα1h, v − zn+1
α1h ), ∀v ≤ rh1ψ, v = znα2h sur Γ1

zn+1
α1h = znα2h sur Γ1,

(3.36)

et zn+1
α2h sur Ω2 telle que :
b2(z

n+1
α2h , v − zn+1

α2h ) ≥ (f2 + γznα2h, v − zn+1
α2h ), ∀v ≤ rh2ψ, v = zn+1

α1h sur Γ2

zn+1
α2h = zn+1

α1h sur Γ2.

(3.37)

Notons par (zn+1
αih ), i = 1, 2 est l’approximation par éléments finis de (un+1

αi ) définies dans

(3.30) et (3.31).

Le lemme suivant jouera un rôle crucial dans la démonstration du résultat principal.
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Lemme 3.8.1 [35] On a :

∥un+1
α1 − un+1

α1h ∥1 ≤
n+1∑
p=1

∥upα1 − zpα1h∥1 +
n∑

p=0

∥upα2 − zpα2h∥2, (3.38)

et

∥un+1
α2 − un+1

α2h ∥2 ≤
n+1∑
p=0

∥upα2 − zpα2h∥2 +
n+1∑
p=1

∥upα1 − zpα1h∥1. (3.39)

Telle que :

∥u0α2 − z0α2h∥2 = ∥u0 − u0h∥∞ ≤ Ch2| log h|2.

Preuve

Raisonnons par récurrence ;

Pour n = 0, en utilisant l’analogue discret de la proposition 2.3.1, on obtient :

∥u1α1 − u1α1h∥1 ≤
1∑

p=1

∥upα1 − zpα1h∥1 +
0∑

p=0

∥upα2 − zpα2h∥2

∥u1α2 − u1α2h∥2 ≤
1∑

p=0

∥upα2 − zpα2h∥2 +
1∑

p=1

∥upα1 − zpα1h∥1

Pour le sous domaine Ω1 :

∥u1α1 − u1α1h∥1 ≤ ∥u1α1 − z1α1h∥1 + ∥z1α1h − u1α1h∥1

≤ ∥u1α1 − z1α1h∥1 + |πhu0α2 − πhu
0
α2h|1

≤ ∥u1α1 − z1α1h∥1 + |u0α2 − u0α2h|1

≤ ∥u1α1 − z1α1h∥1 + ∥u0α2 − u0α2h∥2
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Pour le sous domaine Ω2 :

∥u1α2 − u1α2h∥2 ≤ ∥u1α2 − z1α2h∥2 + ∥z1α2h − u1α2h∥2

≤ ∥u1α2 − z1α2h∥2 + |πhu1α1 − πhu
1
α1h|2

≤ ∥u1α2 − z1α2h∥2 + |u1α1 − u1α1h|2

≤ ∥u1α2 − z1α2h∥2 + ∥u1α1 − u1α1h∥1

≤ ∥u1α2 − z1α2h∥2 + ∥u1α1 − z1α1h∥1 + ∥u0α2 − u0α2h∥2

Maintenant, supposons que :

∥unα2 − unα2h∥2 ≤
n∑

p=0

∥upα2 − zpα2h∥2 +
n∑

p=1

∥upα1 − zpα1h∥1

Alors

∥un+1
α1 − un+1

α1h ∥1 ≤ ∥un+1
α1 − zn+1

α1h ∥1 + ∥zn+1
α1h − un+1

α1h ∥1

≤ ∥un+1
α1 − zn+1

α1h ∥1 + |πhunα2 − πhu
n
α2h|1

≤ ∥un+1
α1 − zn+1

α1h ∥1 + |unα2 − unα2h|1

≤ ∥un+1
α1 − zn+1

α1h ∥1 + ∥unα2 − unα2h∥2

≤ ∥un+1
α1 − zn+1

α1h ∥1 +
n∑

p=0

∥upα2 − zpα2h∥2 +
n∑

p=1

∥upα1 − zpα1h∥1

Par conséquent ;

∥un+1
α1 − un+1

α1h ∥1 ≤
n+1∑
p=1

∥upα1 − zpα1h∥1 +
n∑

p=0

∥upα2 − zpα2h∥2
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De même, en utilisant l’estimation précédente, nous obtenons :

∥un+1
α2 − un+1

α2h ∥2 ≤ ∥un+1
α2 − zn+1

α2h ∥2 + ∥zn+1
α2h − un+1

α2h ∥2

∥un+1
α2 − un+1

α2h ∥2 ≤ ∥un+1
α2 − zn+1

α2h ∥2 + |πhun+1
α1 − πhu

n+1
α1h |2

≤ ∥un+1
α2 − zn+1

α2h ∥2 + |un+1
α1 − un+1

α1h |2

≤ ∥un+1
α2 − zn+1

α2h ∥2 + ∥un+1
α1 − un+1

α1h ∥1

≤ ∥un+1
α2 − zn+1

α2h ∥2 +
n∑

p=0

∥upα2 − zpα2h∥2 +
n+1∑
p=1

∥upα1 − zpα1h∥1

≤
n+1∑
p=0

∥upα2 − zpα2h∥2 +
n+1∑
p=1

∥upα1 − zpα1h∥1.

Théorème 3.8.2 [35] Il existe deux constantes ρ, 0 < ρ < 1 et C indépendantes de h et n

telle que pour tout

n+ 1 ≤ log h

log ρ
. (3.40)

On a :

∥uαi − un+1
αih ∥L∞(Ωi) ≤ Ch2| log h|3, i = 1, 2 (3.41)

et

∥u0i − un+1
0ih ∥L∞(Ωi) ≤ Ch2| log h|3, i = 1, 2 (3.42)
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Preuve

Prouvons l’estimation pour i = 1, le cas i = 2 étant similaire.

En effet, soit ρ = max(ρ1, ρ2).

Donc

∥uα1 − un+1
α1h ∥1 ≤ ∥uα1 − un+1

α1 ∥1 + ∥un+1
α1 − un+1

α1h ∥1

≤ (ρ)n+1∥uα1 − u0α1∥1 + (n+ 1)C1h
2| log h|2 + nC2h

2| log h|2

≤ (ρ)n+1∥uα1 − u01∥1 + (n+ 1)C1h
2| log h|2 + nC2h

2| log h|2

≤ (ρ)n+1 limα−→0 ∥uα1 − u01∥1 + (n+ 1)C1h
2| log h|2 + nC2h

2| log h|2.

Où nous avons employé le théorème 3.9.2, le lemme 3.7.1, nous obtenons :

∥uα1 − un+1
α1h ∥1 ≤ Ch2| log h|3.

D’où l’estimation d’erreur désirée.

Pour le cas α = 0, nous adaptons [11].

Exemple numérique [35] On considère le problème suivant :

trouver uα ∈ H1
0 (Ω) tel que :

b(uα, v − uα) ≥ (f + γuα, v − uα), ∀v ≤ ψ,

uα ≤ ψ

(3.43)

avec

γ = 1− α avec α ∈ ]0.1[

on a :

Ω = [0, 1]× [0, 1] , V = H1
0 (Ω)

55



Chapitre 3 3.8. Application

Le second membre

f(x, y) = sin(2πx) sin(2πy)

L’obstacle

ψ = 0, ∀x ∈ Ω

L’opérateur

Au = −∆u+ 0.5x
∂u

∂x
+ 0.5y

∂u

∂y
+ 0.45u

Processus d’arrêt :

∥un1h1 − un−1
1h1 ∥1 < ϵ1, ∥un2h2 − un−1

2h2 ∥2 < ϵ2

Avec

ϵ1, ϵ2 fixés; ϵ1 = 10−6, ϵ2 = 10−6, u0ih = 0, ∀i = 1, 2

Où, à chaque macro-iteration (itération de Schwarz), il a envoyé employé sur chaque sous

domaine, la méthode de sur relaxation avec projection ; avec le paramètre w = 1.5

Ω1 = [0, x1]× [0, 1], Ω2 = [0, x2]× [0, 1],

d = x1 − x2, 0 < x2 < x1 < 1.

On prend ici :

x1 = 0.75, x2 = 0.25

hi, i = 1.2 est le pas de discrétisation sur chaque sous domaine

itd : indique le macro itération de Schwarz (itération extérieure)

pi : est l’ordre de convergence sur chaque sous domaine

Temps : est le temps sur chaque macro-itérartion.
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Où :

erreuri est l’erreur sur Ωi pour les pas hi, i = 1, 2{
erreur1j est l’erreur sur Ω1, j = 1, 2 pour les pas hi, i = 3, 4,

erreur2j est l’erreur sur Ω2, j = 1, 2 pour les pas hi, i = 3, 4.

Tableau 1 : pour itd = 5

Sous domaine [0, 0.75]× [0, 1] [0.25, 1]× [0, 1]

α 0.20 0.20

hi = 1, 2 1/4 1/8

hi = 2, 3 1/8 1/16

hi = 3, 4 1/16 1/32

itéri 29 109

erreuri 2.6328e-003 1.0874e-003

erreuri,j, i = 1, j = 1.2 6.1958e-004 2.79844e-004

Ordre Pi 2.0872e+000 1.8653e+000

temps 1.6287e+001 1.6287e+001

Tableau 2 :

Sous domaine [0, 0.75]× [0, 1] [0.25, 1]× [0, 1]

α 0.20 0.20

hi = 1, 2 1/8 1/16

hi = 2, 3 1/16 1/32

hi = 3, 4 1/32 1/64

itéri 109 346

erreuri 6.1958e-004 2.9844e-004

erreuri,j, i = 2, j = 1.2 1.6300e-004 7.7811e-005

Ordre Pi 1.9264e+000 1.9394e+000

temps 8.0422e+002 8.0422e+002
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Discussion :

Pour la valeur α = 0, 2 (valeur optimale) et les pas : h1 =
1
8
, 1

16
, 1

32
, 1

64
, nous remarquons que

la constante d’ergodicité α, ainsi que le rafinement du pas de discretisation dans chaque sous

domaine jouent un rôle crucial, ça nous permet d’obtenir une bonne estimation d’erreur,

ainsi qu’un ordre de convergence quasi optimal. On conlut alors que ces résultats numériques

obtenus sont en adéquation avec le résultat d’approximation théorique.
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Conclusion et Perspectives

Au cours de notre travail, on a concentré notre étude à l’analyse numérique et

mathématique de la méthode de décomposition en deux sous domaines avec recouvrement

d’un problème d’obstacle.

Cette étude a été faite en deux parties essentielles ;

La première partie est consacré à l’approximation par élément finis d’une classe

d’inéquation variationnelle liée à un problème de contrôle ergodique.

Dans la deuxième partie, en appliquant la méthode pour le cas d’inéquation variation-

nelle lié à contrôle ergodique, nous nous intéressons à l’analyse d’erreur en norme infini dans

le contexte de ≪nonmatching grids≫ , nous considérons un domaine qui est l’union de deux

sous-domaines avec recouvrement, où chaque sous-domaine a son triangulation. Ce type de

discrétisation est trés intéressant car ils peuvent être appliqués pour résoudre de nombreux

problèmes pratiques qui ne peuvent être traités par discrétisations globales. Ils gagnent une

attention particulière des experts et des ingénieurs informatiques, car ils permettent le choix

de différents maillages et les différents ordres de polynômes approximatifs dans différents

sous-domaines selon les différentes propriétés de la solution et des exigences différentes des

problèmes pratiques.

Nous présentons une approche qui combine un résultat de convergence géométrique

due aux Lions [30] et un lemme qui consiste à estimer l’erreur en norme L∞ entre le nième

itéré de Schwarz et son analogue discret. Un résultats théorique et un exemple numérique

montrent que le pas de discrétisation et la constante d’ergodicité α a une influence pour

obtenir un meilleur ordre de convergence.

Nous suggérons, cependant, quelques problèmes ouverts :

- Expérimentations numériques d’approximation par élément finis des inéquations varia-

tionnelles liée à un problème de contrôle ergodique.

- Méthode de décomposition en m sous domaines pour le problème de contrôle ergodique.

- Méthode de décomposition en deux sous domaines pour un système des inéquations varia-

tionnelles liée à un problème de contrôle ergodique.
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